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Définition (Processus ponctuel sur R9)

Un processus ponctuel (ou PP) sur RY est un sous-ensemble aléatoire X de RY
localement fini. C’est a dire que pour tout A C R? borné,

card X N A) < +c0 p.s.
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Définition (Processus ponctuel sur R9)

Un processus ponctuel (ou PP) sur RY est un sous-ensemble aléatoire X de RY

localement fini. C'est a dire que pour tout A C RY borné,

card X N A) < +c0 p.s.

On distingue trois principaux types de comportement pour les PPs.

LX)
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[ Exemples de jeux de données ponctuelles répulsives

Figure: Emplacement des antennes SFR a Roubais et Tourcoing
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Exemples de jeux de données ponctuelles répulsives

Figure: Emplacement de glandes sudoripares.
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Exemples de jeux de données ponctuelles répulsives
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Figure: Emplacement de 340 arbres dans une région de 60m par 90m du Parc Naturel

d’Urkiola.
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[ Exemples de jeux de données ponctuelles répulsives ]

Figure: Emplacement des bureaux de vote a Poitiers et Rennes
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Exemples de modeles de processus ponctuels répulsifs

Processus ponctuels hardcore de Matérn
Grilles perturbées

Processus de Gibbs (ex: Strauss)

Processus déterminantaux
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@ Processus ponctuels determinantaux

@ Définition des DPPs



Définition (Fonctions d'intensité jointe d'un PP)
Soit n € N non nul, la fonction d’intensité jointe d’ordre n d’'un PP X est la
fonction p(") qui, si elle existe, vérifie

+
E Z h(Xlu"' 7Xn) = /h(Xla"' 7Xn)P(")(X17"' 7Xn)dX
(X1y--sXn) EX (R)n

pour n'importe quelle fonction h: R — R intégrable.
La quantité
p(")(X1,"' , Xn)

peut étre interprétée comme la densité de probabilité que X posséde un point
en chaque x;.

Arnaud Poinas MLE pour DPP 22 Juin 2022 8/32



Deux quantités intéressantes:

o p(M(x) est I'intensité d'un processus ponctuel.

Elcard(X N A)] = / pW(x)dx
A
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Deux quantités intéressantes:

o p(M(x) est I'intensité d'un processus ponctuel.

Elcard(X N A)] = /Ap(l)(x)dX: plAl si pM(x) = p.
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Deux quantités intéressantes:

o p(M(x) est I'intensité d'un processus ponctuel.

Elcard(X N A)] = /Ap(l)(x)dx =plAl si pM(x)=p.

o p@(x,y) — pM(x)pM)(y) peut-étre interprété comme une mesure de
dépendance entre deux points.
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Deux quantités intéressantes:

o p(M(x) est I'intensité d'un processus ponctuel.

Elcard(X N A)] = /Ap(l)(x)dx =plAl si pM(x)=p.

o p@(x,y) — pM(x)pM)(y) peut-étre interprété comme une mesure de
dépendance entre deux points.
» 0P (x,y) — pM(x)pM(y) = 0 pour les processus de Poisson.
» 3 (x,y) — pP(x)p™M(y) < 0 pour les processus répulsifs.
» 03 (x,y) — pP(x)pM(y) > 0 pour les processus attractifs.
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Définition (Processus ponctuel déterminantal (O. Macchi, 1975))

Un processus ponctuel X est dit déterminantal (ou DPP) sur R? de noyau K s'il
existe une fonction K : (R?)? — R telle que pour tout n € N:

K(xi,x1) -+ K(x1,x%n)

p(n)(X1,"' , Xy) = det :
K(xnsx1) -+ K(Xns Xn)
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Définition (Processus ponctuel déterminantal (O. Macchi, 1975))

Un processus ponctuel X est dit déterminantal (ou DPP) sur R? de noyau K s'il
existe une fonction K : (R?)? — R telle que pour tout n € N:

K(xi,x1) -+ K(x1,x%n)

p(n)(X1,"' , Xy) = det :
K(xnsx1) -+ K(Xns Xn)

En particulier:
o p(x) = K(x,x)
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Définition (Processus ponctuel déterminantal (O. Macchi, 1975))

Un processus ponctuel X est dit déterminantal (ou DPP) sur R? de noyau K s'il
existe une fonction K : (R?)? — R telle que pour tout n € N:

K(xi,x1) -+ K(xa,xn)

p(")(xl,~-- ,Xn) = det :
K(xnsx1) -+ K(Xn,Xn)

En particulier:
o pM(x) = K(x,x)
e Si K(x,y) = K(y,x) alors

P0x,) = pD00A) = dee (K00 KN — ek(y.)
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Définition (Processus ponctuel déterminantal (O. Macchi, 1975))

Un processus ponctuel X est dit déterminantal (ou DPP) sur RY de noyau K s'il
existe une fonction K : (R?)? — R telle que pour tout n € N:

K(x,xi) -+ K(xi,xa)
p(n)(Xl, e aXn) = det ’ :

K(xpsx1) -+ K(Xns Xn)

En particulier:
o pV(x) = K(x,x)
e Si K(x,y) = K(y,x) alors

PP (x,y) — pPW(x)pM(y) = —K(x,y)* <0
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Hypotheses sur le noyau K : RY x R = R




Hypotheses sur le noyau K : RY x R = R

o K est symétrique: Vx,y € R, K(x,y) = K(y, x).

@ K est continu et localement intégrable.




Hypotheses sur le noyau K : RY x R = R

o K est symétrique: Vx,y € R, K(x,y) = K(y, x).
@ K est continu et localement intégrable.

Pour tout compact W C R? on défini |'opérateur intégral

Klw : f s /W K(y)F(y)dy

@ K|w est a valeurs propres dans [0, 1]
o Tr(K|w) < cc.
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Construction de familles de DPPs stationnaires

Théoréme (Lavancier, Mgller, Rubak, 2015)

Soit Ko : R? — R une fonction de covariance continue de transformée de Fourier
0 < Ky <1, alors K(x,y) := Ko(y — x) est le noyau d’'un DPP stationnaire.
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Soit Ko : R? — R une fonction de covariance continue de transformée de Fourier
0 < Ky <1, alors K(x,y) := Ko(y — x) est le noyau d’'un DPP stationnaire.

Noyau Gaussien: K*“(x,y) := pexp (— ||%H2) ol 0 < p < (Vra)™@

Arnaud Poinas MLE pour DPP 22 Juin 2022 12/32



Construction de familles de DPPs stationnaires

Théoreme (Lavancier, Mgller, Rubak, 2015)

Soit Ko RY — R une fonction de covariance continue de transformée de Fourier
0 < Ko <1, alors K(x,y) := Ko(y — x) est le noyau d’un DPP stationnaire.

Noyau Gaussien: K*“(x,y) := pexp (— ||%H2) ol 0 < p < (Vra)™@

(1/+d/2)

Noyau de Cauchy: K»*"(x,y) = W ot 0 <p < Fryi/ray

Arnaud Poinas MLE pour DPP 22 Juin 2022 12/32



Construction de familles de DPPs stationnaires

Théoreme (Lavancier, Mgller, Rubak, 2015)

Soit Ko RY — R une fonction de covariance continue de transformée de Fourier
0 < Ko <1, alors K(x,y) := Ko(y — x) est le noyau d’un DPP stationnaire.

Noyau Gaussien: K*“(x,y) := pexp (— ||%H2) ol 0 < p < (Vra)™@

(1/+d/2)

Noyau de Cauchy:’<”‘””(X,y):::ZzlﬂlifﬂjTigﬁ'°U 0 <P < fuyvmay

WP  o(o+d)/2F( o+d+2 Y dord2(V/2(a+d) | FFE )
Noyau de Bessel: K»*7(x,y) := p2 M=) N EEGEE
(o+d)¥?r((c+2)/2)
((o+d+2)/2)(V2m)d

ol 0 < p< =
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Construction de familles de DPPs stationnaires

Théoreme (Lavancier, Mgller, Rubak, 2015)

Soit Ko RY — R une fonction de covariance continue de transformée de Fourier
0 < Ko <1, alors K(x,y) := Ko(y — x) est le noyau d’'un DPP stationnaire.

Noyau Gaussien: K**(x) = p(v/7ma)9 exp (— ||7Tax||2)

Noyau de Cauchy: K{"™"(x) = %HZTQXHVKV(HZWXH)

A oo 920 (o 2221112\ 772
Noyau de Bessel: K57 (x) = p(2(2+d)d/£(r(((;f;)§)2/)2) (1 ~ 2 UJ, d )+
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Probléme: On considére I'observation d’une unique réalisation d'un DPP de noyau
K? provenant d'une famille paramétrique {K? 6 € ©},© C RP, observée sur une
fenétre W et on cherche a estimer 6* par maximum de vraisemblance des
DPPs.
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Probléme: On considére I'observation d’une unique réalisation d'un DPP de noyau
K? provenant d'une famille paramétrique {K? 6 € ©},© C RP, observée sur une
fenétre W et on cherche a estimer 6* par maximum de vraisemblance des
DPPs.

Ici, I'asymptote se fait sur la taille de la fenétre et donc indirectement sur le
nombre de points observés.
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@ Processus ponctuels determinantaux

@ Construction de la log-vraisemblance



Théoreme (O. Macchi, '75)
Soit X un DPP de noyau K a valeurs propres dans [0,1] et W un compact de R9,

alors X N W est absolument continu par rapport au processus de Poisson
d’intensité 1, de densité
Vx € U,W", f(x) = exp (|W]) det(ld — K|w) det ((LV\/(X,-,XJ'))M)

ou Lyy est solution de I'équation de Fredholm du 2nd type:

VX,}/ € Wv LW(X,}/) = K(va)+/ Lw(X,Z)K(Z,y)dZ.
w
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Théoreme (O. Macchi, '75)

Soit X un DPP de noyau K a valeurs propres dans [0,1] et W un compact de R9,
alors X N W est absolument continu par rapport au processus de Poisson
d’intensité 1, de densité

Vx € U,W", f(x) = exp (|W]) det(ld — K|w) det ((LV\/(X,-,XJ'))M)

ou Lyy est solution de I'équation de Fredholm du 2nd type:

VX,}/ € Wv LW(X,}/) = K(va)+/ LW(sz)K(Z,y)dz‘
w

Alors, la log-vraisemblance (normalisée) de X N W s'écrit:

1
(W

1

1(01X) = 1+ ——logdet(ld — K%|w) + W

Iogdet((L@V(x, ¥))x,yexnw)
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Théoreme (O. Macchi, '75)

Soit X un DPP de noyau K a valeurs propres dans [0, 1] et W un compact de R9,
alors X N W est absolument continu par rapport au processus de Poisson
d’intensité 1, de densité

Vx € U,W", f(x) =exp (|W]) det(ld — K|w) det ((LW(X,-,XJ-)),.J)

ou Ly est solution de I'équation de Fredholm du 2nd type:

W,y € W, Lw(x,y) = K(x,y) + / Li(x, 2)K(z, y)dz.
w

Alors, la log-vraisemblance (normalisée) de X N W s'écrit:

1 0 1 0
101X) =1+ Wlogdet(/d — K% \w) + WlC’gdet((LW(X’Y))x,yexmw)
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9 Approximation asymptotique de la vraisemblance des DPPs
@ Méthode d’'approximation



Idée de la méthode

Regarder le comportement de Ly et logdet(/d — K|w) lorsque W ~ R

Hypotheses supplémentaires

On considére des DPPs stationnaires. Leurs noyaux s'écrit sous la forme
K(Xay) = KO(.y - X)'
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Approximation de logdet(/d — K|w/)

logdet(ld — K|w) = Z% (Klw)")
k=1
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Approximation de logdet(/d — K|w/)

logdet(ld — K|w) = Z% (Klw)")

=- Z */ Ko(xa — x1) - - - Ko(xie — xk—1)Ko(xq — xi)d¥x
k=1 kJw
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Approximation de logdet(/d — K|w/)

logdet(ld — K|w) = Tr((Klw)*)

MS
x|

=
Il
-

Mg
x|

/ . Ko X2 — X1 Ko(Xk — Xk—l)KO(Xl — Xk)de
w

il
I

Mz
x|

/ K 2 — X1 Ko(Xk - Xk—l)KO(Xl - Xk)de
Wx(Rd

X
Il
—
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Approximation de logdet(/d — K|w/)

logdet(ld — K|w) = — Tr((K|w)*)

[M]8
x|

=
Il
-

. KO(X2 — Xl) cee Ko(Xk — Xk—l)KO(Xl — Xk)de

Il
\
[~]e
x|

il
I

KO(X2 — X1) e Ko(Xk - Xk—l)KO(Xl - Xk)de
X (Rd)k—1

X
Il
—

ng(Xl - X]_)dX]_

|

I
(]
x| =

2
|
WE
x|
s s~ 5

=
I
-
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Approximation de logdet(/d — K|w/)

logdet(ld — K|w) =—) _

x (R9)k=1

Arnaud Poinas MLE pour DPP
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Approximation de logdet(/d — K|w/)

logdet(ld — Klw) =

Arnaud Poinas

Ko(Xk — Xk—l)KO(Xl — Xk)de

- Ko(xk — xk—1)Ko(x1 — xk)dkx

=1

Z Z Ko(x2 — x1)

k=1 WK

o0

1

Z 7/ K X2 — X1

k=1 k WX(]Rd)k 1

Z E K X1 — X1 dX]_

k=1 w

- |W| *k
2

k=1
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Approximation de logdet(/d — K|w/)

logdet(ld — K|w) =—) _ %Tr((lClw)k)

logdet(ld — K|w) ~ |W|/ log(1 — Ko(t))dt
Rd
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Approximation de Ly

Lw(xy) = Koy —x) + /

Arnaud Poinas

w
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Approximation de Ly

Lw(x,y) = Ko(y — x) + /W Lw(x, 2)Ko(y — 2)dz

= Lw(x,y) = Ko(y — x) + / Lw(x,z)Ko(y — z)dz

Rd
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Approximation de Ly

Lieoy) = Koly =)+ | Lwx2)Holy — 2)dz

= Lw(x,y) = Ko(y — x) + /

Lw(x,2)Ko(y — z)dz
Rd

= Lo(y — x) = Ko(y — x) + /Rd Lo(z — x)Ko(y — z)dz
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Approximation de Ly

LW(X7)/) =
= LW(Xv)/) ~

= Loy —x) =

= Lo(X) =

Arnaud Poinas

Ko(y — x) + /W Lw(x, 2)Ko(y — 2z)dz

Ko(y—x)+/

Lw(x,2)Ko(y — z)dz
Rd

Ko(y — x) + /]Rd Lo(z — x)Ko(y — z)dz

Ko(x) + Ko * Lo(x)
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Approximation de Ly

Lieoy) = Koly =)+ | Lwx2)Holy — 2)dz

= Lw(x,y) = Ko(y — x) + /

Lw(x,2)Ko(y — z)dz
Rd

= Lo(y — x) = Ko(y — x) + /]Rd Lo(z — x)Ko(y — z)dz

= Lo(x) = Ko(x) + Ko * Lo(x)
= Lo(x) = Ko(x) + Ko(x)Lo(x)
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Approximation de Ly

Lieoy) = Koly =)+ | Lwx2)Holy — 2)dz

= Lw(x,y) = Ko(y — x) + [gd Lw(x,2)Ko(y — z)dz

= Lo(y —x) =

= Lo(X)
= Lo(x) =

~

I

~
o
—~

X
~

Arnaud Poinas

)+ [ Loz = x)Kaly -

Ko(y

Ko(x) + Ko * Lo(x)
Ko(x) + Ko(x)Lo(x)
CKo(x)

T1- Ko(x)
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Approximation de Ly

Lieoy) = Koly =)+ | Lwx2)Holy — 2)dz

= Lw(x,y) = Ko(y — x) + [gd Lw(x,2)Ko(y — z)dz

= Lo(y — x) = Ko(y _X)+/R Lo(z — x)Ko(y — z)dz
= Lo(x) = Ko(x) + Ko * Lo(x)
= Lo(x) = Ko(x) + Ko(x)Lo(x)
s Ko
= Lo(X) 1 KO(X)

= | Lw(x,y) = Lo(y — x) = /Rd 1fo}((t)(t)exp(%rl(t y — x))dt
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Au final, on obtient I'approximation suivante de la vraisemblance:

101X) =1+

A 1
/ log(1 — K& (x))dx + ——-logdet ((L§(y
R W

- X))x,yEXﬁW)

Arnaud Poinas
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Simplification du calcul de Ly dans certains cas particuliers

@ Lorsque Ky est une fonction radiale alors Ly peut s'exprimer comme une
intégrale 1-dimensionnelle.
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Simplification du calcul de Ly dans certains cas particuliers

@ Lorsque Ky est une fonction radiale alors Ly peut s'exprimer comme une
intégrale 1-dimensionnelle.

@ Les noyaux Gaussien

K (x) = pexp <| ! )

«
vérifient

o ., To d(n—1) X 2
L5 (x) = Zp 7(\Fnd)/2 exp (—H I ) .

na?
n>1
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Simplification du calcul de Ly dans certains cas particuliers

@ Lorsque Ky est une fonction radiale alors Ly peut s'exprimer comme une
intégrale 1-dimensionnelle.

K (x) = pexp < Ha! )

,a » (V/ma) 7D x>
Lg (X):ZP T a2 P\ T a2 )

n>1

@ Les noyaux Gaussien

vérifient

@ Les noyaux de Bessel (o0 = 0) de la forme

Jay2(v2d||x]|/a)

K00 = p202Td /2 + 1) e S

vérifient
p22T(d/2+ 1) Japa(V2d||x] /)

L5 (x) = :
1 _p(%r‘“c;j% (v2d||x||/ex)d/?
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Simplification du calcul de Ly dans certains cas particuliers

@ Les noyaux de Cauchy (v = 1/2) de la forme
Ky (x) = ﬁa
L+ [0

vérifient

n (d+1)/2 .d \ "1
o)=Y 5 (T L :
0 nd \T((d+1)/2) ( 2>(d+1)/2

L&
@ Les noyaux de Whittle-Matérn de la forme

AR

21—1/
r(v)

Ky ' (x)=p

vérifient

(/700w + df2)"
Ly (x) = Z 2mnv=1=(n=1)d/2[ ()T (nv + nd /2) H

Kot mars (|| 2])

n>=0
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9 Approximation asymptotique de la vraisemblance des DPPs

@ Résultats numériques



On considére le probléme de I'estimation de « pour des DPPs avec noyaux de

_ly —XII2>

type Gaussien sur une fenétre W de R?:
KP%(x,y) _PeXP< o

On considére les cas ou W € {[0,1]%,]0,2]?, [0, 3]} de vrais paramétres p* = 100

et o* € {0.01,0.03,0.05}.
p=100, 0=0.05

p=100, ¢=0.01 p=100, ¢=0.03
o: . . .. .‘. o . . : . - . .. .‘ . .
. R L . ° ° * ° ° . * * % o o° il
LA : ‘ ' 0 . ..... * . * . -. N
. o.o . LI :.. . .'o K D . . .
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Figure: Boxplots de & — a™ pour 500 simulations de DPPs de type Gaussien. De gauche
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Si on compare |'approximation de la vraisemblance avec sa vrai valeur, on se rend
compte que cette approximation ne fonctionne pas bien pour les valeurs de « les
plus élevées. Le probléme est certainement dii a des effets de bord.

a*=0.01 a*=0.03 o*=0.05
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Figure: Graphe de la log-vraisemblance approchée comparée a la vraie vraisemblance pour
trois simulations sur [0,1]* d'un DPP de paramétre p* = 100 et o € {0.01,0.03,0.05}.
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L'utilisation d'une correction périodique des effets de bords permet d'avoir une
approximation de la log-vraisemblance avec un comportement qui se rapproche
beaucoup plus de la vraie vraisemblance.
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Figure: Graphe de la log-vraisemblance approchée, avec et sans la correction d'effets de
bords, comparée a la vraie vraisemblance pour trois simulations sur [0, 1]2 d'un DPP de
paramétre p* = 100 et « € {0.01,0.03,0.05}.
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9 Approximation asymptotique de la vraisemblance des DPPs

@ Estimation de la variance



1

| WI logdet((Lg(y - X))X,YEXOW)

1(O)X) =1+ / log(1 — K (x))dx +
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1

| WI logdet((Lg(y - X))X,YEXOW)

10|1X) =1+ /d log(1 — K{(x))dx +

Expression des dérivées secondes de /(6| X) pour 6 = (61,--- ,0,) € © C R*:

o [ 00,00 RE (1 — KE (%)) — 90, KE (x)00, KE ()
89,89jl(0|X) =S /Rd (1 _ kg(x))Z dx

+ ﬁTr(ae,agj LS [XNWILG[XNW] 20p, Lo [XNW]L[XNW] 85, LS XNW] LG [XNW] ).
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10|1X) =1+ /Rd log(1 — K{(x))dx + ﬁlogdet((Lg(y — X))x,yexnw)

Expression des dérivées secondes de /(6| X) pour 6 = (61,--- ,0,) € © C R*:

o [ 00,00 RE (1 — KE (%)) — 90, KE (x)00, KE ()
89,89jl(0|X) =S /Rd (1 _ kg(x))Z dx

+ ﬁTr(ae,agj LS [XNWILG[XNW] 20p, Lo [XNW]L[XNW] 85, LS XNW] LG [XNW] ).

Estimation de l'information de Fisher:

16) = -1 (an 0 T01)),_

ij<p
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Construction d'intervalle de confiance pour des DPPs
de noyau de la forme K»%(x,y) = pKo (”y XH)
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Construction d'intervalle de confiance pour des DPPs
de noyau de la forme K»%(x,y) = pKo (”y XH)

—» Parametres estimés par j = card(X N W)/|W| et & € arg max,, I(p, o|X).
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Construction d'intervalle de confiance pour des DPPs
de noyau de la forme K»%(x,y) = pKo (”y XH)

—» Parametres estimés par j = card(X N W)/|W| et & € arg max,, I(p, o|X).

— IC pour « estimé par

—1/2
1. ~ 1(p, &|X))?
ICoso() == | &+ 196 (82/(/3754|X) - W)
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Construction d'intervalle de confiance pour des DPPs
de noyau de la forme K»%(x,y) = pKo (”y XH)

—» Parametres estimés par j = card(X N W)/|W| et & € arg max,, I(p, o|X).

— IC pour « estimé par

~ —-1/2
1. ~ 105 &1X))2
(Cos(a) = |+ 0 (az/« A|x)_<aaap<w|»>

VW]

A 1Cy59, () n'est pas forcement bien défini!
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Window [0,1]? [0, 2]? [0, 3]

a* low | mild high low | mild | high low | mild | high
Gauss 88.2 | 89.6 92 88.6 | 942 | 926 | 93.2 | 93.2 | 92.8
© | © | (© | © |@© | © |©/ ®©/](©

Cauchy || 89.8 | 88.4 72 924 1922 | 836 | 914 | 95 | 87.2
(2) | (36) | (254) || (0) | (0 | (0) || (0 | (0) | (0)

Bessel 66 | 76.6 56 77.2 | 78.8 | 82.2 8l | 744 | 12
(0) 1(02) | (162) | (0) | (0) | (7.6) | (0) | (0) | (22)

Table: Pourcentage de simulation (sur 500) pour lesquelles [Cyso, est bien défini et
contient a*. Les valeurs en parenthése indiquent le pourcentage de simulation pour
lesquelles /Cys0, n'est pas bien défini.
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© Conclusion et questions ouvertes



[ Conclusion ]

@ Les processus déterminant sont utiles pour modéliser des données ponctuelles
spatiales possédant un caracteére répulsif.

@ Leur vraisemblance a une expression explicite mais incalculable
numériquement.

@ Dans le cas des DPPs stationnaires, on a obtenu une approximation
asymptotique de la vraisemblance qui est calculable numériquement.

@ Combinée a une correction périodique des effets de bords, cette méthode
posseéde de meilleurs performance que les estimateurs classiques pour une
fenétre rectangulaire (sauf pour le cas Bessel).

@ On peut aussi obtenir une estimation de la variance de I'EMV.

Code disponible a I'adresse https://github.com/APoinas/MLEDPP.
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https://github.com/APoinas/MLEDPP

Questions ouvertes ]

@ Preuve de la consistance de I'EMV.

@ Preuve compléte de la convergence de |'approximation de la vraisemblance
vers la vraisemblance en elle-méme.

@ Performance d'une approximation de type Nystrém de la vraisemblance.
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Questions ouvertes ]

@ Preuve de la consistance de I'EMV.

@ Preuve compléte de la convergence de |'approximation de la vraisemblance
vers la vraisemblance en elle-méme.

@ Performance d'une approximation de type Nystrém de la vraisemblance.
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Approximation de logdet(/d — KC|w)

Proposition

Soit {K¢ : R — R, § € ©} une famille de fonctions intégrables 3 transformée de
Fourier K¢ & valeur dans [0, M] pour M < 1 et (W,),>0 une famille croissante
"assez réguliére" de sous-ensemble de R? telle que | J, 5o Wn = RY.

On suppose:

o supgcoK?(0) < co.
o x = supgee |KE(x)| € LL(RY).

Alors,

1
sup | ——

logdet(Zw, — Kiy, ) — /
(4SS] | n|

log(1 — K¢(x))dx| — 0.
Rd

n——+o00




Approximation de Ly,

Proposition

Soit {K¢ : Z¢ — R, 0 € ©} une famille de fonctions intégrables & transformée de
Fourier K¢ & valeur dans [0, M] pour M < 1 et (W,),>0 une famille croissante
"assez réguliére" de sous-ensemble de 7.9 telle que |J,5.o W, = Z°.

On suppose:

@ O est un compact de RP pour un certain p > 1
o (8,x) — K?(x) est continu sur © x T¢
d 0 A
(] ElA,T > 0, Vx € Z , SUp9€@ |K0 (X)| < W

e V0e®, VxeZd Ki(x)>0
Soit X une réalisation d’un DPP sur Z¢ de noyau K%, 0* € ©. Alors,

1
sup

|logdet(L§[X N W,]) — logdet(Lfy, [X N W,])| 2 0.
(ASE) ‘Wn| "
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