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Contexte scientifique

Les avancées technologiques rendent possible la collecte des données
longitudinales intensives.
Les objets connectés sont devenus populaires et leur utilisation a
considérablement augmenté.

Dans le domaine médical, des dispositifs implantés capables de générer
des données sont disponibles.
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Contexte scientifique

Le développement de méthodes de collecte de données plus efficaces
facilite l’émergence d’études de cohortes à grande échelle avec un suivi
à long terme.

−→ besoin des méthodesd’analyse des données longitudinales.
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Contexte statistique

Pour analyser les associations entre les données longitudinales, plusieurs
techniques de modélisation sont disponibles.

Les deux techniques les plus utilisées sont :
Modèles à effets mixtes :

yij = xij(β + µi ) + εij ,

où i indexe les sujets et j indexe les observations. ηi ∼ N (0,Ω) et
eij ∼ N (0, σ2).

Modèles à coefficients variables (T. Hastie and R. Tibshirani 1993) :

yi (tij) = xi (tij)β(tij) + ε(tij),

où β(t) est une fonction lisse du temps et ε(t) est un processus
stochastique avec une moyenne nulle et une fonction de variance
σ2(t).
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Contexte statistique

Ces deux approches ont des différences fondamentales :

yij = xij(β + µi ) + εij yi (tij) = xi (tij)β(tij) + ε(tij)

Avantages inconvénients Avantages inconvénients

Estime la
corrélation

intra-patient

Ne prend pas
en compte
l’évolution
temporelle

Génère des
fonctions lisses
représentant
l’évolution des
paramétres

Ne prend pas
en compte les
différences
individuelles

Comme les modèles non paramétriques sont généralement estimés
localement, il est difficile d’intégrer la structure de covariance (Lin et
Carrol 2001).
Les deux modèles évoqués précédemment ne fonctionnent qu’avec des
données homogènes.
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Mélange de modèles

Comme nous l’avons vu précédemment, ce type de modèle ne tient pas
compte de l’hétérogénéité des données.

Population 1 : Yi (tij) = XT
i (tij)β

1
i (tij) + e1

i (tij)
Population 2 : Yi (tij) = XT

i (tij)β
2
i (tij) + e2

i (tij)
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Mélange de modèles

Entrée : un échantillon issu de C populations inconnues dont chacune
est modélisée par des paramétres (ou fonctions) différents.
Sortie : les paramétres des C modèles et les C sous-échantillons.

Solution : Mélange de modèles (De Veaux RD, 1989 ; Huang M et al, 2013)

Pour résoudre ce type de modèle, l’algorithme le plus utilisé et l’algorithme
EM (Dempster AP et al 1977) et ses variantes.
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Mélange de modèles à coefficients variables avec effets
aléatoires

Mélange de modèles à coefficients variables avec effets aléatoires et
sont application sur des données réelles et sur des données simulées
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Modèle à coefficients variables avec effets aléatoires

H. Wu et H. Liang ont proposé en 2004 une méthode d’estimation pour le
modèle :

Yi (tij) = XT
i (tij)βi (tij) + ei (tij),

où βi (t) = β(t) + µi (t), µi (t) est un processus stochastique avec une
moyenne nulle et une fonction de covariance ρ(t, s) = cov(µi (t), µi (s)), et
ei (tij) est un processus stochastique avec une moyenne nulle et une
fonction de variance σ2(t).
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Mélange de modèles à coefficients variables avec effets
aléatoires

Écriture du modèle

Yi (tij) =
C∑

c=1

1{zi (tij )=c}(X
T
i (tij)β

c
i (tij) + eci (tij)),

où βci (t) = βc(t) + µi (t), µi (t) est un processus stochastique avec une
moyenne 0 et une fonction de covariance ρ(t, s) = cov(µi (t), µi (s)), et
eci (tij) est un processus stochastique avec une moyenne 0 et une fonction
de variance σ2(t) et zi (t) est un processus catégorielle avec des
probabilités {π1(t), . . . , πC (t)}.

Ce modèle permet de stratifier différents profils qui varient avec le temps,
en tenant compte des structures intra et inter-individus.
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Mélange de modèles à coefficients variables avec effets
aléatoires

Ce modèle permet d’estimer séparément les effets aléatoires et les
effets fixes.
Le choix de la fenêtre h peut être optimisé séparément pour les deux
modèles.
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Éstimation non-paramétrique du modèle

1 Initialiser les paramétres θ = (π, β, µ, σ)

2 Prendre y i (tij) = yi (tij)− Xi (tij)µi (tij). Effectuer une itération EM
pour estimer les paramétres du modèle :

y i (tij) =
C∑

c=1

1zi (tij )=c(XT
i (tij)β

c(tij) + eci (tij)) (1)

3 Prendre ỹi (tij) = yi (tij)− (XT
i (tij)β

c(tij)) où c est la classe
permettant le meilleur ajustement au moment tij .

4 Estimer µ̂i (t) du modèle :

ỹi (tij) = XT
i (tij)µi (tij) + eci (tij) (2)

5 Répéter les étapes 2, 3 et 4 jusqu’à convergence.
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Éstimation des paramétres du modèle (1)

Le modèle : y i (tij) =
∑C

c=1 1zi (tij )=c(XT
i (tij)β

c(tij) + eci (tij)) peut être
estimé en utilisant l’algorithme EM modifié décrit dans (M. Huang et al
2018) :
E -step : Pour i = 1,. . .,N et c = 1,. . .,C , calculer :

ric =
πc(ti )φ{y i |xTi βc(ti ), σc(ti )}∑C
j=1 πj(ti )φ{y i |xTi βj(ti ), σj(ti )}

.

M-step : Pour c = 1,. . .,C , et t dans un ensemble de point, calculer :

π̂c(t) =

∑N
i=1 ricKh(ti − t)∑N
i=1 Kh(ti − t)

,

et ensuite mettre à jour βc(t) et σc(t) en maximisant :

N∑
i=1

C∑
c=1

ric log[φ{y i |xTi βc , σc}]Kh(ti − t)
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Éstimation des paramétres du modèle (2)

En prenant µi (t) = µ0i + µ1i t, le modèle

ỹi (tij) = XT
i (tij)µi (tij) + eci (tij)

peut être estimé localement à l’aide des méthodes du noyau en ajustant le
modèle à effets mixtes pondérés :

K
1/2
h (tij − t)ỹij = K

1/2
h (tij − t)xij(µ0i + µ1i tij) + ecij

L’estimation finale de µi (t) est :

µ̂i (t) =

∑ni
j=1 µ0iKh(tij − t)∑ni
j=1 Kh(tij − t)

+ t

∑ni
j=1 µ1iKh(tij − t)∑ni
j=1 Kh(tij − t)

,
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Mélange de modèles à coefficients variables avec effets
aléatoires

Dans le modèle (1) quand φ est normale, β̂(t) et σ̂(t) ont des solutions
explicites :

β̂c(t) = (STWcS)−1STWcy ,

σ̂c(t) = (y − X β̂c)TWc(y − X β̂c)/tr(Wc),

où S = (x1, . . . , xN)T , wci = ricKh(tij − t), Wc = diag(wc1, . . . ,wcN).
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Choix de la fenêtre
Choix de la fenêtre du modèle (1) en utilisant la validation croisée one-subject-out

CV1 =
1
J

J∑
j=1

∑
l∈Dj

log
C∑

c=1

π̂c(−j)(tl)φ(Yl |XT
l β̂c(−j), σ̂c(−j)(tl)),
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Choix de la fenêtre
choix optimal des fenêtres du modèle par validation croisée

Pour chaque sujet i et chaque partition j du sujet i :
1 Utiliser un ensemble de points de grille de tous les sujets sauf le sujet i

pour estimer les effets fixes dans le modèle (1).

2 Obtenir β̂c(t) et σ̂c(t) en utilisant l’interpolation pour les données du
sujet i sauf les données de la partition j du sujet i .

3 Utiliser un ensemble de points de grille à partir de toutes les
observations sauf celles dans la partition j du sujet i pour estimer les
effets aléatoires dans le modèle (2).

4 Calculer :

Υj =
∑

l∈Dj
log

∑C
c=1 π̂c(−j)(tl)φ(Y (tl)|XT (tl)β̂c(−j)(tl)− XT (tl)µ̂(−j)(tl), σ̂c(−j)(tl)).

Les fenêtres optimales sont celles qui maximisent :

CV =
1

J × Ns

J×Ns∑
j=1

Υj .
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Étude de simulation

Pour évaluer notre modèle, nous avons effectué des simulations.

t ∼ U(0, 1), nind = 10
β01(t) = 1− t, β02(t) = 4

β11(t) = 1 + cos(2πt) + sin(2πt), β12(t) = 1− 2t2

β21(t) = log(t2), β22(t) = tanh(4t − 2)
µ0(t) = ai0 + ai1t + ai2t

2, µ1(t) = ai0 + ai1t + ai2t
2

(ai0, ai1, ai2)T ∼ N((0, 0, 0)T , diag(0.5, 0.25, 0.1))
π1(t) = exp(−t−1

2 ), π2(t) = 1− π1(t)
x ∼ N(0, 1)

yi (tij) =
∑2

c=1 1{zi (tij )=c}(β
c
0i (tij) + xi (tij)β

c
1i (tij) + eci (tij))

e1
i (t) ∼ N(0, 0.25) et e1

i (t) ∼ N(0, 1)

Nous avons effectué 100 simulations avec N = 250 et N = 500
observations.
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Résultats de la simulation avec N=250

Courbes moyennes de chaque coefficient
et leurs intervalles de confiance à 95%.
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Résultats de la simulation avec N=500

Courbes moyennes de chaque coefficient
et leurs intervalles de confiance à 95%.
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Résultats de la simulation avec N=500

Les estimations de la "pente" aléatoire et de l’"intercept" aléatoire pour le
sujet 1 (i=1).
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Résultats de la simulation

La racine de l’erreur quadratique moyenne (RMSE) et son écart-type pour
chaque coefficient pour n = 250 et n = 500. h1 = 0.12, h2 = 0.15,
h3 = 0.21 et h4 = 0.24 sont les fenêtres associées aux coefficients variables
fixes.
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Convergence numérique

Évolution de l’RMSE selon les itérations.
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Application du modèle sur des données réelles

Application sur des données réelles : Estimation des effets de la
mémoire visuelle et la mémoire verbale

sur la fonction cognitive
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Estimation des effets de la mémoire visuelle et la mémoire
verbale sur la fonction cognitive

Étude PAQUID :

Étude de cohorte prospective de 3777 dont 500 sont disponible dans le
package de R, lcmm.
500 patients avec un âge > 65 ans avec une durée de suivi maximale
de 20 ans.
4,5 observation par individu.
Évaluation : Mini-Mental State examination (MMSE) pour fonction
cognitive, Benton Visual Retention Test (BVRT) pour la mémoire
visuelle et Isaacs Set Test (IST) pour la mémoire verbale.
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Méthodes

Objectif : Déterminer les différents clusters de l’effet de la mémoire
visuelle et la mémoire verbale sur la fonction cognitive.

Modèle :

Yi (tij) =
2∑

c=1

1{zi (tij )=c}(β
c
0i (tij) +X1i (tij)β

c
1i (tij) +X2i (tij)β

c
2i (tij) + eci (tij))

tij : l’âge du patients i à un instant j.
Yi (tij) : fonction cognitive du sujet i à l’instant j mesurée par MMSE.
X1i (tij) : mémoire visuelle du sujet i à l’instant j mesurée par BVRT.
X2i (tij) : mémoire verbale du sujet i à l’instant j mesurée par IST.
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Résultats
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Discussion

Le modèle proposé permet d’estimer les effets fixes d’une manière plus
précise que le modèle de M. Huang et al 2018.

Quand les effets sont de faible variabilité inter-individuelle, il est
préférable d’utiliser le modèle de M. Huang et al 2018.

Il existe un effet de bord dû à l’estimation par noyau.

La méthode des noyaux n’est pas très efficace pour estimer les effets
qui ne sont pas très lisses.
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Perspectives

À l’avenir, les propriétés et fonctionnalités suivantes du modèle doivent être
étudiées :

Propriétés asymptotiques

Test d’hypothèse

Généralisation pour le cas de variables dépendantes multiples
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