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» Douleurs chroniques : douleurs qui durent plus de 3 mois (Treede
et al., 2015).

» Focus sur les lombo-radiculalgies post-opératoires.

» Prévalence de 20,6% chez les patients opérés du rachis ( Inoue et al,
2017).

» Complexe a évaluer et 3 traiter :

o PPN
‘Douleur
PPy L,

Multidimensionnelle  Evolutif dans le temps Hétérogene
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Contexte statistique

Pour analyser les associations entre les données longitudinales, plusieurs
techniques de modélisation sont disponibles dans la littérature (Zhang,

2004).

Les deux techniques les plus utilisées sont :
» Modeéles a effets mixtes (Gatecki and Burzykowski, 2013) :

yii = xii(B + pi) + €,

ot i indexe les individus et j indexe les observations de I'individu /.
wi ~ N(0,Q) et ¢ ~ N(0,0°).
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Contexte statistique

Pour analyser les associations entre les données longitudinales, plusieurs
techniques de modélisation sont disponibles.

Les deux techniques les plus utilisées sont :

» Modeéles a coefficients variables (Hastie and Tibshirani, 1993) :

yi(ti) = xi(tij) B(t;) + e(t),

ou f(t) est une fonction lisse du temps et €(t) est un processus
stochastique avec une moyenne nulle et une fonction de variance

o?(t).
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Contexte statistique

Ces deux approches ont des différences fondamentales :

Avantages Inconvénients
) Ne prend pas
Estime la P P
i = xij(B+ pi) + €jj corrélation en compte
Yij Y Hi Y . . I"évolution
Intra-patient
temporelle
Génére des
. ) Ne prend pas
fonctions lisses en compte les
i(ti) = x;i(ti;)B(ti; e(ti représentant el
yi(ts) i(t5)B(t5) + e(t) . prese différences
I’évolution des .
N individuelles
parametres

> Les deux modéles évoqués précédemment ne fonctionnent qu'avec des

données homogeénes.
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Contexte statistique

Données de la douleur hétérogénes ?

Solution : Mélange de modéles (De Veaux, 1989; Huang et al., 2018) ‘

» Entrée : un échantillon issu de C populations inconnues dont chacune
est modélisée par des paramétres (ou fonctions) différents.

» Sortie : les paramétres des C modéles et les C sous—échantillons.

Pour estimer ce type de modéle, I'algorithme le plus utilisé est |'algorithme
EM (Dempster, Laird, and Rubin, 1977) et ses variantes.
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Objectifs et travaux

» ldentifier les différents sous-groupes de patients avec des douleurs
chroniques post-opératoires basés sur I'impact des différentes
dimensions de la douleur sur la qualité de vie.

» Meélange de modéles a effets mixtes.
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Objectifs et travaux

» ldentifier les différents sous-groupes de patients avec des douleurs
chroniques post-opératoires basés sur I'impact des différentes
dimensions de la douleur sur la qualité de vie.

» Meélange de modéles a effets mixtes.

» Evaluer I'évolution dans le temps de 'impact des différentes
dimensions de la douleur sur la qualité de vie.

» Mélange de modéles a coefficients variables avec effets aléatoires.

» Extraire des facteurs latents évaluant d'une maniére globale I'état pour
les différents groupes latents de patients.

» Mélange de modéles d’analyse factorielle longitudinale.
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Modéle 1

Mélange de modéles a effets mixtes basé sur I'effet de I'intensité de la

douleur, l'incapacité fonctionnelle et la détresse psychologique sur la

qualité de vie des patients souffrant de douleurs chroniques aprés une
chirurgie du rachis.

Ounajim, Amine et al. (Oct. 2021). “Finite Mixture Models Based on Pain Intensity,
Functional Disability and Psychological Distress Composite Assessment Allow Identification
of Two Distinct Classes of Persistent Spinal Pain Syndrome after Surgery Patients Related
to Their Quality of Life". eng. In: Journal of clinical medicine 10.20, p. 4676. ISSN
2077-0383. URL: https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/34682799
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Introduction

Objectifs
» Identifier les différents sous-groupes de patients impactés différemment
par l'intensité de la douleur, I'incapacité fonctionnelle et la détresse
psychologique.
» Caractériser ces sous-groupes a |'aide de facteurs cliniques,
psychologiques et sociaux.

-
\

\’ %k | = Classe latent 1
Intensité N ,

des douleurs' - -
- \
Patients avec it
des douleurs chroniques ; ﬁ ‘\ ] Handn:ap—p Qualie ,—b Classe latent 2
post-opératoires

Etat
psychuloglque ‘_p Classe latent 3

Clustering
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Matériels et méthodes

oreffh
PREDIBACK
-
» Design : Etude prospective, observationnelle, multicentrique incluant
200 patients avec des lomboradiculalgies post-opératoire.

» n = 198 patients analysables.
» Durée de suivi :
Mo EEEE) M3 EEE) Ve EEE) Vo EEE) VL2
n=198 n=168 n =166 n =145 n =146
» Outcomes :

» Qualité de vie : EuroQol 5 Dimensions (EQ—5D).
» Intensité de la douleur : Numeric Pain Rating Scale (NPRS).
» Incapacité fonctionnelle : Oswestry Disability Index (ODI).

» Détresse psychologique : Hospital Anxiety and Depression Scale
(HADS).
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Matériels et méthodes

Méthodologie statistique :

» Mélange de régressions linéaires 3 effets mixtes (Proust and
Jacgmin-Gadda, 2005) (librairie 1cmm) :

C
Yi = Bo+ El ]1{v;:c}(5c + ,Uic)Xij + €jj.
c=
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Matériels et méthodes

Méthodologie statistique :

» Mélange de régressions linéaires 3 effets mixtes (Proust and
Jacgmin-Gadda, 2005) (librairie 1cmm) :

C
Yi = Bo+ E ]l{v,:c}(ﬁc + ,Uic)Xij + €jj.
c=1

» Nombre de composantes dans le mélange :
BIC = —=2LL(y;0) + klog(N),

» Régression logistique pour caractériser les groupes identifiés selon :
» Score NPRS initial.
Score ODI initial.
Sexe.
Age.
Niveau d’étude.
Catastrophisation.
» Pénibilité du travail.
A. OUNAJIM 24/06/2022 11/48
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Résultats

Clustering de I'impact des dimensions de la douleur sur la qualité de vie

Modéle de classe2 |

- B o =
Détresse psychologique /Détresse psychologique \
i Qualité de vie affectée \ *
Handicap fonctionnel par: \\ Intensité de la douleur
) s

Pain intensity class

Class 1 model Class 2 mode
(n=136; 68.7%) (n=62;31.3%)
68.7% N
K coefficient pvalve Coefficient pvoloe

ool 0.11 023

HADS depression 019 <©0.0001 T

NPRS 0039 046 une forte intensité de la douleur

un é de dépression

score él
un score élevé de catastrophisme
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Conclusion du modéle 1

> La détresse psychologique est un facteur impactant la qualité de vie de
tous les patients.
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Conclusion du modéle 1

> La détresse psychologique est un facteur impactant la qualité de vie de
tous les patients.

» Nous avons montré que les patients sont affectés differemment par les
différentes dimensions de la douleur.

> |l est donc nécessaire de prendre en charge les patients en fonction du
groupe auquel ils appartiennent.

Est-ce que ces groupes évoluent avec le temps 7
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Modéle 2

Mélange de modéles a coefficients variables avec effets aléatoires
et application sur des données réelles et sur des données simulées
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Modéle a coefficients variables avec effets aléatoires

Wau and Liang (2004) ont proposé une méthode d’estimation pour le modéle :

Yi(ty) = X (t5)Bi(ty) + eilty),

o Bi(t) = B(t) + pi(t),
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Yi(ty) = X (t5)Bi(ty) + eilty),

o Bi(t) = B(t) + wi(t),
@ [(t) : une fonction lisse du temps.

@ 1;(t) : un processus stochastique (dans L2) avec une moyenne nulle et
une fonction de covariance p(t,s) = cov(ui(t), ni(s))-

@ e;(tjj) : un processus stochastique avec une moyenne nulle et une
fonction de variance o(t).

A. OUNAJIM 24/06/2022 15 /48



Mélange de modeles a coefficients variables avec effets

aléatoires

Ecriture du modéle

i) = 3 a7 )3 ) + 6

c=1

@ z;(t) : un processus catégoriel dans {1,2,..., C} avec des probabilités

{mi(t),...,mc(t)}.
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@ z;(t) : un processus catégoriel dans {1,2,..., C} avec des probabilités
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Mélange de modeles a coefficients variables avec effets

aléatoires

Ecriture du modéle

i) = 3 a7 )3 ) + 6

c=1

@ zi(t) : un processus catégoriel dans {1,2,..., C} avec des probabilités
{m(t),....mc(t)}.

° Bi(t) = ﬁc(t) + pi(t),

@ [c(t) : une fonction lisse du temps.

@ ef(t) : un processus stochastique avec une moyenne 0 et une fonction
de variance o?(t).
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O Initialiser les paramétres 6 = (w, B, u, o)
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Estimation non-paramétrique du modéle

O Initialiser les paramétres 6 = (w, B, u, o)
@ Prendre y,(t;) = yi(t;) — Xi(tj)pi(t;). Effectuer une itération EM
pour estimer les paramétres du modéle :

C
Vilts) = > Taqe=e(X (87)8°(85) + ef (£))- (1)
c=1

© Prendre Ji(t;) = yi(ti) — (X;" (t;)B(t;)) ou c est la classe
permettant le meilleur ajustement au moment t;;.

Q Estimer fi;(t) du modéle :

Fi(ty) = X (ty)mi(ty) + e (t). (2)

© Répéter les étapes 2, 3 et 4 jusqu'a convergence.
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Estimation des paramétres du modéle 3 effets fixes

(équation 1)

Le modéle : y;(t;) = chzl 1zi(t,.j.):C(X,-T(t,-j)ﬂc(t,-j) + ef(t;j)) peut étre
estimé en utilisant |'algorithme EM modifié décrit par Huang et al. (2018) :
E-step : Pouri=1,... Netc=1,...,C, calculer :

me(t)p{yilx] Be(ti), oc(ti)} .
S mi ()i x] Bi(t), oj(t)}

ic —
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Estimation des paramétres du modéle 3 effets fixes

(équation 1)

Le modéle : y;(t;) = ZCC 1 1z(t)= (X (t)B°(tij) + e (t;)) peut étre
estimé en utilisant |'algorithme EM modifié décrit par Huang et al. (2018) :
E-step : Pouri=1,... Netc=1,...,C, calculer :

me(ti)p{y; |XTBC(tI) oc(ti)}
Yoy mi(t){yilxT Bi(t), o)}

ic —

M-step : Pour c = 1,...,C, et t dans un ensemble de point, calculer :
N
ﬁc(t) _ Zi:l riCKh(ti B t)
Sy Ka(ti —t)

et ensuite mettre a jour B.(t) et o.(t) en maximisant :

N C
Z Z Fic |°g[¢{7f|XiT/3c, ocHKn(ti — t)

i=1 c=1
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Estimation des paramétres du modéle 3 effets aléatoires

(équation 2)

En prenant p;(t) = poj + p1t, le modéle
Vi(ty) = X7 (t)i(ty) + e (t),

peut étre estimé localement a |'aide des méthodes a noyaux en ajustant le
modéle 3 effets mixtes pondérés :

Kgp(t"f — )y = K;p(tij — t)x;i(poi + paity) + e

L’estimation finale de p;(t) est :

nj

poi Kn(tij — t)
i—1
pi(t) =2 m + ¢
Kn(tij — t)
-1

n;
p1iKn(tj — t)
-1

n; )

Kn(tj — t)

J

Jj=1
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Choix des hyperparamétres

» Le choix du nombre de composantes dans le mélange :
BIC = —2log(L) + (C(p + 1)dfs + C — 1) log(N) + C(p + 1)df, log(Ns),
avec :
dfs = FIQI(K(0) — 5 [ K3(t) ) dfu = FIQU(K(0) - 3 [ K2(t)dt),

K 1 K2(t)dt
TK = f(K(t)—lK*K(t))zdt

A. OUNAJIM 24/06/2022 20/ 48



Etude de simulation

(1) = exp{ =42 m(t) = 1-m(t)

1

[r————

' Jaa(t) = 4 %a(t) = —1 4 tanh(t)
g @ i) g 21 §
g = ) g %4 & e
S ! PR N
3 iy & Yrrrrd ?
00 08 00 08 00 08

Hialt)

ik + gt +

1 Beaalty)

Zt)=1
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Résultats de la simulation avec N=500

beta01 (intercept of cluster 1)

betal1

A. OUNAJIM

05

-05 00

mm Mixture of varying coef models with random effect

B Mixture of varying coef models without random effect

beta02 (intercept of cluster 2)

-05 00

-15

beta12
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Résultats de la simulation avec N=500

Random varying intercept of subject 1 Random varying slope of subject 1

2 L o - AN
B o )

Minimal BIC
C= C=2|C=3|C= Total
True model C=1| 100% 0% 0% 0% 100
C=2 8% 86% 6% 0% 100
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Application sur données réelles

PREDIBACK

R

» n = 198 patients analysables.

» Nombre d'observations par patient :

n=1 EEEE) n -2 EEEE) n -3 EEEE) n -4 EEEE) n -5
26 17 15 26

114

> tp est la date d'apparition des douleurs.

» Outcomes :
» Qualité de vie : EuroQol 5 Dimensions (EQ—5D).
» Intensité de la douleur : Numeric Pain Rating Scale (NPRS).
» Incapacité fonctionnelle : Oswestry Disability Index (ODI).
» Détresse psychologique : Hospital Anxiety and Depression Scale
(HADS).
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Résultats sur données réelles
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Discussion

o ; th .
B 95 percentile 99" percentile
\ ~ mseP 80
& - MCBP g
g ~ g 40
& 40 2
£ g
% [
8 g 20
o o
9 1]
& ® B g o
MEmotion [@Reward e qo® P

Les images cérébrales représentent des masques dérivés des cartographies ci-dessus a
différents seuils (top 5% et top 1% des voxels) pour les cartes méta-analytiques de la
douleur (rouge), de la récompense (vert) et des émotions (bleu) (Hashmi et al., 2013).
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Conclusion du modéle 2

> Le mélange proposé permet de modéliser les données longitudinales
d’une maniére flexible.

» Prendre en compte la dépendance intra-individuelle est important.

» Quand les effets sont de faible variabilité inter-individuelle, il est
préférable d'utiliser le modéle de Huang et al. (2018).

» Estimation au noyaux — Polyndme de Bernstein, Splines, ....

Est-il possible de développer un outil permettant d'évaluer la douleur
d’une maniére multidimensionnelle et personnalisée ?
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Modéle 3

Mélange de modéles d'analyse factorielle longitudinale
et application a I'évaluation multidimensionnelle des douleurs
chroniques
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Analyse factorielle longitudinale

Objectifs : Réduire J indicateurs/critéres & un nombre plus petit K de

scores latents évaluants des concepts plus globaux, en utilisant des données
longitudinales.

Modéle d'analyse factorielle longitudinale s'écrit (An, Yang, and Bentler,
2013) :

Yije = Njnit + €ijt,

Nike = Xikt Bk + ZikeEik + Wike-
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Analyse factorielle longitudinale

Objectifs : Réduire J indicateurs/critéres & un nombre plus petit K de
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Analyse factorielle longitudinale

Objectifs : Réduire J indicateurs/critéres & un nombre plus petit K de
scores latents évaluants des concepts plus globaux, en utilisant des données
longitudinales.

Modéle d'analyse factorielle longitudinale s'écrit (An, Yang, and Bentler,
2013) :

Yije = Njnit + €ijt,

Nike = Xikt Bk + ZikeEik + Wike-

» A, : saturations factorielles associées a I'item j.
» n);: : scores latents du patient / a l'instant t.
> X : covariables des effets fixes expliquant le score latent k.

» Zj: - covariables des effets aléatoires expliquant le score latent k.
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Mélange de modeles d'analyse factorielle longitudinale

Ecriture du modéle

C
Yijit = Z ]l{vi:c}(/\jcni.tc = Ee - (3)
c=1
Nikte = XiktcBke + LiktcSike + Witc (4)
ol v; est une variable catégorielle représentant la classe latente du patient
i. La variable v prend valeur dans {1,..., C} avec les probabilités
C
{m1,...,mc} (D me =1).
c=1
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Estimation du modéle avec I'algorithme EM

© Entrées C, K, i =1,...,n, les J variables mesurées y;;t, X et Zi.
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© Entrées C, K, i =1,...,n, les J variables mesurées y;;t, X et Zi.
Q@ Initialiser les paramétres 0. = (7, A\, 0, 3, X¢, X)) pour c =1,..., C.
© FEtape-E : calculer les espérances conditionnelles E(vic|y;),

Eitclyis vic). E(ieenie|yis vie), Biclyi, vie). E(&ic& L |yi vie) et
E(nitcic |Yi vic)-

Q Etape-M : insérer les quantités calculées dans I'étape-E pour obtenir
les solutions de maximisation |'espérance de la log-vraisemblance
E(log L(6)1yi)-

O Répétez |'étape-E et I'étape-M jusqu’a convergence.

Q Sortie : /A\C, Ces fwc, BAC, fgc, 7e(t) pourc=1,...,C.
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Estimation du modéle avec I'algorithme EM

n

n tn
T -1 T
Ae = (0 D7 Evielvi) EMitemize Vi vi) ™1 0 D Evielyi) EMice lvies vi)vie )

i=1t=1 i=1t=1
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Estimation du modéle avec I'algorithme EM
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o tnj 0t
T —1 TWT
Ae = (O D~ Eielyi) EMitemite Vies vi) O D Evielyi) Emiee vie, yi)yie )) s
i=1 t=1 i=1t=1
N
n tnj
. T TAT
oje =(———diag(D_ > E(vielyi)yiyir — Eielyi)Yie E(iec|vie, yi) AL
22 i B(viely;) i=1t=1
i=1
A T . T AT\\1/2
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Choix du nombre de composantes

» Le choix du nombre de composantes dans le mélange :
BIC = —2log L(6) + (C(#parameters) + C — 1) log(N)
Avec :
#parameters = (JK + J + (KH) +K(p+1)+ (qH)K((;’H)KH))
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Etude de simulation

End of si i Start of simulation

AN

<End of simulation Start of simulation

Structural model Structural model

~N((0,0)7.%,,) ~N((0.0)" %)

2

Addaoonoann
>

1) model (with probability 0.6) 2) model (with probability 0.4)
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Résultats de la simulation avec N=2500

A. OUNAJIM

Data type Compon:

Component 2 paran;

Parameter _True

T
TAE (SD of AE) _Parameter _True va

£ (SD of AE)

06 0.015 (0.014)
1 0.017 (0.012)
1 0.015 (0.013)
1 0.018 (0.014)
1 0.017 (0.014)
1 0.016 (0.013)
1 0.017 (0.013)
1 0.016 (0.011)
1 0.017 (0.012;
1 0.021 (0.015)
1
1
1
1
1
1
1
1
1

0.023 (0.016)
0.020 (0.015)
0.018 (0.014)
0.019 (0.014)
0.022 (0.015)
0.022 (0.014)
0.019 (0.016)
0.019 (0.016)
0.019 (0.013)

Balanced

-1 0.127 (0.039)
1 0.040 (0.026)
1 0.049 (0.028)
0 0.101 (0.038)

0.019 (0.014)
0.014 (0.011)
0.020 (0.016)
0.067 (0.051)
0.058 (0.046)

S 0.046 (0.039)
Bean 0.052 (0.034)
Bean 0.089 (0.068)
Zean 0.050 (0.041)
Zean 0.046 (0.029)
Zean 0.063 (0.050)
Zean 0.050 (0.033)
Beoun 1 0.073 (0.055)

1 0.015 (0.012)
1 0.013 (0.010)
1 0.015 (0.012)
1 0.017 (0.013)
1 0.015 (0.012)
1 0.016 (0.014)
1 0.014 (0.010)
1 0.013 (0.010)
0.031 (0.024)
0.036 (0.030)
0.033 (0.027)
0.035 (0.026)
0.036 (0.028)
0.033 (0.022)
0.034 (0.024)
0.033 (0.023)
0.035 (0.028)
0.034 (0.025)
0.042 (0.032)
0.063 (0.040)
0.059 (0.039)
0.109 (0.050)
0.028 (0.021)
0.017 (0.013)
0.026 (0.021)
0.001 (0.066)
0.048 (0.039)
0.051 (0.036)
0.056 (0.037)
0.072 (0.051)
0.054 (0.038)
0.048
0.074 (0.057)
0.050 (0.038)
1 0.072 (0.058)

Erreur moyenne absolue faible

—Estimation adéquate des p

arameétres

24/06/2022




Application sur données réelles

PREDllBACK

» n = 194 patients avec données complétes.

Nombre total d’observations : N = observations.

v

» J =9 items qui mesurent la mobilité, la vie sociale, les activités
usuelles, soins personnelles, le sommeil, I'état psychologique, la surface
douloureuse et |'intensité de la douleur.

Objectifs :

» Identifier K = 1 facteur latent permettant de résumer les 9 variables
mesurées.

» Estimer I'évolution dans le temps des ces facteurs latents.
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Application sur données réelles

Component 1 factors Component 2 factors

(n=116) (n=718)
Variable name  Parameter M1 M2
Mobility AL, 1.00 0.66
Usual activities A2, 0.96 0.64
Personal care A3, 0.78 0.54
Sleeping s, 0.35 0.49
Social life A5, 0.56 0.84
Depression N6, 0.48 1.05
Anxiety A7, 0.27 1.00
Pain surface As,. 0.22 0.44
Pain intensity Ag . 0.63 0.71
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Application sur données réelles

Caractéristiques du Groupe 1 (59,8%)

groupe : o Mobilité
- Utilise I'activité pour
divertir son attention AcTviies
de la douleur !
- IMCnormal Hee et
Effectue des activité Soins
extérieur personnels
Effectue un travail
physique

Etat
de santé
du patient

Caractéristiques du .
Sommeil
groupe :

- Catastrophisation - -
- IMC surpoids Vie sociale
- Qualité de vie tres

faible < Anxiété

En détresse émotive
I& Dépression
Intensite
\des douleurs Groupe 2 (40,2%y
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Application sur données réelles

eta_1

Evolution of patients pain state over a 1-year follow-up

—— Class 1 trajectory
—— Class 2 trajectory

A. OUNAJIM

Time (months)
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Conclusion du modéle 3

Conclusions

» Proposer un modeéle pour analyser les données longitudinales
hétérogénes.
» Permettre une évaluation personnalisée des patients.
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Conclusion du modéle 3

Conclusions
» Proposer un modeéle pour analyser les données longitudinales
hétérogénes.
» Permettre une évaluation personnalisée des patients.
Perspectives
» Introduire des saturations factorielles évoluant dans le temps :

c
Vit = Z Lpv—cy (Njeeni e + 1y + €ijte),

c=1

» Permettre des tests d'hypothése pour tester la significativité des effets.

» Proposer des méthodes pour prendre en compte les données
manquantes pour les différents modéles.

» Valider les scores latents sur des cohortes plus large de patients avec
des douleurs chroniques.
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Conclusions et perspectives de la thése

Les travaux proposés dans cette thése ont permis de :

» acquérir de nouvelles connaissances sur la relation entre les différents
outils d’évaluation de la douleur, son évolution et son hétérogénéité.
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Conclusions et perspectives de la thése

Les travaux proposés dans cette thése ont permis de :

» acquérir de nouvelles connaissances sur la relation entre les différents
outils d’évaluation de la douleur, son évolution et son hétérogénéité.
» proposer des méthodes statistiques qui peuvent étre appliqués a une
multitude de problématiques dans les sciences sociales, é&conomiques et
médicale.
» proposer des méthode pour évaluer les patients d'une maniére
multidimensionnelle et personnalisée.
» avoir des collaborations riches qui ont données lieu a la publication de
14 articles cliniques dont :
» 2 en 1° auteur.
» 4 en 2°M auteur.
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Conclusions et perspectives de la thése

Perspectives :

» Statistiques :

» Analyse théorique des différents modéles.

» Généralisation des modéles pour des variables qualitatives.

» Développer des tests statistiques pour faciliter I'inférence sur les
paramétres.
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Conclusions et perspectives de la thése

Perspectives :

» Statistiques :

» Analyse théorique des différents modéles.

» Généralisation des modéles pour des variables qualitatives.

» Développer des tests statistiques pour faciliter I'inférence sur les
paramétres.

» Implémentation :
» Implémentation des algorithmes dans un package R.
» Cliniques :

» Mise en place d'un logiciel d'évaluation personnalisée de la douleur.
» Validation des différents modéles sur des cohortes plus larges de
patients douloureux chroniques.
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Theorem 1. Suppose that the following conditions are satisfied:

(i) me(t) > 0 are continuous functions, and B .(t) and Y. (t) have continuous first derivative,
c=1,...,C.

(ii) The domain X of X contains an open subset in R?, and the domain T of t is an open
interval in R.

(iii) Foranyt € T andl < j #k <C,

1

1
S1BY 0 - 8L O + 3 v — P o) #o.

=0 =0

where g is the 1 th derivative of g and equal to g if | = 0.

(iv) The parametric mixture model ZCC=1 wep(Y | ne,e) is identifiable, where n¢ is the
conditional mean of density ¢.

(v) The number components C is known.

Then model (1.2) is identifiable.
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