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Mme. Delphine Blanke Université d’Avignon Présidente
M. Denis Bosq Université de Paris VI Examinateur
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ma thèse de doctorat et qui m’a fait découvrir le monde des statistiques non-
paramétriques. Je remercie également Mariane Pelletier avec qui j’ai eu beau-
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Chapitre 1

Introduction

Ce document présente une synthèse de mes travaux de recherche. Ceux-ci se
répartissent sur six thèmes : algorithmes stochastiques, sélection de paramètre de
lissage, problème de déconvolution, grandes déviations et déviations modérées,
censure des données dans un modèle linéaire mixte, méthode statistique d’ana-
lyse d’association. Dans ce mémoire, je décris l’évolution de mes travaux depuis
ma thèse tout en mettant en relief le fil conducteur commun.
Mon travail de thèse (2002-2006) au sein du Laboratoire de Mathématiques de
Versailles (LMV), sous la direction de Abdelkader Mokkadem et Mariane Pel-
letier portait sur l’application des méthodes d’approximation stochastiques à
l’estimation d’une densité de probabilité et d’une fonction de régression. Dans
la première partie, nous avons construit un algorithme stochastique à pas simple
qui définit une classe d’estimateurs récursifs à noyau d’une densité de proba-
bilité. Nous avons ensuite étudié les différentes propriétés de cet algorithme.
En particulier, nous avons identifié deux classes d’estimateurs ; la première cor-
respond à un choix de pas qui permet d’obtenir un risque minimal, la seconde
une variance minimale. Dans la deuxième partie de thèse, nous nous sommes
intéressés à l’estimateur proposé par Révész (1973, 1977) pour estimer une fonc-
tion de régression r : x 7→ E [Y |X = x]. Nous avons souligné que l’estimateur de
Révész, construit à l’aide d’un algorithme stochastique à pas simple, a un gros
inconvénient : les hypothèses sur la densité marginale de X nécessaires pour
établir la vitesse de convergence de rn sont beaucoup plus fortes que celles habi-
tuellement requises pour étudier le comportement asymptotique d’un estimateur
d’une fonction de régression. Nous avons montré comment l’application du prin-
cipe de moyennisation des algorithmes stochastiques permet, tout d’abord en
généralisant la définition de l’estimateur de Révész, puis en moyennisant cet
estimateur généralisé, de construire un estimateur récursif r̄n qui possède de
bonnes propriétés asymptotiques.

J’ai eu par la suite la possiblilité d’effectuer un post doctorale au laboratoire
statistique et génome à l’Université d’Evry sous la direction de Bernard Prum
et Grégory Nuel, lors de ce séjour post doctorale, j’ai eu l’occasion de découvrir

7



des méthodes statistiques d’analyse d’association génétiques comme le FBAT
(Family Based Association Test) et le TDT (Transmission Disequilibrium Test).

En collaboration avec Grégory Nuel et Vincent Miele, nous avons développé
un algorithme qui fait face aux génotypes manquants et aux erreurs de génotypage
dans un cadre familial. Dans l’article [C2] nous avons utilisé un algorithme
EM (Expectation Maximization) pour estimer à la fois la distribution des vrais
génotypes et la fréquence de l’erreur de génotypages. Nous avons ensuite et
en collaboration avec Ahmed Rebai illustré notre méthode aux données de mi-
crophtalmie dans l’article [C3].

En collaboration avec Grégory Nuel, nous avons développé un algorithme
qui corrige le biais engendré par la censure de la variable cible dans un modèle
linéaire mixte. Dans l’article [YS9] nous avons considéré les effets aléatoires
comme des données manquantes et nous avons utilisé l’échantillonneur de gibbs
dans un cadre SEM (Stochastic Expectation Maximization) pour nos multiples
imputations des données censurées. Nous avons ensuite et en collaboration avec
André Garcia et Omar Gaye illustré notre méthode aux données du paludisme
dans l’article [C1].

En collaboration avec André Garcia, Jacqueline Milet, Grégory Nuel, Lau-
rence Watier, David Courtin, Paul Senghor et Florence Migot-Nabias, et en uti-
lisant la statistique FBAT et les modèles linéaires mixtes, nous avons identifiés
dans l’article [YS3] trois régions génomiques (6p25.1, 12q22 et 20p11q11) liées
à la maladie du paludisme et nous avons detecté un gène associé à l’infection
par le paludisme dans la région 5q31-q33.

En collaboration avec Nicolas Brunel et Florence d’alché-Buc, nous avons
présenté dans l’article [C4], un algorithme qui permet d’extraire des modules
dans un modèle autorégressif avec une application à l’inférence de réseaux de
régulation des gènes.

Après avoir eu un poste de mâıtre de conférences à l’Université de Poitiers
en Septembre 2011, j’ai eu l’occasion de développer des collaborations avec des
biologistes et médecins du CHU de Poitiers, en particulier avec Stéphanie Ragot,
Astride de Hauteclocque et Sami Hadjadj. Nous avons utilisé des modèles pa-
ramétriques comme les modèles linéaires mixtes et d’autres non-paramétriques
comme LOWESS (LOcally WEighted Scatterplot Smoothing), pour décrire des
trajectoires des marqueurs biologiques comme la créatinine, l’insuffisance rénale
et l’eGFR (estimated Glomerular Filtration Rate), comme des bons marqueurs
pronostique de la survenue d’événements cardio-vasculaires ([C5], [C6], [YS6],
[YS8], [YS16]).

De plus, je me suis intéressé à établir des principes de grandes déviations
et des principes de déviation modérées pour les estimateurs développés dans
les articles ([YS1], [YS2]). Ces travaux ont fait l’objet des publications ([YS4],
[YS5], [YS11], [YS12]).

Pendant mes travaux de thèse, nous avons souligné la grande influence du
paramètre de lissage hn, appelé aussi fenêtre (bandwidth) sur la performance
des estimateurs, je me suis donc ouvert sur la sélection de ce paramètre en utili-
sant la méthode d’injection (plug-in), dans le cadre d’une densité de probabilité
[YS7], dans le cadre d’une fonction de distribution [YS10] et dans le cadre d’une
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fonction de régression ([YS13], [YS14]).
Depuis Septembre 2013, je co-encadre avec Julien Michel les travaux de thèse

de Asma Jmaei, qui porte sur l’estimation fonctionnelle non-paramétrique avec
bord, dans l’article [YS17], nous avons utilisé des algorithmes stochastiques et
les polynômes de Bernstein pour réduire le biais de l’estimation sur les bords
dans le cas d’une fonction de distribution à support compact, une version courte
de ce travail est présenté à la SFDS, 2016 (voir [C10]).

Depuis Septembre 2014, je co-encadre avec Julien Michel les travaux de thèse
de Mohamed Salah Achour, qui porte sur l’estimation récursive des quantiles non
paramétriques, dans un article en préparation [YS25], nous avons automatisé le
choix du paramètre de lissage en utilisant la méthode d’injection, dans un ar-
ticle en préparation [YS26], nous avons utilisé des algorithmes d’approximation
stochastiques pour construire des estimateurs récursifs des quantiles, nous avons
ensuite comparé notre classe d’estimateurs aux estimateurs non paramétrique
existant.

Plus récemment, je me suis intéressé à l’estimation d’une densité de proba-
bilité quand les observations sont entachées d’un bruit gaussien [YS20] ainsi que
dans le cas où les observations sont entachées d’un bruit distribué selon une loi
de Laplace [YS23]. Je me suis intéressé également à l’estimation d’une fonction
de distribution quand les observations sont entachées d’un bruit distribué selon
une loi de Laplace [YS15].

Ensuite, je me suis intéressé au problème de l’estimation d’une densité de
probabilité quand les observations sont censurées [YS22] et aussi au problème
de l’estimation d’une densité de probabilité quand les observations contiennent
des données manquantes [YS19].
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Chapitre 2

Algorithme
d’approximation
stochastique
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Mots clés : Estimation d’une densité de probabilité, estimation d’une fonction
de distribution, estimation d’une fonction de régression, théorème de la limite
centrale, algorithmes d’approximation stochastiques.

Résumé 1. Dans ce chapitre, nous utilisons les algorithmes stochastiques pour
construire des estimateurs récursifs. Le but est d’établir certaines propriétés des
estimateurs récursifs à noyau définis par des algorithmes stochastiques afin de
comparer leur comportement asymptotique à celui des estimateurs classiques.
Dans la première section, nous construisons des estimateurs récursifs à noyau
d’une fonction de distribution, nous étudions aussi le cas d’une fonction de
distribution à support compact. Dans la deuxième section, nous construisons
des estimateurs récursifs à noyau d’une fonction de régression.
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2.1 Introduction

Les algorithmes stochastiques ont été largement utilisés dans de nombreuses
applications de recherche, y compris l’identifications des systèmes, contôle adap-
tatif, système de transmission, détection de changement séquentiel, voir Ben-
veniste et al. [2] pour une liste d’exemple. La forme générale des algorithmes
stochastiques est :

θn = θn−1 + γnΦ(θn−1,Wn) + γ2nµn (θn−1,Wn) , (2.1)

où (γn) est une suite positive qui tend vers zéro, (θn) est la séquence à mettre à
jour récursivement, (Wn) est une séquence de variables aléatoires représentant
les observations en ligne, Φ (θ,W ) est la fonction qui définit essentiellement
comment le paramètre θ est mis à jour en fonction de la nouvelle observation et
µn (θn−1,Wn) définit une petite perturbation sur l’algorithme. Le comportement
de cet algorithme a été étudié dans Benveniste et al. [2] et dans le cas particulier
(µn ≡ 0) dans Delyon [4]. L’algorithme (2.1) coincide avec celui analysé par
Kushner [8], Ljung [10] et Ruppert [15] :

θn = θn−1 + γn (ϕ (θn−1)−Wn + βn) , (2.2)

où βn est une variable aléatoire converge vers 0 presque sûrement, ϕ est une
fonction mesurable et inconnue. Ils ont montré que (2.2) comprend le proces-
sus de rapprochement stochastique de Robbins-Monro [14] et celui de Kiefer-
Wolfowitz [7], qui permettent la recherche de zéro θ∗ de la fonction ϕ.

La plupart des résultats classiques concernant le processus de Robbins-
Monro et Kiefer-Wolfowitz nécessitent l’hypothèse E [Wn|Fn−1] = 0 où Fn−1

est la σ-algèbre des événements qui se produisent avant l’instant n − 1. Sous
des conditions standard sur la fonction ϕ et sur la séquence (γn), Duflo [5] et
Kushner et Yiu [9] ont montré que θn converge vers θ∗ presque sûrement.

L’application de la procédure de Robbins-Monro pour construire un algo-
rithme d’approximation stochastique, a été présenté par Révész [12, 13] et
étendu par Mokkadem, Pelletier et Slaoui [YS2] pour estimer une fonction de
régression, par Tsybakov [16] pour approximer le mode d’une densité de pro-
babilité, par Mokkadem, Pelletier et Slaoui [YS1] pour estimer une densité de
probabilité multivariée et récemment par Slaoui [YS10] pour estimer une fonc-
tion de distribution et par Slaoui [YS13, YS14] pour estimer une fonction de
régression.
Nous définissons maintenant une classe de séquences à variations régulières.

Définition 1. Soit γ ∈ R et (vn)n≥1 une séquence positive non aléatoire. Nous
disons que (vn) ∈ GS (γ) si

lim
n→+∞

n

[
1− vn−1

vn

]
= γ. (2.3)
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La Condition (2.3) a été introduite par Galambos et Seneta [6] pour définir
des séquences à variations régulières (voir aussi Bojanic et Seneta [3], et par
Mokkadem et Pelletier [11] dans le contexte des algorithmes d’approximation
stochastique. Notant que l’acronyme GS représente (Galambos et Seneta). Séquences

typiques dans GS (γ) sont, pour b ∈ R, nγ (log n)b, nγ (log log n)b, etc.

2.2 Estimateurs récursifs d’une fonction de dis-
tribution

Soit X1, . . . , Xn une suite de variable aléatoire indépendantes et de même
loi, à valeurs dans R et soit f et F représentent, respectivement, la densité
de probabilité de X1 et la fonction de distribution de X1. Pour construire un
algorithme stochastique, qui approxime la fonction F à un point donné x, on
définit un algorithme de recherche du zéro de la fonction ϕ : y → F (x)− y. On
procède donc de la façon suivante : (i) nous fixons F0(x) ∈ [0, 1] ; (ii) pour tout
n ≥ 1, nous posons

Fn (x) = Fn−1 (x) + γnTn (x) ,

où (Tn) est une suite de fonctions Tn : R → R défini par Tn (x) = ϕ (Fn−1 (x))−
Wn + βn, en utilisant le fait que E [Wn|Fn−1] = 0, nous avons

E [Tn (x)] = ϕ (Fn−1 (x)) + βn

= F (x)− Fn−1 (x) + βn.

Pour définir Tn(x), nous suivons l’approche de Révész [12, 13] et de Tsybakov
[16] et nous introduisons un noyauK (qui est une fonction telle que

∫
RK(x)dx =

1), une fonction K (qui est une fonction défini par K (z) =
∫ z

−∞K (u) du), et une
fenêtre (hn) (qui est une suite de réels positifs qui tend vers zéro). Par ailleurs,
il est bien connu que sous certaines conditions de régularité sur la fonction de
densité de X1, nous avons E

[
K
(
h−1
n (x−Xn)

)]
= F (x) + ξn (x), où ξn (x)

tend vers zéro quand n tend vers l’infini. Par conséquent, nous posons, Tn(x) =
K
(
h−1
n (x−Xn)

)
− Fn−1(x). L’algorithme d’approximation stochastique, que

nous introduisons pour estimer récursivement la fonction de distribution F en
un point x peut donc s’écrire sous la forme suivante :

Fn (x) = (1− γn)Fn−1 (x) + γnK
(
x−Xn

hn

)
où la suite de pas γn > 0 vérifie∑

n≥1

γn = ∞ et
∑
n≥1

γ2n <∞.

Cette propriété récursive est particulièrement intéressante quand la taille de
l’échantillon est grande, car nous pouvons facilement faire une mise à jour rapide
de Fn avec chaque observation supplémentaire.
Nous supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites.
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(A1) K : R → R est une fonction continue bornée, telle que
∫
RK (z) dz = 1,∫

R zK (z) = 0 et
∫
R z

2K (z) <∞.

(A2) i) (γn) ∈ GS (−α) avec α ∈ ]1/2, 1].
ii) (hn) ∈ GS (−a) avec a ∈ ]0, 1[.
iii) limn→∞ (nγn) ∈ ]min {2a, (a+ α) /2} ,∞].

(A3) f est bornée, différentiable, et f ′ est bornée.

L’hypothèse (A2)iii) sur la limite de (nγn) quand n tend vers l’infini est clas-
sique dans le cadre des algorithmes d’approximation stochastiques. Les hy-
pothèses (A1) et (A3) sont classiques en estimation non paramétrique. Dans l’ar-
ticle [YS10] nous avons montré le théorème suivant :

Théorème 1 (Convergence ponctuelle faible). Supposons (A1)−(A3) vérifiées,

que f ′ est continue en x et soit ξ = limn→∞ (nγn)
−1

.

1. S’il existe c ≥ 0 telle que γ−1
n h3n → c, alors√

γ−1
n (Fn (x)− F (x))

L→ N
( √

c

2 (1− 2aξ)
f ′ (x)

∫
R
z2K (z) dz,

1

2− αξ
F (x) (1− F (x))

)
.

2. Si γ−1
n h3n → ∞, alors

1

h2n
(Fn (x)− F (x))

P→ 1

2 (1− 2aξ)
f ′ (x)

∫
R
z2K (z) dz,

où
L→ désigne la convergence en loi, N la distribution normale et

P→ la conver-
gence en probabilité.

2.3 Estimateurs d’une fonction de distribution
à support compact

Lorsque nous avons une variable aléatoireX avec une fonction de distribution
F à support compact [a, b], il est facile de transformer la variable X en Y à
support [0, 1] avec le choix Y = (X − a)/(b− a). La transformation tel que Y =
X/(1 +X) et Y = 1/2 + π−1 arctan(X) peut être utilisé aussi pour couvrir les
cas de variables aléatoires à support R+ et R respectivement. Par la suite, nous
pouvons adapter cette transformation en utilisant les polynômes de Bernstein
pour l’approximation d’une fonction de distribution sur l’intervalle [0, 1].
Avec ma première étudiante en thèse, Asma Jmaei, nous avons considéré
X1, X2, . . . , Xn une séquence de variables aléatoires i.i.d ayant une distribution
commune inconnue F avec une densité associée f à support dans [0, 1]. Nous
avons ensuite utilisé le schéma de Robbins-Monro (voir [14]), afin de construire
un algorithme d’approximation stochastique de la fonction F en un point x.
Nous avons considéré l’algorithme de recherche du zéro de la fonction h : y 7→
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F (x) − y comme suivant : (i) on se donne F0(x) ∈ R ; (ii) pour tout n ≥ 1, on
pose

Fn(x) = Fn−1(x) + γnWn,

oùWn est une observation de la fonction h au point Fn−1(x) (i.e. E [Wn|Fn−1] =
0, où Fn−1 représente la σ-algebre des événements qui se produisent avant l’ins-
tant n− 1). Pour définir Wn, nous avons suivi [17] (voir aussi [1]) et nous avons
introduit un polynôme de Bernstein d’ordre m > 0 (nous avons supposé que
m = mn dépend de n),

bk(m,x) = Ck
mx

k(1− x)m−k et Wn =
m∑

k=0

I
{
Xn ≤ k

m

}
bk(m,x)− Fn−1 (x) .

Donc, l’estimateur que nous introduisons pour estimer récursivement une fonc-
tion de distribution F au point x peut s’écrire sous la forme suivante

Fn(x) = (1− γn)Fn−1(x) + γn

m∑
k=0

I
{
Xn ≤ k

m

}
bk(m,x).

Nous supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites.

(A1) F est continue, deux fois différentiables et la dérivé seconde de F est
bornée.

(A2) (γn) ∈ GS (−α), α ∈ ( 12 , 1].

(A3) (mn) ∈ GS(a), a ∈ (0, 1).

(A4) limn→∞(nγn) ∈ (min (a, (2α+ a)/4) ,∞).

Dans l’article [YS17] nous avons prouvé le théorème suivant :

Théorème 2 (Convergence ponctuelle faible). Supposons (A1)-(A4) vérifiées

et soit ξ = limn→∞ (nγn)
−1

1. Si γ
−1/2
n m−1

n → c pour une constante c ≥ 0, alors

γ−1/2
n (Fn (x)− F (x))

L→ N
(
cx (1− x)

2 (1− aξ)
f ′ (x) ,

1

2− αξ
F (x) (1− F (x))

)
.

2. Si γ
−1/2
n m−1

n → ∞, alors

mn (Fn (x)− F (x))
P→ x (1− x)

2 (1− aξ)
f ′ (x) .

2.4 Estimateurs récursifs d’une fonction de régression

Nous considèrons (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) un échantillon de la loi du couple
(X,Y ) et on note f la densité de probabilité de X et g la densité du couple
(X,Y ).
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2.4.1 Estimateurs à noyau dans un cadre équidistant et
fixe

Dans [YS13] nous avons considéré le cas où Xi = i/n pour 1 ≤ i ≤ n et nous
avons proposé d’estimer la fonction de régression m : x 7→ E [Y |X = x] en un
point x. Afin de construire un algorithme d’approximation stochastique de la
fonction m en un point x, nous avons défini un algorithme de recherche du zéro
de la fonction h : y → m(x) − y. Suivant la procédure de Robbins-Monro [14],
notre algorithme est définie par : (i) nous fixonsm0(x) ∈ R, (ii) pour tout n ≥ 1,
nous posons

mn (x) = mn−1 (x) + γnWn,

où Wn(x) est une observation de la fonction h au point mn−1(x), et le pas (γn)
est une séquence de nombres réels positifs qui tend vers zéro. Pour définirWn(x),
nous suivons l’approche de [12, 13], [16] et de [YS1, YS2] et nous introduisons
un noyau K (qui est une fonction telle que

∫
RK(x)dx = 1), et une fenêtre

(hn) (qui est une suite de réels positifs qui tend vers zéro), et nous posons
Wn(x) = h−1

n YnK
(
h−1
n (x−Xn)

)
− mn−1(x). L’algorithme d’approximation

stochastique, que nous proposons pour estimer récursivement une fonction de
régression dans un cadre équidistant et fixe en un point x, peut s’écrire sous la
forme suivante :

mn (x) = (1− γn)mn−1 (x) + γnh
−1
n YnK

(
h−1
n [x−Xn]

)
.

Nous supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites.

(A1) K : R → R est une fonction continue, bornée, telle que
∫
RK (z) dz = 1,∫

R zK (z) = 0 et
∫
R z

2K (z) <∞.

(A2) (i) (γn) ∈ GS (−α) avec α ∈ (1/2, 1].
(ii) (hn) ∈ GS (−a) avec a ∈ (0, 1).
(iii) limn→∞ (nγn) ∈ (min {2a, (α− a) /2} ,∞].

(A3) (i) g (s, t) est deux fois continûment différentiable par rapport à s.
(ii) Pour q ∈ {0, 1, 2}, s 7→

∫
R t

qg (s, t) dt est une fonction bornée continue
à s = x.
Pour q ∈ [2, 3], s 7→

∫
R |t|q g (s, t) dt est une fonction bornée.

(iii) Pour q ∈ {0, 1},
∫
R |t|q

∣∣∣ ∂g∂x (x, t)
∣∣∣ dt < ∞, et s 7→

∫
R t

q ∂2g
∂s2 (s, t) dt est

une fonction bornée continue à s = x

Nous avons prouvé le théorème suivant dans l’article [YS13] :

Théorème 3 (Convergence ponctuelle faible). Supposons (A1)−(A3) vérifiées,

que m(2) est continue en x et soit ξ = limn→∞ (nγn)
−1

.

1. S’il existe c ≥ 0 telle que γ−1
n h5n → c, alors√

γ−1
n hn (mn (x)−m (x))

L→ N

(√
cm(2) (x)

2 (1− 2aξ)

∫
R
z2K (z) dz,

f (x)E
[
Y 2|X = x

]
2− (α− a) ξ

∫
R
K2 (z) dz

)
.

22



2. Si γ−1
n h5n → ∞, alors

1

h2n
(mn (x)−m (x))

P→ m(2) (x)

2 (1− 2aξ)

∫
R
z2K (z) dz.

2.4.2 Estimateurs à noyau dans un cadre unidimensionnel

Dans [YS14], nous avons considéré l’estimation de la fonction de régression
comme rapport de deux fonctions dont nous avons proposé deux estimateurs
récursifs dans les parties précédentes. Donc nous avons considéré l’estimateur
semi-recursif suivant :

rn (x) =
an (x)

fn (x)
,

avec

an (x) = (1− βn) an−1 (x) + βnh
−1
n YnK

(
h−1
n [x−Xn]

)
,

et

fn (x) = (1− γn) fn−1 (x) + γnh
−1
n K

(
h−1
n [x−Xn]

)
.

Nous supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites.

(A1) K : R → R est une fonction continue, bornée, telle que
∫
RK (z) dz = 1,∫

R zK (z) = 0 et
∫
R z

2K (z) <∞.

(A2) i) (βn) ∈ GS (−β) avec β ∈ ]1/2, 1].
ii) (hn) ∈ GS (−a) avec a ∈ ]0, 1[.
iii) limn→∞ (nβn) ∈ ]min {2a, (β − a) /2} ,∞].

(A3) (i) g (s, t) est deux fois continûment différentiable par rapport à s.
(ii) Pour q ∈ {0, 1, 2}, s 7→

∫
R t

qg (s, t) dt est une fonction bornée continue
à s = x.
Pour q ∈ [2, 3], s 7→

∫
R |t|q g (s, t) dt est une fonction bornée.

(iii) Pour q ∈ {0, 1},
∫
R |t|q

∣∣∣ ∂g∂x (x, t)
∣∣∣ dt < ∞, et s 7→

∫
R t

q ∂2g
∂s2 (s, t) dt est

une fonction bornée continue à s = x.

Nous avons ensuite discuté le choix optimal du couple de pas (γn, βn). En
particulier, nous avons montré qu’avec un choix de pas (γn) =

(
n−1

)
(le choix

qui permet d’avoir une erreur quadratique moyenne minimale de l’estimateur
récursif d’une densité de probabilité), nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 4 (Convergence ponctuelle faible). Supposons (A1)−(A3) vérifiées,
et que (γn) =

(
n−1

)
.

1. S’il existe c ≥ 0 telle que β−1
n h5n → c, alors√

β−1
n hn (rn (x)− r (x))

L→ N
(√

cB
(1)
a,ξ (x) , V

(1)
a,ξ,β (x)

)
,

23



où

B
(1)
a,ξ (x) =

1

2f (x)

(
a(2) (x)

(1− 2aξ)
− r (x) f (2) (x)

(1− 2a)

)
µ2 (K)

V
(1)
a,ξ,β (x) =

{
E
[
Y 2|X = x

]
(2− (β − a) ξ) f (x)

−
(

2ξ

1 + aξ
− ξ

1 + a

)
r2 (x)

f (x)

}
R (K)

2. Si nh5n → ∞, alors

1

h2n
(rn (x)− r (x))

P→ B
(1)
a,ξ (x) .

De plus, avec un choix particulier de pas (γn) =
(
(1− a)n−1

)
le choix qui

permet d’avoir une variance minimale de l’estimateur récursif de la densité. Nous
avons prouvé le théorème suivant :

Théorème 5 (Convergence ponctuelle faible). Supposons (A1)−(A3) vérifiées,
et que (γn) =

(
(1− a)n−1

)
.

1. S’il existe c ≥ 0 telle que β−1
n h5n → c, alors√

β−1
n hn (rn (x)− r (x))

L→ N
(√

cB
(2)
a,ξ (x) , V

(2)
a,ξ,β (x)

)
,

où

B
(2)
a,ξ (x) =

1

2f (x)

(
a(2) (x)

(1− 2aξ)
− (1− a)

(1− 3a)
r (x) f (2) (x)

)
µ2 (K)

V
(2)
a,ξ,β (x) =

{
E
[
Y 2|X = x

]
(2− (β − a) ξ) f (x)

− (1− a) ξ
r2 (x)

f (x)

}
R (K)

2. Si nh5n → ∞, alors

1

h2n
(rn (x)− r (x))

P→ B
(2)
a,ξ (x) .
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Chapitre 3

Sélection du paramètre de
lissage des estimateurs
fonctionnels récursifs
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Mots clés : Sélection du paramètre de lissage, estimation à noyau d’une den-
sité de probabilité, estimation d’une fonction de distribution, algorithmes d’ap-
proximation stochastiques, lissage, ajustement de courbe, méthode de plug-in.

Résumé 2. Le but dans ce chapitre est d’automatiser le choix du paramètre de
lissage dans le cas de l’estimation récursive d’une densité de probabilité ainsi que
dans le cas d’une fonction de distribution. Dans la première section, nous propo-
sons un sélecteur du paramètre de lissage d’une densité de probabilité en minimi-
sant l’Erreur Quadratique Pondérée Moyenne Intégrée (EQPMI) en considérant
la fonction f (x) comme une fonction de poids. Dans la deuxième section, en se
basant sur un selecteur du même type que celui développé dans la première par-
tie mais dans le cadre d’une estimation récursive d’une fonction de distribution,
nous prouvons qu’avec un choix particulier de pas de l’algorithme stochastique,
l’erreur quadratique moyenne intégrée de l’estimateur récursif peut être plus
petite que celle de l’estimateur classique.

3.1 Introduction

Dans le cadre de l’estimation fonctionnelle par la méthode du noyau, on a af-
faire à un paramètre dit de lissage ou fenêtre. D’un point de vue théorique, c’est
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le comportement asymptotique de ce paramètre qui permet d’atteindre des vi-
tesses de convergence optimales. D’un point de vue pratique, c’est ce paramètre
qui va déterminer le degré de lissage de la courbe estimée et donc la qualité
de l’estimation. Dans les deux cas, il est nécessaire de choisir un paramètre de
lissage qui réalise l’équilibre entre les effets de biais et de dispertion.
Les méthodes de sélection du paramètre de lissage étudiés dans la littérature
peuvent être divisé en trois grandes classes : les méthodes de type validation-
croisée, les méthodes de type ré-échantillonnage ou bootstrap et les méthodes
de type injection ou plug-in.
Les méthodes de type validation-croisée, inspirées des techniques de choix de
modèle, consiste à introduire des critères pour estimer l’erreur d’estimation et
à prendre ensuite comme paramètre de lissage celui qui minimise un tel critère.
Les méthodes de ré-echantillonnage consistent à utiliser les techniques de Boots-
trap pour estimer la distribution d’erreur d’estimation. Les méthodes de type
plug-in consistent à partir de l’expession de l’erreur d’estimation dans laquelle
les constantes sont précisées, d’estimer ensuite ces constantes de manière non
paramétrique et finalement d’injecter ces constantes estimées dans l’expression
de l’erreur d’estimation afin d’en déduire un paramètre de lissage optimal.
Marron [4] offre une synthèse de ces trois classes de méthodes de sélection
du paramètre de lissage. Une comparaison détaillée de ces trois choix du pa-
ramètre de lissage peuvent être trouvés dans Delaigle et Gijbels [3]. Ils ont
conclu qu’avec un choix approprié de la méthode d’injection et de la méthode
de ré-echantillonnage, les deux approches réalisent de meilleurs performances
en comparaison avec la méthode de validation croisée, et qu’aucune des deux
approches n’a été préférée de manière univoque. Bagkavos et Patil [1] proposent
une méthode spécifique d’injection qui est basée sur la minimisation de l’Er-
reur Quadratique Moyenne Empirique (EQME) et sélectionne le paramètre de
lissage qui minimise l’EQME localement au voisinage du point d’estimation.
Cheng [2] développe un sélecteur du paramètre de lissage en minimisant l’Erreur
quadratique moyenne intégrée (EQMI) en utilisant des ajustements linéaire et
cubique. Les estimateurs que nous avons considéré dans ce chapitre sont basés
sur la méthode d’injection, qui consiste à la minimisation non pas du EQMI
classique, sinon, nous devrions donner un estimateur asymptotiquement sans

biais de
∫
R
(
f (2) (x)

)2
dx (dans le cas de la densité), qui n’est pas très facile à

construire en utilisant seulement les donnée observées, plutôt d’utiliser l’EQMI,
nous avons utilisé l’Erreur Quadratique Pondérée Moyenne Intégrée (EQPMI),
en considérant la fonction f (x) (dans le cas de la densité) comme une fonction
de poids.
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3.2 Sélection du paramètre de lissage des esti-
mateurs récursifs d’une densité de probabi-
lité

Soit X1, . . . , Xn une suite de variable aléatoire indépendante et de même
loi, à valeurs dans R et de densité de pababilité f . Nous avons construit un
algorithme pour estimer récursivement la densité f au point x :

fn (x) = (1− γn) fn−1 (x) + γnh
−1
n K

(
h−1
n [x−Xn]

)
,

avec (γn) une suite de réels positifs qui tend vers zéro,K un noyau (i.e. une fonc-
tion paire telle que

∫
RK (x) dx = 1) et hn une fenêtre (i.e. une suite déterministe

positive qui tend vers zéro). Afin de mesurer la qualité de notre estimation, nous
nous sommes basés sur la quantité suivante :

EQPMI [fn] = E
∫
R
[fn (x)− f (x)]

2
f (x) dx.

Avec un choix particulier du pas (γn) dans GS (−1) et tel que limn→∞ nγn = γ0,
nous avons montré que la fenêtre optimale (hn) doit être égale à(

2−1/5 (γ0 − 2/5)
1/5

{
R (K)

µ2
2 (K)

I1
I2

}1/5

n−1/5

)
,

et que

EQPMI [fn] =
5

4

1

24/5
γ20

(γ0 − 2/5)
6/5

Θ(K) I
4/5
1 I

1/5
2 n−4/5 + o

(
n−4/5

)
.

avec I1 =
∫
R f

2 (x) dx, I2 =
∫
R
(
f (2) (x)

)2
f (x) dx,R (K) =

∫
RK

2 (z) dz, µj (K) =∫
R z

jK (z) dz et Θ (K) = R (K)
4/5

µ2 (K)
2/5

.

Puisque le minimum de γ20 (γ0 − 2/5)
−6/5

est atteint à γ0 = 1, alors la fenêtre
(hn) doit être égale à((

3

10

)1/5{
R (K)

µ2
2 (K)

I1
I2

}1/5

n−1/5

)
,

donc

EQPMI [fn] =
5

4
22/5

(
5

6

)6/5

Θ(K) I
4/5
1 I

1/5
2 n−4/5 + o

(
n−4/5

)
.

Afin d’estimer la fenêtre (hn), nous devrons estimer les I1 et I2. Dans [YS7],
nous avons proposé les estimateurs suivants :

Î1 =
Qn

n

n∑
i,k=1

Q−1
k βkb

−1
k Kb

(
Xi −Xk

bk

)
,

Î2 =
Q′2

n

n

∑
j ̸=k

Q′−1
j Q′−1

k β′
jβ

′
kb

′−3
j b′−3

k K
(2)
b′

(
Xi −Xj

b′j

)
K

(2)
b′

(
Xi −Xk

b′k

)
,
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où Qn =
∏n

i=1 (1− βi), Q
′
n =

∏n
i=1 (1− β′

i), Kb est un noyau et b la fenêtre

associé et K
(2)
b′ est la dérivée seconde du noyau Kb′ .

Nous devrons maintenant estimer les fenêtres bn et b′n et les pas (βn) et (β′
n).

Pour cela, il faut calculer le biais et la variance de Î1 et Î2. Nous avons montré
que

Théorème 6. Supposons (A2) − (A3) vérifiées, et que le noyau Kb satisfait

l’hypothèse (A1) et (bn) ∈ GS (−ζ), avec ζ ∈ ]0, 1[, et ξ = limn→∞ (nβn)
−1

on
a

Bias
[
Î1

]
=

1

2 (1− 2aξ)
b2nµ2 (Kb)

∫
R
f (2) (x) f (x) dx+ o

(
b2n
)
,

V ar
[
Î1

]
=

1

2− (α− a) ξ

βn
nbn

R (Kb) I1 +
1

n

(∫
R
f3 (x) dx− I21

)
+ o

(
1

n
+

βn
nbn

)
.

Un calcul directe, nous a permis de choisir le pas (βn) =
(
1.36n−1

)
et la

fenêtre (bn) ∈ GS (−2/5) de même après le calcul du biais et de la variance

de Î2, nous avons obtenu les résultats suivants : (β′
n) =

(
1.48n−1

)
et (b′n) ∈

GS (−3/14).
En pratique, nous utilisons

bn = n−β min

{
ŝ,
Q3 −Q1

1.349

}
, β ∈ ]0, 1[

(voir [6]) avec ŝ l’écart-type, et Q1, Q3 désignant le premier et troisième quar-
tile, respectivement.

3.3 Sélection du paramètre de lissage des esti-
mateurs récursifs d’une fonction de distri-
bution

Soit X1, . . . , Xn une suite de variable aléatoire indépendante et de même loi,
à valeurs dans R et de densité de probabilité f et de fonction de distribution F .
Nous avons construit dans [YS10] un algorithme pour estimer la fonction F au
point x :

Fn (x) = (1− γn)Fn−1 (x) + γnK
(
h−1
n [x−Xn]

)
,

avec (γn) une suite de réels positifs qui tend vers zéro, K un noyau (i.e. une
fonction paire telle que

∫
RK (x) dx = 1), K (une fonction définie par K (z) =∫ z

−∞K (u) du) et hn une fenêtre (i.e. une suite déterministe positive qui tend
vers zéro).

Afin de mesurer la qualité de notre estimation, nous avons utilisé la quantité
suivante :

EQPMI [Fn] = E
∫
R
[Fn (x)− F (x)]

2
f (x) dx.
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Avec un choix particulier de pas d’algorithme (γn) ∈ GS (−1) tel que limn→ ∞nγn =
γ0, nous avons montré que la fenêtre optimale (hn) doit être égale à(

2−1/3 (γ0 − 2/3)
1/3

{
I1ϕ (K)

I2µ2
2 (K)

}1/3

n−1/3

)
,

donc

EQPMI [Fn] = n−1VF

{
γ20

2γ0 − 1
− 3

4

1

24/3
γ20

(γ0 − 2/3)
2/3

I
4/3
1 Θ(K)

I
1/3
2 VF

n−1/3 + o
(
n−1/3

)}
,

avec I1 =
∫
R f

2 (x) dx, I2 =
∫
R (f ′ (x))

2
f (x) dx,R (K) =

∫
RK

2 (z) dz, µj (K) =∫
R z

jK (z) dz, ϕ (K) = 2
∫
R zK (z)K (z) dz et Θ (K) = ϕ (K)

4/3
µ2 (K)

2/3
.

Remarque 1. Avec un choix de pas (γn) =
(
[2/3 + ε]n−1

)
avec ε assez proche

de zéro, nous avons

EQPMI [Fn] < EQPMI
[
F̃n

]
,

avec F̃n (x) =
1
n

∑n
i=1 K

(
x−Xi

hn

)
, l’estimateur introduit par [5].

Afin d’estimer la fenêtre (hn) nous devrons estimer I2. Dans [YS10], nous
avons proposé l’estimateur suivant :

Î2 =
Π′2

n

n

∑
j ̸=k

Π′−1
j Π′−1

k γ′jγ
′
kb

′−3
j b′−3

k K
(2)
b′

(
Xi −Xj

b′j

)
K

(2)
b′

(
Xi −Xk

b′k

)
,

où Π′
n =

∏n
i=1 (1− γ′i), Kb est un noyau et b la fenêtre associé et K

(1)
b′ est la

dérivée première du noyau Kb′ .
Nous devrons maintenant estimer la fenêtre b′n et les pas (γn) et (γ′n), pour

cela, il faut calculer le biais et la variance de Î2, Un calcul directe, nous amène
au choix du pas (γn) =

(
1.36n−1

)
et la fenêtre (bn) ∈ GS (−2/5) de même

après le calcul du biais et de la variance de Î2, nous avons montré que (b′n) doit
appartenir à GS (−3/10).
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Chapitre 4

Estimation fonctionnelle
quand les observations sont
entachées d’erreurs

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.2 Estimation d’une densité de probabilité . . . . . . 36

4.2.1 Estimation d’une densité de probabilité quand les
observations sont entachées d’erreurs gaussiennes . . 38

4.3 Estimation d’une fonction de distribution . . . . . 40

Mots clés : Méthodes de déconvolution, sélection du paramètre de lissage,
estimation à noyau d’une densité de probabilité, estimation d’une fonction de
distribution, algorithmes d’approximation stochastiques, lissage, ajustement de
courbe, méthode de plug-in.

Résumé 3. Dans ce chapitre, nous utilisons les algorithmes stochastiques pour
construire des estimateurs récursifs aussi bien dans le cas d’une densité de pro-
babilité que dans le cas d’une fonction de distribution dans le cas où les données
sont entachées d’erreurs. Dans la première section, nous construisons des es-
timateurs récursifs à noyau d’une densité de probabilité quand les observations
sont entachées d’erreurs gaussiennes, nous automatisons le choix du paramètre
de lissage selon le même critère de selection présenté dans la partie précèdente.
Dans la deuxième section, nous construisons des estimateurs récursifs à noyau
d’une fonction de distribution dans le cas où les observations sont entachées
d’erreurs distribué selon une loi de Laplace.

35



4.1 Introduction

On est confronté très souvent au traitement des données entachées d’erreurs.
L’origine des erreurs peut provenir, par exemple, de l’appareil de mesure, de la
lecture des observations ou de l’échelle utilisée. Notre contribution se situe dans
l’estimation fonctionnelle quand les données sont entaché d’erreur additives (c.-
à-d. un modèle de déconvolution). Le modèle de déconvolution, c.-à-d. on observe
Z = X + erreur existe dans plusieurs domaines. Le modèle de déconvolution
peut être recontré en microfluométrie, en biostatistique et en électrophorése.
Dans l’étude de la maladie de SIDA, la variable Z peut être considéré comme
le temps à partir d’un certain instant jusqu’au moment de l’infection, et la va-
riable X peut être considéré comme le temps entre l’occurence de l’infection
jusqu’au moment de l’apparition des symptômes. Notre aport dans ce domaine
touche à deux sujets particuliers. D’abord, l’estimation d’une densité de proba-
bilité, ensuite l’estimation d’une fonction de distribution. Dans les deux situa-
tions, nous avons explicité l’expression asymptotique de l’erreur quadratiques
moyennes intégrés dans le cas où les observations sont entachées par des erreurs
qui suivent une loi normale et aussi dans le cas où les erreurs suivent une loi
de laplace. Ensuite nous avons données l’expression de la fenêtre optimal en
utilisant la méthode de plug-in aussi bien dans le cas récursif que dans le cas
non récursif.

4.2 Estimation d’une densité de probabilité quand
les observations sont entachées d’erreurs

Soit Y1, . . . , Yn un échantillon de variables aléatoires i.i.d de densité de pro-
babilité fY . Les observations sont de la forme

Yi = Xi + εi, i = 1, . . . , n

et X1, . . . , Xn sont des variables i.i.d, de densité de probabilité fX . Nous sup-
posons que X et ε sont mutuellement indépendantes et que la densité fε des
variables i.i.d ε1, . . . , εn est connu. Nous souhaitons utilisé les algorithmes sto-
chastiques pour construire un estimateur récursif de fX .
Soit ϕL le transformer de Fourier d’une fonction ou d’une variable aléatoire L,
et nous supposons que ϕε (t) ̸= 0 ∀t ∈ R. Le transformée de Fourier inverse :

fX (x) =
1

2π

∫
R
exp (−itx)ϕX (t) dt,

=
1

2π

∫
R
exp (−itx) ϕY (t)

ϕε (t)
dt.

De plus, la fonction caractéristique de Y est donnée par

ϕY (t) = E [exp (itY )]

=

∫
R
exp (ity) fY (y) dy.
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Maintenant, nous estimons ϕY par

ϕ̂n,Y (t) =

∫
R
exp (ity) f̂n,Y (y) dy, (4.1)

où

f̂n,Y (y) = (1− γn) f̂n−1,Y (y) + γnh
−1
n K

(
h−1
n [y − Yn]

)
, (4.2)

(γn) est un pas de l’algorithme (une suite de nombres positifs décroissante vers
0), K est un noyau (une fonction qui satisfait

∫
RK(x)dx = 1) et (hn) est

une fenêtre (une suite de nombres positifs décroissante vers 0). Ensuite, nous
estimons fX par

f̂n,X (x) =
1

2π

∫
R
exp (−itx) ϕ̂n,Y (t)

ϕε (t)
dt. (4.3)

D’après la combinaison des deux équations (4.1) et (4.2), on a

ϕ̂n,Y (t) = (1− γn) ϕ̂n−1,Y (t) + γnh
−1
n

∫
R
exp (ity)K

(
h−1
n [y − Yn]

)
dy,

et en utilisant l’équation (4.3), nous obtenons

f̂n,X (x) = (1− γn) f̂n−1,X (x)

+
1

2π
γnh

−1
n

∫
R

[∫
R
exp (ity)K

(
h−1
n [y − Yn]

)
dy

]
exp (−itx)ϕ−1

ε (t) dt,

de plus, il est facile de vérifier que∫
R
exp (ity)K

(
h−1
n [y − Yn]

)
dy = hn exp (itYn)ϕK (thn) .

Ensuite, on peut écrire que

f̂n,X (x) = (1− γn) f̂n−1,X (x) +
1

2π
γn

∫
R
exp (−it (x− Yn))ϕK (thn)ϕ

−1
ε (t) dt,

nous pouvons aussi écrire que

f̂n,X (x) = (1− γn) f̂n−1,X (x) + γnh
−1
n Kε

(
h−1
n [x− Yn]

)
, (4.4)

avec

Kε (u) =
1

2π

∫
R
e−itu ϕK (t)

ϕε

(
t
hn

)dt.
Maintenant, nous supposons que f̂0,X (x) = 0, et on pose Πn =

∏n
j=1 (1− γj).

Donc, nous pouvons estimer fX recursivement en un point x avec :

f̂n,X (x) = Πn

n∑
k=1

Π−1
k γkh

−1
k Kε

(
x− Yk
hk

)
.
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Nous avons étudié les propriétés des estimateurs de déconvolution récursifs
à noyau (4.4), et leurs comparaisons avec l’estimateur de déconvolution non
récursif developpé par Carroll et Hall [1] et Stefanski et Carroll [15]

f̃n,X (x) =
1

nhn

n∑
i=1

Kε

(
x− Yi
hn

)
.

Les propriétés théoriques de cet estimateur ont été étudiés dans de nombreux
documents, y compris Carroll et Hall [1], Stefanski et Carroll [15], Fan [6, 7,
8, 9], Masry [11, 12], Zhang et Karunamuni [18], Meister [13, 14] et Van et
Uh [16, 17]. La sélection du paramètre de lissage a été proposé par Stefanski et
Carroll [15], Hesse [10] et Delaigle et Gijbels [3, 4, 5].

4.2.1 Estimation d’une densité de probabilité quand les
observations sont entachées d’erreurs gaussiennes

Dans cette partie, nous supposons que ε ∼ N
(
0, σ2

)
, avec σ2 = sh2n et nous

distinguons deux cas, dans le premier cas, nous considèrons que s ∈ [0, 1) (cas
ordinairement lisse) et dans le deuxième cas, nous considèrons que s ≥ 1 (cas
super lisse).

Cas ordinairement lisse
Dans ce cas le choix du noyau n’a pas une grande influence sur la qualité de l’es-
timation, dans ce cas nous avons utilisé un noyau gaussien. Nous avons ensuite
considéré la quantité suivante afin de mesurer la qualité de notre estimateur :

EQPMI
[
f̂n,X

]
= E

∫
R

[
f̂n,X (x)− fX (x)

]2
fY (x) dx.

Avec un choix particulier du pas (γn) dans GS (−1) et tel que limn→∞ nγn = γ0,
nous avons montré que la fenêtre optimale (hn) doit être égale à(

2−1/5
(
2
√
π
)−1/5

(
γ0 −

2

5

)1/5{
I1
I2

}1/5

n−1/5

)
,

et que EQPMI asymptotique

AEQPMI
[
f̂n,X

]
=

5

4
2−4/5

(
2
√
π
)−4/5

γ20 (γ0 − 2/5)
−6/5

I
4/5
1 I

1/5
2 n−4/5,

avec I1 =
∫
R f

2
Y (x) dx, I2 =

∫
R

(
f
(2)
X (x)

)2
fY (x) dx.

De plus, puisque le minimum de γ20 (γ0 − 2/5)
−6/5

est atteint à γ0 = 1, alors
la fenêtre (hn) doit être égale à((

3

20
√
π

)1/5{
I1
I2

}1/5

n−1/5

)
,
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et par conséquent,

AEQPMI
[
f̂n,X

]
=

5

4

(
2

π

)2/5(
5

6

)6/5

I
4/5
1 I

1/5
2 n−4/5.

Le paramètre de lissage (hn) obtenu n’est pas directement utilisable puisqu’il
dépend des deux quantités inconnues I1 et I2. Dans [YS20], nous avons proposé
les estimateurs suivants :

Î1 =
Πn

n

n∑
i,k=1

Π−1
k γkb

−1
k Kb

(
Yi − Yk
bk

)
,

Î2 =
Π′2

n

n

∑
j ̸=k

Π′−1
j Π′−1

k γ′jγ
′
kb

′−3
j b′−3

k K
(2)
b′

(
Yi − Yj
b′j

)
K

(2)
b′

(
Yi − Yk
b′k

)
.

où Πn =
∏n

i=1 (1− γi), Π
′
n =

∏n
i=1 (1− γ′i), Kb est un noyau et b la fenêtre

associé et K
(2)
b′ est la dérivée seconde du noyau Kb′ .

Cas super lisse
Dans ce cas, certaines restrictions doivent être imposées sur la fonction ca-
ractéristique ϕK du noyau. Dans ce paragraphe nous considérons que ϕK (t) =(
1− t2

)δ
1{|t|<1}, avec δ = 0, 1, 2, où 3.

Afin de mesurer la qualité de notre estimateur, nous avons considéré la quan-
tité suivante :

EQPMI
[
f̂n,X

]
= E

∫
R

[
f̂n,X (x)− fX (x)

]2
fY (x) dx.

Avec un choix particulier du pas (γn) dans GS (−1) et tel que limn→∞ nγn = γ0,
nous avons montré que la fenêtre optimale (hn) doit être égale à(

(2π)
−1/5

(γ0 − 2/5)
1/5

{
I1
I2

}1/5
(1 + 2βs)

1/5

µ
2/5
2 (K)

exp
(ηs
5

)
n−1/5

)
,

et que

AEQPMI
[
f̂n,X

]
=

5

4
(2π)

−4/5

(
1 +

2

5
βs

)
(1 + 2βs)

−1/5
exp

(
4

5
ηs

)
γ20

(γ0 − 2/5)
6/5

I
4/5
1 I

1/5
2 µ

2/5
2 (K)n−4/5,

avec I1 =
∫
R f

2
Y (x) dx, I2 =

∫
R

(
f
(2)
X (x)

)2
fY (x) dx η = s−1 log

(∫ 1

−1
ϕ2K (t) exp

(
st2
)
dt
)

et β =
(∫ 1

−1
t2ϕ2K (t) exp

(
st2
)
dt
)
/
(∫ 1

−1
ϕ2K (t) exp

(
st2
)
dt
)
.
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De plus, puisque le minimum de γ20 (γ0 − 2/5)
−6/5

est atteint à γ0 = 1, alors
la fenêtre (hn) doit être égale à((

3

10π

)1/5{
I1
I2

}1/5
(1 + 2βs)

1/5

µ
2/5
2 (K)

exp
(ηs
5

)
n−1/5

)
,

et par conséquent,

AEQPMI
[
f̂n,X

]
=

5

4

(
1

2π

)4/5(
5

3

)6/5

Θ(K) I
4/5
1 I

1/5
2 n−4/5,

avec

Θ (K) =

(
1 +

2

5
βs

)
(1 + 2βs)

−1/5
exp

(
4

5
ηs

)
µ
2/5
2 (K) .

Le paramètre de lissage (hn) obtenu n’est pas directement utilisable puisqu’il
dépend des deux quantités inconnues I1 et I2. Dans [YS20], nous avons proposé
les estimateurs suivants :

Î1 =
Qn

n

n∑
i,k=1

Q−1
k βkb

−1
k Kb

(
Yi − Yk
bk

)
,

Î2 =
Q′2

n

n

∑
j ̸=k

Q′−1
j Q′−1

k β′
jβ

′
kb

′−3
j b′−3

k K
ε(2)
b′

(
Yi − Yj
b′j

)
K

ε(2)
b′

(
Yi − Yk
b′k

)
,

où Qn =
∏n

i=1 (1− βi), Q
′
n =

∏n
i=1 (1− β′

i), Kb est un noyau et b la fenêtre

associé et K
ε(2)
b′ est la dérivée seconde du noyau de déconvolution Kb′ .

4.3 Estimation d’une fonction de distribution quand
les observations sont entachées d’erreurs

Soit Y1, . . . , Yn un échantillon de variables aléatoires i.i.d de densité de pro-
babilité fY et de distribution FY . Les observations sont de la forme

Yi = Xi + εi, i = 1, . . . , n

et X1, . . . , Xn sont des variables i.i.d, de densité de probabilité fX et de fonction
de distribution FX . Nous supposons queX et ε sont mutuellement indépendantes
et que la densité fε des variables i.i.d ε1, . . . , εn est connu. Ce problème est mo-
tivé par plusieurs applications pratiques dans différents domaines tels que, par
exemple, l’astronomie, la santé publique, et l’économétrie. Dans la littérature,
le problème de la déconvolution est généralement abordé sous deux classes d’hy-
pothèses sur les distributions d’erreurs : la distribution lisse ordinaire et la distri-
bution super lisse Fan (voir [7]). Des exemples de distributions lisses ordinaires
comprennent Laplacien, gamma, et gamma symétrique ; des exemples de dis-
tributions super lisses sont la loi normale, mélange de loi normale et la loi de
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Cauchy. D’un point de vue théorique, le taux de convergence ne peut pas être
plus rapide qu’une fonction logarithmique dans le cas des erreurs super lisses,
alors que pour les erreurs lisses ordinaires, le taux de convergence de FX est
polynomiale.
D’un point de vue pratique, Delaigle et Gijbels [5] ont souligné que les estima-
teurs de déconvolution avec une erreur de Laplace donne toujours des meilleurs
résultats que le cas gaussien, et comme une application, ils ont considéré les
données de ”second National Health and Nutrition Examination Survey” (NHANES),
il s’agit d’une étude de cohorte composée de milliers de femmes qui ont fait
l’objet d’une évaluation de leurs comportement alimentaires, afin de rechercher
des traces de cancer. La principale variable d’intérêt de l’étude est le loga-
rithme de l’apport quotidien en gras saturé qui a été connu pour être mesuré de
manière imprécise, pour plus de détails, voir Stefanski et Caroll [15] et Caroll
et al [2]. Dans l’article [YS15], nous avons supposé que ε est distribué selon
une loi de Laplace ε ∼ Ed (σ), avec σ représente le paramètre d’échelle. En
utilisant l’algorithme de Robbins-Monro pour la recherche de zéro de la fonc-
tion h : y → FX (x) − y, nous avons montré qu’afin d’estimer FX au point x
récursivement, nous pouvons utiliser l’algorithme suivant :

Fn,X (x) = (1− γn)Fn−1,X (x) + γnKε
(
h−1
n (x− Yn)

)
,

avec (γn) et (hn) sont deux suites de réels positifs qui tendent vers zéro, K
un noyau tel que

∫
RK (x) dx = 1, et K (z) =

∫ z

−∞K (u) du, et le noyau de
déconvolution Kε :

Kε (u) =
1

2π

∫
R
e−itu ϕK (t)

ϕε

(
t
hn

)dt,
avec ϕL le transformer de Fourier d’une fonction ou une variable aléatoire L. La
méthode que nous avons développée pour mesurer la qualité de notre estimation
est basée sur la quantité suivante :

EQPMI [Fn,X ] = E
∫
R
[Fn,X (x)− FX (x)]

2
fY (x) dx.

Avec un choix particulier du pas (γn) dans GS (−1) et tel que limn→∞ nγn = γ0,
nous avons montré que la fenêtre optimale (hn) doit être égale à((

3σ4

8
√
π

)1/7

(γ0 − 2/7)
1/7

{
I1
I2

}1/7

n−1/7

)
,

et que

AEQPMI [Fn,X ] =
7

12

(
3σ4

8
√
π

)4/7
γ20

(γ0 − 2/7)
10/7

I
4/7
1 I

3/7
2 n−4/7,
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avec I1 =
∫
R f

2
Y (x) dx, I2 =

∫
R (f ′X (x))

2
fY (x) dx. Puisque le minimum de

γ20 (γ0 − 2/7)
−10/7

est atteint à γ0 = 1, alors la fenêtre (hn) doit être égale à(
0.7634σ4/7

{
I1
I2

}1/7

n−1/7

)
,

donc

AEQPMI [Fn,X ] = 0.3883σ16/7I
4/7
1 I

3/7
2 n−4/7.

Afin d’estimer la fenêtre (hn), nous devrons estimer I1 et I2. Dans [YS15],
nous avons proposé les estimateurs suivants :

Î1 =
Qn

n

n∑
i,k=1

Q−1
k βkb

−1
k Kε

b

(
Yi − Yk
bk

)
,

Î2 =
Q′2

n

n

n∑
j ̸=k

Q′−1
j Q′−1

k βjβkb
′−2
j b′−2

k K
ε(1)
b′

(
Yi − Yj
b′j

)
K

ε(1)
b′

(
Yi − Yk
b′k

)
,

où Qn =
∏n

i=1 (1− βi), Q
′
n =

∏n
i=1 (1− β′

i), K
ε
b est un noyau de déconvolution

et b la fenêtre associé et K ′ε
b′ est la dérivée première du noyau de déconvolution

Kε
b′ .

Nous devrons maintenant estimer les fenêtres bn et b′n et les pas (βn) et (β′
n),

pour cela, il fallait calculer le biais et la variance de Î1 et Î2 (pour plus de détails,
consulter l’article [YS15]).
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Chapitre 5

Grandes déviations et
déviations modérées

Sommaire
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5.2.2 Grandes déviations et déviations modérées pour les
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Mots clés : Grandes déviations et déviations modérées, estimation à noyau
d’une densité de probabilité, estimation d’une fonction de distribution, estima-
tion d’une fonction de régression, algorithmes d’approximation stochastiques.

Résumé 4. Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotiques
des estimateurs récursifs d’une densité de probabilité, ainsi qu’une fonction de
régression. Le but est d’établir certaines propriétés des estimateurs récursifs à
noyau défini par des algorithmes stochastiques afin de comparer leur comporte-
ment asymptotique à celui des estimateurs classiques. Dans la première section,
nous établissons des principes de grandes déviations (PGD) et des principes de
déviations modérées (PDM) pour les estimateurs récursifs d’une densité de pro-
babilité. Dans la deuxième section, nous établissons des PGD et des PDM pour
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des estimateurs récursifs à noyau de la régression défini par des algorithmes
stochastiques.

5.1 Grandes déviations et déviations modérées
pour les estimateurs récursifs à noyau de la
densité défini par des algorithmes stochas-
tiques

Soit X1, . . . , Xn une suite de variable aléatoire indépendantes et de même
loi, à valeurs dans Rd et de densité de probabilité f .

Les estimateurs récursifs pour estimer la densité f au point x introduit
dans [YS1] s’écrivent sous la forme :

fn(x) = (1− γn)fn−1(x) + γnh
−d
n K

(
h−1
n [x−Xn]

)
,

avec (γn) une suite de réels positifs qui tend vers zéro,K un noyau (i.e. une fonc-
tion paire telle que

∫
RK (x) dx = 1) et hn une fenêtre (i.e. une suite déterministe

positive qui tend vers zéro).
L’objectif de l’article [YS4] était d’établir des principes de grandes déviations
(PGD) et de déviations modérées (PDM) ponctuels et uniformes pour fn.

Rappelons tout d’abord les notions de grandes déviations et de déviations
modérées.

Définition 2. Soit I une fonction définie sur Rm et à valeurs dans [0,+∞].

– On dit que I est une fonction de taux si ses ensembles de niveau sont
fermés ; c’est-à-dire pour tout α ∈ R, l’ensemble {x, I (x) ≤ α} est fermé.

– On dit que I est une bonne fonction de taux si ses ensembles de niveau
sont compacts.

Définition 3. Une suite de vecteurs (Zn)n≥1 de Rm satisfait un PGD de vitesse
(νn) et de fonction de taux I si

1. (νn) est une suite positive telle que limn→∞ νn = +∞ ;

2. Pour tout ouvert U de Rm, et pour tout fermé V de Rm,

lim inf
n→∞

ν−1
n logP [Zn ∈ U ] ≥ − inf

x∈U
I (x)

lim sup
n→∞

ν−1
n logP [Zn ∈ V ] ≤ − inf

x∈V
I (x) .

Définition 4. Soit (vn) une suite réelle telle que limn→∞ vn = ∞. On dit
qu’une suite de vecteurs (Zn)n≥1 de Rm satisfait un PDM si la suite (vnZn)n≥1

satisfait un PGD.
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5.1.1 PGD ponctuel pour les estimateurs récursifs de la
densité défini par les algorithmes stochastiques

Choix du pas (γn) qui minimise le risque intégré de fn

Nos hypothèses sur le noyau K, la fenêtre (hn) et le pas (γn) sont les sui-
vantes :

(L1) K : Rd → R est une fonction bornée et intégrable,
∫
Rd K (z) dz = 1, et

lim∥z∥→∞K (z) = 0.

(L2) i) (hn) = (cn−a) avec a ∈ ]0, 1/d[ et c > 0.
ii) (γn) =

(
n−1

)
.

Théorème 7 (PDG ponctuelle pour fn). Supposons (L1) − (L2) vérifiées, et
supposons que f est continue en x. Alors la suite (fn (x)− f (x)) satisfait un
PGD de vitesse

(
nhdn

)
et de bonne fonction de taux définie de la façon suivante :{

si f (x) ̸= 0, Ia,x : t→ f (x) Ia

(
1 + t

f(x)

)
si f (x) = 0, Ia,x (0) = 0 et Ia,x (t) = +∞ for t ̸= 0,

où

Ia (t) = sup
u∈R

{ut− ψa (u)}

ψa (u) =

∫
[0,1]×Rd

s−ad
(
euK(z) − 1

)
dsdz.

Remarque 2. Sous les hypothèses (L1) − (L2), la fonction de taux obtenue
pour le PGD de l’estimateur récursif de la densité est la même fonction de taux
obtenue pour le PGD de l’estimateur de Wolverton et Wagner [7] (voir [3]).

Choix du pas (γn) qui minimise la variance de fn

Nos hypothèses sur la fenêtre (hn) et le pas (γn) sont les suivantes :

(L3) i) (hn) ∈ GS (−a) avec a ∈ ]0, 1/d[.

ii) (γn) =
(
hdn
(∑n

k=1 h
d
k

)−1
)
.

Théorème 8 (PDG ponctuelle pour fn). Supposons (L1) et (L2) vérifiées, et
que f est continue en x. Alors la suite (fn (x)− f (x)) satisfait un PGD de
vitesse

(
nhdn

)
et de bonne fonction de taux définie de la façon suivante :{

si f (x) ̸= 0, Ix : t→ f (x) I
(
1 + t

f(x)

)
si f (x) = 0, Ix (0) = 0 et Ix (t) = +∞ for t ̸= 0,

où

I (t) = sup
u∈R

{ut− ψ (u)}

ψ (u) =

∫
Rd

(
euK(z) − 1

)
dz.
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Remarque 3. Sous les hypothèses (L1) et (L3), la fonction de taux obtenue
pour le PGD de l’estimateur récursif de la densité est la même fonction de taux
obtenue pour le PGD de l’estimateur de Rosenblatt (voir [2]).

5.1.2 PDM ponctuel pour les estimateurs récursifs de la
densité défini par les algorithmes stochastiques

Soit (vn) une suite positive. Afin de donner le comportement en déviations
modérées des estimateurs récursifs de la densité défini par les algorithmes sto-
chastiques, nous avons besoin des hypothèses suivantes :

(M1) K : Rd → R est continuoue, bornée satisfait
∫
Rd K (z) dz = 1, et pour

tous j ∈ {1, . . . d},
∫
R zjK (z) dzj = 0 et

∫
Rd z

2
j |K (z) |dz <∞.

(M2) i) (γn) ∈ GS (−α) avec α ∈ ]1/2, 1].
ii) (hn) ∈ GS (−a) avec a ∈ ]0, α/d[.
iii) limn→∞ (nγn) ∈]min{2a, (α− ad)/2},∞].

(M3) f est bornée, deux fois différentiable, et pour tous i, j ∈ {1, . . . d},
∂2f/∂xi∂xj est borné.

(M4) limn→∞ vn = ∞ et limn→∞ γnv
2
n/h

d
n = 0.

Théorème 9 (PDM ponctuelle pour fn). Supposons les hypothèses (M1) −
(M4) vérifiées, et supposons que f est continue en x. Alors, la suite (fn (x)− f (x))
satisfait un MDP de vitesse

(
hdn/

(
γnv

2
n

))
et de bonne fonction de taux Ja,α,x

défine par :{
si f (x) ̸= 0, Ja,α,x : t→ t2(2−(α−ad)ξ)

2f(x)
∫
Rd K2(z)dz

si f (x) = 0, Ja,α,x (0) = 0 et Ja,α,x (t) = +∞ for t ̸= 0.

5.2 Grandes déviations et déviations modérées
pour les estimateurs récursifs à noyau de
la régression défini par des algorithmes sto-
chastiques

Soit (X,Y ) , (X1, Y1) , . . . , (Xn, Yn) une suite de variable aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées à valeurs dans R × R de densité de probabilité
f (x, y) avec E |Y | < ∞. Soient f (x) la densité marginale de X et r (x) =
E (Y |X = x) la régression de Y sur X.

5.2.1 Déviations modérées pour les estimateurs récursifs
à noyau de la régression défini par des algorithmes
stochastiques

L’objectif de l’article [YS12] était d’établir le comportement en déviations
de l’estimateur de Révész généralisé défini par :

48



rn(x) =
(
1− γnh

−1
n K

(
h−1
n [x−Xn]

))
rn−1(x) + γnh

−1
n YnK

(
h−1
n [x−Xn]

)
.

Nous avons montré qu’avec un choix de pas (γn) ∈ GS (−α), avec α ∈]3/4, 1],
et une fenêtre (hn) ∈ GS (−a), a ∈] 1−α

4 , α3 [, sous les conditions suivantes sur le
pas (γn) et la fenêtre (hn) :

lim
n→∞

vn = ∞, lim
n→∞

γnv
2
n

hn
= 0 et lim

n→∞
vnh

2
n = 0,

la suite

vn (rn (x)− r (x))

satisfait un PGD de vitesse
(
hn/

(
γnv

2
n

))
et de bonne fonction de taux Ja,α,x (.)

définie par{
si f (x) ̸= 0, Ja,α,x : t→ t2(2f(x)−(α−a)ξ)

2f(x)V ar[Y |X=x]
∫
R K2(z)dz

si f (x) = 0, Ja,α,x (0) = 0 et Ja,α,x (t) = +∞ for t ̸= 0.

5.2.2 Grandes déviations et déviations modérées pour les
estimateurs de Révész moyennisé

L’objectif de l’article [YS11] était d’établir le comportement en déviations
de l’estimateur de Révész moyennisé défini par :

rn(x) =
1∑n

k=1 qk

n∑
k=1

qkrk(x),

avec

rk(x) =
(
1− γkh

−1
k K

(
h−1
k [x−Xk]

))
rk−1(x) + γkh

−1
k YkK

(
h−1
k [x−Xk]

)
,

et (qn) une suite positive tel que
∑
qn = ∞. Le premier objectif était d’établir

le PGD de l’estimateur de Révész moyennisé. Il se trouve que la fonction de
taux dépend du choix de la fenêtre (hn) et de la suite de poids (qn).

Nous avons montré qu’avec un choix particulier de la fenêtre (hn) ≡ (cn−a)
avec c > 0 et a ∈ (1− α, (4α− 3) /2) (avec α ∈ ( 34 , 1]), et la suite de poids (qn) =
(c′n−q) avec c′ > 0 et q < min {1− 2a, (1 + a) /2}, la suite (rn (x)− r (x))
satisfait un PGD de vitesse (nhn) et de bonne fonction de taux définie par

Ia,q,x (t) = sup
u∈R

{ut− ψa,q,x (u)} ,

qui est la transformation de Fenchel-Legendre de la fonction ψa,q,x définie par :

ψa,q,x (u) = (1− q)

∫
[0,1]×R2

s−a
(
eus

a−qK(z)
(y−r(x))

f(x) − 1
)
g (x, y) dsdzdy.
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Nous avons souligné que, dans le cas speciale (qn) = (hn), qui représente le cas
où la suite de poids (qn) minimise la variance asymptotique de rn (voir [YS2]),
nous obtenons la même fonction de taux dans le cas du PGD ponctuelle que
celle obtenue pour l’estimateur de Nadaraya-Watson (voir [1]).

Notre deuxième objectif était d’établir le comportement en déviations modérées
des estimateurs de Révész moyennisé.

Pour toute suite positive (vn) telle que

lim
n→∞

vn = ∞, lim
n→∞

v2n
nhn

= 0 et lim
n→∞

vnh
2
n = 0 (5.1)

et une fenêtre (hn) ∈ GS (−a), nous avons montré que la suite

vn (rn (x)− r (x))

satisfait une PGD de vitesse
(
nhn/v

2
n

)
et de bonne fonction de taux Ja,q,x :

R → R définie par

Ja,q,x (t) =
1 + a− 2q

(1− q)
2

f (x)

V ar [Y |X = x]
∫
RK

2 (z) dz

t2

2
.

Rappelons que lorsque la suite (qn) est à variation régulière d’ordre (−a), qui
représente le cas où la suite (qn) minimise la variance asymptotique de rn (voir

[YS2]), le facteur (1 + a− 2q) / (1− q)
2
peut être réduit à 1/(1− a), donc nous

pouvons écrire

Ja,x (t) =
1

(1− a)

f (x)

V ar [Y |X = x]
∫
RK

2 (z) dz

t2

2
. (5.2)

Louani [1] a établit le comportement en déviations modérées de l’estimateur
de Nadaraya-Watson ([5], [6]) défine par

r̂n (x) =

{
m̂n(x)

f̂n(x)
si f̂n (x) ̸= 0

0 sinon,
(5.3)

où

m̂n (x) =
1

nhn

n∑
i=1

YiK

(
x−Xi

hn

)
et f̂n (x) =

1

nhn

n∑
i=1

K

(
x−Xi

hn

)
.

Il a montré que pour toute suite positive (vn) qui satisfait (5.1), la suite
vn (r̂n (x)− r (x)) satisfait un PGD avec une vitesse

(
nhn/v

2
n

)
et une bonne

fonction de taux Ĵx : R → R définie par

Ĵx (t) =
f (x)

V ar [Y |X = x]
∫
RK

2 (z) dz

t2

2
. (5.4)
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Mokkadem et al. [4] ont établif le comportement en déviations modérées de
la version semi-recursive de l’estimateur de Nadaraya-Watson définie par

r̃n (x) =

{
m̃n(x)

f̃n(x)
si f̃n (x) ̸= 0

0 sinon,
(5.5)

où

m̃n (x) =
1

n

n∑
i=1

Yi
hi
K

(
x−Xi

hi

)
et f̃n (x) =

1

n

n∑
i=1

1

hi
K

(
x−Xi

hi

)
.

Ils ont montré que, pour toute suite positive (vn) telle que (5.1), la suite
vn (r̃n (x)− r (x)) satisfait un PGD de vitesse

(
nhn/v

2
n

)
et une bonne fonction

de taux J̃a,x : R → R définie par

J̃a,x (t) = (1 + a)
f (x)

V ar [Y |X = x]
∫
RK

2 (z) dz

t2

2
. (5.6)

Nous pouvons constater à partir de (5.2), (5.4) et (5.6) que la fonction de
taux qui apparâıt dans les PDM pour l’estimateur de Révész moyennisé défini
avec le suite de poids (qn) qui minimise la variance asymptotique de rn est
plus grande que celle obtenue pour l’estimateur semi-recursif (5.5) qui est plus
grande que celle obtenue pour l’estimateur de Nadaraya-Watson (5.3) ; ce qui
signifie que l’estimateur de Révész moyennisé rn(x) défini avec le choix de (qn) ∈
GS (−a), est plus concentré autour de r(x) que les deux autres estimateurs de
la régression.
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Chapitre 6

Censures des données dans
un modèle linéaire mixte
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Résumé 5. Dans ce chapitre, nous proposons une approche basée sur l’algo-
rithme SEM (Stochastique Espérance Maximisation) qui fait appel à l’échantillonneur
de Gibbs pour faire face au problème de la censure des données dans la réponse
d’un modèle linéaire mixte. Nous avons comparé notre approche avec des méthodes
existantes en considérant à la fois des données simulées et des données réelles.
Les résultats obtenus montrent que notre approche est plus performante que les
autres approches en terme de précision et d’efficacité.

6.1 Introduction

Les modèles linéaires à effets mixtes (LEM) ([5], [10]) ont été largement uti-
lisés dans de nombreuses applications de recherche, notamment en économie,
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en sociologie, en assurance, en agronomie et en génétique. Il y a eu une discus-
sion intensive dans la littérature sur les méthodes d’estimation de ces modèles
([11] ; [14] ; [12]).

Cependant, l’estimation du LEM souffre souvent du problème de la censure
des données. Plusieurs stratégies ont été utilisé pour surmonter ce problème.
Tout d’abord, des approches näıves qui consistent soit à ignorer les données
censurées, soit de les remplacer par des imputations numériques. Le principal
intérêt d’une telle approche est qu’une méthode d’estimation classique peut
être utilisé sur l’ensemble des données. L’inconvénient est qu’un biais peut être
introduit dans le processus puisque les propriétés statistiques de l’estimateur
résultant ne sont par claires ([15] et [6]).

Des approches plus performantes consistent à prendre en compte la censure
des données dans le calcul de la vraisemblance. Pour ce faire, Hughes [8] suggère
de considérer les effets aléatoires et les données censurées comme des données
manquantes ainsi il utilise un algorithme de Monte Carlo EM (MCEM). Une ap-
proche alternative introduite par Jacqmin-Gadda et al. [9] consiste à introduire
un modèle d’erreur autorégressif et de maximiser la vraisemblance en utilisant
les algorithmes du Simplexe et de Marquardt.

Le problème de la censure des données a été également considéré dans le cas
des modèles non linéaire à effets mixtes (NLEM). Ces approches consistent à
résoudre le problème en utilisant une extension de l’algorithme EM : MCEM [19],
SAEM [16], HEM [17], toutes ces méthodes sont statistiquement significatives
et consistantes, elles aboutissent à des algorithmes sophistiqués qui ne sont pas
faciles à comprendre ou à mettre en œuvre.

Une alternative intéressante pour surmonter le problème de la censure des
données dans un modèle linéaire mixte est basée sur l’imputation multiple (MI).
Fondamentalement, MI est une technique de Monte Carlo, dans laquelle les va-
leurs manquantes sont remplacées par des valeurs imputées et les résultats ob-
tenus sont combinés pour produire des estimations afin d’incorporer les données
manquantes, Rubin [15] en LMM et Wu et Wu [18] et Fitzgerald et al. [6] en
NLMM, ces derniers ont montré que leur méthode d’imputation multiple à un
biais inférieur à 5% et une couverture raisonnable (88% pour les intervalles de
confiance à 95%) par rapport à Hughes [8]. Il est néanmoins important de sou-
ligner que la performance d’une méthode MI dépend fortement de la pertinence
du modèle utilisé pour les imputations. En collaboration avec Grégory Nuel nous
avons montré dans l’article [YS9] que l’utilisation de la distribution condition-
nelle pour imputer les données censurées, nous permet d’obtenir un algorithme
SEM classique, dont les propriétés de convergence sont bien connues ([13]). Les
avantages de la méthode proposée sont à la fois d’être statistiquement fondée et
facilement implémentable en utilisant des logiciels existants.
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6.2 Méthode et notations

6.2.1 Modéle à effets aléatoires hiérarchiques

Dans les études longitudinales, les sujets sont mesurés plusieurs fois au
cours du temps en plus ils sont souvent embôıtés dans des groupes. Les études
des données à plusieurs niveaux ont conduit à l’introduction de nombreuses
méthodes statistiques, mentionné sous un certain nombre de noms, les modèles
linéaires hiérarchiques (MLH, [1]), la modélisation à plusieurs niveaux ([7]). La
forme générale des modèles à effet aléatoire hiérarchique avec p effets fixes et q
effets aléatoires hiérarchiques.

Yi1,...,iq,k︸ ︷︷ ︸
k-ième mesure de la variable réponse

= β0 + β1X
1
i1,...,iq,k + . . .+ βpX

p
i1,...,iq,k︸ ︷︷ ︸

effets fixes Fi1,...,iq,k

+ bi1 + . . .+ bi1,...,iq︸ ︷︷ ︸
effets aléatoires Bi1,...,iq

+ εi1,...,iq,k︸ ︷︷ ︸
erreur

.

On note I l’ensemble de tous les (i1, . . . , iq, k), et parY = {Yi1,...,iq,k, (i1, . . . , iq, k) ∈
I} le vecteur de toutes les valeurs de la variable réponse. Nous supposons
que les effets aléatoires et l’erreur du modèle sont indépendants et que bi1 ∼
N (0, σ2

1), . . . , bi1,...,iq ∼ N (0, σ2
q ), et εi1,...,iq,k ∼ N (0, σ2). On note Θ =(

β0, β1, . . . , βp, σ
2
1 , . . . , σ

2
q , σ

2
)
l’ensemble des paramètres du modèle.

6.2.2 Censure des données

Nous avons considéré seulement le cas de la censure à gauche des données, le
cas de la censure à droite ainsi que le cas de la censure à droite et à gauche peut
être déduit. Soit t le niveau de la censure, T =

{
(i1, . . . , iq, k) ∈ I, Yi1,...,iq,k < t

}
l’ensemble des indices des données censurées. On note Y = (Yo,Yc) avec Yo ={
Yi1,...,iq,k, (i1, . . . , iq, k) /∈ T

}
le vecteur des valeurs observées de la variable

réponse, Yc =
{
Yi1,...,iq,k, (i1, . . . , iq, k) ∈ T

}
le vecteur des valeurs censurées

de la variable réponse.

6.3 Algorithme EM et sa version stochastique

L’algorithme EM permet d’obtenir les estimateurs du maximum de vraisem-
blance dans le cadre des modèles paramétriques quand les données observées
peuvent être vu comme des données incomplètes. Notons par X les variables
observées, par S les variables latentes et par PΘ la distribution associée aux pa-
ramètres Θ du modèle. Notre objectif est d’estimer les paramètres du modèle :

Θ̂ = argmax
Θ

PΘ (X) ,
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avec PΘ (X) reprèsente la vraisemblance des données incomplètes :

PΘ (X) =

∫
S

PΘ (X,S) dS,

où PΘ (X,S) reprèsente la vraisemblance des données complètes. Nous pouvons
remarquer que :

log [PΘ (X)] = log [PΘ (X,S)]− log [PΘ (S|X)] ,

et par passage à l’espérance conditionnelle, nous obtenons :

log [PΘ (X)] = E {log [PΘ (X,S)] |X} − E {log [PΘ (S|X)] |X} .

L’algorithme EM consiste en l’optimisation indirecte de la log-vraisemblance des
données observées à travers l’optimisation itérative de l’espérance conditionnelle
de la log-vraisemblance des données complètes.
Algorithme EM (Dempster et al., [5]) :

– Choix arbitraire de Θ(0)

– Pour i = 1, . . . , N :
– Étape Espérance : calcule de

Q
(
Θ|Θ(i−1)

)
=

∫
S

PΘ(i−1) (S|X) logPΘ (X,S) dS.

– Étape Maximisation : Actualisation des paramètres avec

Θ(i) = arg max
Θ(i−1)

Q
(
Θ|Θ(i−1)

)
.

Les étapes Espérance et Maximisation sont itérées jusqu’à la convergence de
l’algorithme.
La propriété fondamentale de l’algorithme EM, est que la log-vraisemblance des
données observées augmente d’une itération à une autre :

log
[
PΘ (X) |Θ(i)

]
≥ log

[
PΘ (X) |Θ(i−1)

]
.

En effet, l’étape Maximisation garantit

E {log [PΘ(i) (X,S)] |X} ≥ E {log [PΘ(i−1) (X,S)] |X} ,

et l’application de l’inégalité de Jensen permet d’avoir

E {log [PΘ(i) (S|X)] |X} ≤ E {log [PΘ(i−1) (S|X)] |X} .

Ainsi, la quantité E {log [PΘ(i) (S|X)] |X} diminue à chaque itération, ce qui as-
sure que log [PΘ (X) |Θ] tend vers un maximum local si la log-vraisemblance des
données observées est majorée. Cependant l’algorithme EM souffre de certaines
limitations telles que la dépendance aux valeurs initiales, la convergence vers un
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point selle ou un optimum local, la vitesse de convergence peut être très lente
et le calcule de la quantité Q

(
Θ|Θ(i−1)

)
peut être une tâche très lourde.

Afin de répondre à ces limitations, Celeux et Diebolt [2] ont introduit l’algo-
rithme SEM, qui a pour principe de maximiser la log-vraisemblance des données
complètes grâce à une évaluation numérique à travers l’introduction d’une étape
stochastique entre les étapes Espérance et Maximisation. L’étape stochastique
consiste à générer un échantillon pseudo complet en générons les données man-
quantes à partir de la densité conditionnellement aux données observées.
Algorithme SEM (Celeux et Diebolt [2])

– générer s1, . . . , sM à partir de PΘ(i−1) (S|X)

– Θ(i) = argmaxΘ
1
M

∑M
j=1 logPΘ (X,S = sj).

De plus le théorème de la loi des grands nombre assure que

lim
M→∞

1

M

M∑
j=1

logPΘ (X,S = sj) =

∫
S

PΘ(i−1) (S|X) logPΘ (X,S) dS︸ ︷︷ ︸
Q(Θ|Θ(i−1))

.

Dans notre cadre de la censure des données dans la réponse d’un modèle linéaire
mixte, nous avons proposé dans l’article [YS9] l’algorithme suivant :
Algorithme SEM (Slaoui et Nuel [YS9]) :

– Choix arbitraire de Θ(0)

– Pour i = 1, . . . , N :
– générer Y c à partir de PΘ(i−1) (Y c|Y o), en utilisant l’échantillonneur

de Gibbs

– calculer Θ(i) = argmaxΘ PΘ (Y o, Y c), en utilisant des estimateurs

standards des modèles linéaires mixtes.

Nous avons donc besoin de générer des échantillons à partir de la loi condition-
nelle. Pour ce faire nous avons utilisé l’algorithme de Gibbs sampling.

Notons qu’une loi jointe est caractérisée par l’ensemble de ces lois condition-
nelles. En dimension deux, si la densié jointe f (x, y) a des lois conditionnelles
notées f (x|y) et f (y|x) alors le théorème de Hammersley et Clifford assure que

f (x, y) =
f (y|x)∫ f(y|x)
f(x|y)dy

.

En dimension supérieure ou égale à trois, il est nécessaire d’utiliser des algo-
rithmes itératifs, tel que l’échantillonneur de Gibbs qui permet de simuler une
distribution jointe à partir des simulations successives des lois conditionnelles.
Déroulement de l’algorithme de Gibbs Sampling :
Nous considérons trois variables aléatoiresX, Y et Z. Le processus d’échantillonnage

59



se déroule comme suit

X(j+1) ∼ f
(
X|Y (j), Z(j)

)
Y (j+1) ∼ f

(
Y |X(j+1), Z(j)

)
Z(j+1) ∼ f

(
Z|X(j+1), Y (j+1)

)

ce qui implique que,
(
X(t), Y (t), Z(t)

)
défini une châıne de Markov qui converge

vers la loi de (X,Y, Z), (la loi stationnaire de cette châıne de Markov).
Illustration de l’algorithme de Gibbs Sampling :
Nous considérons que ε ∼ N (0, 2), Y ∼ N (0, 1) et Z ∼ N (0, 1), sous les
contraintes suivantes : {

Y + ε < t,
Z + ε < t.

avec t = 0.4.
Pour cela, nous commençons par la génération d’une valeur initiale ε(0) à partir
deN (0, 2, lower = t) qui représente une distribution normale tronquée à gauche
en t. Donc, pour j = 0, 1, . . . ,M − 1, nous générons

Y (j+1) à partir de N
(
0, 1, upper = t− ε(j)

)
Z(j+1) à partir de N

(
0, 1, upper = t− ε(j)

)
ε(j+1) à partir de N

(
0, 2, upper = min

(
t− Y (j+1), t− Z(j+1)

))
.

Une distribution normale tronquée est définie pour toutes x, tel que −∞ 6 a 6
x 6 b 6 +∞, par :

f (x;µ, σ, lower = a, upper = b) =
exp

(
−1

2

(
x−µ
σ

)2)
∫ b

a
exp

(
− 1

2

(
u−µ
σ

)2)
du
.

Dans notre cadre nous avons proposé l’algorithme suivant :
Algorithme de Gibbs Sampling (Slaoui et Nuel [YS9])

– Choix initial arbitraire de (b
(0)
1 , . . . ,b

(0)
q , e(0))

– Pour g = 1, . . . , G

– Générer ε
(g)
i1,...,iq,k

à partir deN
(
0, σ2, upper = t− Fi1,...,iq,k −B

(g−1)
i1,...,iq

)
;

– Pour r = 1, . . . , q
– Générer bi1,...,ir à partir N

(
0, σ2

r , upper = ai1,...,ir
)
où

ai1,...,ir = min{t− Fi1,...,iq,k −
(
B

(g−1)
i1,...,iq

− b
(g−1)
i1,...,ir

)
− ε

(g)
i1,...,iq,k

,

pour (ir+1, . . . , iq, k) tel que (i1, . . . , iq, k) ∈ T

– Output : Yc obtenu à partir de (b
(G)
1 , . . . ,b

(G)
q , e(G))
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Figure 6.1 – Nous comparons les densités de ε et celle de ε(M), avec M =
10000. Cet exemple simple illustre le chéma de l’échantillonneur de Gibbs pour
la génération d’une variable aléatoire lorsque la loi jointe n’est pas facilement
calculable.

6.3.1 Exemple :

Nous considèrons un modèle à effet aléatoire hiérarchique avec p effets fixes
et q = 2 effets aléatoires hiérarchiques.

Yi1,i2,k = Fi1,i2,k + bi1 + bi1,i2 + εi1,i2,k,

avec Yi1,i2,k est la kième mesure de l’enfant i2 de la famille i1. Nous supposons
que nous avons un totale de 9 observations et que 5 d’entre eux ont été censurés :

Y1,1,1 = F1,1,1 + b1 + b1,1 + ε1,1,1 < t
Y1,1,2 = F1,1,2 + b1 + b1,1 + ε1,1,2
Y1,2,1 = F1,2,1 + b1 + b1,2 + ε1,2,1
Y2,1,1 = F2,1,1 + b2 + b2,1 + ε2,1,1 < t
Y2,2,1 = F2,2,1 + b2 + b2,2 + ε2,2,1 < t
Y2,2,2 = F2,2,2 + b2 + b2,2 + ε2,2,2
Y2,2,3 = F2,2,3 + b2 + b2,2 + ε2,2,3
Y3,1,1 = F3,1,1 + b3 + b3,1 + ε3,1,1 < t
Y3,1,2 = F3,1,2 + b3 + b3,1 + ε3,1,2 < t

Dans cet exemple, T = {(1, 1, 1), (2, 1, 1), (2, 2, 1), (3, 1, 1), (3, 1, 2)} représente
l’ensemble des indices pour lesquelles nous avons des censures, T1 = {(1), (2), (3)}
représente l’ensemble des familles pour lesquelles nous avons des censures et T2 =
{(1, 1), (2, 1), (2, 2), (3, 1)} représente l’ensemble des enfants des familles pour
lesquelles nous avons des censures. De plus, e = {ε1,1,1, ε2,1,1, ε2,2,1, ε3,1,1, ε3,1,2},
b1 = {b1, b2, b3}, et b2 = {b1,1, b2,1, b2,2, b3,1}. Notre algorithme de Gibbs sam-
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pling à l’itération g s’écrit sous la forme suivante :

ε
(g)
1,1,1 ∼ N

(
0, σ, upper = t− b

(g−1)
1,1 − b

(g−1)
1 − F1,1,1

)
,

b
(g)
1 ∼ N

(
0, σ1, upper = t− ε

(g)
1,1,1 − b

(g−1)
1,1 − F1,1,1

)
,

b
(g)
1,1 ∼ N

(
0, σ2, upper = t− ε

(g)
1,1,1 − b

(g)
1 − F1,1,1

)
,

ε
(g)
2,1,1 ∼ N

(
0, σ, upper = t− b

(g−1)
2,1 − b

(g−1)
2 − F2,1,1

)
,

ε
(g)
2,2,1 ∼ N

(
0, σ, upper = t− b

(g−1)
2,2 − b

(g−1)
2 − F2,2,1

)
,

b
(g)
2 ∼ N

(
0, σ1, upper = min

{
t− ε

(g)
2,1,1 − b

(g−1)
2,1 − F2,1,1; t− ε

(g)
2,2,1 − b

(g−1)
2,2 − F2,2,1

})
,

b
(g)
2,1 ∼ N

(
0, σ2, upper = t− ε

(g)
2,1,1 − b

(g)
2 − F2,1,1

)
,

b
(g)
2,2 ∼ N

(
0, σ2, upper = t− ε

(g)
2,2,1 − b

(g)
2 − F2,2,1

)
,

ε
(g)
3,1,1 ∼ N

(
0, σ, upper = t− b

(g−1)
3,1 − b

(g−1)
3 − F3,1,1

)
,

ε
(g)
3,1,2 ∼ N

(
0, σ, upper = t− b

(g−1)
3,1 − b

(g−1)
3 − F3,1,2

)
,

b
(g)
3 ∼ N

(
0, σ1, upper = min

{
t− ε

(g)
3,1,1 − b

(g−1)
3,1 − F3,1,1; t− ε

(g)
3,1,2 − b

(g−1)
3,1 − F3,1,2

})
,

b
(g)
3,1 ∼ N

(
0, σ2, upper = min

{
t− ε

(g)
3,1,1 − b

(g)
3 − F3,1,1; t− ε

(g)
3,1,2 − b

(g)
3 − F3,1,2

})
.

Ensuite, nous gardons les effets aléatoires et les erreurs collectées lors de la
dernière étape.

6.4 Application : Paludisme

Nous avons considéré un jeu de données de 176 familles Sénégalaise, 505 en-
fants âgés entre 2 et 19 ans de deux villages de Niakhar (Diohine et Toucar). Le
nombre d’observations est 6986. Nous avons mesuré la charge parasitaire dans
le sang Plasmodium falciparum pendant deux saisons différentes et sur une
période d’observation de trois ans (2001-2003), le nombre de mesures par enfant
vari de 1 à 15, pour plus de détails, voir ([YS3]).

Nous avons sélectionné les variables suivantes :
– identification de la famille : un facteur à 176 niveaux.
– identification de l’enfant : un facteur à 505 niveaux.
– CP : Charge parasitaire.
– infection : un facteur à deux niveaux (infecté : 1 ou non infecté : 0).
– année : un facteur à trois niveaux (0 pour 2001, 1 pour 2002 et 2 pour
2003).

– nombre de mesures par enfant : un facteur à 15 niveaux.
– âge : Âge de l’enfant entre 2 et 19 ans.
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– saison : un facteur à deux niveaux (Juillet-Octobre et Octobre-Mars).
– village : un facteur à deux niveaux (Diohine et Toucar).

Notons que, le jeu de données considéré est complet, donc, le calcul de la
vraisemblance peut se faire comme dans Laird et Ware [10]. Nous avons effectué
une sélection de modèle en utilisant le critère BIC (Bayesian Information Cri-
terion, voir Chabanet et Pineau [3]), ce qui nous a permis de choisir le modèle
suivant :

log(CP)i1,i2,k = A1+ A2 ∗ âgei1,i2,k + A3 ∗ saisoni1,i2,k + A4 ∗ infectioni1,i2,k
+A5 ∗ 1Ti1,i2,k=1 + A6 ∗ 1Ti1,i2,k=2 + bi1 + bi1,i2 + εi1,i2,k,

ce qui signifie que nous considérons les cinq effets fixes : âge, saison, infection,
la deuxième année (2002) et la troisième année (2003) (en outre l’ordonnée à
l’origine) aussi bien qu’un effet aléatoire lié à chaque famille, bi1 ∼ N

(
0, σ2

1

)
et un effet aléatoire lié à chaque enfant de chaque famille, bi1,i2 ∼ N

(
0, σ2

2

)
en plus de l’erreur εi1,i2,k ∼ N

(
0, σ2

)
. Nous avons supposé que les coefficients

aléatoires (bi1 , bi1,i2 , εi1,i2,k) sont indépendants les uns des autres.
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Figure 6.2 – Valeur des estimations des paramètres à chaque itération de l’algo-
rithme SEM pour le modèle log(CP)i1,i2,k = A1+A2∗âgei1,i2,k+A3∗saisoni1,i2,k+
A4 ∗ infectioni1,i2,k + A5 ∗ 1Ti1,i2,k=1 + A6 ∗ 1Ti1,i2,k=2 + bi1 + bi1,i2 + εi1,i2,k,

avec bi1 ∼ N
(
0, σ2

1

)
, bi1,i2 ∼ N

(
0, σ2

2

)
et εi1,i2,k ∼ N

(
0, σ2

)
. La période de

rodage M = 20 est indiqué par une ligne verticale. Le niveau de censure t a été
choisi de telle sorte que 30% des données sont censurés.
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Figure 6.3 – Résidus normalisés obtenus en utilisant les données complètes (pas
de censure) contre ceux obtenus avec deux méthodes : soit en supprimant les
données censurées de l’ensemble des données (dans le panneau de gauche) ou en
utilisant notre algorithme SEM (dans le panneau de droite). Le niveau de censure
t a été choisi de telle sorte que 30% des données sont censurées. Le modèle est
log (CP)i1,i2,k = A1+ A2 ∗ âgei1,i2,k + A3 ∗ saisoni1,i2,k + A4 ∗ infectioni1,i2,k +
A5 ∗ 1Ti1,i2,k=1 + A6 ∗ 1Ti1,i2,k=2 + bi1 + bi1,i2 + εi1,i2,k, avec bi1 ∼ N

(
0, σ2

1

)
,

bi1,i2 ∼ N
(
0, σ2

2

)
et εi1,i2,k ∼ N

(
0, σ2

)
.

6.5 Comparaison

En utilisant un jeu de donnée complet, nous avons simulé différents niveaux
de censures, les résidus obtenus ont été comparés qualitativement par des vi-
sualisation graphiques des résidus normalisés, et quantitativement en calculant
l’erreur moyenne, l’erreur robuste moyenne relative, la corrélation de rang de
kendall et la corrélation linéaire.

Nous indiquons par r∗ les résidus de référence, i.e. les résidus obtenus en
utilisant les données complètes, et par ri les résidus d’essai, i.e. les résidus
obtenus en utilisant les approches testées en utilisant des données censurées.
Ensuite, nous avons claculé les mesures suivantes : (n désignant le nombre d’in-
dividus) : Erreur Moyenne (EM = n−1

∑
i |ri − r∗i |), Erreur Robuste Moyenne

Relative (ERMR = 1
n

∑
i,|ri|>ε

∣∣∣ rir∗i − 1
∣∣∣), (qui est simplement l’erreur relative

moyenne obtenue en supprimant les résidus proches de zéro, quand l’estima-
tion est connue pour être peu fiable dans notre cadre), la corrélation de rang de
kendall RCor = 4P

n(n−1) − 1, où P est le nombre de paires concordantes, et enfin,
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Figure 6.4 – Répartition des résidus normalisés obtenus avec : soit en gardant
les valeurs censurées (dans le panneau de gauche) ou en utilisant notre algo-
rithme SEM (dans le panneau de droite). Le niveau de censure t a été choisie de
telle sorte que 30% des données sont censurées.

la corrélation linéaire (LCor = Cov (ri, r∗i )σ (ri)
−1
σ (r∗i )

−1
).

6.5.1 Comparaison avec l’algorithmeMCEM : package censure3

Nous avons simulé des données selon le modèle linéaire à effet mixte suivant :

Yi1,k = A1+ A2 ∗Xi1,k + bi1 + εi1,k

avec l’hypothèse que bi1 ∼ N
(
0, σ2

1

)
et εi1,k ∼ N

(
0, σ2

)
. Nous avons supposé

que les coefficients aléatoires (bi1 , εi1,k) sont indépendants les uns des autres.
Les valeurs des paramètres ont été choisi pour être similaires à celles obtenues à
partir de la cohorte Aquitaine HIV− 1 (human immunodeficiency virus = virus
de l’immunodéficience humaine)-1 des patients infectés. Les paramètres étaient
A1 = 4, A2 = −0.5, σ2

1 = 0.25 et σ2 = 1. Nous avons simulé des échantillons
avec trois niveaux de censure (10%, 20% et 30%), 100 sujets de 200 échantillons.
Le nombre des mesures répétées pour chaque sujet a été distribué d’une façon
aléatoire entre 2 et 7 (moyenne 4) et les temps des mesures ont été réparties
uniformément entre 0 et 6.
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0% 10% 30%
RV DL HDL SEM RV DL HDL SEM

A1 0.715 0.919 0.787 0.814 0.760 1.123 0.931 0.896 0.850
A2 -0.030 -0.021 -0.026 -0.024 -0.027 -0.014 -0.019 -0.021 -0.023
A3 0.350 0.297 0.322 0.310 0.339 0.250 0.263 0.280 0.316
A4 0.242 0.090 0.184 0.164 0.207 -0.015 0.096 0.116 0.140
A5 -0.140 -0.169 -0.163 -0.159 -0.170 -0.123 -0.137 -0.147 -0.175
A6 0.038 -0.039 -0.001 -0.009 0.001 -0.013 -0.011 -0.011 -0.005
σ2
1 0.158 0.121 0.146 0.140 0.159 0.061 0.104 0.116 0.137
σ2
2 0.121 0.094 0.108 0.102 0.116 0.089 0.083 0.087 0.085
σ2 0.869 0.607 0.711 0.660 0.766 0.407 0.484 0.531 0.599
EM 0 0.209 0.068 0.100 0.040 0.463 0.237 0.194 0.146
ERMR 0 0.182 0.056 0.085 0.033 0.433 0.183 0.160 0.123
RCor 1 0.944 0.969 0.978 0.981 0.870 0.956 0.941 0.948
LCor 1 0.996 0.998 0.999 0.999 0.976 0.996 0.994 0.996

Table 6.1 – Comparaison quantitative de quatre méthodes différentes et à deux
niveaux de censure (10% et 30%) avec le modèle log(CP)i1,i2,k = A1 + A2 ∗
âgei1,i2,k + A3 ∗ saisoni1,i2,k + A4 ∗ infectioni1,i2,k + A5 ∗ 1Ti1,i2,k=1 + A6 ∗
1Ti1,i2,k=2 + bi1 + bi1,i2 + εi1,i2,k, with bi1 ∼ N

(
0, σ2

1

)
, bi1,i2 ∼ N

(
0, σ2

2

)
et

εi1,i2,k ∼ N
(
0, σ2

)
. Les quatre dernières lignes correspondent respectivement à

l’erreur moyenne (EM), erreur robuste moyenne relative (ERMR), la corrélation de
rang de kendall (RCor), la corrélation linéaire (LCor) entre les résidus estimés
normalisés et les résidus de référence obtenus avec les données complètes. La
colonne 0% pourrait être utilisée comme une référence pour tous les critères. Le
temps de fonctionnement était d’environ 150s sur le poste de travail de l’auteur
avec G = 5 nombre d’itération de l’échantillonneur de Gibbs et N = 25 nombre
d’itération de l’algorithme SEM.
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Figure 6.5 – Résidus normalisés obtenus en utilisant les données complètes
(pas de censure) contre ceux obtenus avec deux méthodes : soit en utilisant
l’algorithme MCEM développé par Hughes [8] (dans le panneau de gauche) ou en
utilisant notre algorithme SEM (dans le panneau de droite). Le niveau de censure
t a été choisie de telle sorte que 20% des données sont censurées. Le modèle est
Yi1,k = A1+ A2 ∗Xi1,k + bi1 + εi1,k, with bi1 ∼ N

(
0, σ2

1

)
et εi1,k ∼ N

(
0, σ2

)
.
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0% 10% 20% 30%
MCEM SEM MCEM SEM MCEM SEM

A1 4.0015 3.8739 3.9892 3.6028 3.9160 3.1721 3.7697
A2 -0.4663 -0.6664 -0.5190 -0.9262 -0.5942 -1.1591 -0.7465
σ2
1 0.2211 0.2693 0.2453 0.2728 0.28872 0.2704 0.4006
σ2 1.0008 1.3414 1.2055 1.6938 1.5792 1.5636 2.6195
EM 0 0.2260 0.0381 0.6218 0.1475 1.1621 0.3663
ERMR 0 0.1348 0.0236 0.4883 0.1171 1.0598 0.3368
RCor 1 0.9596 0.9893 0.8973 0.9709 0.8345 0.9301
LCor 1 0.9933 0.9995 0.9741 0.9971 0.9518 0.9910

Table 6.2 – Comparaison quantitative de notre méthode à l’algorithme SEM

développé par Hughes [8] à trois niveaux de censure (10%, 20% et 30%) avec
le modèle Yi1,k = A1 + A2 ∗ Xi1,k + bi1 + εi1,k, avec bi1 ∼ N

(
0, σ2

1

)
et εi1,k ∼

N
(
0, σ2

)
. Les quatres dernières lignes correspondent respectivement à l’erreur

moyenne (EM), erreur robuste moyenne relative (ERMR), la corrélation de rang
de kendall (RCor), la la corrélation linéaire (LCor) entre les résidus estimés
normalisés et les résidus de référence obtenus avec les données complètes. La
colonne 0% pourrait être utilisée comme une référence pour tous les critères. Le
temps de fonctionnement était d’environ 25s sur le poste de travail de l’auteur
avec G = 5 nombre d’itération de l’échantillonneur de Gibbs et N = 25 nombre
d’itération de l’algorithme SEM.
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Chapitre 7

Test d’associations
familiales
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Résumé 6. Dans ce chapitre, nous proposons une approche basée sur l’algo-
rithme EM (Espérance Maximisation) pour faire face aux erreurs de génotypages
en utilisant un modèle d’erreur de génotypage explicite dans des statistiques d’as-
sociations familiales.

7.1 Introduction

En épidémiologie génétique, il est fréquent de considérer les familles des per-
sonnes pour lesquelles nous avons des génotypes (ex : valeur pour un bi- allélique
Single Nucleotide Polymorphism - SNP) et phénotypes (ex : statut de la ma-
ladie/infection, de la valeur d’un caractère quantitatif phénotypique). Le défi
statistique relevé consiste alors de trouver les marqueurs génotypiques qui sont
associés de façon significative aux phénotypes étudiés .

Une approche classique pour répondre à ce genre de question, consiste à
utiliser le cadre générale des tests d’associations familiales (FBAT pour Family
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Based Association Test) [1, 2, 3], qui est largement utilisé dans une forme ou
une autre. L’idée de FBAT est de combiner les génotypes et les phénotypes dans
une statistique (en utilisant une fonction de codage pour les génotypes) et puis
de tester l’association en comparant la valeur observée à la distribution sous
l’hypothèse nulle où les génotypes sont distribués conditionnellement à leurs
proches ancestraux.

En collaboration avec Gégory Nuel et Vincent Miele nous avons proposé
dans l’article [C2] une approche qui fait face à deux difficultés : 1-Comment trai-
ter les erreurs de génotypage ? 2- Comment traiter les génotypes manquants ?
Pour la première question, une approche commune consiste à détecter les in-
cohérences mendélienne avec un logiciel comme [4] puis de considérer ceux qui
correspondent aux génotypes manquants. Tous les génotypes manquants (à la
fois ceux qui viennent d’incohérences mendélienne et les vrais) sont ensuite
déduites dans FBAT en utilisant un cadre bayésien avec un prior uniforme.
Dans cette section, nous considérons un modèle de données incomplètes où
les vrais (inobservé) génotypes produisent ceux observés à travers un modèle
d’erreur explicite de génotypage. Nous proposons un algorithme Expectation-
Maximisation [5] permettant d’estimer les paramètres de notre modèle ainsi
de produire la distribution à posteriori des vrais génotypes (voir [2]). Cette
distribution peut être utile pour détecter les erreurs de génotypage (voir [4]).
Cependant, notre objectif est plutôt d’utiliser cette distribution pour proposer
une mise en œuvre de FBAT à la fois robuste face aux erreurs de génotypage et
aux génotypes manquants (see [3]).

7.2 Estimation des paramètres

Structure Pedigree Soit I = {1, . . . , n} l’ensemble d’individus. On note
par Fi (resp. Mi) le père (resp. mère) de l’individu i ∈ I, et par ? les individus
avec un génotype inconnu. Soit F1 ∪ . . .∪Fk une partition de I dans k familles
disjoints, un individu i ∈ I tel que (Fi,Mi) =? est appelé fondateur. Nous
introduisons ensuite l’ensemble des parents Pi de l’individu i ∈ I qui est défini de
manière récursive par Pi = {i}∪PFi ∪PMi (avec la convention que Pfondateur =
∅). Deux individus i, j ∈ I puisse appartenir à la même famille si et uniquement
si Pi ∩ Pj ̸= ∅.

Génotypes Notons par gs,i ∈ G le génotype de l’individu i du marqueur

s ∈ S = {1, . . . , N}, où G est l’ensemble des génotypes possibles. À partir
de maintenant, et par souci de simplicité, nous considérons seulement le cas
biallélique G = {aa, aA,AA} (mais nous ne sommes pas limités à ce cas parti-
culier).

7.3 Modèle

Vrais génotypes Soit G∗
s,i ∈ G pour tous s ∈ S et i ∈ I représentent les
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vrais génotypes et Gs,i (avec i ∈ I tel que gs,i ̸=?) représentent les génotypes
observées. Nous supposons que les vrais génotypes sont indépendants d’une fa-
mille à une autre pour un marqueur s. Cependant, au sein de chaque famille,
les vrais génotypes des fondateurs sont censés être indépendantes et les descen-
dants sont distribués conditionnellement à leurs parents. Pour des raisons de
simplification, nous supposons que les fondateurs vérifient l’équilibre de Hardy-
Weinberg (HWE) pour les vrais génotypes.

Pour les fondateurs

P
(
G∗

s,i = g
)
= Ds (g) ∀i ∈ I, s ∈ S

où Ds représente la fonction de distribution de probabilité du génotype du
marqueur s ∈ S et elle est donnée par :

Ds (g) =


p2s si g = aa
2 (1− ps) ps si g = aA

(1− ps)
2

si g = AA

avec ps représente la probabilité de l’allèle ”a” pour le marqueur s.

Pour les non foundateurs

P
(
G∗

s,i = g|G∗
s,Fi

= f,G∗
s,Mi

= m
)
= conditionnel (f,m, g) ∀i ∈ I, s ∈ S

où conditionnel (f,m, g) est la probabilité conditionnelle pour les parents
avec de vrais génotypes f et m d’avoir un enfant avec le génotype g (e.g.
conditionnel (aa, aa, .) = (1; 0; 0), conditionnel (aa, aA, .) = (1/2; 1/2; 0),
conditionnel (aa,AA, .) = (0; 1; 0), conditionnel (aA, aa, .) = (1/2; 1/2; 0),
conditionnel (aA, aA, .) = (1/4; 1/2; 1/4), conditionnel (aA,AA, .) = (0; 1/2; 1/2),
conditionnel (AA, aa, .) = (0; 1; 0), conditionnel (AA, aA, .) = (0; 1/2; 1/2),
conditionnel (AA,AA, .) = (0; 0; 1) ).

Donc,

P
(
G∗

s,i = g
)
=
∑

f,m∈G

P
(
G∗

s,Fi
= f

)
P
(
G∗

s,Mi
= m

)
conditional (f,m, g) ∀i ∈ I, s ∈ S, g ∈ G.

Génotypes observés Pour tous i ∈ I et s ∈ S, on a :

P
(
Gs,i = gs,i|G∗

s,i = g∗s,i
)
= (1− ε) I{gs,i=g∗

s,i} +
ε

2
I{gs,i ̸=g∗

s,i}

où ε ∈ [0, 1] est la probabilité de l’erreur de génotypage. Autres modèles
d’erreurs plus complexes peuvent être défini (ex. taux d’erreur en fonction de
g∗) mais le modèle que nous considérons dans ce travail est assez illustratif pour
présenter notre méthode.
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7.3.1 Algorithme EM

Pour tout marqueur s ∈ S et pour toute famille Fj nous définissons :

P (Fj) = P
(
G∗

s,i = g∗s,i, Gs,i = gs,i
)

= P
(
G∗

s,i = g∗s,i
) ∏
i∈Fj

P
(
Gs,i = gs,i|G∗

s,i = g∗s,i
)
.

Ensuite, nous obtenons le schéma suivant, pour tout i ∈ Fj et pour tout s ∈ S,
si (Fi,Mi) = foundateur, nous avons :

P
(
G∗

s,i = g∗s,i
)
=
∑

f,m∈G

Ds (f)Ds (m) conditionnel
(
f,m, g∗s,i

)
,

et si (Fi,Mi) ̸= foundateur, nous avons :

P
(
G∗

s,i = g∗s,i
)
=
∑

f,m∈G

P
(
G∗

s,Fi
= f

)
P
(
G∗

s,Mi
= m

)
conditionnel

(
f,m, g∗s,i

)
.

Il en résulte que, dans le cas simple quand (Fi,Mi) = foundateur,

P (Fj) =
∑

f,m∈G

Ds (f)Ds (m) conditionnel
(
f,m, g∗s,i

) ∏
i∈Fj

[
(1− ε) I{gs,i=g∗

s,i} +
ε

2
I{gs,i ̸=g∗

s,i}
]

et, quand (Fi,Mi) ̸= foundateur,

P (Fj) =
∑

f,m∈G

P
(
G∗

s,Fi
= f

)
P
(
G∗

s,Mi
= m

)
conditionnel

(
f,m, g∗s,i

)
×
∏
i∈Fj

[
(1− ε) I{gs,i=g∗

s,i} +
ε

2
I{gs,i ̸=g∗

s,i}
]

et en utilisant le schéma donné ci-dessus, nous pouvons calculer la probabilité
souhaitée.

Estimation EM des fréquences ps pour tout s ∈ S.
– Initialisation aléatoire de ps pour tout s ∈ S
– paramètre n’a pas encore convergé
– s ∈ S
– nallele=0
– pour j = 1, . . . , k

– nlocalallele=0, et normalisation=0
– pour tous les valeurs possibles de g∗s,i pour i ∈ Fj

– calcule du proba = P (Fj)
– normalisation+=proba
– nlocalallele+=proba×

∑
i∈fondateur

(
2× I

{
g∗s,i = aa

}
+ I
{
g∗s,i = aA

})
– nallele+=nlocalallele/normalisation

– ps = nallele/(4× |{(Fi,Mi) = fondateur, i ∈ I}|)
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7.4 Statistique FBAT

Notons par ϕi ∈ R le phénotype de l’individu i ∈ I et X : Gh → Rd une
fonction de codage correspondant à un mode phénotypique donné (ex : additif,
génotypique, récessif, etc). Nous supposons d’abord que h = 1 (seulement un
marqueur à la fois est considéré) et d = 1 ensuite nous allons discuter l’extension
de nos résultats avec des fonctions de codage plus complexes. Par exemple, on
peut considérer la fonction de codage additif suivante :

X (aa) = 2 X (aA) = 1 X (AA) = 0.

Nous définissons la statistique de FBAT, t (s) du marqueur s par :

t (s) =
∑
g∗
s

[∑
i∈I′

(ϕi − offset)×X
(
g∗s,i
)]

P (G∗
s = g∗s |Gs = gs)

où offset ∈ R est une constante (ex offset = 0), I ′ = {i ∈ I, ϕi ̸=?},
g∗s =

{
g∗s,i, i ∈ I

}
et gs = {gs,i, i ∈ I ′}.

Pour utiliser cette statistique dans un cadre de tests, nous voulons comparer
t (s) à la distribution de

T (s) =
∑
g∗
s

[∑
i∈I′

(ϕi − offset)×X
(
Γ∗
s,i

)]
P (G∗

s = g∗s |Gs = gs)

où toutes les Γ∗
s,i sont indépendantes et distribuées selon :

P
(
Γ∗
s,i = γ

)
=

{
offspring

(
g∗s,Fi

, g∗s,Mi
, γ
)

siFi ̸=? etMi ̸=?

Ds (γ) siFi =? etMi =?

Nous définissons alors le Z − score normalisé zs par :

zs =
t (s)− E [T (s)]√

V [T (s)]

qui peut être calculé avec l’algorithme suivant :

Calcul de la statistique FBAT.
– stat=0, esperance=0, et variance=0
– pour j = 1, . . . , k

– localstat=0, localesperance=0 et localvariance=0
– normalisation=0
– pour tous les valeurs possibles de g∗s,i pour i ∈ Fj

– calcul proba = P (Fj)
– normalisation+=proba

– localstat+=proba ×
[∑

i∈I′ ∩Fj
(ϕi − offset)×X

(
g∗s,i
)]
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– localesperance+=proba ×
(∑

i∈I′ ∩Fj
(ϕi − offset)× E

[
X
(
Γ∗
s,i

)])
– localesperance+=proba ×

(∑
i∈I′ ∩Fj

(ϕi − offset)× V
[
X
(
Γ∗
s,i

)])
– stat+=localstat/normalisation
– esperance+=localesperance/normalisation
– variance+=localvariance/(normalisation× normalisation).

Ce résultat s’étend naturellement en utilisant des fonctions de codage plus
complexe (h > 1 or d > 1) d’une statistique FBAT multidimensionnelle. Dans
un tel cas, il est alors nécessaire de calculer à la fois l’espérance et la matrice de
covariance de la statistique multidimensionnelle afin d’effectuer une normalisa-
tion du chi-deux classique au lieu de la normalisation gaussienne qui est faite
ci-dessus.

7.4.1 Conclusion

La méthode que nous proposons ici permet à la fois de détecter les erreurs de
génotypage et de produire des statistiques de FBAT robustes aux erreurs et aux
génotypes manquants. En dépit du fait qu’il ne soit pas son but principal, notre
algorithme semble afficher des performances similaires à GMCheck [6] pour le
problème de détection et de correction des erreurs de génotypage.

Ajoutons que nos méthodes sont disponibles dans une bibliothèque de pro-
grammation appelé libfbat qui est écrite en ANSI C ++ et développé sur les
systèmes x86 GNU / Linux avec GCC 4.1.3. Compilation et installation sont
conformes à la procédure standard GNU. La bibliothèque est gratuite et dispo-
nible sur le web. libfbat est sous licence GNU General.
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