INTEGRATION

Cauchy (1823), Riemann (1854), Lebesgue (1901).
Soit I un intervalle de Ret f: 1 — R.

1. I INTEGRALE DE CAUCHY
Soit a,b des réels tels que a < b. On suppose que [ = [a, b].
1.1. Intégration des fonctions uniformément continues.

Définition 1.1. (1) Une subdivision o de [a,b] est une suite finie
(xo,x1,...,x,) vérifiant

a=To<T1 < -<x,=0>0.
(2) Le pas d’une subdivision o, noté h(o) est

h(o) = Ogl?gx_ll'iﬂ - Ti-

(3) L’ensemble des subdivisions de [a,b] est noté E.

(4) Pour toute subdision o = (xg,1,...,x,) de E, on note
n—1
S(o) = Z(l’iﬂ — i) f(@:).
=0
Ex:sin>1, h:b’T‘l, xr; =a+ih pour i =0,...,n alors
0b = (xg,x1,...,2,) € E.

Théoréme 1.1 (Cauchy). Si f est uniformément continue sur [a,b] alors il
existe J € R tel que pour tout 0 € K

S(o) — J lorsque h(c) — 0
c’est-a-dire pour tout € > 0, il existe h. > 0 tel que pour tout o €
h(oc) < h. = |S(0) — J| <e.

Définition 1.2. Le nombre J s’appelle Uintégrale de f sur |a,b].
Notation : fab f(z)dx.

1.2. Intégration des fonctions continues.

Théoréme 1.2. Si f est continue sur [a,b] alors il existe J € R tel que pour
tout o € £

S(o) — J lorsque h(c) — 0.
Démonstration.
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1.3. Intégration des fonctions continues par morceaux.

Définition 1.3. On dit que f est continue par morceaux sur [a,b] sl existe
une subdivision (xo,--- ,x,) de [a,b] telle que pour tout i = 0,--- n—1, f
soit la restriction & |x;, x;41] d’une fonction continue sur [z, T;41].

Définition 1.4. Soit f une fonction continue par morceauz sur |a,b]. Alors
pour tout i = 0,--- ,n — 1, il existe g; : [x;,xi41] — R continue sur [x;, x;11]
qui coincide avec [ sur |x;, x;1[. Alors Uintégrale de f sur |a,b] est

/a ) di = nz:; / + gi(z) da.

1.4. Intégration des fonctions a valeurs vectorielles. Soit £ un espace
vectoriel normé de dimension finie, I := [a,b] et f : [ — E une fonction
continue par morceaux sur /.

Proposition 1.1. Soit (eq,...,en), (€},...,€y) deuzx bases de E. Pour tout
x € I, on note (fi(z),...,fn(x)) et (gi(z),...,gn(x)) les coordonnées res-
pectives de f(x) dans les bases (e1,...,en) et (€),...,€y). Alors, pour tout
1=1,..., N, les fonctions f; et g; sont continues par morceauz sur I et

é/}fi(w)dxei Zé/lgi(m)dxe;.

N b

Le vecteur Z /fz(x) dx e; s’appelle lintégrale de f sur I et se note / f(x)dx.
i=1 /1 a

Ex : Si £ = C alors

/abf<$)d$Z/abRef(a?)d:E—l—i/ab[mf($)dx‘

2. INTEGRALES IMPROPRES

Définition 2.1. La fonction f est dite localement continue par morceaus sur
I si pour tout intervalle compact [c,d] inclus dans I, la restriction de f a [c,d]
est continue par morceaux sur [c,d|.

Ex : La fonction

siz#0

siz=0"

f:[O,l]—>R, :Kl—>{1%

n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] mais sa restriction a |0, 1] est loca-
lement continue par morceaux sur |0, 1[.

Dans la suite, on supposera que a € R, b €]a, 0] et I = [a, b].
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Définition 2.2. On suppose que f est localement continue par morceaux sur
la,b]. On dit que lintégrale de f sur [a,b] est convergente si la fonction

ISR :c»—>/xf(t)dt

a une limite lorsque x — b ; cette limite, notée f; f(t)dt, s’appelle alors intégrale
impropre de f sur |a,b|. On a donc

/f Dt =1m [ (0t

Ex : L’intégrale sur [0, c0[ de f : [0, co[— ]R, t — e est convergente et

/ e tdt = 1.
0

Théoréme 2.1. (Critére de Cauchy) Supposons f localement continue par

morceauz sur I. Alors fabf(t)dt est convergente si et seulement si pour tout
€ >0, il eriste x. € I tel que

Yy
x,y€el, x€§m<y<b:‘/ f(t)dt‘gs.

Définition 2.3. Supposons f localement continue par morceaux sur I. L’in-

tégrale impropre f; f(t)dt est dite absolument convergente si fab|f(t)|dt est
convergente.

Théoréme 2.2. Si f localement continue par morceaux sur I et fab f(t)dt est

absolument convergente alors l'intégrale impropre ff f(t)dt est convergente.
Démonstration. A faire en exercice. Indication : utiliser le critére de Cauchy.

Théoréme 2.3. Soit I = [a,b] et f,g: I — [0,00] deuz fonctions localement
continues par morceaur sur I. Si f et g sont équivalentes au voisinage de b
alors les intégrales tmpropres

/a CHode et / " o(t)dt

dt converge d’aprés le théoréme 2.3 car 0 < Y55 7z lorsque

sont de méme nature.
V14t
t2

1
t — o0.

H‘ﬁ
[

3. INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE
Soit a,b des réels tels que a < b. On suppose que I = [a, b].

Théoréme 3.1. Pour tout n € N, soit f, : [a,b] — R une fonction continue
sur [a,b]. Si (fn) converge uniformément sur |a,b] alors la fonction

[a,b] = R, x+— lim f,(x)
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est intégrable sur |a,b] et
b

b
lim fn(l‘)dl':/ lim fo(z)de.

n—oo
a

Démonstration. A faire en exercice.

Théoréme 3.2. (Continuité par rapport ¢ un parameétre) Soit U un ouvert de
R et

fila,b] xU —R
(z,t) — f(z,1),
une fonction continue sur [a,b] x U. Alors la fonction

U—R

t— /bf(x,t)da;

est continue sur U.

Théoréme 3.3. (Dérivabilité par rapport G un paramétre) Soit J un intervalle
ouvert de R et f : [a,b] x J — R une fonction vérifiant

(1) Pour tout t € J, la fonction [a,b] — R, x — f(x,t) est continue sur
[a,b].

(2) Pour tout x € [a,b], la fonction J — R, t — f(x,t) est dérivable sur J
et

9]
la,b] x J =R, (z,t) — af(a:,t)
est continue sur [a,b] x J.

Alors la fonction J — R, t — f;f(x,t)dx est dérivable sur J et pour tout

teJ,
d [° e
%/a f(:z:,t)dx—/a af(x,t)dx.

4. INTEGRATION NUMERIQUE

Soit a,b des réels tels que a < b. Soit I = [a,b] et f : I — R une fonction
continue.

Polynémes d’interpolation de Lagrange.

Théoréme 4.1. Soitn e Neta < zg < a1 < -+ < Tp1 < xp < b. Alors il
existe un unique polynome P, de degré inférieur ou égal a n tel que

P.(z;) = f(x;) Yi=0,---,n.
De plus,

F(x) = Z (i) li(),
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ot U; est le polynome défini par

eme

Définition 4.1. Le polyndome P, ci-dessus s’appelle le n“¢ polynome d’inter-

polation de Lagrange de f aux points xg, -+ , Ty.

Ex :Sin =1 alors

f(x1) — f(z0)

Tr1 — X

Pi(z) = f(xo) + (z — 20).

Quadratures par interpolation.

Formules simples. On approxime I(f) = fff(x)dx par I,(f) = fab P,(x)dx.

Puisque
/ab Pufw)de = Z f(:) / b 0:(x)dx,

il suffit de calculer a; = fab li(x)dx pour i =0, n.

Méthode des milieuz : On a

n=0, xy=

donc

Méthode des trapezes : On a

n=1, x9o=a, x1=0>0,

b—ux a—x b—a
lo(x) = — li(x) = Ty W=o=——,
donc
fla)+ f(b
n(p =100 )
Méthode de Simpson : On a
b
n=2 xy=a, xlza;, Ty = b,
b—a 2 b—a
ap = 6 alZg(b—a), Az = 6
donc
b—a a+b
B = "5 (@) + 4 (“57) + 1 0)).

Estimation de I'erreur de quadrature



Théoréme 4.2. Méthode des trapézes. Si f est une fonction de classe C? sur
I alors

b= 2 1),

15) = ()] < F5 s

Théoréme 4.3. Méthode de Simpson. Si f est une fonction de classe C* sur
I alors

=2 o | 9.

1(5) = B(P)] < s

Formules composées. On décompose 'intervalle d’intégration en plusieurs sous-
intervalles sur chacun desquels on utilise une formule d’intégration simple.
b—a

N
Théoréme 4.4. (Méthode des trapézes)
Soit

Etant donné N € N*, on pose h =

() = 2{ fla) +2 3 fla+ ) + 1)}

Alors, si f est de classe C? sur I,
2

1(7) ~ I ()] < &= sup | (@) (6 — ).

xel
Démonstration.
Théoréme 4.5. (Méthode de Simpson)
Soit
=y 1
Is(f) = ;) g{f(a+7,h) +4f(a+ (i + §)h) + fla+ @+ 1)h)}.

Alors, si f est de classe C* sur I,

1) = Is()] < 37 sup|f (@)|(b  a).
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