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Introduction

Ce mémoire est la synthése des travaux réalisés depuis la filadthése et mon arrivée a Poitiers en
septembre 2003. Il présente les principaux résultats delicptions [5] a [18], a I'exception de I'article [7]
qui est a I'écart des thématiques présentées. Les résstiatsrassemblés en chapitres selon les modéles
étudiés, que I'on peut schématiqguement diviser en deuxpgu

— modéles de séparation ou de transition de phases de tyge@#hn ou Cahn-Hilliard, décrits par des

équations aux dérivées partielles de nature paraboliqueliptique semi-linéaire, pour un parametre
d’ordre scalaire (Chapitres 2a 7) ;

— un modele simplifié de cristaux liquides, a savoir le flot agslications harmoniques a valeurs dans la

sphére, qui est une équation aux dérivées partielles gégomestavec un parametre d’ordre vectoriel et
de norme unité (Chapitre 8).

Le deuxieme groupe, qui apparait plus restreint que le mredans ce mémoire, se situe en fait dans
la continuité de mes travaux de thése (références [1] a {4} &esquels il forme un ensemble. Les deux
groupes, apparemment indépendants, ont un lien trésss@repuisque le flot des applications harmoniques
peut étre obtenu comme limite asymptotique de I'équatiéilei-Cahn vectorielle (cf. Section 1.4). Notons
tout de suite que je n'ai jusqu’a présent pas exploité ce fieais qu'il pourrait étre une source intéressante
de directions de recherches futures.

Il est frappant de remarquer posteriori que tous les modéles étudiés sont des flots de type gradient,
dans le sens ou I'évolution générée par I'équation possaddanctionnelle de Liapounov, c’est-a-dire une
fonctionnelle énergie qui décroit au cours du temps ; cecien&ssez naturellement a des méthodes d'éner-
gie, utilisées de maniére variable pour chaque probléntbig@gme d’'évolution ou probléme stationnaire), en
complément d’autres techniques. Avant de détailler poaqguh probléme les principaux résultats obtenus,
j'en présente un résumé dans la Section C de cette introduttes caractéristiques essentielles des équations
d’Allen-Cahn, de Cahn-Hilliard et du flot des applicatiorerhoniques sont rappelées dans les Sections A
et B, et des détails complémentaires sur ces équations sonés dans le Chapitre 1.

A Equation d’Allen-Cahn, équation de Cahn-Hilliard et flots de gradient

A.1 Equation d’Allen-Cahn
L'équation d’Allen-Cahn [49] (ou de Ginzburg-Landau [1B0]

0

a—?ZEQAu—f’(u) reQ t>0 1)

ol Q est un ouvert d®? (d entier),e un (petit) paramétre strictement positif gtla dérivée d’'un potentiel

double-puits, est fondamentale en science des matérisans Be contexte) est le volume occupé par le

matériau ¢ = 3, ou par simplification du modeld,= 1 ou2), u est un paramétre d’ordre qui représente par

exemple I'ordonnancement d’atomes par cellule unité dangseau cristallin et les puits giecorrespondent
82

aux deux phases du matériau. RappelonsAyue Zle 92 désigne le laplacien par rapport aux variables
i
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d’espace. L'équation (1) était déja connue en dimension’'espdce avant le modéle de Ginzburg-Landau
dans des modéles de génétique, de biologie et d'écologid 283 176, 155] (équation de Fisher-Kolmogorov
ou équation de Nagumo), et son importance dépasse largéareattre de la science des matériaux.

Un choix typique de potentiel est

fls)= 3 =1 (s€R), )
dont les deux puits, eit1, sont au méme niveau d’énergie. Peut 0, I'équation (1) se réduit a une EDO, et
u(t, z) évolue alors vers-1 ou —1 selon queu(0,z) > 0 ouu(0,x) < 0 respectivement. Le term€ Au est
un terme de diffusion, qui se produit a une échelle de tempslphte que la réactioff («). Un raisonnement
heuristique, d( historiquement & Allen et Cahn [49], mongtre, une fois la réaction effectuée, et modulo un
changement d’échelle de temps- 2%, la solutionu de (1) séparé) en deux régions ot ~ 1 etu ~ —1
respectivement, et l'interface entre les deux régions péadé avec une vitesse normale égale a la somme
des courbures principales. L'équation (1) est ainsi ungaélie approximation du mouvement par courbure
moyenne. Ce raisonnement heuristiqgue a été rendu rigout@ux plusieurs papiers (voir Section 1.4 pour
plus de détails).

L'équation (1) est habituellement obtenue commfidede gradientde la fonctionnelle d’énergie

2
B(w) = [ 19l + () do ()

pour le produit scalairé?(92). Le termef (u) représente I'énergie pour un paramétreniforme et le terme
g2 |Vu|2 /2 représente I'énergie d'interface, introduite par Cahn itartd [50]. Un tel modéle interdit les
discontinuités de et I'interface est représentée par une fine couche de i@nditine phase a l'autre possé-
dant une petite épaisseur, d’'ou le termentizdéle a interface diffus@ar opposition aux modéles a interface
nette, que 'on retrouve en faisant tendreers0). Si le potentiel est défini par (2), la largeur typique d'une
interface est, ce que I'on voit en remarquant que la fonction

u(z) = tanh (é) )

est une solution stationnaire explicite de (1) pQue R.

A.2 Flots de gradient et flots de type gradient

Si E : V — R est une fonctionnelle de claség sur un espace de Banath et siV ¢ H ou H est
un espace de Hilbert, et ou I'inclusion est continue et demsappelleflot de gradient deZ pour le produit
scalaire(-,-) de H I'équation différentielle

d

T (W0, 0)u = —(E'(u(t), )vry Vo eV, t>0, (5)

ou E'(u) € V' est la différentielle d& enw. En dimension infinie, la notion de solution a ce type d’émumat
peut étre délicate ; une solution globaleérifie typiquement (cf., par exemple, [59])

u e L2 ([0, +00), V) N WL2(0, +00), H) (6)

loc loc
ainsi que I'équation (5) au sens des distributions(8u#-o0). Le gradient dgZ pour le produit scalaire d&’
est défini par

D(VyE) = {ueV : Jve Htelque(E' (u),¢)vv = (v,0)g YeeV}, et
VuE(u)

v,



de sorte que (5) peut se récrire

%(t) = —VyB(ut) t>0, (1)

et une solution de (5) avec la régularité (6) vérifie) € D(V g E) ainsi que I'égalité (7) p.p. € R,.. Sil'on
du
choisityp = E(t) dans (5), on obtient (pour une solution assez réguliére)

d 1 2

P =3

du

— (2 <
o <o

H

ou ||-|| ; désigne la norme d&. Ainsi, E(u(t)) décroit avec le temps, et pour une évolution générée par (7),
la solutionu(t) évolue heuristiguement vers un minimiseur globaFde

La décroissance de I'énergie confére des propriétés asyigqumes trés intéressantes a un flot de gradient
(moyennant quelques hypothéses supplémentaires), caancoavergence vers un état d’équilibre, ou I'exis-
tence d'un attracteur global. Ces propriétés asymptatigueeivent souvent étre étendues a d’autres flots qui
ne sont pas nécessairement des flots de gradients au sefdgmténais auxquels on peut associer une fonc-
tionnelle énergie décroissant au cours du temps. Dans ceoimgron appellerdlot de type gradientine
évolution a laquelle on peut associer une fonctionnell fdinctionnelle de Liapounov) qui décroit au cours
du temps.

Il est intéressant de noter qu’en dimension finie, une forenediprocité existe : Barta, Chill et FaSangova
ont ainsi mis en évidence dans [23] qu’un flot défini par uneagéqgo différentielle ordinaire et possédant une
fonctionnelle de Liapounov stricte peut étre vu comme und@gradient pour une métriqgue riemannienne
appropriée sur I'ensemble des points non stationnairgse(oant, dans ce cas, la notion de flot de gradient
est plus générale que celle considérée ci-dessus, cardeipscalaire dépend de.

Exemple 1 Si 'espaceH est de dimension finie, il peut étre identifié via une de sesba®? muni d’'un
produit scalaire
(X,Y)4 = X'AY, VX,Y € R%

ol A est une matrice symétrique définie positive carré de &ilRour une fonctionnell® : V = H ~ R? —
R de class&’!, le flot de gradient d& (7) est le systéme d’équations différentielles ordinaires

AU'(t) = -VE(U(t)), t=>0, 8)

oulU = (u1,...,uq)' etVE = (0, E,...,0,,F)". En choisissant une base orthonorméefieon peut
toujours se ramener au cas dlest la matrice identité. Cependant, dans une discrétisati@space (de type
Galerkin) d’un flot de gradient donné par (7), on choisit gg@ment un sous-espakg de V' de dimension
finie, et comme la base la plus pratiquelden’est pas nécessairement orthonormée pour le produiticala
de H, la forme (8) apparait naturellement.

Exemple 2 On peut vérifier, comme annoncé ci-dessus, que patifinie par (3), sil'on choisit’ = H'(Q)
ol 2 est un domaine borné d&¢ a frontiére réguliére, el = L%(Q), alors (7) donne I'équation d’Allen-
Cahn (1) avec des conditions au bord de Neumann homogeéne.

A.3 Equation de Cahn-Hilliard

Si I'on considére la fonctionnell& donnée par (3) et définie sif = H} (), en choisissant! =
H~'(2), ot H1(Q) = [Hj(€)]" est muni du produit scalair@:, v) -1 (o) = ((—A)~'u, v)y,y» (produit
scalaire obtenu par dualité a partir du produit scal@ite) — [, Vu- Vo dz sur H}(€)), on obtient I'équa-

tion de Cahn-Hilliard [50]
% = —AEAu— f'(u) z€Q t>0, 9)
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avec des conditions au bord de type Dirichlet homogéne.udégn (9) est en général plutdt associée a des
conditions de type Neumann homogéne ou périodiques, cargaras, en plus de la décroissance de I'énergie
E, I'évolution générée par (9) conserve la masse totale :

d
E/Qudx—o.

Pour ce type de conditions au bord, il est encore possibledsidérer (9) comme un flot de gradient dans
H~1(Q), a condition de raisonner modulo les constantes. L'égua®) traduit dans ce cas une évolution
vers un minimiseur global d& avec contrainte de masse totale imposée, c'est-a-dire térimadont les
deux phases sont complétement séparées. Cette EDP égalentrmentale en science des matériaux a été
introduite par Cahn et Hilliard [50] pour expliquer le phéméne de décomposition spinodale observé dans
des alliages métalliques binaires.

Aujourd’hui, les équations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hiitlebien comprises, tant du point de vue théo-
rique (méme si quelques questions importantes restenttesygue du point de vue numérique, et de nom-
breuses discrétisations efficaces de ces équations sponhitites. Cependant, en science des matériaux, pour
se rapprocher des applications, on souhaite en généralrpren compte d’autres phénomeénes, tels que des
impuretés additionnelles, des effets élastiques, desfadsa de chaleur, des effets visqueux. Les équations (1)
et (9) apparaissent alors souvent sous une forme plus dgg&néraont trés souvent couplées a d’autres équa-
tions modélisant de tels phénomeénes : on peut citer, entresades couplages avec les équations de Navier-
Stokes [35], ou avec I'équation de la chaleur [187]. Pouetierhodéles, tout un champ d’étude mathématique
et numérique reste ouvert, et une partie de mes travauxliéetdans les Chapitres 2 a 7, apporte une pierre
a un tel édifice.

B Applications harmoniques a valeurs dans la sphere

SoitQ un ouvert deR? et S~ ! = {x € R™ : |z| = 1} la sphére unité d&™ (ol |-| désigne la norme
euclidienne dan®&™). Une application: € C?(§2, S™~1) est diteharmoniquesi elle satisfait 'EDP

—Au=u|Vu|* dans. (10)

Les applications harmoniques sont des points critique&dergie de Dirichlet

E(u) = %/Q\Vu\de.

Les applications harmoniques entre variétés sont des aji&adions des fonctions harmoniques (pour les-
quellesS™~! est remplacé paR) et des géodésiques (pour lesquellesst un intervalle d®). Le flot des
applications harmoniques, qui pour des fonctians2 x (0, +o0o) — S™~! s’écrit

%:Au+u\w\2, zeEN t>0 (11)
a été introduit pour construire des solutions particuiete (10) (voir, par exemple, [179]). Il peut également
étre obtenu comme la limite asymptotique de I'équation @ACahn vectorielle (cf. Section 1.4), et il appa-
rait également dans la théorie des cristaux liquides ngoexti(modeéle d’Oseen-Franck, cf. [20] et références
citées).

Pour considérer des solutions d’énergie finie, il est natlirgroduire I'ensemble

HY(Q,8™ 1) = {uec H(Q,R™) : |u(z)] = 1p.p.x € Q}. (12)

8



On dit alors ques € H'(Q2, S™~!) estfaiblement harmoniqusi elle vérifie (10) sens des distributions dans
D'(Q,R™) (remarquer que le second memt7zeru|2 de (10) appartient dans ce cad.&, R™)) ou, de
maniére équivalente, si

d ( u—+ sp

Se( LT —0 VYypeDN,R™), 13
ds \u—f—scp[)szo 7 ( ) (13)

ouD(£2, R™) désigne I'espace des fonctions de clasSede(2 a valeurs danR™, et & support compact dans
Q). Méme si la fonctionnelle est convexe, I'ensemble (12) n’est pas une partie convexg'de, R™), de
sorte que I'EDP (10) est fortement non linéaire

En dimensiond > 3, une application faiblement harmonique n’est pas néaessant réguliére. Par
exemple, si? = B3 = {x € R? : |z| < 1} est la boule unité d&?, un calcul direct (cf. [120]) montre que
I'application

ue(w) = T
i |z
qui est singuliére em = 0, appartient &' (B3, 5?) et est faiblement harmonique daR3. L'application .,
est méme minimisante parmi les applicationsHig B3, 5?) prenant les mémes valeurs qugsur le bord
0B? [41, 133]. Un exemple d( & Riviére [171] montre qu’une aggian faiblement harmonique : B> —
52 peut méme étre partout discontinue.

En dimensiornd = 1 ou 2 de domaine, un tel phénomeéne ne se produit pas : toute appiidaiblement
harmonique est de clasg§&® sur ). Lorsqued = 1, un bootstrap standard sur I'équation (10) le montre;
lorsqued = 2, il s’agit d'un résultat difficile, obtenu par Hélein [11314] a la suite de plusieurs résultats de
régularités intermédiaires. Sil'on essaie d’adapterdiaple précédent, on remarque ainsi que I'application

B sz x/|z] € St

est harmonique su? \ {0}, mais n’appartient pas &' (B?, R?).

En dimension deux de domaine, méme si toute applicatiotefaint harmonique est lisse, les solutions
du flot (11) peuvent en revanche développer en temps fini oni idéis singularités ponctuelles liées a un
phénomene de concentration d’énergie. Un tel phénomémaeparotamment de construire des solutions
faibles distinctes du flot (11) pour une méme condition afetiet une méme donnée au bord. Dans [5], je me
suis intéressé (avec B. Merlet) a la simulation et a I'aratysmérique de telles solutions singuliéres, sous une
hypothése de symétrie corotationnelle, continuant aiéside faite dans ma thése sur la version stationnaire
du probleme.

Dans deux autres de mes articles ([6] et [8]), résumés aymétedent dans le Chapitre 8 de ce mémaire,
je m'intéresse a la version stationnaire du probléme pertg@dans I'’hypothése de symétrie corotationnelle),
et qui consiste en la construction et la description d’aggilons harmoniques (réguliéres) du disque unité de
R? dans la sphére unité? avec condition au bord de Dirichlet imposée. Ce probléme anés en évidence
par Brezis et Coron [40] et mes résultats montrent un phéneré®nnamment riche de brisure de symétrie ;
ils apportent des nouvelles perspectives a une questioncdi&ide Brezis, question qui apparait déja en 1992
dans [25], et qui reste encore ouverte aujourd’hui.

Pour terminer cette introduction, notons que les appbtoatiharmoniques ont été énormément étudiées
dans les années 80 et 90, et que leur étude a évolué depuidifiérentes directions. Pour en évoquer une,
disons que les travaux antérieurs servent de base a toutemiike de modéles avec un paramétre d'ordre
vectoriel et de norme unité : modeéle de Ginzburg-Landaudlaoizé en mathématiques par le livre de Bethuel,
Brezis et Hélein [26]), modéles de micromagnétisme et derfieagnétisme (étudiés notamment par F. Otto).

C Reésumé des résultats obtenus

Mes travaux se situent principalement en analyse numéraygée une composante sur I'étude théorique
des équations aux dérivées partielles, les deux thématigfaat motivées ou complétées par les simulations
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numeériques.

C.1 Analyse numérique de modeles de type Cahn-Hilliard ; corergence vers I'équilibre

Un des premiers aspects de mon travail concerne I'analyseémgue et la simulation de modéles de
type Cahn-Hilliard, a savoir I'équation de Cahn-Hillia@lrtin [9, 15], 'équation de Cahn-Hilliard avec
conditions au bord dynamiques [14], et I'équation de Calilliaktl avec terme inertiel [13, 18], qui sont des
généralisations de I'équation de Cahn-Hilliard

0

a_? = 2N+ Afi(u), TEQ, >0, (14)

ou A est le laplaciens > 0 est un petit parameétre ¢test un potentiel double-puits polynomial (typiqguement
f(u) = (u>—1)?/4), ou plus généralement un potentiel régulier avec unesaniz polynomiale ; la fonction
inconnueu : 2 x (0,4+00) — R est un parametre d’ordre (une concentration renormalidéspns que les
trois modéles étudiés possédent chacun une fonctionreelleagounov qui est une généralisation de I'énergie
libre

2
B(u) = /Q = 1Vul + flu)de (15)

associée a (14). La propriété de conservation de la maségastnent vérifiée dans les trois cas (de maniere
asymptotique pour le dernier modeéle).

Dans ce type de modele, l'interface diffuse d’épaisseuiqtygs oblige a maillage finement le domaine
(avec un pas d’espace d'épaisseutypiquement), d’une part, et les échelles de temps powollEon sont
lentes (de I'ordre de 1 pour la réaction, et de I'ordred&pour la diffusion) ; cela rend nécessaire I'utilisation
de schémas implicites ou linéairement implicites.

Avec mes collaborateurs (L. Cherfils, M. Grasselli, S. Iajrdl. Lecoq ou M. Petcu), jai notamment
écrit :

— des schémas semi-discrétisés en espace par élémentsiifiisres (méthode de « splitting » pour le

bilaplacien) ou par différences finies ;

— des schémas complétement discrétisés obtenus a parprétEgients par une discrétisation en temps

implicite (schéma d’Euler implicite) ou semi-implicite.
Pour ces schémas, nous avons obtenu des résultats d’egigted’'unicité, de stabilité (de type Liapounov),
des résultats de convergence de la solution discrete vessiudon du probléme continu, des estimations
d’erreursa priori [9, 13, 14, 15, 18] : ces résultats sont basés sur des méthaeggie classiques dans les
problémes paraboliques en général (cf. le livre de Thom@&4]] ket I'équation de Cahn-Hilliard en particulier
(travaux d’Elliott et al. [77, 78] notamment). Des simulations numériques avec lgisis Sci | ab! (en
dimension un d’espace) Et eeFemt+ 2(en dimension deux d’espace) illustrent I'étude théori§ué4, 15].
Des calculs numériques en dimension trois d’espace onfféees par Lecogt al. [131] pour le modéle
de Cahn-Hilliard avec terme inertiel, qui se préte bien aéxhmodes de FFT ; cependant, pour les deux autres
modéles, la dimension trois reste un enjeu intéressantsdravaux constituent une étape indispensable a ce
saut quantitatif.

Pour les schémas précédents, nous avons également obtaoel,agl'inégalité de tojasiewicz et a la
stabilité de Liapounov, des résultats de convergence asyioue (en temps) vers |'état stationnaire, pour
des potentiels polynomiaux [9, 13, 14, 15]. De tels réssiltant relativement attendus pour les problémes
semi-discrétisés en espace, pour lesquels la littérasireaste (cf. la référence [118]), mais sont encore en
développement en ce qui concerne les schémas semi-digsréti temps, pour lesquels les premiers travaux
sont encore récents (les premiers résultats abstraits &taa connaissance [19, 92, 21]). J'ai ainsi pu dégager
des versions abstraites de résultats de convergence égudibre pour des schémas discrétisés en temps dans

sci | ab est un logiciel libre disponible sinttp ://www.scilab.org/
2Fr eeFemt+ est un logiciel libre disponible sinttp ://www.freefem.org/ff++/
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les références [12, 17], en collaboration avec M. GrassalB. Merlet ; des taux de convergence optimaux
ont également été obtenus dans ce cadre discret.

C.2 Etude numérique ou théorique de singularités dans des pblémes de nature parabolique

Une deuxiéme partie de mes travaux concerne I'étude nuoeig théorique de différents types de
singularités apparaissant dans des équations de natatsopaue.

Dans [10], L. Cherfils et moi-méme avons étudié un modeéle de Adlen-Cahn di a Gurtin, pour un
potentiel logarithmique défini par

fu) = g [(14w)In(l +u) + (1 —u)In(l —u)] + %(1 —u?) uwe(-1,1)(0<0<8,).

Ce potentiel singulier correspond a la « solution réguligpestifiée du point de vue physique [50, 58]. Dans
les modeéles de type Allen-Cahn ou Cahn-Hilliard, il comtt&n particulier la concentration (renormalisée)
a rester dans l'intervallé—1, 1), méme en I'absence d’un principe du maximum. En dimensiod'espace,

le modele d’Allen-Cahn-Gurtin considéré s’écrit

Up + DUgt — QUgyr = E2Upy — f'(u), € (0,1), t>0, (16)

avec des conditions au bord périodiques sur le donfaire(0, 1), et des parametres constaats- 0, b € R

ete > 0. Siu est une solution (assez réguliere) de (16), en multipligquition paru; et en intégrant sur

le domaineQ2 = (0,1), on voit que I'énergieF(u(t)) définie par (15) décroit avec le temps. Dans le cas
particulier oua = 1 etb = 0, I'équation (16) est plus précisément un flot de gradienEdeour le produit
scalaireH! (0, 1). En nous basant sur des simulations numériqueSceén ab, nous avons montré que pour
des données initiales dea valeurs dané—1, 1), I'équation (16) était bien posée localement en temps, mais
n'admettait pas toujours une solution classique globatel geeut arriver (pours assez petit) que prenne

les valeurst1 en un (ou plusieurs) points du domaine, au bout d’un tempgfiri 0. Ce comportement est
assez surprenant au regard des résultats habituellemimusbdans les modeéles de type Allen-Cahn et est
lié a 'absence d’un principe de comparaison pour (16). Qut pexpliquer par I'aspect non local de la partie
non linéaire de I'équation, ce qui se voit en récrivant (I&hme une équation intégro-différentielle dans le
case = 0 (le cass > 0 apparaissant comme une perturbation).

Dans [8], j'ai fait une analyse numérique par une méthodé&riénts finis de I'équation de diffusion

visqueuse

ou ou

avec des conditions au bord de type Neumanny @$t un parameétre strictement positifétun domaine
polygonal borné d&? (d = 1, 2 ou 3). Cette équation, qui a déja attiré I'attention de plusieawteurs dans

le passé [158, 83], peut étre vue comme un flot de gradientéderfjie (15) pour un paramétre= 0, et
pour un produit scalaire de tyge? dans I'espacd.>° (). Elle modélise donc une évolution qui ne prend pas
en compte I'énergie d'interface, et les solutions, méme pges données initiales trés réguliéres, développent
(asymptotiquement en temps) des singularités de typertiscité. Elle est proche de certains modeles de
type Perona-Malik [79]. Pour prendre en compte ces singéday ai utilisé des éléments finkR" discontinus,

et j’ai montré la convergence uniforme de la solution du [gnote semi-discrétisé en espace vers la solution
du probléme continu sur tout intervalle de temps fini, powg dennées initiales pouvant méme étre discon-
tinues. Les estimations> sont basées sur le principe du maximum discret, ce qui imgesecontraintes
géomeétriques fortes sur les maillages (condition d'angdé)alLes simulations numériques obtenues avec
avecSci | ab (pour la dimension un d’espace) let eeFem++ (pour la dimension deux d’espace) donnent
des indications sur les bornés® des solutions de I'équation de Cahn-Hilliard visqueuse @bn) est un cas
limite singulier.
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Dans [5], B. Merlet et moi avons calculé numériquement degisas singulieres: : D x [0, +00) — S?
du flot des applications harmoniques du disque dans la spdéfiri par

%:Au+u\Vu12 zeD, t>0, (18)
ouD ={recR? : |z| <1} etS? = {x € R® : |z| = 1}. Léquation (18) est complétée par une donnée
initiale ug : D — S? qui impose également la valeur au bord (condition de Digiphlun tel probléme admet
une solution faible, € H} (D x [0,+c0), 5?), réguliére en dehors d'un nombre fini de points de singélarit
(i, ti)1<i<n C D x (0,400), comme |'ont montré Struwe [179] et Chang [53].

En une singularité, en un temfgsun phénomene de concentration normbaBblingse produit : un « blow-
up » approprié de la solution converge vers une applicatammbnique des? ~ R2 dansS? et I'énergie de
Dirichlet

E(u) = %/D\vuy? dz (19)

a un saut (une discontinuité) multiple de, qui correspond en général & un saut dans le dggce u. Ceci

est lié au fait que la limite d’'une suite convergeant poufaotogie H'-faible n’a en général pas le méme
degré que les éléments de la suite [40]. Le phénomene in{aebabbling a été utilisé dans [24, 185] pour
construire une solution faible distincte de la solution denBe. L'idée est de garder en réserve I'énergie
perdue lors d'un « bubbling » au tempset de la relacher a un temps > ¢; pour un « debubbling » (au
tempsto, I'énergie a un saut de discontinuité vers le haut). Une s@lution faible semble plus adaptée pour
la description de cristaux liquides nématiques, et un debntssétait de présenter un schéma qui permette de
les calculer numériquement.

Pour simplifier le probléme, nous avons considéré des atjglits corotationnellement symétriques, qui
sont complétement définies par une fonction d’ariiglé0, 1] x [0, +00) — R (0 est obtenu en considérant la
restriction dex sur un rayon du disque, paramétré pat |z| € [0, 1]). L'évolution générée par (18) se raméne
a une équation parabolique payrsinguliere en = 0 (le phénoméne de concentration ne peut se produire
gu'au centre du disque). A la fonction d’andgleon peut associer un degré corotationnel caractérisé par un
entier relatifk, plus précis que le degr§® deu. Le schéma semi-discrétisé en temps que nous proposons
permet de construire des solutions corotationnelles degd@c un degré corotationnglprescrit. Il s’agit
d’'un schéma d’Euler implicite introduit par Bethuetlal.[27] pour des domaines d&® et basé sur l'idée que
le flot des applications harmoniques est le flot de gradiént’une énergie relaxég, de €. En particulier,
I'énergie totaleS;, de la solution semi-discréte est décroissante.

Pour la simulation numérique, effectuée avec le IogiMéTLAB3, nous utilisons une discrétisation en
espace par éléments finid, couplée avec une méthode de maillage mobile qui permetrée lgésingularité
enr = 0 et d’obtenir ainsi une partie purement verticale dans lptygade la solutiod aux temps singuliers.
Cette méthode de maillage mobile est une adaptation duaiisnsiaire traité dans [3].

C.3 Etude théorique et numérique de problémes stationnaiie

Le troisitme aspect de mon travail concerne I'étude de probs stationnaires (de type elliptique non
linéaire). Outre leur intérét spécifique, les solutionsit@aires de problémes d’évolution sont intéressantes
également pour mieux comprendre la dynamique de I'évaiutio

Mon travail le plus récent dans ce domaine, en collaborati@t A. Rougirel dans [16], concerne I'étude
théorique et numérique de solutions stationnaires d’'unéteode champ de phase cristallin. Le modéle de
champ de phase cristallin introduit par Elder et ses cot#iears [74, 75, 164] en science des matériaux
est une version conservative de I'équation de Swift-Hobemipl81], cette derniére ayant été initialement
introduite dans I'étude de la convection de Rayleigh-Bénar

3http ://www.mathworks.fr/
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L'équation stationnaire que nous avons considérée, enndiimre un d’espace et ayant valeur de modeéle,
s’écrit : trouvery : [0,1] — R solution de

s + 28Uy +u+ f(u) = [§ f(u)de  dans(0, 1), (20)
Uz (0) = Uy (1) = Upgz(0) = Ugea (1) =0, (21)
fol udr =m, (22)

ou le paramétren (la masse) est imposé, et gu R — R est la dérivée d’'un potentiel double-puits défini par
f(s)=s>+rs (s€R),

avec un parametre < 0. Les conditions au bord (21) sont de type Neumann et le paramé> 0 a la
dimension du carré de l'inverse d’'une longueur. La constant m est une solution évidente de (20)—(22),
qui est toujours stable lorsqyé(m) > 0, mais qui devient instable poar> 0 assez petit lorsqug (m) < 0,
comme on le voit en considérant I'opérateur linéarisé en

L.(v) = 2 Vprmwn + 260w + v + f'(m)v,

de domaine
1
Vo = {v IS H4(Q) 2 02(0) = vp(1) = Vg2 (0) = vye(1) =0 et / vdx = 0} .
0

Il est facile de voir gu’il existe une infinité dénombrableddeurs de: pour lesquelleL.(v) n'est pas
inversible. En une telle valeut,, le noyau del. est génériquement une droite vectorielle engendrée par un
vecteur propre non constagt de I'opérateur laplacien avec condition de Neumann(8ut). En utilisant
des méthodes standard de bifurcation, nous avons mon#ié gaisinage de, (et sous une condition de non
dégénérescence), le probleme (20)—(22) admet une unigneh®u. de solutions non triviales vérifiant

u. —m =~ + (c(e —&,))/? ¢, dansly, lorsques — &,

ou le signe de la constanteimpose la concavité de la branche. Des résultats de séahdé périodicité

et de symétrie de ces solutions non triviales ont égalenténétéblis. Ces résultats théoriques locaux ont
été complétés par des calculs numériquesenl ab des branches complétes de bifurcation. Nos résultats
théoriques et numériques confirment certaines des prasisaites par Elder et ses collaborateurs pour leur
modéle, notamment sur la périodicité des solutions stalear la coexistence possible des phases solide et
liquide.

Dans [6, 8], en cherchant a comprendre des phénoménes deeliis symétrie observés dans des simu-
lations numériques effectuées pendant ma thése, je mengtliedsé de maniére systématique aux symétries
du probleme des applications harmoniques du disque a gadiems la sphére avec condition de Dirichlet. Ce
probléme, mis en évidence par Brezis et Coron [40], est kimeistationnaire de (18), et s’énonce : pour une
donnée au borg : 0D — S?, trouveru : D — S? solution de

—Au=u|Vul* dansD, (23)
u=-+y SsurdD. (24)

Une solutionu de ce probléme sera appelée un prolongement harmoniguesteconsidérant une suite mini-
misante de I'énergie de Dirichlet (19) dans I'ensentbleles applications d& Y(D, 5?) (cf. (12)) satisfaisant

la donnée au bord, on montre facilement que le probléme (28)-admet toujours au moins une solution dés
queé&, n'est pas vide. La question de I'existence d’un minimiseaf dlans une classe d’homotopiee(une
composante connexe dg) donnée a été résolue dans [167, 129] par des méthodesy$ara@mplexe, en
terme de I'existence d’'un prolongement holomorphe et/disrariomorphe dey a D.
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L'invariance de I'énergie de Dirichlet (19) par transfoina conforme du domaine (dd a la dimension
deux) et sous l'action d’isométries @& confére a ce probléme de nature géométrique une structse tr
riche de symétries, source des difficultés rencontrées skamésolution, et qui le rapproche des problemes
elliptigues avec exposant critique. Pour préciser les ehaans la suite, nous notoAsit(D) le groupe
des difffomorphismes holomorphes ou anti-holomorphe® di#ans D, et O(3) le groupe des isométries
vectorielles deR3. Linvariance de€ sous I'action deAut(D) x O(3) implique queAut(D) x O(3) agit
également sur I'ensemble des points critiqueg dee. les solutions de (23).

Une premiére question naturelle est de chercher a clasgifiefonnées au borgd pour cette action de
groupe (en remarquant que tout difffomorphismeAde(D) admet un prolongement holomorphe ou anti-
holomorphe a un voisinage de). Dans [8], j'ai montré que toute donnée au bord S' — S? assez
réguliére {.e., soit continue, soit admettant un prolongemem & énergie finie) et dont le stabilisateur est de
cardinal infini appartient & I'orbite d’'une donnée au bggg, de paramétres € [1, +oo) etn € N* et connue
explicitement. La classification des données au bord dacadeénéral semble hors de portée, mais je suis
tout de méme parvenu a classifier tous les stabilisateussijes de données au bord. Ces résultats reposent
sur des classifications bien connues des sous-group&std®) et deO(3).

Les données au borg, ,, mises en évidence par la classification se trouvent en faiti@tariantes par
un groupe continu de rotations. En exploitant cette syméfiai pu réduire I'équation (23) a un systéme
d’équations différentielles, et montrer que tout prolangat harmonique d’'une donnée au bogg,, S'il
n’est pas holomorphe ou anti-holomorphe, a nécessairemmestabilisateur de cardinal fini; I'existence d’'un
tel prolongement implique en particulier I'existence deontinuum de prolongements harmoniques pour la
méme donnée au boryg, ,,. Pourn = 1, I'existence d’un tel prolongement est I'objet d’une qimsibuverte
mise en évidence par Brezis, tandis que pour 2, un résultat de Soyeur [178] fournit— 1 solutions de ce
type, appartenant.a— 1 classes d’homotopie distinctes.

Ce résultat de brisure de symétrie pour le probleme (23)-€24bli pour les données au bord invariantes
par un groupe continu de rotations, a son pendant dans lesmaetd La remarque fondamentale est que la
symétrie d’'une solution impose en général des restricimitismétiques sur le degré, ce dernier caractérisant
I'appartenance d’'une solution a une classe d’homotopiec®araposée, toute solution du probléme qui ne
satisfait pas ces restrictions sur le degré, mais qui app&é une classe d’homotopie globalement invariante
pour les symétries en question, génére plusieurs solutistifctes dans la méme classe d’homotopie. En
remarquant qu’une telle situation était étonnamment &étp) et en me basant sur le résultat d’'existence
de Qing [167], jai pu exhiber des données au bord invarg@ap& des groupes finis de rotations, et pour
lesquelles une infinité de classes d’homotopie admettestauirs solutions distinctes du probléme (23)—(24).
L'étude des symétries discrétes de rotation a égalementipele mieux décrire la structure du stabilisateur
d’un prolongement harmonique pour les données au tyd

Mes résultats montrent ainsi un phénomene étonnammeetdielrisure de symétrie pour le probleme,
et ils apportent des nouvelles perspectives a la questionaité de Brezis.
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Chapitre 1

Quelgues compléments sur les équations
d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard

1.1 Compléments sur la modélisation

1.1.1 Dérivation phénoménologique

Les équations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard sont hadiament obtenues a partir de I'énergie libre
totale

B(u) = /Qf(u)+ % IVup dr. (1.1)

Le terme f(u) est un potentiel double-puits qui représente I'énergier pouparameétreu uniforme (par

exemple, un mélange homogéne uniforme: seprésente une concentration) ; les puitsf/diéfinissent les
phases du systéme binaire (Figure 1.1) et le tefme) |Vu|*> aveca > 0 représente I'énergie d'inter-
face [50].

FiG. 1.1: Potentielf double-puits

Pour I'équation d’Allen-Cahn, la dérivation classique ifvoar exemple [187]) se base sur le fait que
I'évolution vers I'équilibre est gouvernée par un param@tr- 0 via la relation de type « flot de gradient »

oE

ou
55 = T
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ou le terme de droite est la dérivée distributionnelle (edg@ntL?(2)) de E, i.e.
0E
du

de sorte que I'équation s’écrit finalement

f'(u) — aAu, (1.2)

ﬁ% = alAu — f'(u) xeN, t>0. (1.3)

L'équilibre du systéme est caractérisé par I'équatien= 0. L'équation d’Allen-Cahn est un modéle proto-

type detransition de phasavec interface diffuse. Si glle est considérée avec un teomee faisant intervenir

la température, elle peut modéliser par exemple une transle phase solide/liquide (dans ce cas, pour avoir
un systéme fermé, I'équation sera couplée avec la congemde I'énergie, de type équation de la chaleur ;
le systéeme complet est connu sous le terme de modéle de cleapiase (voir [187]).

L'équation de Cahn-Hilliard, quant a elle, est un modéldqiype deséparation de phases/ec conser-
vation de la masse. Un tel processus peut étre observé éogegun alliage binaire,e. un mélange de deux
phases (deux phases solides, typiquement, comme dankdgesamétalliques), homogéne a température éle-
vée, est brutalement refroidi en dessous d’une températitigie. On observe alors une nucléation partielle
(rapparition de nucléides dans le matériau), ou une nticiédotale, le phénomene dit dEcomposition
spinodale: 'ensemble du matériau devient inhomogéne et des petiisgapparaissent, formé de I'une ou
'autre des phases ; dans une seconde étape, qui intervigrg échelle de temps plus lente, on observe une
coalescence de ces microstructures. La décompositiondada est visible lorsque la concentration initiale
du mélange est choisi dans l'intervalle spinodal, définilpdieu des concentrationstelles quef”(u) < 0
(voir [48] pour plus de détails, ainsi que les références aA8])

Le point de départ de la dérivation phénoménologique deifiégn de Cahn-Hilliard est la conservation

de la masse [77, 157, 187] :
0
a_? — _divh,
ou h est le flux de masse etreprésente la concentration (ou fraction massique) d'wseptiases. Le fluk

est relié au potentiel chimique par I'équation constitutive
h = —kVuw.

Dans l'approche classique en thermodynamique, le poterttimique w est défini comme la dérivée de
I'énergie libre par rapport a (a température et volume constants, par exemple) ; cettrita#fi doit étre
adaptée ici a cause du terme€n, etw est défini comme la dérivée distributionnelle Eear rapport au,

ie.w = o En éliminanth, on obtient ainsi le systeme
u

ou

il div (kVw), (1.4)
w = f'(u) — aAu.
En éliminantw, on trouve I'équation
ou , 9
E:/@(Af(u)—aA u) reQ, t>0. (1.5)

Pour la discrétisation par éléments finis, la formulatiompkitsng » donnée par (1.4) est plus naturelle, ainsi
que l'avaient remarqué Elliogt al.[78]. Cette remarque est valable pour toutes les variargtesttie équation
gue nous avons considérées.
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1.1.2 Condition initiale et conditions au bord

Pour pouvoir définir un probléme bien posé du point de vue émagtlique, les équations d’évolution (1.3)
et (1.5) doivent étre complétées par une condition initigle, 0) = wug(z) et des conditions au bord. Un
choix typique de condition initiale est une solution unifar en espace.€. un mélange homogene dans le cas
de Cahn-Hilliard) perturbée par des fluctuations aléataiie moyenne nulle (qui peuvent correspondre par
exemple a des impuretés du matériau).

Pour les conditions au bord dans le cas de I'équation de Edhard, il est raisonnable de supposer
'absence de flux de masse a travers le bord et des « condéiohsrd naturelles » pour, i.e. (en utilisant
queh = —kVw)

n-Vw=0 et n-Vu=0 surof,

ou n représente la normale @&? dirigée vers I'extérieur. Avec ces conditions au bord, deetjNeumann
homogéne, I'équation de Cahn-Hilliard conserve la masse,

T Qu(:r:,t) dr =0,
pour toutt > 0. D’autres conditions au bord sont également considérassfi¢ges notamment du point de
vue mathématique :

— conditions au bord périodiques : dans ce cas, le donmiest und-parallélépipéde et et w sont
périodiques. Ce type de condition au bord est trés intémessa la masse est conservée et I'on évite
les problémes de bord ; dans les modéles de type Gurtinsléarits la Section 3.1, ces conditions sont
naturelles, a cause des termaesvdu etb - Vw qui ressemblent & un terme convectif et qui posent des
difficultés pour d’'autres type des conditions au bord ;

— conditions de Dirichlet homogene, qui s’écrivent

u=0 et w=0 surof.

L'inconvénient de ces conditions au bord est que la masst ples conservée ; par contre, elles sont
appréciées des mathématiciens car elles simplifient yapahathématique tout en gardant I'essentiel
des caractéristiques de I'équation ; elles sont utiliséeserpemple dans [22] pour I'équation de Cahn-
Hilliard visqueuse et dans [105] pour I'étude asymptotiged'équation de Cahn-Hilliard avec terme
inertiel ;

— conditions au bord dynamiques : ce type de conditions nsmlplus finement l'influence du bord du
domaine sur I'évolution ; elles s’écrivent typiquementifymar exemple [86, 152]) :

Ysur = osAju — gi(u) —n-Vu et n-Vw=0 suros?,

ol v, eto, sont des constantes positivegyeest un potentiel (quadratique, typiquement, de sorte que

gs est affine). Le terme) | désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami sur le bord. Loesg = o, =

gs = 0, on retrouve les conditions au bord de type Neumann poutéquation surw traduit toujours

la conservation de la masse.
Pour I'équation d’Allen-Cahn, on considére habituelleinggs conditions au bord de type Neumann homo-
genesite.n - Vu = 0), et les variantes ci-dessus. Remarquer que I'équatiotietiACahn ne posséde pas la
propriété de conservation de la masse.

1.1.3 Choix du potentiel
Un choix typique de potentiel est donné par la « solution liégu» [50, 81]

fu) =0ulnu+ (1 —u)In(l — u)] + 260.u(l — u), (1.6)
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ouwu € [0,1] est la fraction massique d'un des deux composdhta,température absolue &t > 0 une
température critique (la constante de Boltzmann a été pgake a 1). Poud > 6., f est convexe, et les cas
intéressants correspondent & 6., températures pour lesquellgsest un double-puits et pour lesquelles la
décomposition spinodale peut étre observée.

Pour I'étude mathématique, on préfére souvent pour desnaide symétrie utiliser la concentration re-
normaliséer = 2u — 1 € [—1, 1]. Dans ce cas, le méme potentiel s’écrit (& une constante quiesst sans
importance)

f(a) = g [(1+a@)In(1+a)+ (1 —a)In(l —a)] + %(1 —a?). (1.7)
Avec ce choix, on a .
(i) = gln G i Z) G, @e(=1,1), (1.8)

Avec cette expression, podr < 6., f' admet une unique racine strictement positive- 0, et l'intervalle
spinodal est—~,v], ouy = /1 — 0/6. est 'unique racine positive d&’. On a en particulied < v < 8 < 1
et f'(v) < f(B) (cf. Figure 1.2).

FIG. 1.2 f/(s) = §In(32) — O.s
Pour simplifier I'étude mathématique et les simulations éuques, on préfére souvent utiliser une ap-
proximation de ce potentiel par une fonction définie RByrtypiguement un polyndme, qui est obtenu par
exemple en tronquant la série de Taylor définisgafn0]. Une hypothése standard [183, 22] est de chgisir
sous la forme

2p
flw) = an' (ag >0), (1.9)
i=0

avecp € N*. Le plus petit entiep pour lequelf peut étre un potentiel double-puits est= 2, et ce cas
particulier est trés largement utilisé, notamment sousraé

fu) =c(u? =12 (c>0), (1.10)

cas dans lequel les deux minima fisont atteints ea-1. Ce dernier choix de potentiel est également pleine-
ment justifié lorsque I'on considére les modéles a intertiiffase comme des versions relaxées de modeéles
a interface nette, et que I'on s'intéresse au passage aite im— 0. Ce passage peut étre d’ailleurs justifié
rigoureusement pour beaucoup de modeéles, avec une natitaliadéquate (voir [187, 77] et les références
citées).

Comme le remarquent Grinfeld et Novick-Cohen (cf. [L08gtude de I'équation de Cahn-Hilliard (1.5)
avec/ défini par (1.10) contient tous les cas pest un polyndme de degré 4 définissant un double-puits, par
translation et homothétie du paramétreEn effet, sif est défini par (1.9) avee= 2, on a

f'(w) = dag(u® + bu® + cu + d),
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avech, ¢,d € R; on peut récrire cela

f(u) = 4ay

b\> /b b3

-] —(=- d——1.
<u + 3> ( 3 c> u + 57
De plus, f définit un double-puits si et seulementféia exactement trois racines réelles, ce qui impose que
f" posséde exactement deux racines rédlles;’? /3 — ¢ > 0. En posant

1 b B\
u=—|u+=-)avecu=|——c > 0,
i 3 3

et en définissanf’ () = f’(u), on trouve que
f(a) = daqp® (@ — @) + C, (1.112)

pour une constant€’ € R qui dépend deu, b, ¢ et d. Pour I'équation de Cahn-Hilliard (1.5), on peut
supposer sans perte de généralité Gue- 0, puisque I'on considéere seulemedtf’(u). On retrouve alors
bien un potentiel du type (1.10), et I'équation vérifiée past

% :ﬂ(Af'(&)—aAﬁ), e, t>0,
avec ouf est défini par (1.10) avee = a4u%. En revanche, pour I'équation d’Allen-Cahn, la constafita
une importance dans la dynamique (par exemple dans I'éwitiesdabilité des « traveling waves » — voir, par
exemple, [182]) et la simplification s’arréte a la forme (1.1

Plutét que de simplifier le potentiel logarithmique en unepdiel polynomial, une autre démarche est de
le généraliser. Dans [123], le caractére bien posé de lteude Cahn-Hilliard avec conditions au bord de
type Neumann est établi pour des potentiels du type = [(u) + g(u), ou 5 : R — (—o0, +0o0] est une
fonction convexe propre semi-continue inférieurement eéR — R est une fonction de clasgeé' positive et
dont la dérivég;’ est globalement lipschitzienne. Dans ce ¢dsys 95 + ¢’ peut étre multivalué. Ce type de
potentiel comprend en particulier le potentiel logarithog (1.6), le potentiel polynomial (1.9), et le potentiel
suivant :

Fu) = {290u(1 —u) si0usl,
+00 sinon

Ce dernier potentiel peut d’ailleurs étre vu comme un cagdiaiu potentiel logarithmique (« deep quench
limit »), puisqu’on peut I'obtenir & partir de (1.6) en faisdendref vers0. Dans [101], le type de potentiel
f(u) = B(u) + g(u) est également considéré, avec des conditions au bord dgnesni

1.2 Un contre-exemple au principe de comparaison pour I'écation de Cahn-
Hilliard

Un caractére indésirable du modéle de Cahn-Hilliard avebilitéo constante et potentiel régulier est
'absence d’un principe du maximum, contrairement a ce qudasse pour I'équation d’Allen-Cahn. Cela
est souligné par plusieurs auteurs, comme par exemple H@oben [157], qui propose de considérer des
mobilités de typeM (u) = 1 — u? avecu € [0, 1] (dans ses notations) pour pallier ce probléme. Debusstiche
al. [71] le remarguent également, pour des modeéles de Cahiatdiitochastiques.

Nous proposons ci-dessous un exemple qui confirme cettmatfon, dans le sens suivant : si la donnée
initiale est & valeurs darfs-1, 1] et la nonlinéarité esf(u) = u® — u, alors la solution: de I'équation de
Cahn-Hilliard ne reste pas nécessairement a valeurs[ddns].
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Considérons le probléme de Cauchy pour I'équation de Caltiardl avec conditions de Neumann sur
Q= (-L/2,L/2) (L >0):

Uy = [f(u)]:m? — QUgzry zeQ, t>0,
ug(z,t) =0,  Ugga(z,t) =0, x €, t>0, (1.12)
u(x,0) = uo(z) x € (),

ou f : R — R est un polyndme de degré impair a coefficient dominant strient positifa > 0 etug : Q —
R est la donnée initiale.

Remarquons que toute constamte= ¢ est solution de (1.12) pour la condition initialg = ¢. Comme
la fonctionnelle d’énergie associée a (1.12) est la mémequel’équation d’Allen-Cahn (1), il est légitime
de se demander si on a un principe de comparaison pour (Pa@exemple, sf(y) = v*> — y (y € R),
u = 1 etu = —1 sont deux solutions particuliéres de (1.12) ; a-tu@n, t) € [—1, 1] pour tout(z, t) dés que
uo(x) € [—1,1] ? Cela est faux en général. On a en effet, de fagon élémentaire

Proposition 1.1 On suppose qug¢ : R — R est un polyndbme de degré impair a coefficient dominant strict
ment positif et quer > 0. Pour toutm € (a,b) avec—oo < a < b < +o0, il existe une solution

we C®(|=L/2,L/2] x Ry)

du problemeg(1.12)telle queL ™! [, uo(x) dz = m, ug(x) € (a, b] pour toutz € Q etw(0,t) > b pourt > 0
assez petit.

Démonstration.Soitm € (a, b). On construituy € C*([—L/2, L/2],R) paire telle quei(z) = b — z* au
voisinage der = 0, up = c au voisinage de-L/2, avecc € (a,b), up(x) € (a,b] pour toutz € [—L/2, L2]
et ! Jo uo(x) dz = m. Par régularité parabolique (voir par exemple [115]), iture solutionu de (1.12)
vérifieu € C*°([~L/2,L/2] x Ry) dans le sens ot € C*(R,,C'[~L/2, L/2]) pour toutk,l € N. Par
conséquent, la premiére équation de (1.12) est encoreévénific, t) = (0,0) et donc

u(0,0) = £ (u(0,0))uZ(0,0) 4+ f'(w(0,0))tzps (0,0) — QUzzze(0,0).
Comme par construction(x, 0) = b — % au voisinage de = 0, on a

Uy (x,0) = —4a3, Uge(2,0) = —1222 etugyer(x,0) = —24.

Ainsi,
ut(0,0) = 24 > 0.

D’autre part, pour tout > 0, il existe&; € (0,t) tel que
U(O, t) = U(O, 0) + tUt(O, 0) + tzutt(ov 515)/27
doncu(0,t) = b+ 24at + o(t) et ainsiu(0,t) > b pourt > 0 assez petit, comme annonceé. O

Remarque 1.1 Dans la démonstration ci-dessus, on a essentiellemersteu#l fait que le probleme; =
—aug. NE Satisfait pas le principe de comparaison

<u(x,0)20 VweQ):(u(x,t)ZO V€, Vt20>

gue I'on a pour le second ordriee. pour I'équationu; = au,, (avec conditions de Neumann). On n’a pas
utilisé la forme spécifique de la nonlinéarité (mais pluttégularité).
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Remarque 1.2 Le contre-exemple ci-dessus avec conditions de Neumamnifaigalement un contre-ex-
emple pour des conditions au bord périodiques puisque it pa

w(=L/2,t) = w(L/2,t), ¥t> 0.

Plus généralement, on remarque que I'argument est locabiainage de(x,t) = (0,0), de sorte que le
contre-exemple est indépendant des conditions au bordieboll s’applique également pour des conditions
dynamiques au bord (comme considérées par exemple danstlarS4.1), et il peut s’appliquer en toute
dimension de domaine.

En I'absence d’'un principe du maximum pour I'équation de rEHlilliard, un des moyens standard pour
obtenir des estimations> des solutions est d'augmenter la régularité de la conditidiale, et d'utiliser
des injections de Sobolev (typiquement, on utilise Q) c C°(Q) si Q est un domaine borné de?

(1 < d < 3) abord lipschitzien). Une autre alternative est de modifienon-linéarité a l'infini, comme
dans [45].

1.3 A propos des solutions stationnaires du probleme d’Alle-Cahn

Rappelons quelques résultats sur le probléme modéle

{€2Au =ud —wu, dansQ

(1.13)
Opu =20 surof,

ou 2 est un domaine borné @ (d € N*) ete > 0.

Tout d’abord, lorsqué) = R? (cas limite dans lequel on remplace la condition au bord denNean par
d’autres conditions adaptées) on remarque que la preni@iién est invariante par translation et rotation
surz € R? et par la symétrier — —u. Dans ce cas, par homothétie— z/c on peut se ramener au
case = 1. Ces invariances, et plus généralement, la connaissascsotigions de (1.13) sik? donne des
informations intéressantes sur ce qui peut se passer erirmbwné. Par exemple, podir= 1, une solution
explicite de?u,, = u3 — u surR est donnée par

X
u(x) = tanh (\/55) (1.14)

PourQ = R¢, une conjecture de De Giorgi sur la symétrie de transitiomattaines solutions de (1.13) a
été abondamment étudiée (cf. [85] et références citéedje cenjecture revient a savoir si, sous certaines
hypothéses, I'on peut se ramener a une solution de la forrhé)(1

Cependant, une question telle que troutartesles solutions de (1.13) pour un domaine borné (par
exemple, lorsqué est une boule d&? pourd > 2) semble ouverte, méme si beaucoup de résultats sur la
multiplicité de solutions existent (cf., par exemple [128]es références citées). Un résultat de Henry [116]
assurant que pour un domaine générique, toutes les saute(i.13) sont hyperboliques, est a cet égard trés
intéressant (voir également [44] pour un résultat singlédrsque la non-linéarité est générique, le domaine
étant fixé). De tels résultats sont directement liés a la céhgmsion qualitative de la dynamique de I'équation
d’évolution.

De maniére beaucoup plus élémentaire, on peut remarqusi Quest un disque dB?, le probléme (1.13)
est invariant par rotation ; d’autre part, il est facile dentner que poue > 0 petit, (1.13) admet une solution
non radiale, et plus précisément, une solution impaire ndie fvoir par exemple [112]), de sorte que par
rotation, le probléme admet un continuum de solutions (glife 2.3). De méme, si I'on remplace la condition
de Neumanrd,,u = 0 par des conditions périodiques sur le tore, le problémengatiant par translation :
poure > 0 petit, le probléeme associé a une solution non constantea &gpalation, on a un continuum (méme
en dimensionl = 1).

En relation avec le principe de comparaison valable pourdblpme d’'évolution, on peut remarquer :
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Proposition 1.2 Soit$2 domaine borné d&? (1 < d < 4) a frontiére lipschitzienne. Toute solution varia-
tionnelleu € H'(Q) de(1.13) i.e. telle que

/62Vqu0d:U—i—/(u3—u)gpd:U:0 Vo € HY(Q)
Q Q

est a valeurs dank-1, 1].

Démonstration.L’hypothése que? est a frontiére lipschitzienne et le fait qde< 4 garantissent I'injection
de Sobolevi7 ' (Q) ¢ L*(€2), de sorte que toutes les intégrales ci-dessus ont un seefioBity = (u—1) 4,
de sorte que

/962 IVl 1, . y(ey>1) dz + /Q(U?’ —u)(u— 1)y y@)>1ydz =0,
On a une contradiction §iz : u(x) > 1} est de mesure 0, car(u® — u)(u — 1) > 0siu > 1. O

Lorsqued = 1, le probléme (1.13) admet un nombre fini de solutions, que $ait déterminer plus ou
moins explicitement a I'aide de fonctions elliptiques. €sultat est fondamental, car la connaissance de ces
solutions permet de décrire finement la dynamique de I'éguat évolution associée : on pourra consulter
par exemple [115] pour la description de I'attracteur dartak des conditions au bord de Dirichlet, et [91, 42]
pour la dynamique des états métastables.

L'argument de la démonstration, que nous rappelons ciedessepose sur une méthode de tir et semble
remonter a Chafee et Infante [52] qui ont établi le résulirde probléme avec des conditions au bord
de Dirichlet. L'argument peut s’étendre & d’autres prol@érstationnaires en dimension 1 ayant une structure
proche : probleme de Cahn-Hilliard, bien que I'argumentsiois technique [51, 127, 108, 157, 177], équation
de Sivashinsky [159], probléme de croissance épitaxid®®][1. . Par contre, il ne semble pas pouvoir étre
appliqué au probléme de Swift-Hohenberg ou au probléme dmphie phase cristallin considérés dans le
Chapitre 7 pour garantir un nombre fini de solutions en dinoensn.

Théoréeme 1.1Si Q2 = (0, L), le probléme(1.13) admet un nombre fini de solutions. Plus précisément, si
L/e € (km,(k + 1)x] pour unk € N, alors 'ensemble des solutions €8t +wg, tw;, fws, ..., twy}, ou

les fonctionsw; sont telles quew;, w3, ws sont impaires etvg, wa, w4, we, ...SONt paires par rapport au
centre d&?, et chaquew; est2L/(ej)-périodique (pourj = 0, wy = 1).

Démonstration.Par régularité elliptique, toute solution variationnelke (1.13) est une solution classique. En
posantu(z) = u(x/e), on est ramené a trouver les solutians C2([0, L/<],R) de

{um =ud —u x € (0,L/¢) (1.15)

Uz (0) = uz(L/e) = 0.

Onremarque que (1.15) admet les solutions consta@niesu —1. Pour le cas général, on considére la solution
maximaleu € C?([0,z%),R) (a € R) du probléme de Cauchy
u'(2) = u(z) —u(z), x>0,
u(0) = a, (1.16)
u'(0) =0,

et on va chercher les racines de En multipliant (1.16) par/(x) et en intégrant entré et z, on trouve

WOF @ w0 10 veepa,
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ce que l'on récrit en changeant la constante d’intégration

/ 2
(u (;)) - i (u2(z) —1)° - i (a>=1)° Vae0,2%). (1.17)
D’aprés la Proposition 1.2, on peut se concentrer sur lea eas-1, 1], avec de plus ¢ {0, 1, —1} puisque
I'on connait déja les solutions constantes. D’autre partlgpsymétrie: — —u du probléme, on peut supposer
a > 0. Remarquons que’(0) < 0, doncu atteint un maximum strict em = 0. Soitz, € (0,z7) le premier
point tel queu(z,) = 0 (il est clair qu’un tel point existe, car tant queest a valeurs dan(®, 1), on au” < 0).
On av/(z) < 0 pour toutz € (0,z,), et d'aprés (1.17),

W (@) = —— S w2 @) = 1) = (> = 1)? Va € [0, 4],

V2

et donc

V2 do

/um V@2 =1 — (a2 - 1)°

=z Vzel0,z,] (1.18)

En particulier,

/“ V2dw .
o e @

ce gue l'on peut récrire

. _/1 V2do
b JOI-A)2 -2+ 0?)

On en déduit que — z, est continue et strictement croissante $ur ). En particulier pour tout € (0, 1),

1
do m
li = — =2 1.19
wa>air(r)1+ma /0 o2 5 ( )
etlim,_,;- x, = +o0. Par unicité pour le probleme de Cauchy (1.16) et par symégidurz € [z,,2x,],
on au(z) = —u(2z, — x), et la premiére racine strictement positiveudgr) est donz,. De méme, pour
x € [2x4,41,], On au(x) = —u(x — 2z,). Ainsi, u estdz,, périodique, les racines dé sont0, 2x,, 4x,,
6xq, ...

SiL/e < m, d'aprés (1.19), on ne peut pas trouverade (0, 1) tel que2z, = L/e. SiL/e € (km,(k +
1)}, (k € N*), lesk solutions du probleme sont donneés pay, = L/¢, 4z,, = L/e, ... ,2kx,, = L/¢,
avecl > a; > az > --- > a > 0. A chaque racine; correspond um; et le résultat est démontré. [

Remarque 1.3Si L/e > m, on peut montrer que seules les solutions stationnaifesont stables pour le

probléme d’évolution. D’autre part, I'intégrale (1.18} age intégrale elliptique, que I'on sait calculer par des
fonctions elliptiques.

1.4 De I'équation d’Allen-Cahn vectorielle au flot des applkations harmo-
niques

SoitQ2 un domaine borné de" (n > 1). Considérons la version vectorielle suivante de I'éaurati’Allen-
Cahn : trouvern :  x Ry — R™ (m > 1) solution de

1
up = Au+ —u(l - lul?) dansQ x R, (1.20)
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ou |-| désigne la norme euclidienne dak§. Ce systéme d'équations aux dérivées partielles est codegbéar
une condition initiale et des conditions au bord adéquadesifhann homogene ou Dirichlet non homogéne).
Comme dans le cas = 1, I'équation (1.20) est un flot de gradient de la fonctionmell

1 1
B.(0) = [ 51VoP + 5(ol? ~ )P da

pour le produit scalaird.?(€2). Lorsquem = 1, en faisant le changement d’'échelle de temps,t) =
w(z,e2t), on retrouve I'équation d’Allen-Cahn classique

wy = 2 Aw + w(l — w?) dansQ x R, (1.21)

Pourm = 2, I'équation (1.20) est attribuée a Ginzburg et Landau [130]

Intéressons-nous maintenant au comportement asympeadigla solution:. de (1.20) lorsque — 0.
Lorsquem = 1 etn > 2, un raisonnement heuristiqgue da historiquement a Allenadtn(J49] montre que
u. Séparef) en deux régions ou. ~ +1 etu. ~ —1, respectivement, et l'interface entre les deux régions
se déplace avec une vitesse normale égale a la courbure neofiena la somme des courbures principales).
Ce raisonnement heuristique a été rendu rigoureux daneptapapiers (cf. [68, 43, 119] et les références
citées), et I'équation limite peut étre décrit en toute galité comme le flot par courbure moyenne au sens de
Brakke [36].

Le résultat Bronsard et Kohn dans [43] utilise une hypottidséypecE.(u.(0)) < M < oo pour la
condition initiale. Leur démonstration est basée sur dethodés d'énergies et sur des idées développées
antérieurement pour le probléme stationnaire. On sait feh gfiec E. I'-converge vers un probleme de pé-
rimétre (cf. [154] et les références citées dans [43]), peguel 'équation d'évolution associée est le flot de
courbure moyenne. Le résultat pour le probléme d’évolutistrdonc attendu, sauf gu’il se produit moyennant
un changement d’échelle de temps. En effet, le flot de gradig®2) dec E. s'écrit

1
vy = eAv+ ~v(1 — v*)  dansQ x Ry,
€

et I'on retrouve la bonne échelle de temps, celle du probl@n2®), en posani(xz,t) = v(z,e ).

Notons que lorsque: = 1 etn = 1, I'interface est réduite a des points et il n'y a pas de cowbdans ce
cas, le déplacement des interfaces est plus lent que n'tengoelle puissance de comme cela a été montré
rigoureusement [42, 91]). Il s’agit d’'un phénomenenagé&tastabilité dynamique

Pourm = 2 etn > 2, cas de I'équation de Ginzburg-Landau complexe, Bethuggn@i et Smets ont
décrit en toute généralité (pour le domaie= R"™) dans [29] la limite asymptotique de la vorticité de
lorsques — 0, sous I'hypothese

1
loge]

La encore, ce résultat est basé des résultats plus ancianéeparobléme stationnaire décrivantlldimite

des fonctionnelledog e|’1 E. [26], ainsi que des résultats antérieurs de convergenadgptobléme d’'évo-
lution (cf. [173] et les références citées). La difficulté @emprendre le cas limite vient de la présence de
singularité ponctuelles (vortex) dans I'équation limites singularités expliquent également la présence du
terme|log ¢|. Noter qu’un changement d'échelle de tempsleg | est encore nécessaire pour passer du flot
de gradient dev. au flot de gradient limite.

Ces probléemes d’échelle de temps et les résultats de cemarg@symptotiques évoqués ci-dessus sont
liées a une question plus générale posée par De Giorgi darait@es 70, qui consiste a relier le flot de
gradient d’'une famille de fonctionnelles, et le flot de gradient dé", lorsqueE. I"-converge verg”. Un
critere général répondant a cette question, et basé sur ébeaes d’énergie, a été donné par Sandier et
Serfaty dans [173].

(ue(0)) < M < 0.
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Pourm > 3, il n'y a plus de phénoménes de concentration, et la fonatdtha d’énergieF. T'-converge
vers la fonctionnelle des applications harmoniques, d&fiar

{fQ \Vul*dz  si|ul = 1p.p.,
Ep = :
+00 sinon

Dans ce cas, le flot (1.20) converge vers le flot des applitatiarmoniques défini par (11). Notons cependant
que si le probleme de la limite asymptotiquewdeest plus simple lorsquer > 3 (par rapport au cas, = 1 et

m = 2), cela n'exclut nullement I'existence de singularitésest problémes de non unicité pour les solutions
(faibles) du flot des applications harmoniques, des la daoendeux de domaine (cf. Section 8.2).
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Chapitre 2

Convergence vers I'équilibre pour des
systemes discretisés en temps
(articles [12, 17])

Dans [12, 17], nous nhous sommes intéressés au probleme devargence vers I'équilibre pour des
discrétisation en temps de flots de type gradient. L'outileegiel est I'inégalité de tojasiewicz pour des
fonctions réelles analytiques. Avant de résumer les ritsuttbtenus, nous rappelons quelques généralités sur
les flots de type gradient.

2.1 Convergence vers I'équilibre pour des flots de type gradnt
Comme probléme modeéle, considérons le flot de gradient

U'(ty=-VF(U(t)) t>0, (2.1)

oulU = (uy,...,uq)t, F € CHH(RER) et

loc
OF OF OF \'
F=—\—.,...,— | .
v <8u1’ au27 ’ aud>

En faisant le produit scalaire de (2.1) pat/’(¢), on voit que

S pwe) = - ')

2
dt '

(2.2)

ou ||-|| est la norme euclidienne daR$. En particulier,/” (U (t)) décroit. On en déduit (cf. [112]) que&iest
une solution de (2.1) qui est bornée fur+-co), alors 'ensemblev-limite de U (0), défini par

w(U(0) ={U* e R? : 3t, — 400, U(ty) — U*},
est un compact connexe non vide inclus dans I'enseildes points critiques d&, défini par
S={U*eR? :VF(U*) = 0}. (2.3)

Si S est discret, cela implique qué(t) a une limite lorsqueé — +oo. Si S n'est pas discret et qué > 2,
ce n'est plus nécessairement vrai, comme on le sait depbjsl@®] (lorsquel = 1, c’est toujours vrai, par
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monotonie). La fonction suivante (voir Figure 2.1), doneéecoordonnées polairés §) dansR?, fournit un
contre-exemple ou une trajectoire est explicite (cf. [11SB]1:

4 . .
e—l/(l—T’Q) |:1 —_ 47"4-1—%+7’2)4 sm(@ — ﬁ) SIr < 1

F(r,0) = { (2.4)

0 sinon

En effet, F € C(R?\ {(0,0)}) N C*(R?), F(r,0) > 0 pourr < 1 et tout point du cercle = 1 fournit
un minimiseur global. D’autre parf’ admet un nombre fini de points critiques tels que 1 (en particulier,
I'origine et tout maximum global dé"). On peut vérifier que la courbe d’équatién= 1/(1 — r2) est une
trajectoire solution. Comme(f) — 1 lorsqued — +o00, son ensemble-limite est le cercle unité. De plus,
comme deux trajectoires ne se coupent pas, pour toute mondittiale telle quer(0) est assez proche de
'ensemblew-limite associé est le cercle unité.
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Fic. 2.1: la fonction « Mexican hat »

Un résultat de tojasiewi¢Z136, 137] montre que S est réelle analytique, alors toute solution bornée
de (2.1) converge vers un point critique filorsquet — +oo : en particulier, le phénoméne ci-dessus ne
peut pas se produire. Ce résultat repose sur I'inégalitéasta :

Définition 2.1 (Inégalité de tojasiewicz) On dit queF € C!'(R% R) satisfait 'inégalité de tojasiewicz au
voisinage dd/* s'il existeo > 0, ¢z, > 0 etd € (0,1/2] tels que pour tout” € R? vérifiant ||V — U*|| < o,
ona

|F(V) = FUNH"" < e [VE(V) - (2.5)

Lojasiewicz a montré que i est réelle analytique au voisinage g, alors F' satisfait I'inégalité de toja-
siewicz au voisinage dé* (pour un exposartt qu’on ne connait pas explicitement en général). Il s’agind’
résultat difficile (lorsqué/* est un point critique, bien sdr, ce qui est le cas d'intérét).

Remarque 2.1 (Exposant de tojasiewicz) 'exposantt apparaissant dans I'inégalité (2.5) est apgeigo-
sant de LojasiewicPar exemple, si'(U) = ||U||” avecp > 2, alorsF satisfait I'inégalité de tojasiewicz en

*consulter également la page web de M. Costet(@ :// perso. univ-rennesl.fr/mchel.coste/), qui a ré-
crit [137] pour le rendre plus accessible
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U* = 0 pour I'exposant (optimaly = 1/p. Remarquer que di" satisfait I'inégalité de tojasiewicz pour un
exposan® € (0,1/2], alors elle la satisfait également pour tous les expogérts 0, 8] (quitte & changer les
constantes etcy). Par contre, il n’existe pas toujours un exposant optinatr pequel I'inégalité est vérifié :
par exemple, si = 1 et F(U) = |U|” (In|U|)~!, avecp > 2, alors F' satisfait I'inégalité t.ojasiewicz pour
toutd € (0,1/p), mais pas pouf = 1/p. On pourrait envisager des exposafts (1/2,1], comme le font,
par exemple, Attouch et Bolte [21]; cependant, pour unetfon@nalytiqueF’ non constante, au voisinage
d’un point critiqueU*, I'exposantd est nécessairement 1/2, comme on peut s’en convaincre par un déve-
loppement limité erU/* selon une direction o’ n’est pas constante. Aingl, = 1/2 est génériquement le
meilleur exposant possible.

Une fois l'inégalité (2.5) établie, la preuve de la convege est élémentaire. En effdt(U(t)) décroit
vers une limiteF™*, que nous supposerons égale sans perte de généralité. Spjt— +oco etU* € S tels
queU (t,) — U*, et en particulierF* = F(U™*). On choisitn assez grand pour que

|U(tn) —U || <0/2 et c,0 ' FU(t)) <o/2,

et 'on pose
tT =sup{t >t, : |U(ty) —U*|| <o Vs€ [tn,t)}.

Pourt € [t,,t1),

—EF(U(t))e = —0U'(t), VEU ) FU ()",
> 0|U' @) IVFU @) FU @),
> be UG-
En intégrant, on obtient ainsi
F(U () — FU®) > be;! / U7 ()]] ds = bz U (k) = U], (2.6)

pour toutt € [t,,t"). Celaimplique quet = +oo, sinon||U(t") — U*|| = o d’'une part, et
[UE) = U*|| < [JUE) = Uta)|| + 11U () = U*[| < o,

d’'autre part, par le choix dg,.

L'exposantd, lorsqu’il est connu, permet également d’obtenir e de convergenoeers I'équilibre. En
effet, d'aprés (2.1), (2.2) et (2.5)(¢t) = F(U(t)) > 0 satisfait au voisinage d&é* 'inégalité différentielle
y'(t) < —2y?*1=9 de sorte que pout € (0,1/2), on a0 < y(t) < C(1 +¢)~1/(1=20) 'pour une constante
C > 0. D’autre part, d’aprés (2.6), pour touissez grand|U (t) — U*|| < 6 te, F(U(t))?, et on en déduit
que

|U(t) = U*|| < C' A +)"90=20 " vt >0,

Lorsqued = 1/2, on trouve de méme que
\U®) —U*|| <C"(e™), Vt>0,

pour des constant&s” > 0 eta > 0. Ces taux de convergence sont optimaux, dans le sens otFoyr=
|U|” en dimension 1, la solution de (2.1) est

(t) = U(0)e=2 Sip =2,
(U0~ + (p— 2)pt) " sip>2.
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En dimension finie, le résultat de convergence, sa démdinstrainsi que I'obtention des taux de conver-
gence se généralisent a des systemes différentiellesdamdagne fonction de Liapounov stricte qui satisfait
une condition d’angle : cf. par exemple, [19, 23]. Le systddifférentiel du second ordre de type gradient

eU"(t) +U'(t) = =VF(U(t)), t=>0,

ou ¢ est une constante positive peut ainsi étre inclus dans wadkee [23]. Des systemes dissipatifs sortant
de ce cadre mais ayant une structure proche peuvent pafeigsa@tés de maniere similaire : c’est le cas du
systeme semi-discrétisé en espace des équations de dihrgrGurtin traité dans [9] (cf. Théoréme 3.2
ci-dessous). Des systemes de type gradient et asymptotaieutonomes, comme

eU"t)+ U (t)+ VE(U(t)) = G(t), t>0, (2.7)

oue > 0 etG(t) — 0dans un sens approprié, peuvent également étre traitf8c118]). Le systeme obtenu
par semi-discrétisation en espace de I'équation de Caltiardiavec terme inertiel, qui a une structure proche
de (2.7), a ainsi été traité dans [13] (cf. Théoréme 4.4 stdas).

Le résultat de Lojasiewicz a été étendu a des équationsldtéumen dimension infinie (comme I'équation
de la chaleur semi-linéaire) par Simon [175]. Plus tardddabi [121] a simplifié la preuve de Simon et a
ouvert la voie a tout un champ d’applications qui est actmedint encore en essor (voir, par exemple, [150,
118, 61] et les références citées). L'inégalité de tojamizvest alors établie dans des normes adaptées, et
les taux de convergence également. Notons la différence eette approche et des résultats génériques de
convergence vers I'équilibore comme ceux de Lions [135] oBdmovsky et Polacik [44].

Etant donné le succés de la méthode pour des systémes dyesnciontinus, la question se pose de sa-
voir dans quelle mesure on peut I'adapter a des systemesnitymes discrets. Cette thématique semble plus
récente, mais est amenée a se développer : un des premiars @Eiptéressant a cette question est, a ma
connaissance, [19], dans un contexte d’optimisation. RBémas discrets en temps utilisant l'inégalité de
tojasiewicz pour montrer la convergence vers I'équilibpparaissent dans [92, 172]. Dans [21], Attouch et
Bolte ont montré la convergence de I'algorithme proximalssdes conditions trés générales, et ont également
obtenu des taux de convergence. Notons que I'algorithmerpad n’est autre que le schéma d’Euler implicite
appliqué a 'EDO (2.1). Boltet al. ont généralisé ce résultat en dimension infinie dans [30hsD&2], de
maniére indépendante, nous avons démontré des résuftalsireis a ceux de [21, 30] dans des cas particu-
liers, et nous les avons appliqué a des discrétisations ’BDtamment I'équation de Cahn-Hilliard (pour
une discrétisation totale) et I'équation d’Allen-Cahndjpieme semi-discrétisé en temps). Dans [17], nous
avons montré la convergence vers I'équilibre pour la setutiu schéma d’Euler implicite appliqué a (2.7),
retrouvant ainsi dans un cadre discret le résultat de GHi#redoubi. Nous détaillons ci-dessous les principaux
résultats obtenus.

2.2 Convergence vers I'équilibre pour des schémas discretxas du flot de
gradient

Le schéma d’Euler implicite appliqué a (2.1) s’écrit : péir € R? donné, la suitéU™),,cn satisfait

UnJrl —_yn

— _ n+1 >
N VEU™Y, n>0, (2.8)

ou At > 0 est le pas de temps.
Exemple 3 (Un contre-exemple numérique)La Figure 2.2 montre une simulation effectuée pour le schéma
d’Euler implicite appliquée a la fonction « mexican hat » digfipar (2.4). Le pas de temps &st = 0.05,

la condition initiale est = 0.01, 8 = 0, et j'ai effectuél.5 milliard d'itérations. La solution est en pointillés
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FIG. 2.2: Euler implicite pour la fonction « Mexican hat »

noirs, et les autres lignes représentent des lignes dewndeda fonction. Noter que la solution s’approche
du bord rapidement (elle atteint~ 0.9191 en 36 secondes), puis commence a spiraler trés lentement en
s'approchant du bord.

La Figure 2.2 indique que I'on peut s'attendre a des contezaples du méme type pour le systéme discrétisé
gue pour le systeme continu — méme si un tel contre-exempl pas forcément immédiat a expliciter. Il est
donc naturel de chercher des conditions sur la fonckigyour garantir que la suitd/™) définie par (2.8) ait
une limite.

Pour obtenir une solution a I'équation (2.8), il est plugigree de I'écrire sous la forme d’'un probleme de
minimisation :
w-ur)®

_|_

n+1 H
argmin
U € arg |{ N

FW) : We ]Rd}. (2.9)
L'existence d’'une suite définie par (2.9) est garantie pan®te siinfps F' > —oo (sans condition supplé-
mentaire, I'unicité n’est a priori pas garantie). Toutdegatisfaisant (2.9) vérifie également (2.8), en considé-
rant I'équation d’'Euler-Lagrange associée au probléme idénisation. La réciproque n'est pas vraie, mais
si I'on dispose d’'un critere d’unicité pour (2.8) (ce qui sstivent le cas dans les applications, desfytiest
assez petit), alors les deux formulations sont équivadente

Dans [12], nous avons établi le résultat suivant,S@st 'ensemble des points critiques #e défini
par (2.3). La démonstration est une adaptation de la dénatiost du cas continu, rappelée ci-dessus.

Théoréme 2.1 (Merlet & P. [12]) On suppose qué’ € C'(R%, R) est coercive, Lelim |y oo FI(V) =
+00, et queF’ satisfait I'inégalité de t.ojasiewicz (Définition 2.1) auisinage de tout point d§. Si(U"),>0
est une suite définie pgR.9), alors il existeU* € R? tel queU™ — U* lorsquen — +oo. De plus, en notant
0 I'exposant de tojasiewicz au voisinage ¢, on a:

— sif =1/2, il existeC > 0 etar > 0 tels que

|U™ —U*|| < Ce ™At Wn > 0;
— sif € (0,1/2), il existeC' > 0 telle que
U™ = U*|| < C(nAt)~90=20) wp > 0.

31



Remarque 2.2 Le résultat obtenu parallelement par Attouch et Bolte [24] @us général sur plusieurs
points :
— il considére le schéma a pas variable At, < At,, < At* < +o0;
— il remplace I'hypothése & ¢ C'(RY,R) » par «F définie et continue sulom(F) C R? » (et la
définition de I'inégalité de tojasiewicz est généraliséecaun exposartt € (0, 1)) ;
— il remplace I'hypothése & coercive » par énfgpa F' > —oco et (U™),, bornée ».

Remarque 2.3 Dans le résultat ci-dessus, et dans la définition de I'algore (2.9), on peut remplac&?
muni de la normé|- || par un espace euclidieii de dimensioni, muni de sa norme euclidienne. En choisissant
une base orthonormée @ on retrouve I'algorithme (2.9). En particulier, on peubisir R¢ muni du produit
scalaire(X,Y) 4 = X' AY, ou A est une matrice symétrique définie positive de talllea norme||-|| est alors
remplacée par la normexX || , = (X*AX)'/2. Cette remarque est utile dans les applications (cf. exasnpl
ci-dessous).

Exemple 4 Dans [12], nous avons appliqué le Théoréme 2.1 a un schémlartant discrétisé de I'équa-
tion de Cahn-Hilliard (1.5). Nous avons ainsi pu améliorarrésultat de comportement asymptotique de
Elliott [77]. Rappelons que I'équation de Cahn-Hilliard as flot de gradient pour le produit scalaife".
Avec une semi-discrétisation en espackehocpar éléments finis (ou une discrétisation standard par-diffé
rences finies), nous retrouvons cette structure de flot dkegra et le Théoréme 2.1 s’applique naturellement.
La Figure 2.3 illustre ce résultat : elle montre la solutisgraptotique de I'équation de Cahn-Hilliard (9) sur
le disque unité, pour des conditions au bord de Neumann, lpawn-linéaritéf’(u) = u* — u, et pour un
parameétre? = 0.05. La solution est obtenue par le schéma complétement d&eEElliott [77] (€léments
finis P! « splitting » en espace, Euler implicite en temps) au bout@®ki&rations pour un pas de temps
At = 0.015. On a choisi deux conditions initiales aléatoires disésatt de moyenne nulle ; chacune de ces
conditions génére une solution asymptotique distincte.

FiG. 2.3: Deux solutions stationnaires de I'équation de Cahiinakl sur le disque unitésf = 0.05)

Exemple 5 De la méme maniére, dans [14], la discrétisation du probl@e@ahn-Hilliard avec conditions au
bord dynamiques nous a permis de mettre en évidence uneustrae flot de gradient. Avec cette remarque,
la convergence du schéma semi-discrétisé en espace et @uatbtalement discrétisé s’en déduisent (cf.
Théorémes 4.1 et 4.3 ci-dessous).

32



Exemple 6 Le cas des équations de Cahn-Hilliard-Gurtin (3.3)—(3rd)té dans [9, 15], ne rentre pas dans le
cadre ci-dessus, sauf pour certaines valeurs des coefffi¢gar exemple, en dimension 1 d’espace si b =

0). En effet, les termes de type conveetifVu, eth- Vw brisent la symétrie. Pour les résultats de convergence
vers I'équilibre des Théoremes 3.2 et 3.5 ci-dessous, nmrsalonc di adapter les démonstrations.

Nous énoncons un résultat de convergence reliant le prebtémiinu et le probléme discret.

Proposition 2.1 (Merlet & P. [12]) Soit U € C'([0,4+00),R%) une solution (bornée) d€2.1), ol F' ¢
Cllo’c1 (RY) est coercive et satisfait 'inégalité de Lojasiewicz en oimpU* dew(U(0)), de sorte que
lim U(t) =U"
t——o0
SiU* est un minimiseur local d€, alors pourAt > 0 assez petit, et poury, assez proche dé(0), 'unique
suite(UR,)» générée paf2.8)converge vers une limit€}, lorsquen — +o0, et de plus/3, — U™ lorsque
At — 0etUY, — U(0).

Remarque 2.4 Dans [12], nous avons également considéré le c#sstinéma pour la discrétisation de (2.1),
qui dans le cas particuliér= 1/2, est un schéma de Crank-Nicolson, d’ordre 2 en temps (daasfle= 1, on
retrouve le schéma d’Euler implicite). Nous avons obtertolavergence vers I'équilibre sous les hypothéses
du Théoréme 2.1, en supposant de plis> 0 assez petit ef’ € Cllo’cl(Rd) semi-convexe (cf. (2.18)).

Le Théoréme 2.1 peut s’étendre, dans une certaine mesudénension infinie (cf. [30]). Nous I'avons
montré dans [12] sur un probléme modeéle : I'équation d’Aleathn

u = Au — f'(u), dansQ x [0, +o0), (2.10)

ol © est un domaine borné d&? a frontiére lisse d € N* quelconque). LEDP (2.10) est complétée par
des conditions au bord de type Dirichlet homogéne, et nossnEy = H}(Q). La discrétisation en temps
s'écrit : soitu® € L?(Q) et pourn > 0, u"*! € V est solution de

un-l—l —u" n+1 1, n+1
= — Au"T 4 fi(u"T) = 0. (2.12)
On suppose qu¢ € C%(R, R) satisfait
3C >0, |f'(s)] <CA+]s|)P', VseR, (2.12)

oup; < 4/(d—2)sid > 3,p; < oo sid = 2, et aucune condition de croissance n’est exigee=sil. On
suppose également

Jep >0, f'(s) > —cy, Vs€eER, (2.13)
et )
! Vul~d
lim inf & > —)\;, avec A; = inf fQ’iZ’x > 0. (2.14)
[s| =400 S veV : v#£0 fQU dx

Par minimisation de I'énergie associée au probleme, pout 1/cy, 'équation admet une unique solution
u"tleV.0Ona:

Théoreme 2.2 (Merlet & P. [12]) On suppose qu¢ : R — R est réelle analytique et satisfq.12)12.14),
et quest < 1/cs. Pour toutu® € L%(12), la suite (u™),>1 définie par(2.11) converge dand’ vers une
solutionu* de Au* = f’(u*).

Remarquer que les hypothéses sont satisfaites en patipolir f(u) = u? — u lorsquel < d < 3.
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2.3 Convergence vers I'équilibre pour des schémas discretsas d’'un flot de
type gradient asymptotiquement autonome
Dans [17], en adaptant un résultat de Jendoubi et Chill [&léen dimension infinie dans un cadre

hilbertien, nous avons considéré le probléme de la conmeegeers I'équilibre pour la discrétisation suivante
du systéme différentiel (2.7XU"),>0 est une suite d&? qui satisfait

(UnJrl —2U™ & Unfl) N UTL+1 —_yn

NG At VFU™™) =g n>o, (2.15)

g

ol At > 0 est le pas de temps.est une constante positive (ou nulle) 61**1),,cy est une suite donnée dans
R¢; on suppose que' € C*(R?, R) (au moins). L'intérét de cette étude, par rapport au cas tidélgradient,
est double : tout d’abord, nous considérons un terme pertembG™ !, qui rend le systéme non autonome ;
d’autre part, méme dans le cas autonoG& (! = 0), le systéme discrétisé (2.15) ne rentre pas dans un cadre
déja établi dans la littérature.

Pour mieux comprendre le schéma utilisé, nous récrivorrd §€dus la forme d’un systéme équivalent du
premier ordre en temps :

U'(t)=Vv(t) >0 (2.16)
eVI(t) = =V (t) = VE(U(t)) + G(t) - '

Le schéma d’Euler implicite, appliqué a (2.16), s'écritita/°, V9) € R? x R% et pourn = 0, 1, 2, ...,
(Urtt vty € R? x R est une solution de

n+1 _ 17
Ut U
At
(2.17)
VnJrl _ynr
c ( N ) _ _Vn+1 _ VF(UTH—l) + Gn+1

ol (G™H1),en est une suite donnée daR$. On retrouve (2.15) & partir de (2.17), en élimin&iftet V71,
Pour le résultat de stabilité nous supposons st semi-convexe.e.,

(VEU) - VEW),U -~ W) > —cp ||U-W|?, YUW R (2.18)

pour une constante (optimale) > 0. Ici et dans la suite(-,-) est le produit scalaire euclidien sRr.
L’hypothése (2.18), que I'on peut comprendre comme uneitiondle Lipschitz unidirectionnelle (cf. [180])
est équivalent a I'hypothése que I'application

W F(W) + [ W)

est convexe. Noter que $i satisfait (2.18) pour une constantge < 0, alors F' est strictement convexe et
possede au plus un point critique. Dans ce cas, la convargaas I'équilibre est triviale. Le cas convexe,
cr = 0, a également été tres étudié (cf., par exemple, [138] etéliésaences citées). La nouveauté ici est
vraiment le cagyr > 0.

La suite(G"*+1),, satisfait

sup (TLH‘s i HGkHH2> < 00, (2.19)
k=n

neN

pour une constant& > 0. Cette condition implique en particulier q@&+! — 0 lorsquen — oo, de sorte
gue le schéma (2.17) est asymptotiquement autonome.
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Pour(U°, V%) ¢ R? donnés, I'existence d’une suite vérifiant (2.17) est gégatés quenfpa F' > —oo.
L'unicité est garantie dés queéAt? + 1/At > cp [17].
Le résultat suivant montre que la stabilité de Liapounovassurée dés que/At > cp/2. On définit
I'énergie du systeme discret par
g
E(U.V) =g |V|* + F).

Théoréme 2.3 (Grasselli & P. [17])On suppose qué ¢ C'(R%, R) satisfait(2.18) et quel/At > cp/2.
Si(U™, V™),en €st une suite qui satisfaiR.17), alors, poury > 0 assez petit,

CFAt 2

BU™, VL) <1 - u) Aty < BTV + f—; lem+] (2.20)

pour toutn > 0.

Remarque 2.5 Sie > 0 est petit, la condition de stabilit®/ At > cr/2 peut étre vérifiée sans que la condi-
tion d’unicitée /At? +1/At > cr ne le soit. En particulier, 'opérateur qui{&”, V") associgU" !, V7 +1)
via (2.17) peut étre multivalué (comme c’était le cas poalgbrithme proximal (2.9)).

Remarque 2.6 Si I est coercivei.e., lim o, (V) = +oo, alors ce résultat de stabilité implique que
la suite(U™),, est bornée, dés que=2, || G ||” < +oo.
Une fois la stabilité de Liapounov établie, la démonstratie la convergence vers I'équilibre se fait en adap-

tant la démonstration du cas continu de Chill et Jendoulji B&ppelons que I'ensemblelimite d’'une suite
(U™)p>0 est défini par :

W (U™)) = {U* eR? : Iy, — oo tels quel™ — U*} . (2.21)
Notre résultat de convergence vers I'équilibre s’énonce :

Théoréme 2.4 (Grasselli & P. [17]) Soit (U™, V"™),.cn Une suite qui satisfaif2.17)avece > 0. On suppose
que
F e CJ} (R, R) satisfait(2.18),

I/At > CF/2,
la suite(U™),,en est bornée,

P wbdPE

il existeU* € w((U™),,) tel queF vérifie 'inégalité de Lojasiewicz au voisinage té (Définition 2.1),
pour un exposant de tojasiewiéz

5. il existes > 0 tel que(G™*1), ey Vérifie (2.19)
Alors, lim,, ... U™ = U*. De plus, il existe une constantételle que pour tout, > 0,

06 9
n_ * < o = 1 ., T .
|U" —-U*|| < Cn aveca mln{1_29,2}

0 o
Remarque 2.7 L'exposanta = min {m, 5} est optimal en général.

Exemple 7 Dans [17], nous avons appliqué ce résultat a une disciiétisde I'équation des ondes amor-
tie asymptotiquement autonome, et a la discrétisationétpiéition de Swift-Hohenberg avec terme inertiel
asymptotiquement autonome.
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Chapitre 3

Equation de Cahn-Hilliard-Gurtin
(articles [9, 15])

3.1 Modele

Dans [111], Gurtin a donné des généralisations des egsalidiien-Cahn et de Cahn-Hilliard, en intro-
duisant une notion de microforced des forces a I'échelle microscopique) et des lois d’égualibour ces
microforces. Son approche permet notamment de bien digtinigs lois constitutives des lois de conserva-
tions, et autorise des couplages avec des phénoménes deatédo [145] et des phénoménes de transfert
de chaleur (voir par exemple la dérivation dans [151], basédes idées de Gurtin, et prenant en compte des
transferts de chaleur). Son approche présente de nombreinsitarités avec I'approche de Frémond [90],
dans le sens ou les équations obtenues satisfont autoeratau le second principe de la thermodynamique,
ce principe étant justement le fondement de la dérivaties.dpproches mathématiquement plus satisfaisantes
sont différentes des célébres modeles de Penrose-FifgqliGiz Caginalp [46].

Une des généralisations de I'équation de Cahn-Hilliar@mie par Gurtin dans [111] s’écrit

Ou — div(a(Z)owu) = div(B(Z)Vw) + m, (3.1)
w—>bZ)-Vw = 0u(u, Vu) — div (Ovuy(u, Vu)) + B(Z)0u — 7, (3.2)

ol = (B(Z) est un scalaire; = a(Z) etb = b(Z) sont des vecteurs @, B = B(Z) est une matrice carrée
de tailled, dépendant tous de la variatife= (u, Vu, 0,u, w, Vw) (Z est le choix de variables constitutives) ;
u est le paramétre d’ordrey est le potentiel chimiqueyy = v (u, Vu) est I'énergie libre volumique, et
m, v sont des termes sources. Les coefficights, b et B vérifient la condition de dissipativité suivante,
qui garantit que I'’équation est consistante du point de Weentodynamique : pour toutes les valeurs de
Z = (u, Vu, dyu, w, Vw),
B(Z)(0u)* + (Osu)(a(Z) +b(Z))!Vw + Vw'B(Z)Vw > 0.

Lorsqueg, a, b et B sont constants, et queest défini comme dans I'’équation de Cahn-Hilliard classique

(cf. (1.1)) par
[0
(u) = f(u) + 5 [Vul®,

ces équations s'écrivent plus simplement

Ou—a-Vou = div(BVw)+ m, (3.3)
w—b-Vw = f'(u) - alu+ o — 7, (3.4)

et la condition de dissipativité devient : pour taut R, pour touty € R,

Ba?* 4 z(a + b)'y + y' By > 0. (3.5)
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Dans la dérivation de Gurtin, la matride n'est pas supposée symétrique a priori. Cependant, dates cet
version du modele avec coefficients constants, on peut sepgans perte de généralité qhiest symétrique
(et nous ferons cette hypothése), car le terme

. 9w

1<i,j<d

est inchangé (pouw de classe”?) lorsque I'on remplaceB = (b;;)1<; j<4 Par sa partie symétriquép +
Bt)/2. La condition (3.5) implique en particulier que> 0 et queB est (symétrique) semi-définie positive.
Elle impliqgue également, lorsquie> 0 (voir par exemple [150]), que la matrice

B— BB %(abt + bat) (3.7)

est symétrique et (semi-définie) positive.

En I'absence de termes de forcage € v = 0), il est possible d’éliminetv des équations (3.3)—(3.4).
En supposant qu@:, w) est une solution assez réguliére, on appliditeBV a I'’équation (3.4), on injecte le
résultat obtenu dans (3.3), et I'on voit quesatisfait

o — (a +b) - Vou — div(BVou) + adiv(BVAw) — div(BV f'(u)) = 0, (3.8)

ou B est la matrice définie par (3.7). L'étude mathématique aaleinent été faite sur cette formulation
dans [143]. Cependant, pour I'analyse numérique, il estitrééressant de garder la formulation (3.3)—(3.4),
qui permet d'utiliser des éléments finid conformes.

Lorsquea = b = 0, 8 > 0 et B = I dans (3.8), on retrouve I'équation de Cahn-Hilliard visage
introduite par Novick-Cohen dans [156], qui s'écrit

O — kBAdu = k(A (u) — aA’u). (3.9)

Cette derniére équation se retrouve dans de nombreux nsodéleype Cahn-Hilliard. Si de plus = 0,
on retrouve I'équation de Cahn-Hilliard classique (1.5). [int de vue mathématique, le termeé\d,u est
régularisant, ce qui fait que I'étude mathématique pous 0 peut étre plus facile que le cas= 0. Ainsi,
un des moyens d'obtenir des solutions pour le modele de Eldhard avec conditions au bord dynamiques
considéré dans [152] est de considérer le modéle avec itis@isle passer a la limite (cette régularisation
est également tres utile avec un potentiel singulier Itigarigue [58]). Dans le Chapitre 5, j'étudie plus en
détail (3.9) dans le cas limite = 0 et 3 > 0 fixé.

Comme on le verra lors de I'étude mathématique qui suit, $&sye de Cahn-Hilliard-Gurtin (3.1)—(3.2)
avec des conditions au bord périodiques préserve la masg@usl I'énergie définie par

E£(u) = /Q % IVul? + f(u)dz (3.10)

est une fonctionnelle de Liapounov pour le systéme dynagnapsocié.

3.2 Le probléme continu

L'étude mathématique des équations (3.3)—(3.4) a étégaitdliranville et al. dans [31, 33, 57, 73, 142,
143, 144, 146, 147, 148, 149, 150]. Le caractére bien posxettence d'attracteurs de dimension finie ont été
établis avec différentes hypothéses sur la non-linéadegé;onditions au bord, et la formulation des équations.
Le cas avec terme source a été traité plus spécifiquemen{t&fis Notons que le choix de conditions au
bord périodiques est plus ou moins obligatoire, a causeedaesta - Vo,u etb - Vw qui ressemblent & des
termes de convection.
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Pour I'étude numérique, faite dans [9, 15] par mon étudianinfou et moi-méme (consulter égale-
ment [34]), nous avons suivi ce cadre mathématique déjadi.&fatur simplifier Iégérement la présentation,
nous considérons ci-dessous le cas sans terme soutcey = 0, bien que les résultats dans [15] aient été
établis avec des termes sources de moyenne nulle.

Le probléme est considéré avec des conditions au bord jguieslipour un domaine défini par

Q=T1%,(0,L;), (L;>0, i=1,...,d), 1<d<S3.

Pour la formulation variationnelle du probléme, on nbte= H,_.(2) I'espace de Sobolev usuél,-) le
produit scalaire dank? () et|-|, la normeL?(Q2) associée. Rappelons que I'injection de Sobdlev L(2)

est valable pour touf € N*sid = 1, 2 et pourg = 6 sid = 3. Sid = 1, on amémé&’ C C(Q2). Nous
utiliserons fréquemment I'inégalité de Poincaré

v —(v)|y < cp|Vu|,, pourtouty € V, (3.11)

ou cp est la meilleure constante possible et ou I'on a noté
1

(v) = —=;(v,1).
€

Le probleme de Cauchy sur un intervalle de tentpg’) (avecT € (0, +oo]) S’écrit : pourug : 2 — R,
trouveru,w : [0,7) — V tels que

%[(u, X) — (a-Vu,x)]+ (BVw,Vx) = 0, pourtouty €V, (3.12)
535 X) + (Vi V) + (/). )

—(w,x)+ (b-Vw,x) = 0, pourtouty €V, (3.13)

u(0) = wo, (3.14)

ou les deux premieres équations doivent étre valablesBgAsT).
On rappelle queg € R, quea, b € R¢ et queB est une matrice carrée symétrique de taille)ne version
forte de la condition de dissipativité (3.5) est utilisékexiste une constanig > 0 telle que

Ba? +y'By + y'(a + b)z > co(z® + [|y|*), (3.15)

pour toutz € R et pour touty € RY. Le potentielf satisfait les hypothéses de régularité et de croissance
suivantes :

f e C2(R), (3.16)

c18?P+2 — ¢y < f(s) < 38?2 4 ¢4, pourtouts € R, (3.17)
|f'(5)] < es]s]?PTL + cg, pour touts € R, (3.18)
If"(s)] < c75%P + cg, pour touts € R, (3.19)

pour des constantas,cs > 0 etcsy,cq,c5,¢6,¢7,¢8 > 0, avecp € N*sid = 1,2 etp = 1sid = 3.

Par exemple, tout polynébme de degqe+ 2 avec un coefficient dominant strictement positif satistais

hypothésesi,e. un potentiel de la forme (1.9), et en particulier le potert@ble-puitsf(s) = (s — 1)2.
Rappelons qu’une solution stationnaire pour le problem#2(3(3.14) est un couple*, w*) € V- x R

tel que
{(w, 1) = (u0,1) (3.20)
a(Vu*, Vx) + (f'(u*),x) = (w*,x)  VxeV.
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Notons que I'ensemble des solutions stationnaires ne dépas des coefficients, b, B et 5. |l s’agit des
mémes solutions stationnaires que pour I'équation de CGhlliard classique. En raison des conditions au
bord périodiques, cet ensemble est invariant par traoslatans n’importe quelle direction, et contient donc
un continuum dés qu’il contient au moins une solution norstammte (ce qui est le cas paur> 0 petit et f
un double-puits par exemple).

Nous établirons ci-dessous des versions discrétes duatsuivant :

Théoreme 3.1 (Miranville et Rougirel [150]) On suppose que les coefficients satis{@ni5)et quef satis-
fait (3.16)+3.19) Alors, pour toutuy € V, le systemé3.12)«3.14) admet une unique solutiofu, w) telle
que

ue CRy;LA(Q)NLPRy; V), w € LP(Ry; L7(Q) et we L*(Ry; V) + L=(Ry;R).

De plus, pour tout > 0,
t
Eu®) +eo [ )+ [Vuls)ids < u) (3.21)
0

Si de plusf est réelle analytique, il existe une solution stationndiw&, w*) € V' x R telle queu(t) — u*
lorsquet — +o0.

Démonstration.L'unicité est établie dans [147], grace au lemme de Gronetalles injections de Sobolev.
La convergence vers I'équilibre est basée sur I'inégalité ajasiewicz-Simon pour les fonctions analytiques
(voir [118]). L'existence est démontrée par une méthode dler®in. Nous rappelons par souci de clarté les
estimations a priori, que nous retrouverons dans les veysigscrétisées du probleme. Rappelons que les
calculs qui suivent sont valables en supposant les sokiigeez réguliéres, et que les estimations obtenues
peuvent étre justifiées par la méthode de Galerkin.

En choisissant = 1 dans (3.12), on obtient

(u¢(t),1) =0 pour toutt > 0. (3.22)
En choisissank = 1 dans (3.13), on trouve
(w(t),1) = (f'(u(t)),1) pour toutt > 0. (3.23)
En choisissant = w dans (3.12) e = u; dans (3.13), et en sommant, on obtient
—(a - Vg, w) + (BVw, V) + B ulg + (b- Vw,ug) + $35 [Vuld + & [, f(u) =0.
On utilise maintenant I'inégalité de coercivité (3.15) ave= u; ety = Vw, on remarque que la forme
bilinéaire(a - V-, -) est anti-symétrique, et I'on trouve

%5@@)) + co(ue(B)|2 + |Vw(t)]3) <0,  pour toutt > 0, (3.24)

ou I'on rappelle que est définie par (3.10). En intégrant enfret ¢, on trouve (3.21) pour tout € [0, 7.
De cette estimation, et en utilisant (3.17) et (3.22), oruddtstimation a priori sur, et suru;. On obtient
également I'estimation sur, grace a (3.11), (3.23), (3.18) et l'injection c L?P+1(€2), qui impliquent que

[(w(t), )] < e(Jlu@®)|?** +1),  pour toutt > 0.
O

Remarque 3.1 On peut obtenir I'existence en remplagant I'hypothése6Bdar f € C*(R) et en suppri-
mant I'estimation (3.19) (ces deux hypothéses supplérimergarvent pour l'unicité). Dans [143], Miranville
montre que dans le cas glest polynomiale (de la forme (1.9)), il est possible d’obtéaxistence pourmp
quelconque sur la formulation (3.8), et d’obtenir 'unéclans le cas = 3 etp = 2 (qui n'est pas compris
dans les hypothéses ci-dessus), a l'aide de I'inégalit@uafidn. Cet argument d’unicité est adapté dans [34]
sur la formulation (3.12)—(3.14).
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3.3 Le probléme semi-discrétisé en espace

3.3.1 Estimations d’énergie et convergence vers I'équilib

Pour la discrétisation en espace, on se donne une{duftg, - de sous-espaces vectorielsideéels que :

V" est de dimension finie et contient les constantes (pouritouD) ; (3.25)
UnsoV" est dense darig. (3.26)

L’espaceV” sera typiquement un espace d’éléments finisest le pas d’espace. Nous donnerons ci-dessous
des hypothéses supplémentairesislipour établir les estimations d’erreur.

La version semi-discrétisée en espace du probléme (332} (s'écrit : pounr € V", trouveru”, w" :
[0,T) — V" (avecT € (0, +o0]) tels que

(ul', ) = (a-Vul,x) + (BVw",Vx) = 0, pourtouty e V" (3.27)
Blug, x) + (Vu, Vx) + (f/(u"), x)

—(w",x)+ (b-Vu",x) = 0, pourtouty e V", (3.28)

u(0) = ub, (3.29)

ou les deux premiéres équations sont valables (s T').
Une solution stationnaire du probléme semi-discrétis&7§3(3.29) est un coupla*, w*) € V" x R
tel que

{(zzhv*, 1) = (uf, 1), (3.30)

a(Vul*, Vx) + (f(u"*),x) = (W™, x)  vxeVh

La version semi-discréte du Théoréme 3.1 s’énonce :

Théoréme 3.2 (Injrou & P. [9]) On suppose qu&” c V satisfait (3.25) et que les hypothéses du Théo-
réme 3.1 sont satisfaites. Pour tayt € V", le probléme(3.27)+3.28) admet une unique solutiop, w) €
CY(R,, V" x V). De plus, pour tout > 0,

)+ eo [ [ulo)]

Si de plusf est réelle analytique 8t ¢ L>°(Q2), il existe une solution stationnair@.*, w"*) € V* x R
telle que(u(t), w" (t)) — (u"*,w"*) lorsquet — +oo.

2
) [ds < E(ul). (3.31)

+ ‘th(s

Démonstration.L'estimation d’énergie est basée sur le Théoréme de Callighsghitz et les estimations a
priori établies pour le probléme continu. La convergenas Véquilibre est une conséquence de l'inégalité
de tojasiewicz. On utilise I'hypothésé” ¢ L> (qui n’est pas restrictive en pratique) pour garantir que la

fonction
byl / f(u™)dz
Q

est réelle analytique, et donc vérifie I'inégalité de Lagascz classique. Dans le cas particulier pést un
polynéme de croissance sous-critique, on peut éviter BiygseV” ¢ L, puisque cette fonction est un
polynéme des coordonnées dédans une base dé”. O

Remarque 3.2 Pour le résultat de convergence vers I'équilibre, commes ti@vaillons ici aved’” fixé, si
I'on suppose qué” C V N L>(R), la restrictionp = 1 en dimension 3 devient inutile, et I'on peut prendre
p € N*.

L'estimation d’énergie (3.31) et I'unicité de la solutién, w) du probléme continu impliquent :
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Corollaire 3.1 On suppose que la suitf/’ "}, satisfait (3.25)3.26), et I'on choisitu) € V" tel que
ug — ug dansV. Alors, pour tout? > 0, u* — u faiblementx dans L>(0,T;V) et fortement dans
C([0,T); L?(Q2)) etw" — w faiblement dand.?(0,7; V), ol (u,w) est la solution du problém¢s.12)-
(3.14)

3.3.2 Estimations d’'erreur

Pour établir les estimations d’erreur, nous faisons desthgses supplémentaires $dt. Tout d’abord,
nous considérons une famille quasi-uniforf&”} de triangulations conformes @eend-simplexesi(e. des
intervalles sid = 1, des triangles si = 2 et des tétraédres gi= 3). La triangulation prend en compte les
conditions au bord périodiqueisd, que les faces de deuksimplexes qui appartiennent a deux faces opposées
de Q2 et qui correspondent I'une avec 'autre sont identifiées) particulier, chaqud™” est également une
triangulation du torex R?/(11%_, L;Z). CommeX est und-parallélépipéde, il est clair qu’une telle famille de
triangulations existe en dimension 1, 2 et 3.

Pour chaque triangulatioR” = U T, nous définissons I'espace d’éléments fiisconformes :

TeTh

V= {ue CY.(Q), wr estaffine pour toul” € 7"} (3.32)

Il est clair queV" est un sous-espace vectoriel de= H;GT(Q) et queV" satisfait (3.25). Dans la suite de
cette section, nous notolis|, la norme hilbertienné? () (k =0, 1, 2...) et|-|, la semi-norme associée,
i.e. (en utilisant la notation multi-indices)

pour touty € HY.(2), |oli = > [0%l5, etlolf = D [0

per
la|<k |oo|=F

Avec les hypothéses faites sur la triangulation, on sait188] qu'’il existe une constanté > 0 indépen-
dante deh telle que

pour toutv € H2, (), |v—I"v v— I

per

+h
0

< Ch?|vl,, (3.33)

ol I"v est l'interpolé P! dew, i.e. l'unique élément dé’" qui prend les mémes valeurs queux noeuds
de la triangulationZ”. En fait, I'estimation (3.33) est également valable si laifle de triangulations est
simplement supposée réguliéie. si I'angle minimal desi-simplexes appartenant aux triangulatidh®
est borné inférieurement par une constante indépendanteldestimation (3.33) garantit également que la
famille {V"},,, satisfait (3.26), puisque I'espadé’ . (12) est dense daris.

L'hypothése de quasi-uniformité de la triangulation fautes estimations inverses suivantes (voir par
exemple [82, 184]), valables pour touft € V7 :

|

vh

< COn i ‘Uh

3.34
’LOO(Q) 0’ (3.34)

(3.35)

< Cky th

’LOO(Q) i

oUky, =1sid =1, k, = log(1/h)"/? sid = 2 etk;, = h~'/? sid = 3. Dans toute la sectiort; désigne une
constante générique qui ne dépend nhdai du pas de temp¥.

Pour établir les estimations d’erreur, nous utilisons umgr@ache classique dans les probléemes parabo-
liques [78, 184]; nous utilisons la décomposition suivante

ul(t) —u(t) = 0%(t) + p(t), avechd®(t) = ul(t) — al(t), p“(t) = @ (t) — u(t),
wh(t) —w(t) = 0°(t)+ p"(t), avecsd” (t) = w' (t) — @ (t), p“(t) = @"(t) — w(t),
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pour toutt € [0, T, oua” = a"(t) € V" etw" = @"(t) € V" sont les projections elliptiques de= u(t) et
w = w(t) surV" définies par

(BV@",Vy) = (BVw,Vy) pourtouty € V", (3.36)
@"1) = (w,1), (3.37)

et

a(Va", Vy) — (@", x) + (b- Va",x) = a(Vu,Vx) — (w,X)
+(b-Vw,x), pourtouty € V" (3.38)
(@, 1) = (u,1). (3.39)

Le théoréme de Lax-Milgram assure que ces deux problemésin@s ont bien une solution.
Ici et dans le reste de ce chapitre, on note pour un espacerndeiRa,

W20, T; E) = {u € L*(0,T;E) : o e L*0,T; E)} ,

qui est un espace de Banach pour la norme

1/2

T
[ r——— ( /0 Ju@)l% + Hﬁtu(t)\l%dt>

Dans le résultat suivant, on suppose que les hypothésesétuérhe 3.1 sont satisfaites et que la famille
de triangulations est quasi-uniforme.

Théoréme 3.3 (Injrou & P. [15]) On suppose que la solutiqm, w) de (3.12)«3.14)satisfait
u,we WhH2(0,T; ngr(Q)) ,

et on consideére la solutiofu”, w") de(3.27)«3.29)avecV" défini par(3.32) Si||6“(0)|, < Ch?, alors

hH < Ch?,  (3.40)

T Y PR I

L°0(0,T;L2()

Side plusi = 1,2, u € L®(0,T; W2 (Q)) etw € L*(0,T; W2>()), alors

L2(0,T;L2(Q)
=

L2(0,T5L2(2))

< Ch. (3.41)
L2(0,T3H ()

U —u

|
Lo2(0,T5H ()

h < 21 1 d—1.
H L2(0,T;L°°(Q)) — Ch™log(1/h)

Hu—u —i—”w—wh‘

L2(0,T5L>(Q))
Démonstration.Donnons les arguments de la preuve. On voit que certainesatisins sont établies dans
les normes données naturellement par I'estimation d'ém€Rj21) (estimations (3.41) pour, w et (3.40)
pour u;). Les premiers calculs ressemblent donc fortement a cetsxdans les estimations a priori pour
I'estimation de9™ etf™. Les estimations dg" et p® sont des résultats standards pour les problémes elligtique
linéaires. Les non-linéarités sont traitées comme globaie lipschitzienne a I'aide d’estimatiois® basées
sur les estimations inverses (3.34)—(3.35).

Lorsque la norme! est en jeu, on obtient également par un argument de duakt@stanations’?
(estimations (3.40) pour etw). On obtient enfin les estimatiods® a I'aide d’estimationd.* standard pour
les problémes elliptiques (3.36)—(3.39) et a I'aide ddiheation inverse (3.35). Notons qu'il serait également
possible d’obtenir des estimatioAs® dans le cag = 3, mais elle ne serait plus optimale (ou quasi-optimal,
dans le cad = 2). O
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Remarque 3.3 Etant donnée la nature parabolique des équations, il ssim@able d’espérer avoir la régula-
rité demandée sur et w si la condition initialeug est choisie assez réguliere. Dans [15], nous avons établi
le résultat pour le probléeme avec des termes source, notatrpoar garantir que I'on puisse trouver des
solutions assez réguliéres.

Pour obtenir les estimations d’énergie, on peut éviter $isnations lipschitziennes de la non-linéarité et la
remplacer par des estimations basées sur les injectionslutdeS (on utilise alors vraiment la croissance
polynomiale def). Un des avantages de cette méthode est d’'affaiblir lesthgpes sur la triangulation. Le
résultat s’énonce ainsi (on suppose toujours que les hgpeshdu Théoréme 3.1 sont satisfaites) :

Théoréme 3.4 (Injrou & P. [15]) Soit{7"} une famille réguliére de triangulations de ~ M1 R/(L;Z).
On suppose que la solutidm, w) de(3.12)«3.14)satisfait

per

et 'on considere la solutiofu”, w") de(3.27){3.29)ou V" est défini pal3.32). Si||u"(0)||, < R pour une
constanteR > 0 indépendante dg, alors

<C Huh(O) - Rhu(o)H1 4 Ch,

o] <
L2(0,T;H (Q))

Jro =
L (0,T;H(Q))
oUR" : V — V" est la projection de Ritz définie par

(VR",Vy) = (Vuv,Vy), pourtouty e V® et (R'w,1)=(v,1).

3.4 Le probléme completement discrétisé en espace et en tesnp

3.4.1 Estimations d’énergie et convergence vers I'équilib

Pour la discrétisation en temps, nous appliquons le schéifded implicite au schéma précédent. Soit
dt > 0 le pas de temps. Pour les estimations d’erreur, on trawailteun intervalle de temps fifid, 77, et
on définitot = T'/N avecN € N*. Pour I'étude asymptotiqgue en temps, on travaille Bur et on fixe
simplemenvt > 0.

Le schéma est : sait) € V" ; pourn = 1, 2, ..., trouver(u}, w?) € Vh x V' tel que

(ull, x) — (a-Voul,x) + (BVw},Vyx) = 0, pourtouty e V", (3.42)
B(0up, x) + a(Vuy, Vx) + (f'(uf), x)
—(w,x)+ (b-Vul,x) = 0, pourtouty e V" (3.43)

ou I'on noted I'opérateur qui & une suite"),,>o associe la suite définie par

_ " — Unfl
"= ——— > 1. 3.44
e (3.44)

Nous supposons également qu'il existe une constapie> 0 telle que
f"(s) > —Cy», pourtouts € R. (3.45)

On définitA; = 1/¢% olicp est la meilleure constante dans I'inégalité de Poincafél}3.
Nous avons la version discréte suivante du Théoreme 3.1 ;
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Théoréme 3.5 (Injrou & P. [9, 15]) On suppose que le sous-espacede V satisfait(3.25), que les coeffi-
cients satisfon(3.15), et quef satisfait(3.16)}+(3.18) et (3.45) Sidt > 0 satisfaitcy + dt(ar; — Cpr) > 0,
alors pour toute donnée initiale) € V", le systemg3.42)(3.43) définit une unique Suitéuy, wy) €
(V" x VMN" De plus, pour tout, > 1,

5(u;:)+605 (IVwily + |0url3) < €. (3.46)

Si de plusf est réelle analytique 6t c L>°(), la suite (u}, w}) converge vers une solution stationnaire
(uf,w}) € VP x R lorsquen — +oc.

Rappelons qu’une solution stationnaire pour le problemé2)3(3.43) est définie comme dans la section
précédente par (3.30).

Démonstration.L'existence est basée sur I'estimation a priori (3.46) (ggdessite la restriction sur le pas
de temps), sur le théoreme des fonctions implicites et urtbadé d’homotopie, dans I'esprit des théorémes
d’existence pour les équations elliptiques [102]. La cogwace vers I'équilibre est basée sur I'inégalité de
Lojasiewicz. Pour ce dernier résultat, remarquons quau@sultat existant dans la littérature ne semble
s’appliquer a ce probleme (étant donné le peu de résultats tige pour les systémes discrétisé en temps) :
d’'ou I'intérét de le démontrer « & la main ». O

Remarque 3.4 L'estimation d’énergie (3.46) permet également de mor&repnvergence de la solution du
probleme complétement discrétisé vers la solution du problcontinu (cf. [9, Corollaire 3]).

3.4.2 Estimations d’erreur a priori

Pour I'estimation d’erreur, nous avons des versions cotapiént discrétisées des Théorémes 3.3 et 3.4.
L'esprit de la démonstration est similaire au cas semirdt&e en espace. Dans le premier résultat, on suppose
gue les hypothéses du Théoréme 3.1 sont satisfaites et tpmailke de triangulation est quasi-uniforme.

Théoréme 3.6 (Injrou & P. [15]) On suppose que la solutign, w) de (3.12)«3.14)satisfait

u e W>*0,T;Hy,,(Q)) etw € WH(0,T; HZ,,.()),

per

et on consideére la solutiofu, w!),>1 de(3.42)+3.43) Si||09||, < Ch? etsist = o(k), alors

I

1/2
max_|uy — u(t (Z(St\wh )]0> < C(h*+dt),

0<n<N
1/2
e [laf— ult,)], + (Zétuwh >\|1> < Ch+ ),
Side plusd = 1 0u2, u € C°([0,T]; W2>°(Q)) etw € C°([0, T); W*>(12)), alors
1/2
[ = u(ta)l ey + (Z&Hwh >uiw<m> < OB log(1/h)!

+Cotky,.

En utilisant la croissance polynomiale fieon peut obtenir les estimations d’énergie avec des hypethglus
faibles. En particulier, il n’y a plus de restriction sur laspde temps.
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Théoréme 3.7 (Injrou & P. [15]) Soit{7"} une famille réguliére de triangulations de ~ 1< R/(L;Z).
On suppose que la solutidm, w) de(3.12)3.14) satisfait

we W(0,T; Hy,(Q)) et we L*(0,T; Hy, (),

etI'on considére la solutiofu?, w?),,>; de(3.42)«3.43)de condition initialeu), ot V" est défini pal3.32)
Si Hung < R pour une constant& > 0 indépendante dg, alors

N 1/2
e uf; — u(ty); + (Z ot |[wf — w(tn)\ﬁ> < C||ufh = R ()| +C 0+ 1),
- k=1

3.5 lllustration numérique
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FIc.3.1:a=0,b=0

A titre d'illustration, nous montrons dans les Figures 3.B-des simulations numériques en dimen-
siond = 1 sur lintervalle @ = (0, 1), faites avec le logicieSci | ab. La condition initiale est(z) =
0.1 cos(27x), et nous avons fixé les valeurs= 0.001, B = 1, 3 = 0.01. La non-linéarité est’(u) = u® —u.

Le maillage est uniforme de pds = 1/200, le pas de temps est = 0.005, et la solution est vérifie le
schéma (3.42)—(3.43). Dans les trois cas, la soluti@volue deu, vers un état stationnaire qui prend des
valeurs proches d&1 a I'exception de deux couches de transition. La solutiomeggésentée aux itérations
de temps: = 5n/,n’ =0,1,2...10.

On bien observe dans les trois cas la convergence vers wliédatlibre. Dans les deux premiéres figures,
les symétries de la condition initiale sont conservées awsate I'évolution, ce que I'on peut comprendre sur
I'équation (3.8) en remarquant quet+ b = 0 (et qued = 1). Dans le dernier cas, on voit 'effet de translation
provoqué par le coefficient = 0.1. L'état stationnaire atteint est un translaté des deux Eagdents.

Des simulations humériques en dimension 1 et 2 ont égale@témffectuées dans [9] pour illustrer les

estimations d’erreurs.
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—-0.1

Fic.3.2:.a=0.1,b

FIG.3.3:a=0.1,b=0
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Chapitre 4

Deux autres modeles de type Cahn-Hilliard
(articles [13, 14, 18]

4.1 Equation de Cahn-Hilliard avec conditions au bord dynaniques (arti-
cle [14])
4.1.1 Modéle

Dans [14], nous nous sommes intéressés a I'approximationnegaméthode d'éléments finis de I'équation
de Cahn-Hilliard avec conditions aux bords dynamiques.dggmtions s'écrivent :

u = Aw, t>0, x e (4.2)

w = f'(u) - Au, t>0,zeQ, 4.2)
(1Tour = osAju— Asu — gi(u) — dnu, t>0,zel, (4.3)
oyw = 0, t>0,xel, (4.4)

ou €2 désigne une plaque de dimension 2 oues,
Q=1 (R/(LiZ)) x (0, Ly), L;>0,i=1,...,d, d=2ou3,
dont la frontiére (de classé>) est :
I'=0Q =1 (R/(LiZ)) x {0, Ly}

En d’autres termes, lorsque= 2, 2 est le rectangl€0, L) x (0, Ly), u etw sont L;-périodiques dans la
directionz; et les conditions au bord (4.3)—(4.4) sont valables peue 0 etxy = Lo ; lorsqued = 3, €2 est
le parallélépiped¢0, L) x (0, Ly) x (0, L3 ), u etw sontL-périodiques dans la direction et L,-périodique
dans la directionzs, et les conditions au bord (4.3)—(4.4) sont valables pgue 0 etz = Lg.

Dans les équations (4.1)—(4.4), les termigs> 0, o, > 0, A\; > 0 sont des constantes données par la
physique du probleme) est le laplacien] | est 'opérateur de Laplace-Beltrami durn est la normale exteé-
rieure &, f etg, sont des fonctions qui appartienner@ R, R) et satisfaisant les conditions de dissipativité
suivantes :

I‘H‘n inf f(v) > 0, 1|ir|ninf g’ (v) > 0. (4.5)
Un choix typique est
fllv)=v3—w et g¢.(v)=ksw—hs (veR), (4.6)
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oUks > 0 eths € R sont constant. Le probléme d’évolution (4.1)—(4.4) estpiété par une condition initiale
u(0) = up.

Les équations (4.1)—(4.4) sont un modéle prototype déuriiafluence des parois sur le processus de
séparation de phases (décomposition spinodale) dans lasgeé binaires est le parameétre d'ordre (la
concentration normalisée d’'une des phases) est le potentiel chimique. Des physiciens ont considéré de
tels modéles pour I'étude de la séparation de phases dasgstemes confinés (cf. [86, 87, 124]).

L'équation de Cahn-Hilliard avec conditions dynamiquedard est dérivée de I'énergie libre

E(u) = /Q (% \Vul? + f(u)) dz +/F <% |V|‘u‘2 + % ul® + gs(u)> do. 4.7)

La premiére intégrale est I'énergie de volume du matérida gtcond intégrale est I'énergie de surfaceu Si
est une solution réguliére de (4.1)—(4.4), alomdissipe I'énergie€ puisque

ety :—/ |vw|2dx—i/|ut|2da, £>0. 4.8)
de Q Is Jr

De plus, la masse totale deest conservée :

/Q u(t)dz = /Q w(0)dz,  t>0.

Du point de vue mathématique, le probleme (4.1)—(4.4) cétégbar une condition initiale a été étudié
dans [60, 93, 94, 101, 152, 165, 169, 189]. Des résultatssstistence et I'unicité de solutions, la convergence
vers I'équilibre et I'existence d’attracteurs exponestint été établis sous différentes hypothéses. Remarquer
que ces résultats ont été prouvés pour un domaine borRé @léontiére réguliére, mais leur extension & notre
situation est immédiate. Dans [152, Corollaire 2.1 et Tééwr 2.2], I'existence et I'unicité d’'une solution a
été prouvée pour des nonlinéarites) € C3(R, R) satisfaisant I'hypothése (4.5). L'existence d’une soluti
d’énergie finie a été établie dans [101] pour des nonlirgamncore plus générales incluant le potentiel
logarithmique habituel (voir également [153] pour le cagpdtentiel logarithmique).

Du point de vue numérique, des schémas aux différences intesté utilisés dans [86, 87, 124]. Cepen-
dant, 'analyse restait incompléte en I'absence de preav@dvergence. L'objet de notre étude était d’établir
un résultat de convergence et des estimations d’erreus Amns pour cela choisi une approche par éléments
finis pour la discrétisation en espace, en adaptant le sch&naonnu d’Elliott, French et Milner [78] pour
I'équation de Cahn-Hilliard classique. Notre approche @éments finis permet également de prendre en
compte la condition au bord de maniére élégante, comme leveries résultats numériques obtenus a 'aide
du logiciel Fr eeFemt+.

4.1.2 Le probléme continu et sa version semi-discrétisée espace
Remarquons tout d'abord que la condition de dissipativitg)(implique
flv) > v’ — o, gs(v) > v’ — ca, Vv € R, 4.9
pour des constantes > 0 etcy, > 0. Etant donnée les estimations (4.7) et (4.8), il est natliretroduire

'espace
V={ve HY(), vjr (au sens des traces) Hl(F)} ,

qui est un espace de Hilbert pour la norme hilbertienne

1/2
ol = (el @) + ol )
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Soulignons que les conditions au bord périodiques sonepre compte dans cette définition deAinsi,
pourd = 2, une fonctionv € H'(f2) est Li-périodique dans la direction;, et I'on avr € HY(T) si et
seulement si (-, 0) € Hpe(0, L1) €tw(:, L) € Hpe(0, Ly ), U

Hypel(0, Ly) = {w € H'(0, Ly), w estL;-périodique .

Lorsqued = 3, une définition semblable s’applique.
L'espacel peut également étre vu comme la fermetur€d@?) pour la norme-,, ; linclusion V dans
H'(9Q) est continue et dense, Btest isométrique au sous-espace fefrmde H'(Q) x H'(I") défini par

V = {(u,¢) € H(Q) x HY(T'), ur = ¢ au sens des tracps

Nous notong-, -) le produit scalaird.?(Q2) et|-|, la normeL?($2) associée. Nous notons de méne)r
le produit scalaireL?(T") et |l la norme associee. Plus géneralement, pour N, ||-|, est la norme
hilbertienne dang7* () et||-||,. - est la norme*(T").

La formulation variationnelle de (4.1)—(4.4) s'écrit

(ut> QD) = _(vwa VQD), (410)
(U), X) = (f/(u)v X) + (vuv VX) + O'S(V”u, v”X)F + )\s(u, X)F
+(g4(u), )1 + T3 (ue, )y (4.11)

pour touty € H'(2) et pour touty € V.

Pour la discrétisation en espace, nous considérons unéefamasi-uniforme de décompositiod§)’ }
deHg‘zl[O, L;] end-simplexes ; ces décompositions prennent en compte lestiomsdau bord partiellement
périodiques suf?, de sorte que chaqu?” est également une triangulation deChaque triangulatiof2” de
Q induit naturellement une triangulatidi* deT" end — 1-simplexes.

Pour une triangulatio®" = Up.,T donnée, nous définissois® comme I'espace des éléments
conformes

vh = {vh € C°(Q0), v} estaffine VT € Qh} .
Remarquer que pour touf € V", la restrictionp” = v(‘r sur la frontiére est un élémeft' conforme sur
le domainel’ de dimensiond — 1. En fait, 'espace de ces fonctiong' est I'espace usuel des éléments
P! conformes discrétisant/*(T") sur la triangulationl”. Nous noterons/% cet espace de trace discret.
Remarquer que I'espadé” sera utilisé a la fois pour la discrétisation #€ (©2) (ou vit w) et celle deV/
(ou vit w).
La version discréte de (4.10)—(4.11) s'écrit : trougelt, w") : [0, T] — V" x V" tels que

(Wl o) = —(Vu", V), VYpeVh (4.12)
(W, x) = (f'(W"),x)+ (Vu", Vx) + os(Vju", Vx)r + As(u”, x)r
+(g ("), ) + T (g, x)r, Yy e VI (4.13)

Théoréme 4.1 (Cherfils, Petcu & P. [14])Pour toutu? € V", le probléme(4.12)(4.13)admet une unique
solution (u”, w") € C1([0, +00); V" x V") telle queu(0) = uft. De plus,

2
‘OF ds < E(uM(0)), V> 0. (4.14)

¢ 2
(" (1)) +/ |+ 7 fu
0
Si f etg, sont réelles analytiques, il existe une solution statiarngz”, w") € V" x R telle que

tl}inoo(uh(t% wh(t)) = (ﬁh7 wh)'
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Le théoréme ci-dessus ci-dessus montre&jast une fonctionnelle de Liapounov pour le systéme dynamiqu
défini parS" (t)ul} = u"(t). En éliminantw” dans (4.12)—(4.13), nous avons montré plus précisément’que
est un flot de gradient podr: le résultat de convergence vers I'équilibre est alors amsé&guence du résultat
classique de tojasiewicz.

Remarque 4.1 En supposant que les nonlinéaritéset g ont une croissance sous-critique, I'estimation
d’énergie (4.14) permet de montrer que®, w") tend vers une solutiofiu, w) lorsqueh — 0, sur tout
intervalle de temps fino, 7] (cf. [14, Théoréme 2.4]).

Pour établir les estimations d’erreur, la méthode est la engne pour le modéle de Cahn-Hilliard-Gurtin
de la Section 3.3.2. On écrit la décomposition

uP(t) —u(t) = 0%(t) + p"(t), avecd” = u" — ", pt =@l —u,
wh(t) —w(t) = 6“(t) + p¥(t), avech” = w" — o, p¥ = " — w,

pour toutt € [0, 7], ot = w"(t) eta” = @"(t) sont les projections elliptiques = w(t) etu = u(t)
définies par

(Vi Vy) (Vw,Vy), VxeVh (4.15)
@"1) = (w,1), (4.16)
(vﬂh, VX) + O'S(VHﬂh, VHX)F + )‘S(ﬂh’ X)F = (vua VX) + US(VHU’ v||X)F + )‘S(u’ X)Fa (417)

pour touty € V",

D’aprés le théoréme de Lax-Milgram et I'inégalité de Poiggal est clair que pour touty € H'(Q),
les équations (4.15)—(4.16) définissent un unigéiec V". De méme, étant donnée une fonctiorc V,
I'équation (4.17) définit un uniqué® € V".

Le résultat d’estimation d’erreur est :

Théoréme 4.2 (Cherfils, Petcu & P. [14])Soit (u, w) une solution d¢4.10)(4.11)telle que
U, Up, U, W, Wt € LQ(O,QW7 HQ(Q)) etUIF, (ut)‘r‘, (utt)\f‘ c LQ(O,T, HQ(F)), (418)

et soit(u”, w") une solution dé4.12)(4.13) Sif*(0) = 0 etd*(0) = 0, alors

T IR I R
T 9 1/2

([l =lfas) ™ < e

o (ool + =], ) = o

e e R N

Remarque 4.2 La régularité demandée suret w est relativement élevée. Grace a la nature parabolique
des équations, pour des données assez réguliéres et pawrdiegaritésf et g, assez régulieres, de telles
solutions existent.
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4.1.3 Probléeme completement discrétise

Le schéma totalement discrétisé est obtenu en appliquathkma d’Euler implicite au schéma semi-
discrétisé en espace. Le pas de tedtps 0 est fixé. Le schéma est : saif € V" ; pourn = 1,2, ...trouver
(ull,w) € V' x V" solution de

Oup,p) = —(Vwp, V), VYoeVh (4.19)
(wi,x) = (f'(up),x) + (Vup, Vx) + os(Vjup, Vix)r
+(G5(up), )r + T Oup, x)r, Vx eV, (4.20)

ol 0 est défini comme précédemment par (3.44). Nous avons égal@oss
Jo(0) = Aso + gi(0), Vo eR.
La condition de dissipativité (4.5) implique que pour tout R,
f"v) = =Cy et g/(v) = ~Cs, (4.21)

pour des constantes positive’s et Cs.
Le résultat suivant est la version totalement discrétiséditoreme 4.1. Les preuves et résultats sont
similaires a ceux de I'équation de Cahn-Hilliard classi(efe[77, Théoreme 4.1] et [12]).

Théoréme 4.3 (Cherfils, Petcu & P. [14])Pour toutu) € V", il existe une suitéu?, wl),>1 satisfaisant les
égquationg4.19)4.20)et I'estimation d’énergie

1
E(up) + 551 ‘uz - uzflﬁl,h + ‘uz — uzfl‘ar < S(UZA), Vn > 1. (4.22)

1
21,6t

De plus, sidt < §t* ol 6t* = min {4/02, 1/(1“805)}, alors la suite est définie de maniére unique. D’autre

part, si f et g, sont réelles analytiques, alofs;’, w}'),>1 converge vers une solution stationnait@, , 1wy, )
lorsquen — +oo.

Remarquer que sf et g, sont croissantes, alofsy = C, = 0 etét* = +oo etil 'y a pas de restriction sur
ot. Si seulemeng, est croissante, alolg* = 4/0]% et on retrouve la méme restriction que pour I'équation de
Cahn-Hilliard classique.

4.1.4 Simulations numériques

Fic.4.1:t =10

FIG. 4.2: t =100

Les Figures 4.1-4.3 montre le résultat d'une simulatioaatffée avec le schéma d’Euler semi-implicite
(ESI) sur le domainé, x L, = 80 x 10. Notons que le schéma ESI est le schéma (4.19)—(4.20) dzuned les
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FIG. 4.3: t = 250

termes nonlinéaires implicite(u}!) etg. (u}}) sont remplacés par les termes expliciféa:; ') etg. (u 1),
respectivement.

La triangulation)" a été obtenue en divisant la plaque 256 x 50 rectangles et en divisant chaque
rectangle en deux triangles et selon la méme diagonale.drémaarités sont

f'(v)= V3 — v/2 et g.(v) =(As+ks)v—hs, vER,

avech; + ks = 1 (\s = 0.5, par exemple)h; = 0, les autres parameétres de 'EDP sbpt= 10, o, = 0.1 et
le pas de temps et = 0.1. La condition initiale est une distribution aléatoire umihe de moyenne nulle et
d’amplitude+0.01. Dans chaque image, le maximum et le minimumu@®nt en blanc et noir respectivement,
et les valeurs de intermédiaires correspondent a différentes teintes @e gri

Les parametres sont proches de ceux utilisés dans [1258)Fégles résultats sont semblables : des do-
maines ayant la forme de gouttelettes se forment, et comme0, aucune des phases n’est préférentiellement
attirée par les parois.

4.2 Equation de Cahn-Hilliard avec terme inertiel (articles [13, 18])

4.2.1 Modele et problématique

Dans [13, 18], nous nous sommes intéressés a la discrétisidil’équation de Cahn-Hilliard avec terme
inertiel
cuy +up + aA®u — Af'(u) =0 dansQ x R,. (4.23)

Nous avons choisi des conditions au bord périodiques supreathe() = ngl(O,Lk) (Lx > 0 pour
k=1,...,d),1<d<3; f esttypiguement la dérivée d'un potentiel double-puitypoinial (voir (4.24)
pour une définition plus précise)®t> 0 est un coefficient constant. L'inconnueest la concentration relative
d’'une des phases. L'équation (4.23) est complétée par defitioms initialesu(0) etu.(0).

Dans le cas limitee = 0, nous retrouvons I'équation de Cahn-Hilliard classiqué&)1Galenkoet al.
ont proposé dans [95, 96, 97] d’ajouter le terme inertig} pour modéliser des décompositions de phases
hors équilibre observées dans certains verres lors d’'uvoidefsement brutal. L'équation (4.23) est en bonne
adéquation avec I'expérience [98].

En comparaison avec I'équation de Cahn-Hilliard, I'équra(i4.23) présente des difficultés mathématiques
car les solutions ne régularisent plus en temps fini. Le cda denension un d’espace est bien compris [32,
69, 100, 140, 141] mais le cas de la dimension deux [105] owaddinhension trois [104, 106, 174] est
plus compliqué, en particulier car les solutions d'énefigige (de typeH') ne sont plus bornées danhs®.

Une question telle que 'unicité d’'une solution d’énergst gar exemple toujours ouverte en dimension 3 de
domaine. Une telle situation rappelle le cas des équatieméagtier-Stokes incompressible.

Du point de vue numérique, I'équation (4.23) est plus dé&iéamanier que I'équation de Cahn-Hilliard
classique, a cause notamment des oscillations générélestpaneu;;, et qui provoquent plus facilement des
instabilités numériques. Des simulations numériguesanetn évidence ces oscillations ont été faites par
Lecoget al. [131] en dimension 3 de domaine. Un des intéréts essentelamblyse numérique de (4.23)
gue nous avons faite a été de comprendre les problémes diéstBlans [13], nous avons notamment mon-
tré que la discrétisation en espace par éléments Rhig splitting » ou par différences finies standard était
satisfaisante, dans le sens ou les propriétés essentall@®bléme continu sont conservées (Théoreme 4.4).
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Dans [18], nous avons montré que la discrétisation en temupe gchéma d’Euler implicite était dynamique-
ment stablej.e. stable sur des temps longs (Théoreme 4.5). La contraintke qas de temps pour garantir
cette stabilité est indépendante du pas d’'espace, et releséartement a celle observée numériquement par
Lecoget al. pour le schéma d’Euler semi-implicite.

Par rapport a I'’équation de Cahn-Hilliard classique, defficdltés supplémentaires sont apparues : d'une
part, la masse n’est plus conservée (en revanche, la magsexponentiellement vite vers une constante),
et d’autre part la solutiorfu, u;) de I'équation appartient naturellementt® x H~1, et il est nécessaire
d’introduire des normes négatives discrétes. Nous préssii-dessous les résultats de stabilité. Notons que
dans [13], des estimations d’erreur pour le schéma seroiédisé en espace ont également été établies.

4.2.2 Estimations a priori

La nonlinéaritéf’ est un polyndme de degré impair et dont le coefficient dontiesinstrictement positif :

2p+1
f'ly) = Z ay’, Yy € R, avecag,,1 > 0, (4.24)
i=0
avecp € Nsid =1ou2etp € {0,1,2} sid = 3. Nous notonsf une primitive positive dg’ (une telle
primitive existe a condition de choisir la constante d'gration assez grande). Ce choix ffegarantit les
estimations suivantes :

Jep >0, f'(y) = —c¢f VyeR, (4.25)
Je; >0, 0020, fly) = ay®?—c, VyeR, (4.26)
Je3>0,¢4>0, |f'(y)| < esfly)+ea, YyeR (4.27)

Avant de décrire les schémas utilisés, rappelons les dgtimsaa priori fondamentales que nous avons
utilisées dans I'analyse. Rappelons que les calculs guestsont valables pour une solutiomssez réguliere.
Tout d’abord, en intégrant (4.23) s{lr et en intégrant par parties, on trouve que la massg définie par

m(u) = ]Q]_l/ udz,
)

satisfait 'EDO
em(uw(t)) + m(ue(t)) =0,

de sorte gu’en utilisant les conditions initiales,
m(ug(t)) = m(u(0)) exp(—t/e) et m(u(t)) = m(u(0)) +em(us(0)) (1 —exp(—t/e)). (4.28)

En particulier, sim(u:(0)) # 0, m(u(t)) n'est plus constant (contrairement au eas- 0); en revanche,
m(u(t)) tend exponentiellement vite vers une constante quand+oo.

La deuxiéme estimation fondamentale est I'estimation efgie. Notons tout d’abord, -) le produit
scalaireL?(12) et |-, la norme associée. Notots = V; = H/ .(2) l'espace d'énergie, muni de la norme
|Il; ; la semi-norme homogéne associée|est= |Vv|, ; notons égalemerit_; = V' son dual. L'opérateur
—A opére continllment d€ dansV_, mais il n'est pas inversible a cause des constantes. Ptiaraeon,

nous introduisons également
Lz(Q) = {1) S LQ(Q) : (?}, 1) = O}, Vl =Vin Lz(Q) et V_l = {1) eV_q: <?), 1>V,1,V1 = 0}.

L'opérateur—A définit une bijection dé surV_;. La norme sui’_;, norme duale dé|,, est notée-| ,, de
sorte que pour € L2(Q), |v|_, = ((—A)~ v, v)!/2. Pour toutu € L*(£2), nous notons également

U =u—m(u).
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Lorsquem (u;) = 0, en appliquanf—A)~! a (4.23), en multipliant pau; et en intégrant, on trouve que
ed . . ad . .
5 g Nl + 2y + 5l + (), ) = . (4.29)

En intégrant entré ett, on trouve que

t
E(u(t), ue(t)) +/ lug)? | ds < E(ug,u1), WVt >0,
0

ou I'énergie est définie par
£ a .
E(uv) = 5 o2y + S il + (f(w), 1), (4.30)

Par rapport au cas= 0, on remarque que I'énergé& contient un terme d’énergie potentiel supplémentaire.
Lorsquem(u;) # 0, 'égalité (4.29) est encore valable, mais il faut ameneteame correctif en intégrant.
A l'aide de I'estimation (4.27), et du lemme de Gronwall, dotient alors

t
Q
E(u(t), u(t)) +/ lug|?  ds < 5(u0,ul)e03|m<m>lt+M(ecs\m<uﬂ\t—1), vt > 0. (4.31)
0 C3

4.2.3 Probléme semi-discrétisé en espace et probleme cogtpment discrétisé

Pour la discrétisation en espace, nous choisissons unedesthéléments finis avec intégration numé-
rique, ce qui permet d’'intégrer a la fois les éléments finiF@anes et les différences finies standard.

Nous nous donnons donc une famille quasi-uniforffig};~, de décompositions polygonales €
Chaque décompositiofi;, est composée soit désimplexes uniquement.€. des triangles sii = 2 et des
tétrahédres si = 3), soit ded-parallélépipédes uniqguemetite( des rectangles sl = 2 et des parallélépi-
pédes sil = 3) ; la décomposition prend également en compte les condiiorbord périodiques.

Nous associons %, = Urc7, T 'espace d’éléments finis conformes de defgrg 1, P* ou Q* (voir par
exemple [63, 82] pour une définition précise) : si I'élémemtéférence pouf;, est und-simplexe, alors

Vi, = {vh €Cl (@) : ()Pt VTe Th} (4.32)

per

et si I'élément de référence dg est und-parallélépipede, alors
Vi, = {vh €C% @) : ()reQ Ve Th} (4.33)

Lorsqued = 1, 7;, est simplement une subdivision i L] et 'espaceP* coincide avec I'espac@”. Par
construction,V;, est un sous-espace te= H;ST(Q). De plus,V}, contient les constantes.

On note(-, -);, soit le produit scalaire usuél, -) sur L?(€2), soit une méthode d'intégration numérique
définie par

(e x)n = > Y wruplr)x(zry), (4.34)

TeT), I=1

ou, pour toutl” € 7, (z7,)1<i<m SONt les nceuds d'intégration dédfietwr; > 0 sont les poids d'intégration
de la formule. Les nceuds et les points sont basés sur une mémdd d’intégration numérique sur I'élément
de référencd’ (un simplexe unité pour les élémerté et led-cube unitg0, 1] pour les élémentQ*). Nous
supposons que la formule (4.34) satisfait

(90’ 1)h = (90’ 1) \V/QD € Vh’ (435)
(e, ) > 0 VoeV,\ {0}, (4.36)
(Vo, Vo), > 0 YeeV,\ {0}, (4.37)
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ou V, est le sous-espace @ie défini par
Vh = {?)h S Vh : (?)h,l) = 0},

et
d

(Vo VXOh == _(Ou,p, 02 X)n, Yo, X € Vi
=1

Remarquer que d’aprés (4.3%), = {v, € Vi, : (vp, 1) = 0}.

Exemple 8 SiV}, est 'espace des éléments fiti?¥§ conformes, et si la formule de quadrature sur le simplexe
de référence est exacte pour les polynébmes d’'ordpé, alors

(e, x)n = (o, x) et (Vo,Vx)h = (Ve,Vx) Vo, x € Vi,

et les hypotheses (4.35)—(4.37) sont satisfaites ; danas;eseul le terme non linéaire sera (éventuellement)
calculé de maniere approximative.

Exemple 9 Si V}, est 'espace des élémers conformes, et si la formule de quadrature sui-eube unité

est la formule du trapéze, alors les hypothéses (4.35)9(4dht également satisfaites, et la discrétisation en
espace proposée est équivalente a une discrétisation E@hama aux différences finies standard (cf. [13]
pour les détails).

Pour décrire les propriétés des version discrétes du prahlitest nécessaire d’introduire une norme discrete.
Suivant une approche standard (cf. [184]), nous définisd@tmrd 'opérateur linéaird}, : V;, — V;, défini
par pour toutu, € V;, par

(V(Thup), Vor)n = (un,vn)n, Yon € Vi (4.38)

D'apres (4.37){V-, V-); est un produit scalaire slif, etuy, est bien défini de maniére unique. De pliis,
est autoadjoint su¥}, pour le produit scalair¢., -); puisque

(vn, Trhun)n = (VTovn, VTun)n = (un, Thon)n,  Yun, vp € Vi (4.39)

Enfin, T}, est défini positif pour le produit scalaiié, sur(-, ). En effet, sil'on choisity, = u; dans I'égalité
précédente, on voit que,, Thup)n = (VThup, VIuy)n > 0, et sil'on choisitv, = uy, dans (4.38), on voit
que(VThup, Vup)n, = (up, up)p, de sorte quéy, est injectif.
En diagonalisanfl},, on peut définir pour tout € R I'opérateur(T},)* (pours = 0, (1,)° = I), et la
norme discréte
0y p = (Th)*v,0)/%, Yo € Vi, (4.40)

qui est une norme euclidienne Syy.
Enintroduisant la variable = —aAu+ f'(u), le schéma semi-discrétisé s'écrit : pouf, u?) € V;, xV,
donné, trouveru”, w") : [0, +-o00] — Vj, x V}, solution de

e(ul, o) + (Ul o) = —(Vuh, V), Ve eV, (4.41)
W' ) = a(Vu", V) + (f (@), x)n Vx € Vi, (4.42)
uh(O) = ug, u?(O):u}f (4.43)

Avec le systeme écrit ainsi, il est possible d’obtenir desieas discrétes des estimations a priori (4.28)
et (4.31). L'énergie discréte pour ce systéme est définie footti(uy,, vy) € Vi, x Vj, par

€. .
Eh(uh,vh) = 5 |vh|2_17h + 5 |uh|1’h + Fh(uh), aveth(u”) = (f(uﬁ), l)h. (4.44)
On peut montrer :
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Théoréme 4.4 (Grasselli & P. [13]) Soit (u}, u) € V}, x V},. Le probléme4.41)-(4.43)admet une unique
solution (u”, w") € C2([0, +00); Vi, x V4,). De plus,

ca |9

(ecslmult _1) vt >0,  (4.45)
C3

t 2
Eh(uh(t)ju?(t)) + / ‘U?‘ ) hds < Eh(ug,uh) calm(u)lt 4
0 ]
et (ul(t), ul(t), wh(t)) — (u*,0,w*) lorsquet — +oo, ol (u*, 0, w"*) € V}, x Vj, x R est une solution
stationnaire dg4.41)(4.42).

Le schéma totalement discrétisé est obtenu en appliquanhéma d’Euler implicite a (4.41)—(4.42). On
fixe un pas de temp& > 0. Le schéma s'écrit : soient) € V etu} € Vj; pourn > 1, (u} ™ with) €
Vi, x V}, est solution de

n+1 n+1l

U — U+ ul u u™ .
o(=* 5tg h ,Sp)h + (hThaSD)h = —(thH,ch)h Yo € Vp, (4.46)
(wh ™ 0n = a(Vup ™ Voon + (F (™), 08 Yx € Vi (4.47)

Poure = 0, on retrouve le schéma d’Euler implicite pour I équation@hhn Hilliard (cf. [77]). En utilisant
un procédé de minimisation, il est facile de voir que p(u;;f ,uy) donnes, les équations (4.46)—(4.47) ont
toujours au moins une soluthrm”le wZH) L'unicité est garantie sit est assez petit (et plus précisément,
sie/dt* 4+ 1/6t > ¢} /(4a), avecc; défini par (4.25)).

Etant donnée une suite?, w?),en dansVj, x V;, qui satisfait les équations (4.46)—(4.47), nous définisson
la dérivée discrete

n+1 _an
AR W n>0, (4.48)
et I'énergie discréte
E" = —H | Lh Ty ||uh||1h+Fh(uh) n =0, (4.49)

ou F}, est comme ci-dessus. On a la version dlscrete en temps duethéd.4 :

Théoréme 4.5 (Grasselli, Lecoq & P. [18])On suppose qué, -); est ou bien le produit scalaire usuel sur
L?(£2), ou bien une formule d'intégration numérique définie (laB4)et satisfaisan{4.35)(4.37) Siétc} <
8a (oU ¢y est la meilleure constante daifé.25) et si (u}}, w} )nen €St une suite dangj, x V}, qui satis-
fait (4.46){4.47) alors poury € (0, 1) assez proche dg on a

e (L—pa o] kl?
e ya (1o ) |t G o
+Z ( 8,ua> Yh 71,h+ 2 Yh 1,h

2
< exp (e3¢ [m(v)]) (E +eae |9 [m(ef)] + ot 10 [m ) 5 &) . (450

pour toutn > 1, olcs etcy sont définies dangt.27) De plus,(u}, v}’ wi) — (uj,0,w}), ou (uy,0,w;) €
Vi x V3, x R est une solution stationnaire {é.46)(4.47)

Remarque 4.3 Ce résultat de stabilité laisse apparaitre un terme régalmd |1 » que ne possede pas
'EDP (4.23). De plus, le schéma n’est que d’ordre 1 en terfipserait intéressant de trouver un schéma
asymptotiquement stable, qui soit d’ordre 2 en temps et égularisant.

Remarque 4.4 Lorsque(+,-), = (+,-), les estimations d’énergie permettent de montrer qu’'a oaos-suite
pres, les solutions discréte convergent vers une solut@redyie finie du probléme continu (sur tout intervalle
de tempd0, 7], T < o). Dans [13], nous avons également montré des estimati@nsedr pour le schéma
semi-discrétisé en espace.
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Chapitre 5

Equation de diffusion visqueuse (article [11])

5.1 Problématique
Dans [11], je me suis intéressé a une discrétisation dedi@mude diffusion visqueuse
ug — vAuy = Af'(u) z€Q,t>0, (5.1)

avec des conditions au bord de type Neumann et ol — R est typiquement un potentiel double-puits, par
exemplef(s) = (s> — 1)2. Le domaine est un ouvert borné d&? avecl < d < 3 et a frontiére lipschit-
zienne. Cette équation peut étre vue comme une régulangatii type Yosida) de I'équation de diffusion

u = Af'(u) e, t>0, (5.2)

cette derniére étant mal posée lors¢fug’est pas convexe : en effet, si 'on développe le membre ditedr
de (5.2), le terme de dérivation le plus élevé g&tu)Awu, et on af”(u) < 0 lorsqueu est dans l'intervalle
spinodal ; le coefficient devant le laplacien a donc le mausajne.

Il est intéressant de noter que I'équation de Cahn-Hill{ar8l) (avecs = 1 ici) peut aussi étre vue comme
une régularisation d’ordre 4 en espace de (5.2). L'équateoGahn-Hilliard visqueuse

up — vAu = Af'(u) —alA®u €0, t >0, (5.3)

dont la modélisation a été introduite par Novick-Cohen daB$], et qui apparait dans de nombreux autres
modeles (cf. (3.9)), généralise a la fois (5.1) et I'équatie Cahn-Hilliard classique (cas= 0). Pour com-
prendre des modeéles plus complexes, il apparait donc iamtade comprendre les propriétés de (5.1). Cela
a été fait sur le plan théorique par Novick-Cohen et Pego {&&. Evans et Portilheiro se sont également
intéressés a cette équation dans [83], en étudiant notatienarodele limite lorsquer — 0™ (ce modele
limite présente des phénomeénes d’hystérésis).

Du point de vue numérique, I'équation (5.1) présente uniérgifice notable avec I'équation de Cahn-
Hilliard classique ou de Cahn-Hilliard visqueuse dans tessal, en I'absence du bilaplacien régularisant, les
états d’équilibre non constants présentent des discatgmnu

Pour étre plus spécifique, reformulons (5.1) sous la forme

w =~ (I = (I =vAN) ) [ (u), (5.4)

ol l'opérateur(I — vAy)~! est défini paw = (I — vAy)~'g, pourw satisfaisant

5.5
9w _ () on 9. (5-:5)

on

{(I— vA)w =g inQ,
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Par le principe du maximun{/ — vAy)~! opére continlment d&>(2) dansL>(12), et I'équation (5.1)
peut étre vue comme une ODE non locale sur I'espace de Baif&¢hr). Toute fonction mesurable(x)
telle quef’(u(x)) est constant est un état stationnaire de (5.4). En pagicsii /' n’est pas monotone, les
phases peuvent étre arrangées de maniere arbitraire dédmmene).

La Figure 5.1 montre ainsi un état d’équilibre calculé numérment sur le disque unifé, pour f/(u) =
u? —u etrv = 0.1. Le noir correspond & des valeurs égaleslaet le blanc a des valeurs égales-a;
la figure illustre notamment I'absence de motif distinaifysi que I'absence de régularité a la frontiere des
sous-domaines définis par< 0.

FiG. 5.1: Un état d’équilibre pour (5.4)

Il est facile de voir que la fonctionnelle d’énergie libre

F(u) :/Qf(u) dx (5.6)

est une fonction de Liapounov pour les solutions de (5.4)smans un sens relativement faible. Pego et
Novick-Cohen ont montré que sous des hypotheses rais@malhe solution de (5.4) converge (presque
partout) vers un état d’équilibre lorsqtie~ +oc. De plus, tout état d’équilibre(z) satisfaisanf” (u(x)) > 0

est presque partout dynamiquement stable pour des pditundau sens de la convergence des mesures. Cela
impligue que des solutions régulieres (qui existent dédajoendition initiale est réguliere) peuvent converger
vers un état d’équilibre discontinu. De plus, I'état airtg@@mt n’est pas génériguement un minimiseur de (5.6)
sous la contrainteg,, u dz = constante.

Dans [11], le but principal était de trouver une discrétisate (5.4) qui puisse reproduire ces caractéris-
tiques de la dynamique. En particulier, afin d’obtenir dassadiscontinus, nous avons choisi une discrétisation
en espace par des éléments finis discontinus. Nous avonsglauttilisé les plus simples possibles, a savoir
les élémentg”?, constants par morceaux, et notre probléme discrétisédeuru comme un flot de gradient
pour la fonctionnelleF en dimension finie (cf. Théoréme 5.2). Le résultat princéiablit que la solution”
du probléme discrétisé converge uniformémentur [0, 7] vers la solution: du probléme (5.4), pour tout
intervalle de temps fifD, 7']. Nous énoncons ce résultat ci-dessous (Théoréme 5.3)memeatant quelques
points importants de la démonstration. Notons que des ationk par différences finies avaient déja été effec-
tuées en dimension un par Evans pour (5.4) ; citons égaldm@&ni9] pour des discrétisations de problemes
proches (équation (5.2), modéle de Perona-Malik).
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5.2 Le probléeme continu et sa semi-discrétisation en espace

Nous faisons les hypothéses suivantesfsur

f el (R), (5.7)
liminf, . f'(s) = —oc et limsup,_, ., f'(s) = +o0. (5.8)

En vue d’une approximation uniforme par éléments finis, flregurel de supposer que est un domaine

polyhédral connexe et bornegg. un intervalle sid = 1, un polygone sil = 2 et un polyhédre sii = 3. En

particulier, a une frontiére lipschitzienne (mais p@s). Il est inutile de supposer queest convexe.
L'opérateur(I — vAy)~! est défini pamw = (I — vAy) g ouw satisfait la version faible de (5.5)e.

v(Vw, V) + (w,9) = (g,¢) Ve € H'(Q). (5.9)

La notation(-, -) désigne le produit scalairB?(£2). Pour I'approximation numérique, nous avons utilisé les
propriétés suivantes de I'opératgur— vAy) L.

Lemme 5.1 Pour toutg € L>°(£2), le probléeme(5.9) admet une unique solutian € H'(2). De plus,
infessgg < w(x) <supessqgg p.p.x € Q,

et I'application linéaireg — w est continue d&>° a valeurs dang¥ 1P(Q), pour unp > d qui dépend dé.
En particulier,w € C°(Q).

Noter que le résultat de régularité est non trivial en direng = 2 oud = 3, en particulier parce qu’on
ne suppose pal convexe. Pour la dimensiah= 2, on a utilisé des résultats de Grisvard [109], et pour la
dimensiond = 3, un résultat de Dauge [67].

Avant de déefinir 'espace ou vit la solutiande (5.4), nous introduisons une sujtg,, }cn de triangula-
tions simpliciales conformes d&; chaque triangulation couvre exactem@neth, — 0 lorsquek — +oo, le
parametréy;, étant défini ci-dessous. Lorsque nous considérons ungtition fixée, nous omettons l'index
k, pour simplifier.

Pour une triangulation donnég, = 7;,, I'ensembleQ est I'unionQ = Urer, T d'un nombre fini de
d-simplexes fermés et non dégénérésle paramétre, est défini par

h = max h(T),
TET,
ou, pour toutT’, h(T) est le diamétre dd-simplexeT'. A la triangulation7;,, nous associons I'espaté® c
H' () des fonctions continues et affines sur chaque élément :

VP = {u e C°(Q), ur est affine pour toul” € 7;,},
et I'espaceM” c L>°(Q2) des fonctions constantes sur chaque élément
M" = {u € L=(Q), w est constant pour todt € 7, }.

Nous notongy;, 1 < ¢ < N les sommets de la triangulatidf, etT;, 1 < i < M lesd-simplexes d€},.

La discrétisation en espace d’une solutioest faite par une fonction™ de /. Comme nous souhaitons
obtenir un résultat de convergence uniforme lorshue> 0, il est nécessaire de supposer que la condition
initiale u peut étre approchée uniformément par une suite de foncfidhs <y avecu”s € M"*, pour tout
k.

Nous supposons donc que la suite de triangulatiois } ;e Verifie

M"™ < M"™+1 pour toutk € N, (5.10)
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et nous définissons I'espadg{7;, }) comme la complétion dan's® () deUycn M. Avec cette définition,
X = X ({75, }) est un espace de Banach séparable pour la ndfi{g2), et X contientC®(Q2). De plus, tout
élémentu € X peut étre approché uniformément Supar une suitgu"* } .oy avecu’s € M+,

En considérons (5.4) comme une ODE lirnous obtenons le résultatedtistence globalsuivant :

Théoreme 5.1 (P. [11])On suppose qu¢ satisfait(5.7), (5.8) et que{7},, }ren satisfait(5.10) Alors, pour
toutug € X = X ({75, }), I'"équation (5.4) admet une unique solutiane C*([0, +o00), X) telle queu(0) =
uQ-.

L'existence locale est une application du Théoréme de Galidschitz a I'espaceX. L'existence globale est
basée sur I'estimation a priori suivante, établie dans]j1&8&jui a son intérét propre :

Proposition 5.1 (Novick-Cohen & Pego [158])Soit[a, b] (—oco < a < b < o) un intervalle tel que
f(a) < f'(s) < f'(b) pourtouts € [a,b].
Siug € [a,b] p.p. danx?, alors pour toutt € [0,7), u(t) € [a,b] p.p. dans.

Ainsi, pour f'(s) = s3 — s, les valeurs optimales et b telles quela, b] contient[—1,1] et f/(a) < f'(s) <
f/(b) pour touts € [a, b] sonta = —2/+/3 etb = 2/+/3 (cf. Figure 5.2).

FIG. 5.2: Cubiquef’(s) = s® — s

Remarque 5.1 Il est facile de voir que si = 1, toute fonction régléd.e. une limite uniforme de fonctions en
escalier) peut étre choisie comme condition initiale danBHéoreme 5.1. Si = 2 ou 3, la condition (5.10)
sur la suite de maillages est plus contraignante. Elle esiéepour une suite de type « dyadique » (découper
les triangles en 4) en dimensia@n

La discrétisation du probleme (5.4) que nous avons utiksteassez naturelle. Nous résolvons (5.5) par
éléments finisP!, avec un second membie’, et nous reportons le résultat dans (5.4). Cela s'écrit r pou
ul € M", trouver(u, wh) : R, — M" x V" tels que

v(Vwh(t), Veh) + (wh (), ¢") = (f'(uh (1), "), Ve e VI, (5.11)
v(up(t),e) = (w(t),e") — (f'(W"(1), "), Ve e M", (5.12)
ul(0) = ult. (5.13)

Remarquer que I'on utilise encore une formulation « splittb du probléme, un peu comme pour la discréti-
sation de Cahn-Hilliard classique.
En analysant la forme matricielle de ce schéma, on obtient :
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Théoréme 5.2 (P. [11])Pour toutu? € M", le probléme(5.11)5.13)admet une unique solutiaf.”, w")
dansC' (R, M") x CO(R,, V™). De plus,(5.11)5.13)peut étre vu comme un flot de gradient pour la fonc-
tionnelle F définie par(5.6), pour un produit scalaire approprié suv/”. En particulier, sif est analytique,

il existe un état d’équilibre discret.»>°, w™>) € M" x R tel queu”(t) — u> etw”(t) — w™> lorsque

t — 4o00.

La convergence uniforme dé versu s'obtient relativement aisément en dimensios 1. En dimension
2 et 3, elle est basée sur le principe du maximum discret pour lerétisation par éléments finB! du
probléme (5.5), discrétisation utilisée dans (5.11) : cBapun résultat célebre de Ciarlet et Raviart [64], ce
principe du maximum discret et la convergence uniforme guiésulte sont assurés si la solutiorappartient
awbP(Q) pour unp > d. Pour garantir ce principe du maximum discret, il est eneonticessaire de faire
des hypothéses supplémentaires sur la suite de triarans;,, } (lorsqued = 2, 3). Nous supposons donc
gue cette triangulation eséguliére i.e. qu’elle satisfait la condition d’angle minimal, et qu'eltst a angles
aigus,i.e.: pourd = 2, I'angle de chacun triangle est inférieurrd2 — ¢, pour une > 0 indépendant déy ;
pourd = 3, I'angle entre deux faces d’'un méme tétrahédre est infédiey2 — <, pour uns > 0 indépendant
de ;. Nous dirons egalement que la suite de triangulatighg } est croissante si elle satisfait (5.10). Sous
ces conditions, nous avons :

Théoreme 5.3 (P. [11])Soient{7}, }rcn une suite croissante et réguliére de triangulations a asglgls,
ug € X({Tp, }) etul € M une suite telle qu#uo — uh* ey Alors, pour toutl” > 0,

s u) =] o

ol est la solution dg5.4)telle queu(0) = ug etu”* est la solution d¢5.11)+(5.12)telle queu’*(0) = ulgk
Le schéma de la preuve de ce résultat est relativement sthnda utilise la projection elliptique de (pour
laguelle on a le résultat d’approximation uniforme de @dt Raviart), et 'on compare cette projection a
u en utilisant les équations vérifiées paet v/,

Remarquons qu’en dimensiahn= 1, il est possible d’obtenir une estimation d’erreur optienal

Théoréme 5.4 (P. [11])Sid = 1, siug est lipschitzienne par morceaux, relativement a la subttiwiinitiale
Th,, €t si la suite de subdivisiongTy,, } est croissante, alors il exist€, C’ > 0 indépendantes dg, telles
que

sup Hu(t) — uhk(t)HLoo(Q) <C (Huo — ugk L) + C’hk> .

0<t<T

On a ainsi une estimation &n(hy) en choisissarm’gk comme le projeté de, pour le produit scalairé?((2).
Ce résultat est possible car les discontinuités @¢ ne dépendent pas deEn dimension supérieure, on ne
peut pas espérer un tel résultat, puisque I'on ne peut espé@saune régularité de tygg’! pour la solution
w du probléme elliptique (5.5), lorsqueest seulement continu par élément. On pourrait espéreniobles
estimations e (h*) pour una € (0,1) dépendant du domaine.

5.3 lllustration numérique

La Figure 5.3 représente une solutiee (5.4) en dimensiod = 1 sur l'intervalle2 = (0, 1), pour la
nonlinéaritéf’(s) = s® — s, et pourv = 0.1. La condition initiale est la fonction réguliére

up(z) = 0.5tanh(2(z — 0.2)) =z € [0,1].
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FiG. 5.3: Solution de (5.4) a des intervalles de temp8.d25 et état final

La discrétisation en espace est faite par (5.11)—(5.12) ame subdivision uniforme de pas= 272, et la
discrétisation en temps est faite par un schéma de Crarddit de pas constafit = ». On observe que la
solution parait continue pour chaguet qu’elle évolue vers un état constant par morceaux lorsguetoo,
comme prédit par la théorie. En pratique, avec la disciéiisd’état final est visuellement atteint dés le temps
t = 1.5. On remarque que I'état final prend des valeurs en dehorintierValle[—1, 1] (mais dans l'intervalle

[], cf. Proposition 5.1), au contraire de ce qui est observérgéement pour I'équation de Cahn-Hilliard. En
particulier, cet état final n'est pas un minimiseurl@vec masse imposée.

La Figure 5.4 illustre gu’une solution de I'équation de Gatiliard visqueuse (5.3) avec une condition
initiale a valeurs danf-1, 1] ne reste pas nécessairement a valeurs plahsl], lorsquef’(s) = s — s. La
discrétisation en espace est une formulation « splitting'»”' comme pour le modéle de Cahn-Hilliard-
Gurtin (3.27)—(3.29), avec des conditions au bord de typeniNan homogene ici au lieu des conditions
périodiques. L'intervalle de calci, 1] est divisé er800 intervalles égaux ; la discrétisation en temps est faite
par un schéma de Crank-Nicolson de pas congtant 1/800. Les paramétres de I'équation sont= 0.1,

a = 0.0001, et la condition initiale esto(z) = —%27%= tanh(20(x — 0.35)) + 221“= avecu_ = 0.28/0.65.

On observe également que la solution converge asymptatigiieen temps vers un état stationnaire pour
I'équation de Cahn-Hilliard, qui prend des valeurs dans, 1]. Pour des petits temps, la solution de (5.3) se
comporte en gros comme celle de (5.4)=€ 0), et pour des grands temps, elle se comporte en gros comme
celle de I'équation de Cahn-Hilliard (= 0).
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FIG. 5.4: Une solution de (5.3) pour= 0.1, a = 0.0001
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Chapitre 6

Equation d’Allen-Cahn-Gurtin (article [10])

6.1 Modele

Dans [111], Gurtin établit plusieurs généralisations éguiation d'Allen-Cahn, en suivant la méme dé-
marche que celle adoptée pour I'équation de Cahn-Hillaudtin de la Section 3.1 (notion de microforces,
séparation des lois constitutives et des lois de consenjalUne des généralisations proposée est

(8 —diva)du+ (b — a) - Vou — div (%uw(u, Vu) + AV@tu> + O (u, Vu) =~ (6.1)

ol 3 = B(Z) est un scalaireg = a(Z), b = b(Z) sont des vecteurs d&?, A = A(Z) est une matrice
carrée de taillel a coefficients réels, dépendant tous de la variable: (u, Vu, 0u, VOou) (Z représente
la liste des variables constitutivesy; = v (u, Vu) est I'énergie libre volumique ef est un terme source.
Les coefficients3, a, b et A satisfont la condition de dissipativité suivante, qui gditagque I'équation est
thermodynamiquement consistante : pour toutes les vat#s= (u, Vu, dyu, VOo,u), on a

B(Z) (0u)* + (Oyu) (a(Z) + b(Z))t (Vo) + (V)" A(Z) (VOyu) > 0.

Lorsques, a, b et A sont constants, qu'il n’y a pas de terme source, etygast défini comme dans I'équation
d’Allen-Cahn classique par

[0
Wlu) = fu) + 5 |Vl
I'équation (6.1) se réduit a

BOwu+ b - Vou — div (AVOu) — aAu+ f'(u) =0, (6.2)

avech = b—a. Dans cette derniére équation, seule la différéneeb — a intervient, de sorte gu’en choisissant
sans perte de généralitét+ b = 0, la condition de dissipativité s'écrit simplement

>0 et y'Ay>0pourtouty € R%

Notons que comme pour le modele de Cahn-Hilliard-Gurtin (&f6)), nous pouvons supposer gdeest
symétrique, sans perte de généralité pour I'étude de celmaddefficients constants.

L'équation (6.2) a été étudiée dans [56] pour un potentipblynomial de la forme (1.9), en supposant
5 > 0 et A symétrique définie positive. L'existence globale et I'itdéale la solution pour une donnée initiale
dansH},.(2) a été établie en dimensieh< 3 pour une croissance sous-critique flet des conditions au
bord périodiques ; I'existence d'attracteurs de dimen§iite a également été établie.

Lorsque nous avons voulu étudier la méme équation avec @mtpatlogarithmique de la forme (1.8),

nous nous sommes heurtés a des difficultés inattendues, didabsence d’'un principe de comparaison
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pour (6.2). Nous avons montré que méme pour des donnéeddsitieu a valeurs dang—1,1), il peut
arriver (poura assez petit) que la solutianprenne les valeurs singuliéregsl en un (ou plusieurs) points du
domaine, au bout d'un temps fini. Un tel probléme était imattepour plusieurs raisons. En effet, dans le cas
particulierlinéaire f/ = 0,b = 0, A = ol (a > 0), 'équation (6.2) satisfait un principe de comparaison
(pour des conditions au bord périodiques, par exemple).riDeipe de comparaison a été établi dans [72]
pour des équations pseudo-paraboliques et des opératesigepéraux que le laplacien (éventuellement non
linéaires). L'absence de principe de comparaison pouj €2d0 a la partieon linéaire et peut étre attribué
au caractere non local de I'équation, qui apparait en lavegtrcomme une équation intégro-différentielle
(cf. (6.4)) ; le termexA apparait alors comme une perturbation duwas 0.

Cependant, dans les modéles de champ de phase avec pdograighmique, méme en I'absence d'un
principe de comparaison, on arrive en général a montreastexce de solutions faibles globales : moralement,
la singularité du potentiel suffit & imposer que le paramé&edre u reste dans l'intervall¢—1,1). C'est le
cas par exemple de I'équation de Cahn-Hilliard classiqus) @vec un potentiel logarithmique (voir [70, 81]
et la Section 1.2) ou encore de I'équation de Cahn-Hilli@rdtin (3.8), qui est un modéle trés proche de (6.2)
(voir [57, 31]). Une des différences entre les deux modége&adrtin tient au fait que dans I'équation (6.2),
I'ordre de dérivation le plus élevé est 3 (il est imposé papérateurdiv (Avatu), d’'ordre 2 en espace et 1
en temps, tandis que dans (3.8), I'ordre le plus élevé est dgpace).

Dans le cas de I'équation de Cahn-Hilliard classique aveditions au bord dynamiques et potentiels
logarithmiques, Miranville et Zelik [153] ont montré qu@solution peut prendre les valedrs sur une partie
du bord de mesure strictement positive (voir égalementfs8} des simulations numériques). lls ont réussi
a obtenir des solutions globales en redéfinissant le comgepblution. Le phénoméne dans leur cas différe
de celui que nous avons observé pour I'équation d’AllensG@lrtin car il se produit sur le bord du domaine
et non pas a l'intérieur. De tels exemples montrent qu'it faster attentif dans I'analyse mathématique de
modéeles avec potentiels singuliers.

Nous détaillons ci-dessous les contre-exemples que nouas @xhibés. lls sont valables dés la dimension
un de domaine.

6.2 Contre-exemples théoriques et numériques
En dimensiond = 1, I'équation (6.2) avec des conditions au bord périodiquiasis
U + bUgy — QUgyr — Qe + f(u) =0, x € T, t>0, (6.3)
ou nous avons fix@ = 1 etT = R/Z, sans perte de généralité. Dans toute la section, nous suppque

beR, a>0 et a>0.

Soit L, ;, 'opérateur défini pal, , = I +b.V —aA avec domaine? ! (T), ou H'(T) = HJ,(0,1). D'aprés le

Théoréme de Lax-Milgrant,,; est un isomorphisme dé' (T) sur(H'(T))'. De mémeA opére deff (T)
dans(H!(T))’. En remarquant qué, , commute aved\, nous récrivons (6.3)

up = al o L;})u - L;ll)f'(u) (6.4)

Par régularité elliptiquel,, ; envoie ™ (0, 1) dansH™*2(T) pourm € N*, etC%(T) dansC*(T), ouC*(T)
est I'espace des fonctioisois continllment différentiables siit Par conséquent, I'opérateBr= —AoL;})

estborné d€'°(T) dansC®(T) etdeH ! (T) dansH ! (T). Nous considérons (6.4) comme une EDO non locale
surC°(T) ou surH'(T). Avec ce cadre, I'existence locale de solutions est imntédia
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6.2.1 Cas d'un potentiel polynomial

Dans le cas d'un potentiel polynomial défini par (1.10), l&€dieme de Cauchy-Lipschitz dans I'espace
de BanachH ! (T) implique

Proposition 6.1 (Cherfils & P. [10]) On suppose qué¢’(s) = s> — s. Alors pour toutuy € H'(T), 'équa-
tion (6.4) admet une unique solution maximalec C*((T~,+o0), HY(T)) (—oo < T~ < 0) telle que
u(0) = up.

Noter que I'existence globale potiz> 0 est assurée par les estimations a priori faites dans [56].
Lorsquef’(s) = s® — s, il est clair que I'équation (6.3) admetl comme solutions constantes. Dans ce
cas, nous proposons le contre-exemple suivant au prineipermparaison.

Proposition 6.2 (Cherfils & P. [10]) On suppose qu¢’(s) = s* — s. Alors, poura > 0 assez petit, la
solutionu de (6.4) de donnée initialeiy(x) = cos(2rz) satisfait||u(—t)|| . < 1 et]u(t)],, > 1, pour tout
t > 0 assez petit.

[ oo

Démonstration.Par développement limité én= 0,
u(x,t) = cos(2mx) + tuy(x, t) + o(t) lorsquet — 0, uniformément en: € T.

Commel|jug||,, = 1 et que la borne est atteinte seulementcea 0 etz = 1/2 dansT, avecuy(0) = 1 et
up(1/2) = —1, il suffit de montrer que:(0,0) > 0 etus(x = 1/2,¢t = 0) < 0. La preuve de ceci est basée
sur un calcul explicite, utilisant le fait que la famil{e’?*™®),.c,, est une famille de vecteurs propres gy,

et A. On utilise également une formule de linéarisation poutetrée termeu3. Dans le cas = 0, on montre
en particulier quex(0,0) > 0 si et seulement si < 2a/(1 + 36a7?), ce qui donne une estimation explicite
pour cv. O

La Figure 6.1 montre des simulations numériques effectaéesSci | ab, pour la non-linéaritéf’(s) =
s3—s. La condition initialeug () = 0.8 cos(2mx) prend des valeurs daps 1, 1), et les paramétres samt= 1,
b = 4 eta = 0.001. La discrétisation en espace est faite par éléments finfegoas continus et affines par
morceaux P1), et la discrétisation en temps est un schéma de Cranks8dicdlL70, 180]; cette discrétisation
est faite sur la formulation variationnelle de I'équati@n3). La subdivision en espace est uniforme, avec un
pasAz = 0.0025, et la subdivision en temps est uniforme aussi, avec ungas- 0.07. La solution est
affichée aux itérations en temps= 0, 500, 1500 et 14000. On voit que la solution dépasse nettement les
valeurs=+1 a l'itérationn = 1500. En fait, le maximum de la solution obtenu numériquementl €5t19 a
litération n = 1621 (nAt ~ 113) et au pointz =~ 0.03. La valeur deu pour de grands temps (itération
n = 14000) illustre le comportement asymptotique de la solution, cuiverge vers un état d’équilibre a
valeurs dan$—1, 1] (voir Proposition 1.2).

6.2.2 Cas d’'un potentiel logarithmique

Dans cette section, nous considérons un potentiel logaidtie avecf’ défini en (1.8) par
0 (1 +u

f(u) = 3 In

1—u> —0Ou, ue(-1,1) (0<0<6,.).

En particulier,3 > 0 est I'unique racine strictement positive fleet I'on a

O<y<f<l, fN<f@B=0 et f'(v)=0<f"(B).
Nous utiliserons I'espac& = C°(T), qui est un espace de Banach pour la norme

|v||oo = sup |v(z)|, velX.
zeT
Le Théoreme de Cauchy-Lipschitz appliqué a (6.4) et avecandition initiale dansY s’énonce :
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FIG. 6.1: up(x) = 0.8 cos(2mz), a = 0.001,a =1,b=14

Théoreme 6.1 (Cherfils & P. [10]) On suppose qug¢’ est localement lipschitzienne si¢1,1). Alors, pour
toutuy € X tel que|luoll, < 1, 'équation (6.4) admet une unique solution maximales C1([0,7); X)
telle queu(0) = ug et ||u(t)||,, < 1 pour toutt € [0,77F). SITT < +oo, alors |ju(t)|,, — 1 lorsque
t— T,

[ [

Une solution de (6.4) dans le sens ci-dessus sera apgmlémn classiqueComme il s’agit d’une application
du Théoréme de Cauchy-Lipschitz, le résultat ci-dessuégegement valable pour des temps négatissi
I'on remplacel0, 7") par (7, 0]. Nous utiliserons cette remarque dans la démonstratioésiitat principal.

Remarquons tout d’abord que certaines des solutions deg@m8 globalesi.e. définies pour tout > 0.
En effet, toutes les solutions stationnaires du problemddleti-Cahn (cf. Section 1.3), et en particulier les
solutions constantes = 0 etu = 43, sont des solutions stationnaires pour (6.3). Comme péquétion
d’Allen-Cahn classique (1.3), ces deux solutions sont aggtiguement stables :

Proposition 6.3 (Cherfils & P. [10]) Si f’ est défini par(1.8), la solution constantes de (6.4) est asympto-
tiquement stable, i.e. il exisigee (0,1 — ) tel que siug € X satisfait|lug — 5|/, < p, alors la solutionu
de (6.4) de condition initialeu, donnée par le Théoreme 6.1, est définie [Bus-oo) et satisfaitu(t) —
dansX lorsquet — +oc.

Par invariance de (6.4) pour la symétiie~ —u, —3 est également asymptotiguement stable.

Démonstration.L'équation linéarisée de (6.4) g¢hest

v =—Cv, t>0,avecC =—-alolL,,+ f"(B)L,}.

Pour montrer qués est asymptotiquement stable, il suffit de montrer que letepeleC' dansX est contenu
dans un demi-plagz € C : Re(z) > d}, pour und > 0. Un calcul simple montre que pour tokite Z,
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C(eikam) — )‘k: ez’2k7r:v’ avec

[(2k7)? + W][1 + a(2km)? — i2kmb]

Ab = T a2k + 2k

(w=f"(8) >0).

En d’autres termes, toute fonctief*"* est un vecteur propre d&. On en déduit alors, par un raisonnement
soigneux, que

012(C) ={ A\, k€ Z} =0x(C).
La premiére égalité vient du fait qye’>*"*} .7, forme une base hilbertienne dé, et la deuxiéme égalité
s’en déduit par régularité elliptique. On remarque enfin Gu€\;) > 0 pour toutk, et queRe(\y) — «/a >
0 lorsquek — 400, et ceci termine la preuve. OJ

Le résultat denon-existence globaléd’'une solution classique pour un potentiel logarithmigseele sui-
vant :

Théoreme 6.2 (Cherfils & P. [10]) On suppose qu¢’ est défini par(1.8) et on fixexry € T. Alors, pour
a > 0 assez petit, il exist® > 0 et

u e CH([=T,0]; C°(T)) N CH([-T,0); C*(T))
tels que||u(t)||,, < 1 pour toutt € [-T',0), u satisfait(6.4) sur [T, 0), u(zo,0) = 1 etu(zo,0) > 0. En
particulier, v ne peut pas étre prolongé pour des temps positifs comme wi@ealassique dé€6.4).

Démonstration.Comme (6.4) est invariante par la translation— = — g, il suffit de prouver le résultat
dans le cagy = 0, et nous supposons donc gug= 0. La preuve est divisée en plusieurs étapes. Dans une
premiére étape, nou fixong € C?(T) a valeurs dangy, 1] satisfaisant

uo(0) = 1, up(z) < 1siz #0, f'(up) € L*(0,1) et(L;})f’(uo))(O) < 0.

Cela est possible cdr;}) est un opérateur intégral a noyau strictement positif : istexune fonctionk <
C°(T), k > 0 surT, telle que

1/2
L;ll)(g)(()) = / g(y)k(y)dy pourtoutg € LY(T) ~ L'(0,1).
~1/2

On peut alors choisir par exemple
un(x) = p(x/6), =€ (~1/2,1/2),
avecd > 0 assez petit, eb € C°(R), ¢ paire,y strictement décroissante §0r 1], telle que
(0)=1, ¢(0)=0, ¢ (0)<0 etp=~ surll,+ocl.

Pourd > 0 petit, le signe d¢L;})f’(<p(-/5))](0) est celui def’() < 0. Ainsi, poura > 0 petit, on a bien (au
moins formellement),
ur(0,0) = aA o L yug — Ly f'(u0)](0) > 0. (6.5)

Comme le résultat d’existence local ne s’applique pas @ireent pour la donnéey, on régulariseu, en
posant
ug(z) = min(ug(z),1 —¢), z€T.

Pour chaque, I'équation (6.4) admet une solution classiqgtiesur un intervalld—17<, 0], de donnée initiale
u§. En passant soigneusement a la limite lorsgue 0, on construit une solution € C*([—T,0]; X) de (6.4)
telle queu(0) = uop. L'existence de la limite: est basée sur le Théoréme d’Ascoli, sur une bd@e 7' > 0
indépendante de, et sur des estimations a priori qui utilisent le fait quempoeu> 0 assez petit, on a (6.5).
Un résultat de régularité basé sur la formule de Duhamel gled® montrer que: est en fait une solution
classique (dans le sens défini par le Théoréeme 6.2). O
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FIG. 6.2: « Explosion » en temps fini (CB Dirichlet)

Le contre-exemple ci-dessus peut facilement étre adapés @ahditions au bord de type Dirichlet ou
Neumann homogénes, ou encore des conditions de Robin hae®tgles que I'opératedr+ b - V — aA
vérifie le principe du maximum. La Figure 6.2 illustre un c&sxglosion en temps fini (explosion dé(u)
dans ce cas) pour des conditions au bord de Dirichlet hongogénnon-linéaritéf’ est définie par (1.8) avec
0=1etd.=2,i.e. L1

/ S

f(s) = 5111(1_3
Le schéma utilisé pour la discrétisation de (6.3) est le mgueepour la Figure 6.1 (avec des conditions au
bord de Dirichlet),i.e. éléments finisP! en espace et schéma de Crank-Nicolson en temps. Les pazamétr
sonta: = 0.01, a = 1, b = 4 etla condition initiale esty(z) = 0.8sin(47z). Le pas d’espace edtr = 0.005
et le pas de tempsg\t = 0.08. La solution est représentée a des intervalles de tempBexgeorrespondant
aux itérationsn = 200k, k = 0,1,...5. La solution atteint la valeur1 au pointz, ~ 0.845 et au temps
t ~ 80.56 (n = 1007) ; I'exécution du pas de temps suivant provoque une erra@agMaleurs pour I'explosion

sont stables lorsque I'on raffinsz et At.

) — 2s.

6.3 Une piste pour définir une solution globale

Lorsquef’ est défini par (1.8), on a

F(s) = g(s) — 0.5 avecy(s) = gln G f z> (s € (—1,1)).

Commey’(s) = 0(1 — s?)~1, la fonctiong est strictement croissante gur1,1).
Sil'on supposé = 0, I'équation (6.4) peut étre récrite

up = —Lg gg(u) + (@A o L § + 0L, §)u. (6.6)

72



Soit A 'opérateur (non linéaire) défini par
D(A)={uce€ H;er((), 1) : g(u) € L*(0,1)} et pour toutu € D(A), Au = L;(l]g(u).

Remarquons qué’},,.(0,1) ¢ C9,.([0,1]), etdoncL!(0,1) C (HJ,.(0,1))"; en particulier, commé. { =

per per

(I —al)~" opére deg(H1,,(0,1))" dansH],,.(0,1), Au est bien défini et & valeurs dafg,, (0, 1).

per

Considérons I'espacH = H!_ (0,1) muni du produit scalaire

per

1
(u,v)g = / uv + au'v' dz.
0

On remarque que si € H est tel quel, ou € L*(0,1), alors en intégrant par parties,

1
<u,v>H:/ Ly ouvda.
0

On en déduit quel est un opérateur (non linéaire) monotone BurEn effet, pour tout,, v € D(A), on a

1
(A= Av,u = o)ir = (L (0(0) = 90w =) = [ (glu) = glo))(u = 0)da > 0.

L'équation (6.6) est de la forme
w=—Au+Lu t>0

ou A est un opérateur monotone feet L un opérateur linéaire borné dedansH (que I'on peut considérer
comme une perturbation lipschitzienne). La théorie degsatpérs maximaux monotones [37] donne une
notion de solution globale a ce type d’équation. Il faut cefaant s’assurer qué estmaximal monotonece

qui nest pas le cas comme le suggérent les problémes reésaitdessus. On définit alors la fermeture
(au sens des graphes) dedansH, et I'on peut montrer quel est maximal monotone. Cependadty’est
plus univoque. On récrit alors (6.6) sous la forme

OGUt—i—Z’U,—Lu,

et pour cette équation, il est possible d’énoncer un résiikaistence globale et d’unicité pour toute donnée

initiale u(0) € D(A) (cf. [37, Remarque 3.14]). Le cas génériat£ 0, dimension de domaine quelconque)
est en cours d’étude.
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Chapitre 7

Multiplicité de solutions stationnaires pour
un modele de champ de phase cristallin
(article [16])

7.1 Modele

Elderet al. [74, 75, 164] ont introduit un modéle de « champ de phaseatiiist> pour décrire notam-
ment des transitions de phase liquide/solide, de la crisseristalline ou de la solidification. Le modéle se
veut intermédiaire entre les modéles atomiques (dynammgpiéculaire) et les modéles continus classiques
(équation de Cahn-Hilliard), dans le sens ou le champ qui@ssidéré (la densité moyennée en temps) est
moyenné en temps, mais pas en espace : ainsi, le modéle dp degphase cristallin permet de simuler des
microstructures a I'échelle interatomique sur des tengsslémgs, et cette approche a connu un certain succes
chez les physiciens spécialistes du champ de phase.

Le modele le plus simple est basé sur I'énergie libre

1
£(u) :/Qi(zﬂ —2|Vul? + |Auf?) + F(u) dz,

ol u est le parametre d’ordre (typiquement une densitélj, et un potentiel double-puits défini par

st 52

F(s) = Z—i—?“? (s € R)
avecr < 0 fixé; Q, un domaine borné dR¢ (d = 3, typiqguement, oul = 1, 2 par simplification) est le
volume occupé par le matériau.
Une telle forme de I'énergie libre permet (heuristiquemelmbtenir des minimiseurs “périodiques”, car
le terme

/ u? — 2|Vul* + |Au* de = / u? + 2uAu + |Au* dz > 0
Q Q

peut étre minimisé par un vecteur proprde A (avec des conditions au bord de type Neumann, par exemple).
Une évolution d’'un état liquide avec une densitépresque) constante vers un état solide avec une densité
u périodique peut alors étre décrite par une équation quipéid®nergie tout en conservant la masse, par
exemple

6
= A—
b o’
Ou encore
ug = A(u+ 2Au + Au + f(u)) dansQ x R, (7.1)
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avec
f(s)=F'(s)=s>+rs (s€R).

L'équation ainsi écrite, qui est un flot de gradidiit ! de I'énergie&, est une version conservative de
I'équation de Swift-Hohenberg [181], exactement commeuation de Cahn-Hilliard est une version conser-
vative de I'équation d’Allen-Cahn. Rappelons que I'éqomatile Swift-Hohenberg, qui s’écrit

o€

%a

a initialement été introduite dans I'étude de la convectienRayleigh-Bénard (voir [65]). L'utilisation de
modéeles de type Swift-Hohenberg en science des matérimbBlaglus récente (cf., par exemple, [47, 99],
pour des modéles d’ordre élevé en espace).

Du point de vue mathématique, I'équation de Swift-Hoheglzedéja été bien étudiée : des résultats sur
I'existence globale et I'unicité de solution, sur la comasice vers une solution stationnaire [118], sur I'exis-
tence d'attracteurs [163, 190], et sur I'existence de gmiststationnaires [161] sont disponibles. Concernant
la version conservative (7.1), outre I'étude dans [16], eatpnentionner I'analyse numérique faite dans [188],
et les simulations numériques dans [55, 117].

Un des buts de I'étude dans [16] était de retrouver du pointidanathématique la physique du probléme,
et de répondre a des questions telles que :

— Comment I'équation (7.1) peut-elle produire des soldtipériodiques stables ?

— Quelle est la longueur d’'onde de ces solutions périodigues

— Existe-t-il des équilibres stables qui peuvent s’intétgr comme la coexistence des phases liquide et

solide ?
Pour cela, suivant une approche déja classique pour l'équde Swift-Hohenberg (cf. [161]), nous avons
abordé plus précisément I'étude des solutions staticemale (7.1) par une méthode de bifurcation, en di-
mension d’espacé = 1.

Ut = —

7.2 Une étude de solutions stationnaires en dimension un d¢gace

En dimensiond = 1, pourQ = (0,L) et des conditions au bord de type Neumann homogenes, les
solutions stationnaires de (7.1) vérifient
u+2u" +u® + f(u) =cst dans (0,L),
W' (0) = (L) = u®(0) = u® (L) =0,

L
L_l/ udxr =m,
0

oum, la masse de, est un réel fixé. Le changement de variable linéaire Lz, x € (0,L), etz € (0,1)
donne le probleme équivalent

u+ 2L 20" + L™ %W + f(u) = cst dans  (0,1), (7.2)
W' (0) = o' (1) = u®(0) = u® (1) = 0, (7.3)
1
/ wdr =m, (7.4)
0

On remarque que la constanie= m est une solution triviale de ce probleme. D’autre part, @n I’
minimise £ avec la contrainte de masse imposée, on obtient égalemergalumtion. Si la constante est
instable, on obtient ainsi deux solutions distinctes. tldgnc naturel d’étudier la stabilité de la solution
constante en fonction des paramétres de I'équation, egglusralement d’'étudier les éventuelles bifurcations
de cette solution constante.
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Définissons I'espace des solutions fortes :
Vo = {ve HY0,1) : /01 vde =0 et v/'(0)=v'(1) =0®(0) =v®(1) = 0}.
En posant = m + v ete = L2, le probléme (7.2)—(7.4) devient : trouvek Vj tel que
Gv,e) =0 avec G(v,e):=c2v™ +2:0@ 40+ f(m+v) — /01 f(m+v)dz.

Nous avons étudié le probleme de la bifurcation par rappopaaameétre.
L'opérateur linéarisé en = 0 s’écrit

L(v,e) = 0,G(v,¢) = 0™ +2e0@ + v+ f/(m)v, veVp. (7.5)

Cet opérateur admet une base orthogonale de vecteurs prgpter — cos(krz), k = 1, 2, ..., pour les
valeurs propres

(X — 12+ f/(m) aveck, = (km)?. (7.6)

Comme on le verra, il y a génériguement une bifurcation loedq valeur propre définie par (7.6) s'annule,
car dans ce cas, |'opérateur linéari8g, ) n'est pas inversible. En revanche, i, <) est inversible, alors
par le théoreme des fonctions implicites, on peut paramiéicalement en fonction des.

Si f/(m) = 3m? +r > 0 (et en particulier sir > 0), les valeurs propres dé(v, ) sont strictement
positives, et la solution constanie= m est toujours stable.

On suppose maintenant qii§m) = 3m? +r < 0, et I'on note

L+ v=f'(m) _ _1==f(m)
A btk A ’

EL —
les racines de (7.6). On remarque qug’sin) € (—1,0), alors0 < & < ¢y ; de plus,
1<k <ky= Eky > Eky €1EL, > Efy.

Sif/(m) < —1,alorsé <0 < g etl < ky < ky impliqueey, > ek, .
Par conséquent, lorsqyé(m) < —1, on ag;, # ¢, pour toutk, k' > 1, et

Kerl. = Vect{py} Sic = e} OUE}. (7.7)
Lorsquef/(m) € (—1,0), I'égalité &, = =, se produit pour une infinité dénombrable de valeti(sn) €
(—1,0) telles que
1— /—f! A
r'im) _ (%) ,pourl <k < k.

L+ /= f"(m)
Ces valeurs forment un ensemble dense dans), mais dans le cas génériques(en dehors de ces valeurs),

on agy # e,/ pour toutk, k' > 1, et la relation (7.7) est encore vraie.
La stabilité de la solution constanie= m se déduit aisément des considérations ci-dessus :

Proposition 7.1 (P. & Rougirel [16]) On suppose qu¢’(m) < 0 et ques # &y, & pour toutl < k < k.
Alors la solution constante d@.2){7.4) est instable si et seulement si

e € (0,65, )U(Eky —1, €k, —1)U. .. U(e1,€1),
ou k4 estle plus grand entier 2 tel ques, < &1 (k4 = 1, si aucun tel entier n’existe).
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En particulier, poue > 0 petit, la solutionu = m est instable.

Théoreme 7.1 (P. & Rougirel [16]) Soite, > 0. On suppose qué¢’(m) < 0, et ques, = &, OUZ,, pour
unk, > 1, aveckerL(-,e.) = Vect{yx, }. Alors, il existe localement une unique branche de solstioon
triviales deG (v, ) = 0 passant par0, <, ). De plus, si

(ehas, = 1P+ ()
alors ces solutions satisfont
2 1/2 .
v=+ (m(e — @)) Ok, +o <|e — 5*|1/2) dans V5, (7.8)
" /s (m?
€0) = ExAk, —g*f'(m) -1 <(5*)\2k* - 17;; + f'(m) f’”(m)) .

Remarque 7.1 La relation (7.8) implique qués — ¢,)/£(0) > 0, et donne le sens de la concavité de la
branche au voisinage d8, <, ).

Remarque 7.2 Dans [16], d'autres résultats théoriques ont été montré :

principe d’échange de stabilité ;

2/k, -périodicité des solutions au voisinage du point de bifiiocg

étude du cas critiqug/ (m) = 0;

étude du cas non générique (avec un noyau de dimension gauid méthode du polygone de Newton.

7.3 Simulations numériques

03:
0.2:
o1
| Lufr
o]
02|
—o.; L 1/ ™

Fic.7.1:Casgn =0,r = —-0.1

m=0 | r=-0.1

uo
o
?
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m=0 | r=-0.75

I
T

uo
o
o
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L/pi

FIG. 7.2: et 2™ courbe pourn = 0, r = —0.75

Les Figures 7.1 a 7.5 montrent le résultat de simulationsénigmes avec le logiciebci | ab. Le pro-
bléme (7.2)—(7.4), d’ordre 4 en espace, a été discrétiséngaméthode d’éléments finld' avec « splitting »,
suivant les méthodes bien connue pour I'équation de Caliiavidi(voir Section 3.3.2). L'algorithme utilisé
pour suivre une branche est un algorithme standard de peadicorrecteur avec pas fixe (cf. [139, Algorithm
2.3.3]). Le point de départ sur chaque courbe est trouvépaltgorithme de Newton initialisé avec un profil
enyy, et en testant plusieurs amplitudes. Pour chaque figure decéifon, I'axe des abscisses représdnte
ou L = ¢~ 1/2 etu.(0), olu, vérifie G(u.,e) = 0. La couleur bleue est associée aux solutions stables ; plus
généralement, chaque couleur représente la dimensionvaeidaé instable de la solution pour le probleme
d’évolution (7.1).

Dans la Figure 7.1, poun = 0 etr = —0.1, avecL variant de0™ a6, la ligne horizontale correspond a
la solution trivialeu = 0. La premiére courbe sur la gauche, qui intersecte cette hgnizontale, correspond
a une branche de bifurcation initialisée avec un profipenD’apres le Théoreme 7.1, I'intersection se produit
aux valeurs

Li=e;?~087retl; =& /* ~ 1217,

Les valeurs numériques dg et L; (qui peuvent étre trouvées par un zoom sur le graphique)esoecellent
accord avec ces valeurs. De méme;éane courbe sur la Figure 7.1 (en partant de la gauche) esranehie
de bifurcation initialisée par un profil ep,. ; elle intersecte la ligne horizontale dn, et L;, > L;. On

remarque que la stabilité de la solution triviale est comm@acée dans la Proposition 7.1, akec= 3 et

L3 ~ 2.61x.

La Figure 7.2 montre les deux premiéres courbes de biforcatans le casn = 0 etr = —0.75. La
premiére courbe est plus complexe que dans la Figure 7.kowils se recouper entfg et L, mais seule
la valeur deu(0) en ces points vadult (la solutionu elle-méme n’est pas constante, mais oscillante).

La Figure 7.3 illustre un cas ou la solution stable n'appattiplus a une branche de bifurcation de la
constante. Cette solution stable, trouvée indépendammamespond a un profil oscillant d’amplitude crois-
sante, représenté dans la Figure 7.4 pbue 7x. Si I'on prolonge la branche de cette solution stable,
ces caracteres s’accentuent et on trouve goue 207 (Fig. 7.5) une solution stable présentant une partie
presque constante et une partie oscillante d’amplitudegpeconstante. Une telle solution peut étre interpré-
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m=0.3651484 | r=-0.5

3.0 35 4.0 45 5.0 55 6.0 6.5 7.0
L/pi

FIG. 7.3: Casn = /0.4/3, r = —0.5 (détail, avec la solution stable)

tée comme une coexistence de phases liquide/solide, efudéatérumérique confirme les prédictions d’Elder
et Grant [74].
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r=-0.5 | m=0.3651484 | L/pi=7

FIG. 7.4: Un minimiseur d& pourm = /0.4/3,r = —0.5etL = Tr

L/pi = 20.004705 | UO = 0.4469396

FIG. 7.5: Un minimiseur d€ pourm = 1/0.4/3,r = —0.5 et L ~ 207
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Chapitre 8

Applications harmoniques du disque a
valeurs dans la sphere (articles [5, 6, 8]

8.1 Brisure de symétrie pour le probléme de Dirichlet (artides [6, 8])

NotonsD = {(z,y) € R? : 22 + y% < 1} le disque unité, de frontiereD = S', et S? = {v =
(v1,v2,v3) € R® : vf + 03 + v = 1} la sphere unité d&*. Le probléme de Dirichlet pour les applications
harmoniques dé dansS? s'énonce ainsi : pour une donnée au berd 9D — S?, trouvery : D — S?
solution de

—Au=u|Vul* dansD, (8.1)
u=-+ SsurdD. (8.2)

En considérant une suite minimisante de I'énergie de Datch
1 2
E(uw) == [ |Vu|"dzdy (8.3)
2Jp

dans I'ensemblé€,, des fonctions déf*(D, S?) satisfaisant la donnée au bord, c-a-d
& ={ue H'(D,S?) : uyp =~ au sens des tracks (8.4)

on montre facilement que le probleme (8.1)—(8.2) admebtesjau moins une solution des gtien’est pas
vide (ce qui est le cas si € C'(S', 5?), par exemple). Rappelons qég' (D, S?), défini par (12), désigne
I'ensemble des applications: D — S? d’énergie finie; d’aprés un résultat de régularité de Hg&ir8],
toute solutionu € H'(D, S?) du probléme (8.1)—(8.2) est de clags® dans(?, avec la régularité maximale
possible en fonction de la régularité de la donnée au bor@][16

Un résultat frappant de Lemaire [132] montre que st constant, I'application constante est I'unique
solution du probleme (8.1)—(8.2). §in'est pas constant et &i, n’est pas vide, Brezis et Coron [40] (voir
également [122]) ont montré que le probleme admet au moing gelutions distinctes, chacune étant un
minimiseur de€ dans sa classe d’homotopie. Rappelons que les classesatbmiat’, ;. définies par

E={u€EQ) — Q) =k} (keZ) (8.5)

sont les composantes connexestdepour la distance induite par la nornt&! (D, R3) ; ici, la fonctionnelle
QQ est donnée par
1

T ar

Q(u) /1:)2 u - (uy A uy)da dy, (8.6)
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u désigne un élément fixé comme référence dan@n minimiseur global, typiqguement), et I'entier relatif

est le degré de (relativement a.). La difficulté principale, surmontée par Brezis, Coronast,Jest que le

degré n'est en général pas conservé pour une suité'd®, S?) convergeant faiblement dadg! (D, R?).
Lorsquey est défini par

v(z,y) = (Rz, Ry, V/1 - R2), 2*+y*=1, (8.7)

avecR € (0,1], la question de savoir s'il existe d’autres solutions awbfgnme (8.1)—(8.2) que les deux
solutions de Brezis et Coron est encore ouverte aujourdlfenjeu est soit de trouver une solution non mini-
misante, soit de prouver la symétrie de toute solution abl@nee. Cette question d’unicité, qui a grandement
motivé mon étude du probléme, apparait déja dans I'art&3¢;[elle est parfois appelée « probléme de Bre-
zis », car H. Brezis I'a mis en évidence et reformulée, notamtriors d'un colloque en son honneur a Paris
en juin 2004, ainsi que dans [39].

Méme si le probleme de Brezis est encore ouvert, la quesgdiexistence d’un minimiseur dé dans
une classe d’homotopie donnée a été résolue dans [167, 428¢p méthodes d’analyse complexe, en terme
de I'existence d’un prolongement holomorphe et/ou ankmorphe dey a D. En appliquant une théorie de
Morse pour les applications harmoniques, Qing [166] a égaft montré que pour certaines données au bord,
il existait des solutions distinctes du probleme (8.12)8&ppartenant a une méme classe d’homotopie.

Dans mes deux articles [6, 8], je me suis intéressé aux sigmdtu probléme, qui sont trés riches car
I'énergie de Dirichlet (8.3) est invariante par toute tfanmation conforme du domain®, d’'une part, et
par toute isométrie dB?, d’autre part. A ce titre, le probléme (8.1)—(8.2) peut &@proché des probléemes
elliptiques avec exposant critique (cf., par exemple, J3BEtude des symétries du probléme n’avait pas
encore été abordée de maniére systématique, et s’estedrédéructueuse.

Pour préciser les choses, nous identifions dans la suagz € C : |z| < 1} et nous notons\ut(D)
le groupe des difféeomorphismes holomorphes ou anti-hofphes deD dansD. Les groupe des isométries
vectorielles d&R? est notéO(3). L'invariance de€ sous I'action deAut(D) et deO(3) signifie que pour tout
u€ HY(D,S?), g € Aut(D) etT € O(3),ona

E(Touog™t)=E(u).

On peut d’ailleurs montrer que le choix deit(D) et O(3) comme groupes de diffeomorphismes laissant
invariant est optimal [6]. Comme, d'autre paff; o uo g~!| = |u| = 1 p.p. dansD siu € H'(D, S?) (ou|:|
désigne la norme euclidienne &), le groupeAut(D) x O(3) agit (& gauche) sur 'espadé! (D, S?) par

(Aut(D) x O(3)) x HND,S%) — H'Y(D,S?)
(9.7), u !

— Touog .
Linvariance def implique aussi (en utilisant la définition (13)) quewskst faiblement harmonique, alors
Touog~! est faiblement harmonique. Par une représentation ebeplicést facile de voir que toute application
g € Aut(D) admet un prolongement analytique (et plus précisémentnimiphe ou anti-holomorphe) a un
voisinage deD, de sorte que le groupgut(D) x O(3) agit également sur 'ensemble des données au bord.
Il est utile ici de préciser dans quel espace nous choisisgona donnée au bord.

Si &, n'est pas vide, alors, par densité des fonctioi$D, S?) dans I'espace métriqué* (D, S?) (pour

la normeH ! (D, R3)), v appartient &

HY2(8', 82%) = {7 e H'/2(S1,R?) : |y| =1p.p. dansSl},

ou I'espace de Sobolev fractionnaifé'/2(S', R?) est 'ensemble des traces sib des applications de
HY(D,R3), défini par

H'2(SVR?) = {7 € L(S",R?) : [7]p1/2(51 sy < 00},
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et ou la semi-norme est définie par

() —y(y)|? 2

x —

‘7’H1/2(517R3): //—7 VZy dzdy . (8.8)
sttst |z =y

Plusieurs choix équivalents sont possibles dans la défin{®8.8), mais avec ce choix particulier, la semi-
normeH /2 est invariante sous I'action deut(D) x O(3), et beaucoup de calculs s’en trouvent simplifiés [8].
Réciproquement, si € H'/2(S', 52), on sait par [28] qué,, n’est pas vide. Dans la suite on supposera donc,
sauf mention explicite du contraire, qyes H'/2(S1, 52).

Pour I'étude du probléme (8.1)—(8.2), une premiére questadurelle, et que j'ai abordée essentiellement
dans [8], est de classifier les données au bopbur cette action de groupe (puisque résoudre le probleme
pour une donnée au bordrevient a le résoudre pour toutes les données au bord appart 'orbite dey!).

Une telle classification des données au bord est une quelffmile en général, mais je suis tout de méme
parvenu dans [8] a classifier les données au bord dont Idistabiur est urgroupe continule stabilisateur
d’'une donnée au borg étant défini par

SH]={(9.7) € Aut(D) x O(3) : Tovyog ' =~ p.p. danss'}

(dans cette notation, on utilise I'analycité pour identiffiec Aut(D) a sa restriction @D). Dans le cas
général, j'ai classifidéous les stabilisateurs possiblde données au bord, ce qui constitue une étape intermé-
diaire vers la classification des données au bord. La cleatifn obtenue, qui est valable également pour des
données au bord continues ('hypothése H'/?(S', S?) rajoutant des difficultés techniques), est basée sur
des résultat connus de classification des sous-group&std®) et deO(3).

Dans la suite, nous notonsut™ (D) (O (3), respectivement) les difféomorphismes &tet(D) (O(3),
respectivement) préservant l'orientation ; nous intredns les données au bord particuliéres

Yan : ST 2 2 T az") € S (a € [1,+00), n € N¥),

oully : S2 — C est la projection stéréographique de pole nord, qui idenfi#i & la sphére de Riemann
C=CuU/{oo},etous! ~{z € C : |z| = 1}. Le premier résultat de classification s'énonce :

Théoréme 8.1 (P. [8])Siy € H/?(S',52) est une donnée au bord non constante dont le stabilisafr
est de cardinal infini, alors il existég, ) € Aut™ (D) x O*(3) tel queT o yo g~! = v,,, p.p. dansS?,
pour un uniquez > 1 et un uniguen € N*,

Ce résultat est également valable/si CY(S*, S?) (mais dans ce cas, I'existence d’un prolongement harmo-
nigue dey n'est plus évidente !).

Les données au borg, ,, constituent donc des exemples tres intéressants pour larébension du pro-
bléme. Elles apparaissaient d’'ailleurs dans I'article oigeBr a titre d’exemple [178]. L'observation (basée sur
des simulations numériques) d’'un phénomeéne de brisurerdétgg pour ces solutions m’a amené a étudier
d’'une maniére systématique les symétries du probléemeyssed dans [6, 8].

Sil'on s'intéresse au stabilisateS{,, | dev, ,, On remarque que pour tout angles R/(27Z), et pour
toutz € S1, on aa(e? 2)* = e (az"), ce qui signifie que|y, ] contient le groupe continu de rotations

Gn = {(R9>Rn9) NS R/27TZ}>

ol R, désigne ici la rotation vectorielle @& d’angle« par rapport a I'axe vertical (orienté vers lepositifs),
ou bien sa restriction dans le plan horizoridl~ R? x {0}. Poury = ~,_,, deux solutions distinctes de (8.1)—
(8.2) sont données explicitement par

Uy i 2+ ' (az") et Tgp: 2z Iyt (az™™),
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et le stabilisateur de ces deux solutions contient égaleteggroupeG,,. Le stabilisateur d’une application
w: D — S? est défini ici par

Slu] = {(g,T) € Aut(D) x O3) : Tou ogt =up.p. dansD} .

En réduisant I'équation des applications harmoniques ¥stéme différentiel ordinaire grace a cette symé-
trie, j’ai établi dans [8] :

Théoréme 8.2 (P. [8])Siy = 7,,, pour una € [1,4+00) et unn € N*, et siu est une solution dé8.1)-
(8.2) distincte deu, ,, etu, ,, alors u a un stabilisateur fini. En particulier, I'existence d’'unl te implique
I'existence d’'un continuum de solutions au probléme poum&me donnée au borg, ,, et dans la méme
classe d’homotopie, par action du grou@g, sur u.

Ce résultat s’applique en particulier lorsque= 1, valeur pour laquelle on retrouve la donnée au bord (8.7)
du probléme de Brezis (pour un paramétre= a(R2) > 1); les deux solutions explicites, ,, et sont
actuellement les seules connuesz St 2, les résultats existant assurent I'existence d’un mirennrisle€ dans
chacune des — 1 classes d’homotopie intermédiaires entre les classesnditupies de ces deux solutions,
comme l'illustre la simulation numérique de la Figure 8.hsl&e cas: = 2.

FIG. 8.1: Trois minimiseurs dars, ;, pouru(z) = 272, k=1

La classification compléte des stabilisateurs de cardinakefit un peu fastidieuse, mais elle s’énonce
simplement si I'on se restreint&ut™ (D) x O (3) :

Théoréme 8.3 (P. [8]) Soity € H'/?(S', S?). Si le stabilisateurS[4] de v est de cardinal fini, alors son
intersection avedut™ (D) x O*(3) est conjugué dandut™ (D) x O (3) a un groupe de rotation fini
engendre pal Ry, ng/p), pour un uniquep € N* et un uniquen € (Z/pZ)/{—1,+1}.

Ce résultat est également valable st C°(S*, 52). On retrouve formellement le groug, en faisant tendre
p vers l'infini (le casn = 0 étant un peu particulier).

On peut remarquer que les résultats de classification desrdinés 8.1 et 8.3 ne portent que sur les
données au bord et sont finalement indépendants de I'ezéstéan prolongement harmonique glgi.e. une
solutionu du probléme (8.1)—(8.2). En revanche, le Théoréme 8.2 maputil n’existe pas en général dans
chaque classe d’homotopie un prolongement harmoniquensig les mémes symétries que la donnée au
bord : il s’agit d'un phénomene daisure de symétriePour des conditions au bord dont le stabilisateur est
fini, il existe en général desbstructions topologiquegui empéchent un prolongement harmonique d’avoir
les mémes symétries que la donnée au bord, comme je I'ai édatrs [6]. Pour les symétries de rotation
discrétes introduites ci-dessus, cette obstruction sém@n fonction du degré de et de I'applicationu
choisie comme référence pour compter le degré (cf. (8.9hsDe cas = 0,0n a:
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Théoréme 8.4 (P. [6])On suppose que € C'(D,S5?) est invariant sous I'action déRs, ,,I) pour un
entierp > 2, et 'on posey = uyp. Siu € C°(D, $%) N &, est également invariant pdiR,, /,, I), alors

Qu) = Q(u) =0 (mod p).

En particulier, sik # 0 (mod p), alors tout prolongement harmonique dedansé&, ;, fournit au moins
p/ pged(k, p) > 2 prolongements harmoniques distincts ddng, par action de( Ry p,, 1).

Ici, I désigne l'identité d&R3 et pged(k, p) est le plus grand commun diviseur et p. Ce résultat, couplé
avec les résultats de Qing [167] et Kuwert [129] sur le pnatdgpermet en particulier pour toute donnée au
bord non analytique €tR;, ,, I)-invariante d'obtenir la multiplicité de solutions au pkéime appartenant a
une méme classe d’homotopie, pour une infinité de classesnditopie. Dans le cas # 0 (mod p), on a

Théoréme 8.5 (P. [6]) On suppose que € C* (D, 5?) estinvariant sous I'action déR,, ,,, Ry_,,) pour un
entierp > 2 etun entiem # 0 (mod p) et queu(0) = (0,0,1), etlon posey = uyp. Siu € C°(D, $*)NE,

est également invariant pai, ,,, RS /p), alors

Q(w) ~ Q(u) = 0oun (mod p).

En particulier, sik # 0,n (mod p), tout prolongement harmonique dedansé,, 5, fournit au moins

min{p/ pged(k,p),p/ pged(k — n,p)} = 2
prolongement harmoniques distincts dahsg;, par action de(Ry/,,, Rgﬂ/p).

La contraintex(0) = (0,0, 1) est simplement une convention, car I'hypothése d’invagamplique ques(0)
vaut soit le pdle nord, soit le pble sud. Dans ce dernier tés,ti changem en —n dans les conclusions du
Théoréme ci-dessus. Ce résultat donne également des atfons sur la structure du groupe de symétrie de
tout prolongement harmonique d’une donnée au bgrddans une classe d’homotogie# 0 (mod n).

Les résultats de multiplicité ci-dessus étant obtenus psuile de symétrie, il est naturel de se demander
si, dans une classe d’homotopie donnée, il existe au plusoingon du probleme (8.1)—(8.2) modulo les
symétries admissibles. Cela n’est pas vrai en général.isaat le résultat de multiplicité de Qing [166] et
la classification des stabilisateurs, on montre :

Proposition 8.1 (P. [8]) Il existe une donnée au borde C?(S*t, S?) dont le stabilisateurS[y] est trivial et
gui admet au moins deux prolongements harmoniques distpgartenant a une méme classe d’homotopie.

8.2 Etude numérique du flot des applications harmoniques (dicle [5])

8.2.1 Problématique

Dans [5], nous avons calculé numériquement des solution® x [0, +o0o) — S? du flot des applications
harmoniques

u = Au+u|Vu|®* dans D x [0,400), (8.9)
u=wuy Sur 9D x[0,+o0), (8.10)
u=mwy Sur D x{0}, (8.11)

avec une condition initialey : D — S? et une contrainte de degré. Comme dans la section précédente
désigne le disque unité @& et S? la sphére unité d&3.
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Un résultat de Struwe [179], complété par Chang [53] pounvddsétés a bord, montre quewsj appartient
aH'(D, S?) avecugsp dansH: (0D, S?), alors le probleme (8.9)—(8.11) admet une unique solutidisief
u € H (D x [0,+00),5?), réguliére en dehors d’un nombre fini de points de sing@élduif, ¢;);<i<n C
D x (0,+00). L'énergie de Dirichlet (u(t)) (cf. (8.3)) associée est décroissante, et Freire [89] anm@ajuie
cette décroissance garantit I'unicité dans la cldgse(D x [0, +oc), 5?). Cette solution est appelée « solution
de Struwe ». La solution(t, -) converge faiblement vers une application harmonique l@$g— +oo dans
un sens approprieé.

En une singularité, en un temps fifhi ou infini, un phénoméne de concentration nomooébling se
produit : un « blow-up » approprié de la solution convergesuere application harmonique @& ~ R2
dansS? et I'énergie de Dirichle (u(t)) a une discontinuité. Ce comportement a été détaillé parepits
auteurs (voir [186] et les références citées). Le saut dénsrgie est quantifié et est un multiple ke, qui
correspond en général a un saut dans le dégrée «, donné paQ(u) (cf. (8.6)). Ceci est lié au fait que la
limite d’'une suite convergeant pour la topolodie -faible n’a en général pas le méme degré que les éléments
de la suite [40].

Le phénomeéne inverselébubbling a été utilisé dans [24, 185] pour construire une solutidoidadans
H} (D x [0,+00),5?) de (8.9)—(8.11) distincte de la solution de Struwe. L'idéede garder en réserve
I'énergie perdue lors d’'un « bubbling » au tentpet de la relacher a un temps> ¢, pour un « debubbling »

(au tempgo, I'énergie a un saut de discontinuité vers le haut). Ce typeaiution faible semble plus adapté
pour la description de cristaux liquides nématiques, etenatit est de présenter un schéma qui permette de
les calculer numériquement.

Dans la suite, nous considérons uniqguement des applisatiorotationnellement symétriques. des
applicationsu : D — S? telles que

u(r cos g, rsin ) = (cos g cos §(r), sinpcosO(r), sind(r))

pour und : [0,1] x [0,+00) — R. Les exemples construits par Bertsethal. [24] et Topping [185] pour
montrer la non unicité de solution faible étaient de tellppliaations corotationnellement symétriques. En
terme dé, les équations (8.9)—(8.11) s’écrivent

1 sin(26)

O = 0, + ;HT + 5,2 (r,t) € (0,1) x (0,400), (8.12)
0(1,¢) = Bp(1) ¢ € [0,4+00), (8.13)
O(r,0) =6p(r) rel0,1], (8.14)

ou fy est associé a une donnée initialecorotationnelle. L'énergie de Dirichlet est donnée par

EO):=E(u) = 71'/01 <00829+93r> dr,

r

et I'ensemble des fonctions d’énergie finie est défini par

cos 6
NG

ou«a = 6y(1) € R correspond a une condition au bord gUp. Remarquons que toute fonctiohe S,
satisfait

Sy = {9 € C%([0,1],R), 6(1) = a, € L*(0,1) et\/ro' € L*(0, 1)} :

0(0) = —g + ke, (8.15)

ouk € Z représente (a un facteur 2 prés) le nombre de tours effeptuds nombre qui caractérise tegré
corotationnelde.
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Le schéma semi-discrétisé en temps que nous détaillonssedds nous permet de construire des solu-
tions de (8.12)—(8.14) avec un degré corotationnel prte#@r) = —7/2 + kx. |l S’agit d’'un schéma d’Euler
implicite introduit par Bethuekt al. [27] pour des domaines dB® et basé sur l'idée que le flot des ap-
plications harmoniques est le flot de gradidritd’une énergie relaxég, de £ (en remplagant;, par &,
nous obtiendrions probablement la solution de Struwe). IDg [iénergie totale du schéma semi-discret est
décroissante. Nous pensons que ces solutions correspangesolutions décrites par Bertseh al. dans
l'introduction de [24]. Cependant, a I'heure actuelle, aoe disposons pas d’'une caractérisation rigoureuse
de nos solutions qui garantirait leur unicité.

Pour la simulation numérique de notre solution, nous otiksune discrétisation en espace par éléments
finis P! couplée avec une méthode de maillage mobile qui permet ée lgésingularité em = 0 et d’obtenir
des parties purement verticales dans le graphe. Cette deétgi une adaptation du cas stationnaire traité
dans [3] par des algorithmes d’optimisation.

8.2.2 Schéma semi-discrétisé en temps
Pour une application corotationnelleassociée &, le degrés? vaut
1 o)
Q(u) = ——/ cos @ dp.
2 Jo(0)
Le degréS2-corotationne) plus précis, est défini par
1 o)
cordegg2(0) := ——/ |cos ¢| de.
2 Jo(0)

Sif(1) — 0(0) = km, alorscor degg2(0) = —k. Linégalité fondamentale (obtenue par I'inégalité de Cau
Schwarz) est que I'énergie contrble le degré,

4m|cordegg2(0)] < £(6), (8.16)

et que I'égalité se produit si et seulement siorrespond a une application harmonique corotationnel&
(i.e. une solution stationnaire de (8.12)).

Le degréS?-corotationnel (ou plus simplement, la relation (8.15)he une partition dé&, en classes
d’homotopiesHj, o, OU

Moo = {9 € S, 0(0) = —g+ kw} .

En général, l'infimuminf {£(0) ; 6 € H;, } n'est pas atteint, comme le montre par exemple le résultat de
Lemaire [132] poury = 7 /2. Pour obtenir un minimum, il est naturel de définir pour tbuat S, uneénergie
relaxéeassociée a la clasg¢, ,, selon

E(0) = inf {lim inf £(6;); 0; € Hga, 0; — 60 dansD'(0, 1)} ,

1——400 i——400

= £(0)+4 . (8.17)

6(0") — kr + g

En disant qu'une suité¢f,,) converge faiblement ver$ dansS,, si sup,, £(6,,) < +oc etf, — 6 dans
D'(0,1), on peut considérer que I'énerdig est la plus grande extension fg,  dansS, séquentiellement
semi-continue inférieurement qui minafe Dans [3], il est prouvé qué;, admet un unigue minimiseur dans
Sa, et que

elensfa E(f) = 96171115@ £(0).
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Soientk € Z et = T/N le pas de temps. Le schéma semi-discret en temps est le tsuhaus fixons
6° = 0y € S, et nous supposons qéé € S,, n > 0 est connu. Alors on choisit”*! tel que

1
6" minimise  &£,.(0) + z/ 0 —6"|°rdr dansS,. (8.18)
T Jo
D’aprés la semi-continuité d&, [3] et la compacité faible de suites bornéesSdele probléme (8.18) admet
au moins une solution, qui satisfait I'équation d’'Eulemgtange

n+l _ pgn 3 20n+1
r <u> = (ro"™), + %r) dansD’(0,1). (8.19)
T

Comme I'énergiefy, n'est pas convexe, la suité™),, n'est pas nécessairement unique.
Avec les valeurs discrété, 61, . . ., nous construisons deux fonctiofs 6" : [0, 1] x [0, c0) en posant,
pour toutn € Nett € [n,(n+1)7):
n+1)T—t t—nrt
07 (,t) = ( ) " + g+, (8.20)
T T

0" (1) = 6™ (8.21)

Noter qued™(-,t) ¢ S, en général. En effet, §i(0) # 6"T1(0) alorsd7(0,t) ¢ g+ w7 pour presque tout
t € (n7, (n + 1)7). Par définition d@"*!, on a

1
£ (0™ + f/ 071 — 07 rdr < &,(67). (8.22)
T Jo

En sommant ces inégalités pour=0... N — 1, nous obtenons I'estimation

Nt 1
5k(§T(-, NT)) + 7T/ / ‘92—’2 rdrdt < 5k(90) (8.23)
0 0

Il est alors possible de passer a la limite dans (8.19).

Avant cela, précisons les espaces fonctionnels utiliséasNonsidérons toute fonctiérdéfinie sur0, 1)
comme une fonction axisymétrique définie dumpar 0(r cos p, rsin @) := 0(r). Avec cette identification,
L*(0,1;rdr) estisomorphique &2 _.(D), défini comme la fermeture dafid(D) de I'ensemble des fonctions
réguliéres et axisymétriques. De méme, I'espace de Hi{ldest L?(rdr); 6, € L*(rdr)} équipé de la norme
(16172 (rar) 10 T2rary ) /?, €StisOMétrique &, (D) (la fermeture dang ! (D) de I'ensemble des fonctions
régulieres et axisymeétriques).

Soit T, 7, ... une suite décroissante de réels strictement positifsqeldim | , = 0. Nous avons le
résultat de convergence suivant :

Théoréme 8.6 (Merlet & P. [5]) Il existe une fonction axisymétrique

6 € L([0,400), Hyyi (D)) N Hige ([0, +00), L3, (D)) (8.24)
telle que, a une sous-suite pres,
g7 T ? fortement dan€’([0, 7], L2,;(D)), VT >0, (8.25)
07 (-,1),0" (-, 1) s d o(-,1) faiblement dand7! (D), Vvt >0.

De plus,f est une solution dé8.12)dansD’((0,1) x (0,+00)), qui satisfait(8.13)+8.14) ainsi que I'esti-
mation

t 1
Sk(H(-,t))—HT// 2 rdrdt < E(0y), V> 0. (8.26)
0 Jo
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8.2.3 lllustration numérique

0.2
0.8 1 0.3

t
r

Cas de « bubbling »

La Figure 8.2.3 représente un cas de « bubbling » calculéyropas de temps = 0.02 par un algorithme
de maillage mobile. Dans cet exemple= —= /4, k = 2, la donnée initiale est la fonction affitig(r) =
(o = 3mw/2)r + 37/2 (r € [0,1]) et le maillage initial est uniforme avec un pas d’espace 1/40. Nous
avons représenté la solution calcubéé (r, t) comme fonction de en coordonnéeg§, r, f) pour toutt = nr
avecn =0,...,14.

La concentration se produit en= 0 et le degré est préservieg la condition au bordr /2 enr = 0) pour
le graphe de la solution. Le temps de « bubbling » numérique-€<.20 (a+ = 0.02 pres). La distribution
des points le long de la singularité est tres proche de cbiereée dans le cas stationnaire (avec la formule
de Gauss, cf. [3]). La solution poutarge est trés proche de la solution obtenue dans le casrstatie. Dans
cet exemple, le nombre de points dans le maillage mobile msistant au cours de I'évolution, égal a 41.

4
3
2
c 1
0
-1

-2
0
0.05
0.1 1
0.8
04 0.6

015 o 02

t T
FIG. 8.2: Cas de « bubbling/debubbling >4 [0, 0.12])
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t T
FIG. 8.3: Cas de « bubbling/debubbling > [0.14, 0.38])

Les Figures 8.2 et 8.3 montrent un « bubbling » suivi d’'un «thling », calculé par la méme méthode
de maillage mobile. Les paramétres sant —7/4, k = 0 et la donnée initial@, est la fonction continue
et affine par morceaux relative a la subdivision< 1/6 < 2/3 < 1 de [0, 1], définie par ses valeurs en
r=0,1/6,2/3 etl, qui sont respectivementr /2, 4, 3 eta. Le pas de temps est= 0.02 et la solution est
représentée aux temps= nr avecn = 0,...,19.

Comme précédemment, nous observons la conservation dé @agrondition au bord en = 0 est
—m/2). Le « bubbling » se produit & la 2eme itération en temps0.04, avec une concentration en= 0
et une distribution de points le long de la singularité siindl au cas précédent. Noter que la solution au
tempst = 0.02 parait plus réguliere que la condition initiale, ce qui espond a un effet régularisant de
I'équation de la chaleur. L'énergie reste concentrée poar[0.04,0.08] et le « debubbling » se produit en
t = 0.10. La solution pourt > 0.10 est réguliére et converge vers I'application harmonittede degré
k = 0 correspondant a la valeur au batt(0) = —7/2 et6>°(1) = —n /4.

Dans la Figure 8.2, on peut voir un exemple de fusion de pdiéta I'approche par maillage mobile.
En démarrant avec 41 nceuds, on finit avec 26 nceuds, les nosim®nfnt entre les itérations 3 et 6. Ce
phénomene de perte de nceuds n’est pas génant ici, puisqungjieelir du graphe de la solution décroit avec
le temps, de sorte que la densité de noeuds par unité de lordpugtaphe reste approximativement constante
au cours du temps.
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Conclusion et perspectives

Pour résumer ce mémoire en une phrase, mes travaux jusgptioorté sur I'analyse numérique et mathé-
matique d’équations aux dérivées partielles apparaistsars des modeles de changement et de transformation
de phases (le flot des applications harmoniques pouvargragat étre compris dans ce sens, comme on l'a
vu). Dans une telle thématique, les directions de travailere nombreuses, comme le montre la littérature
abondante et récente sur le sujet (a titre d’exemple, leaebk phase-field » apparait ainsi 183 fois pour les
années 2005 a 2010 dans les titres référencésdanSci Net ). Comme d’autre part, en recherche, chaque
résultat nouveau parait poser plus de questions qu'il eaut, les perspectives de probléemes nouveaux pa-
raissent exponentielles. Dans ce spectre large, je vagesiment citer quelques pistes, des plus précises aux
plus floues.

Tout d’'abord, en ce qui concerne la convergence vers l'égeipar la méthode de Lojasiewicz pour des
schémas discrets en temps, deux questions me paraisséter méion s'y arréte : premiérement, dans quelle
mesure la méthode peut-elle s’étendre a d’autres schéneaka gquéthode d’Euler implicite ? Et deuxiéme-
ment, comment I'appliquer & des schémas pour des EDP pagédessvariétés, comme I'avait fait initiale-
ment Simon [175] pour le flot des applications harmoniques ?

En ce qui concerne les modeles de champ de phase (au seng|uatibéd met en jeu un ou plusieurs
parameétres d'ordre, et que l'interface soit diffuse ou pEiysieurs aspects me paraissent particulierement
intéressants, du point de vue mathématique, notammentmeopnécisé dans la Section 6.3, le modéle
d’Allen-Cahn-Gurtin avec non-linéarité logarithmiquet &sujours en cours d’étude. De maniére générale,
le rapport entre modeles discrets et modéles continus uestesource de questions intéressantes, notam-
ment pour les aspects dynamiques (convergence vers ligmgibttracteurs, ...). La question des rapports
entre modéles atomiques et modéles continus apparaitreisstllement dans une telle démarche, ainsi que
l'intérét pour des modeéles stochastiques, dynamisés maeaipar des résultats de Debussche, Zambotti et
Goudenége [71, 103].

Comme principe général, il me parait important d’aller vées questions plus proches de la physique
des problémes, et éventuellement plus proche des applisatia volonté de se rapprocher des applications
s'inscrit d’ailleurs dans un contexte général. De ce pomtvde, la discussion et la collaboration avec des
physiciens est une premiére étape, que j'ai concrétiséamdent dans [18], et que je souhaite continuer et
renforcer a I'avenir.
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