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Introduction

Ce mémoire est la synthèse des travaux réalisés depuis la fin de ma thèse et mon arrivée à Poitiers en
septembre 2003. Il présente les principaux résultats des publications [5] à [18], à l’exception de l’article [7]
qui est à l’écart des thématiques présentées. Les résultatssont rassemblés en chapitres selon les modèles
étudiés, que l’on peut schématiquement diviser en deux groupes :

– modèles de séparation ou de transition de phases de type Allen-Cahn ou Cahn-Hilliard, décrits par des
équations aux dérivées partielles de nature parabolique ouelliptique semi-linéaire, pour un paramètre
d’ordre scalaire (Chapitres 2 à 7) ;

– un modèle simplifié de cristaux liquides, à savoir le flot desapplications harmoniques à valeurs dans la
sphère, qui est une équation aux dérivées partielles géométrique, avec un paramètre d’ordre vectoriel et
de norme unité (Chapitre 8).

Le deuxième groupe, qui apparaît plus restreint que le premier dans ce mémoire, se situe en fait dans
la continuité de mes travaux de thèse (références [1] à [4]) avec lesquels il forme un ensemble. Les deux
groupes, apparemment indépendants, ont un lien très intéressant puisque le flot des applications harmoniques
peut être obtenu comme limite asymptotique de l’équation d’Allen-Cahn vectorielle (cf. Section 1.4). Notons
tout de suite que je n’ai jusqu’à présent pas exploité ce lien, mais qu’il pourrait être une source intéressante
de directions de recherches futures.

Il est frappant de remarquera posteriori que tous les modèles étudiés sont des flots de type gradient,
dans le sens où l’évolution générée par l’équation possède une fonctionnelle de Liapounov, c’est-à-dire une
fonctionnelle énergie qui décroît au cours du temps ; ceci mène assez naturellement à des méthodes d’éner-
gie, utilisées de manière variable pour chaque problème (problème d’évolution ou problème stationnaire), en
complément d’autres techniques. Avant de détailler pour chaque problème les principaux résultats obtenus,
j’en présente un résumé dans la Section C de cette introduction. Les caractéristiques essentielles des équations
d’Allen-Cahn, de Cahn-Hilliard et du flot des applications harmoniques sont rappelées dans les Sections A
et B, et des détails complémentaires sur ces équations sont donnés dans le Chapitre 1.

A Équation d’Allen-Cahn, équation de Cahn-Hilliard et flots de gradient

A.1 Équation d’Allen-Cahn

L’équation d’Allen-Cahn [49] (ou de Ginzburg-Landau [130])

∂u

∂t
= ε2∆u− f ′(u) x ∈ Ω, t ≥ 0 (1)

où Ω est un ouvert deRd (d entier),ε un (petit) paramètre strictement positif etf ′ la dérivée d’un potentiel
double-puits, est fondamentale en science des matériaux. Dans ce contexte,Ω est le volume occupé par le
matériau (d = 3, ou par simplification du modèle,d = 1 ou2), u est un paramètre d’ordre qui représente par
exemple l’ordonnancement d’atomes par cellule unité dans un réseau cristallin et les puits def correspondent

aux deux phases du matériau. Rappelons que∆ =
∑d

i=1

∂2

∂x2
i

désigne le laplacien par rapport aux variables
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d’espace. L’équation (1) était déjà connue en dimension un d’espace avant le modèle de Ginzburg-Landau
dans des modèles de génétique, de biologie et d’écologie [88, 126, 176, 155] (équation de Fisher-Kolmogorov
ou équation de Nagumo), et son importance dépasse largementle cadre de la science des matériaux.

Un choix typique de potentiel est

f(s) =
1

4
(s2 − 1)2 (s ∈ R), (2)

dont les deux puits, en±1, sont au même niveau d’énergie. Pourε = 0, l’équation (1) se réduit à une EDO, et
u(t, x) évolue alors vers+1 ou−1 selon queu(0, x) > 0 ouu(0, x) < 0 respectivement. Le termeε2∆u est
un terme de diffusion, qui se produit à une échelle de temps plus lente que la réactionf ′(u). Un raisonnement
heuristique, dû historiquement à Allen et Cahn [49], montreque, une fois la réaction effectuée, et modulo un
changement d’échelle de tempst = ε−2t̃, la solutionu de (1) sépareΩ en deux régions oùu ≈ 1 etu ≈ −1
respectivement, et l’interface entre les deux régions se déplace avec une vitesse normale égale à la somme
des courbures principales. L’équation (1) est ainsi une élégante approximation du mouvement par courbure
moyenne. Ce raisonnement heuristique a été rendu rigoureuxdans plusieurs papiers (voir Section 1.4 pour
plus de détails).

L’équation (1) est habituellement obtenue comme leflot de gradientde la fonctionnelle d’énergie

E(u) =

∫

Ω

ε2

2
|∇u|2 + f(u) dx (3)

pour le produit scalaireL2(Ω). Le termef(u) représente l’énergie pour un paramètreu uniforme et le terme
ε2 |∇u|2 /2 représente l’énergie d’interface, introduite par Cahn et Hilliard [50]. Un tel modèle interdit les
discontinuités deu et l’interface est représentée par une fine couche de transition d’une phase à l’autre possé-
dant une petite épaisseur, d’où le terme demodèle à interface diffuse(par opposition aux modèles à interface
nette, que l’on retrouve en faisant tendreε vers0). Si le potentiel est défini par (2), la largeur typique d’une
interface estε, ce que l’on voit en remarquant que la fonction

u(x) = tanh

(

x√
2ε

)

(4)

est une solution stationnaire explicite de (1) pourΩ = R.

A.2 Flots de gradient et flots de type gradient

Si E : V → R est une fonctionnelle de classeC1 sur un espace de BanachV , et siV ⊂ H oùH est
un espace de Hilbert, et où l’inclusion est continue et dense, on appelleflot de gradient deE pour le produit
scalaire(·, ·)H deH l’équation différentielle

d

dt
(u(t), ϕ)H = −〈E′(u(t)), ϕ〉V ′,V ∀ϕ ∈ V, t ≥ 0, (5)

oùE′(u) ∈ V ′ est la différentielle deE enu. En dimension infinie, la notion de solution à ce type d’équation
peut être délicate ; une solution globaleu vérifie typiquement (cf., par exemple, [59])

u ∈ L∞
loc([0,+∞), V ) ∩W 1,2

loc ([0,+∞),H) (6)

ainsi que l’équation (5) au sens des distributions sur(0,+∞). Le gradient deE pour le produit scalaire deH
est défini par

D(∇HE) =
{

u ∈ V : ∃v ∈ H tel que〈E′(u), ϕ〉V ′,V = (v, ϕ)H ∀ϕ ∈ V
}

, et

∇HE(u) = v,
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de sorte que (5) peut se récrire
du

dt
(t) = −∇HE(u(t)) t ≥ 0, (7)

et une solution de (5) avec la régularité (6) vérifieu(t) ∈ D(∇HE) ainsi que l’égalité (7) p.p.t ∈ R+. Si l’on

choisitϕ =
du

dt
(t) dans (5), on obtient (pour une solution assez régulière)

d

dt
E(u(t)) = −1

2

∥

∥

∥

∥

du

dt
(t)

∥

∥

∥

∥

2

H

≤ 0,

où ‖·‖H désigne la norme deH. Ainsi, E(u(t)) décroît avec le temps, et pour une évolution générée par (7),
la solutionu(t) évolue heuristiquement vers un minimiseur global deE.

La décroissance de l’énergie confère des propriétés asymptotiques très intéressantes à un flot de gradient
(moyennant quelques hypothèses supplémentaires), comme la convergence vers un état d’équilibre, ou l’exis-
tence d’un attracteur global. Ces propriétés asymptotiques peuvent souvent être étendues à d’autres flots qui
ne sont pas nécessairement des flots de gradients au sens précédent, mais auxquels on peut associer une fonc-
tionnelle énergie décroissant au cours du temps. Dans ce mémoire, on appelleraflot de type gradientune
évolution à laquelle on peut associer une fonctionnelle (dite fonctionnelle de Liapounov) qui décroît au cours
du temps.

Il est intéressant de noter qu’en dimension finie, une forme de réciprocité existe : Bárta, Chill et Fašangová
ont ainsi mis en évidence dans [23] qu’un flot défini par une équation différentielle ordinaire et possédant une
fonctionnelle de Liapounov stricte peut être vu comme un flotde gradient pour une métrique riemannienne
appropriée sur l’ensemble des points non stationnaires (cependant, dans ce cas, la notion de flot de gradient
est plus générale que celle considérée ci-dessus, car le produit scalaire dépend deu).

Exemple 1 Si l’espaceH est de dimension finie, il peut être identifié via une de ses bases àR
d muni d’un

produit scalaire
(X,Y )A = XtAY, ∀X,Y ∈ R

d,

oùA est une matrice symétrique définie positive carré de tailled. Pour une fonctionnelleE : V = H ≃ R
d →

R de classeC1, le flot de gradient deE (7) est le système d’équations différentielles ordinaires

AU ′(t) = −∇E(U(t)), t ≥ 0, (8)

où U = (u1, . . . , ud)
t et ∇E = (∂u1

E, . . . , ∂ud
E)t. En choisissant une base orthonormée deH, on peut

toujours se ramener au cas oùA est la matrice identité. Cependant, dans une discrétisation en espace (de type
Galerkin) d’un flot de gradient donné par (7), on choisit typiquement un sous-espaceVh deV de dimension
finie, et comme la base la plus pratique deVh n’est pas nécessairement orthonormée pour le produit scalaire
deH, la forme (8) apparaît naturellement.

Exemple 2 On peut vérifier, comme annoncé ci-dessus, que pourE définie par (3), si l’on choisitV = H1(Ω)
où Ω est un domaine borné deRd à frontière régulière, etH = L2(Ω), alors (7) donne l’équation d’Allen-
Cahn (1) avec des conditions au bord de Neumann homogène.

A.3 Équation de Cahn-Hilliard

Si l’on considère la fonctionnelleE donnée par (3) et définie surV = H1
0 (Ω), en choisissantH =

H−1(Ω), oùH−1(Ω) = [H1
0 (Ω)]′ est muni du produit scalaire(u, v)H−1(Ω) = 〈(−∆)−1u, v〉V,V ′ (produit

scalaire obtenu par dualité à partir du produit scalaire(u, v) 7→
∫

Ω ∇u ·∇v dx surH1
0 (Ω)), on obtient l’équa-

tion de Cahn-Hilliard [50]
∂u

∂t
= −∆(ε2∆u− f ′(u)) x ∈ Ω, t ≥ 0, (9)
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avec des conditions au bord de type Dirichlet homogène. L’équation (9) est en général plutôt associée à des
conditions de type Neumann homogène ou périodiques, car dans ce cas, en plus de la décroissance de l’énergie
E, l’évolution générée par (9) conserve la masse totale :

d

dt

∫

Ω
udx = 0.

Pour ce type de conditions au bord, il est encore possible de considérer (9) comme un flot de gradient dans
H−1(Ω), à condition de raisonner modulo les constantes. L’équation (9) traduit dans ce cas une évolution
vers un minimiseur global deE avec contrainte de masse totale imposée, c’est-à-dire un matériau dont les
deux phases sont complètement séparées. Cette EDP également fondamentale en science des matériaux a été
introduite par Cahn et Hilliard [50] pour expliquer le phénomène de décomposition spinodale observé dans
des alliages métalliques binaires.

Aujourd’hui, les équations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard bien comprises, tant du point de vue théo-
rique (même si quelques questions importantes restent ouvertes) que du point de vue numérique, et de nom-
breuses discrétisations efficaces de ces équations sont disponibles. Cependant, en science des matériaux, pour
se rapprocher des applications, on souhaite en général prendre en compte d’autres phénomènes, tels que des
impuretés additionnelles, des effets élastiques, des transferts de chaleur, des effets visqueux. Les équations (1)
et (9) apparaissent alors souvent sous une forme plus générale, et sont très souvent couplées à d’autres équa-
tions modélisant de tels phénomènes : on peut citer, entre autres, des couplages avec les équations de Navier-
Stokes [35], ou avec l’équation de la chaleur [187]. Pour de tels modèles, tout un champ d’étude mathématique
et numérique reste ouvert, et une partie de mes travaux, détaillée dans les Chapitres 2 à 7, apporte une pierre
à un tel édifice.

B Applications harmoniques à valeurs dans la sphère

Soit Ω un ouvert deRd etSm−1 = {x ∈ R
m : |x| = 1} la sphère unité deRm (où |·| désigne la norme

euclidienne dansRm). Une applicationu ∈ C2(Ω, Sm−1) est diteharmoniquesi elle satisfait l’EDP

−∆u = u |∇u|2 dansΩ. (10)

Les applications harmoniques sont des points critiques de l’énergie de Dirichlet

E(u) =
1

2

∫

Ω
|∇u|2 dx.

Les applications harmoniques entre variétés sont des généralisations des fonctions harmoniques (pour les-
quellesSm−1 est remplacé parR) et des géodésiques (pour lesquellesΩ est un intervalle deR). Le flot des
applications harmoniques, qui pour des fonctionsu : Ω × (0,+∞) → Sm−1 s’écrit

∂u

∂t
= ∆u+ u |∇u|2 , x ∈ Ω, t ≥ 0 (11)

a été introduit pour construire des solutions particulières de (10) (voir, par exemple, [179]). Il peut également
être obtenu comme la limite asymptotique de l’équation d’Allen-Cahn vectorielle (cf. Section 1.4), et il appa-
raît également dans la théorie des cristaux liquides nématiques (modèle d’Oseen-Franck, cf. [20] et références
citées).

Pour considérer des solutions d’énergie finie, il est naturel d’introduire l’ensemble

H1(Ω, Sm−1) = {u ∈ H1(Ω,Rm) : |u(x)| = 1 p.p.x ∈ Ω}. (12)
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On dit alors queu ∈ H1(Ω, Sm−1) estfaiblement harmoniquesi elle vérifie (10) sens des distributions dans
D′(Ω,Rm) (remarquer que le second membreu |∇u|2 de (10) appartient dans ce cas àL1(Ω,Rm)) ou, de
manière équivalente, si

d

ds
E
(

u+ sϕ

|u+ sϕ|

)

|s=0

= 0 ∀ϕ ∈ D(Ω,Rm), (13)

oùD(Ω,Rm) désigne l’espace des fonctions de classeC∞ deΩ à valeurs dansRm, et à support compact dans
Ω. Même si la fonctionnelleE est convexe, l’ensemble (12) n’est pas une partie convexe deH1(Ω,Rm), de
sorte que l’EDP (10) est fortement non linéaire

En dimensiond ≥ 3, une application faiblement harmonique n’est pas nécessairement régulière. Par
exemple, siΩ = B3 = {x ∈ R

3 : |x| < 1} est la boule unité deR3, un calcul direct (cf. [120]) montre que
l’application

u⋆(x) =
x

|x|
qui est singulière enx = 0, appartient àH1(B3, S2) et est faiblement harmonique dansB3. L’applicationu⋆

est même minimisante parmi les applications deH1(B3, S2) prenant les mêmes valeurs queu⋆ sur le bord
∂B3 [41, 133]. Un exemple dû à Rivière [171] montre qu’une application faiblement harmoniqueu : B3 →
S2 peut même être partout discontinue.

En dimensiond = 1 ou 2 de domaine, un tel phénomène ne se produit pas : toute application faiblement
harmonique est de classeC∞ sur Ω. Lorsqued = 1, un bootstrap standard sur l’équation (10) le montre ;
lorsqued = 2, il s’agit d’un résultat difficile, obtenu par Hélein [113, 114] à la suite de plusieurs résultats de
régularités intermédiaires. Si l’on essaie d’adapter l’exemple précédent, on remarque ainsi que l’application

B2 ∋ x 7→ x/ |x| ∈ S1

est harmonique surB2 \ {0}, mais n’appartient pas àH1(B2,R2).
En dimension deux de domaine, même si toute application faiblement harmonique est lisse, les solutions

du flot (11) peuvent en revanche développer en temps fini ou infini des singularités ponctuelles liées à un
phénomène de concentration d’énergie. Un tel phénomène permet notamment de construire des solutions
faibles distinctes du flot (11) pour une même condition initiale et une même donnée au bord. Dans [5], je me
suis intéressé (avec B. Merlet) à la simulation et à l’analyse numérique de telles solutions singulières, sous une
hypothèse de symétrie corotationnelle, continuant ainsi l’étude faite dans ma thèse sur la version stationnaire
du problème.

Dans deux autres de mes articles ([6] et [8]), résumés avec leprécédent dans le Chapitre 8 de ce mémoire,
je m’intéresse à la version stationnaire du problème précédent (sans l’hypothèse de symétrie corotationnelle),
et qui consiste en la construction et la description d’applications harmoniques (régulières) du disque unité de
R

2 dans la sphère unitéS2 avec condition au bord de Dirichlet imposée. Ce problème a été mis en évidence
par Brezis et Coron [40] et mes résultats montrent un phénomène étonnamment riche de brisure de symétrie ;
ils apportent des nouvelles perspectives à une question d’unicité de Brezis, question qui apparaît déjà en 1992
dans [25], et qui reste encore ouverte aujourd’hui.

Pour terminer cette introduction, notons que les applications harmoniques ont été énormément étudiées
dans les années 80 et 90, et que leur étude a évolué depuis dansdifférentes directions. Pour en évoquer une,
disons que les travaux antérieurs servent de base à toute unefamille de modèles avec un paramètre d’ordre
vectoriel et de norme unité : modèle de Ginzburg-Landau (popularisé en mathématiques par le livre de Bethuel,
Brezis et Hélein [26]), modèles de micromagnétisme et de ferromagnétisme (étudiés notamment par F. Otto).

C Résumé des résultats obtenus

Mes travaux se situent principalement en analyse numérique, avec une composante sur l’étude théorique
des équations aux dérivées partielles, les deux thématiques étant motivées ou complétées par les simulations
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numériques.

C.1 Analyse numérique de modèles de type Cahn-Hilliard ; convergence vers l’équilibre

Un des premiers aspects de mon travail concerne l’analyse numérique et la simulation de modèles de
type Cahn-Hilliard, à savoir l’équation de Cahn-Hilliard-Gurtin [9, 15], l’équation de Cahn-Hilliard avec
conditions au bord dynamiques [14], et l’équation de Cahn-Hilliard avec terme inertiel [13, 18], qui sont des
généralisations de l’équation de Cahn-Hilliard

∂u

∂t
= −ε2∆2u+ ∆f ′(u), x ∈ Ω, t ≥ 0, (14)

où∆ est le laplacien,ε > 0 est un petit paramètre etf est un potentiel double-puits polynomial (typiquement
f(u) = (u2−1)2/4), ou plus généralement un potentiel régulier avec une croissance polynomiale ; la fonction
inconnueu : Ω × (0,+∞) → R est un paramètre d’ordre (une concentration renormalisée). Notons que les
trois modèles étudiés possèdent chacun une fonctionnelle de Liapounov qui est une généralisation de l’énergie
libre

E(u) =

∫

Ω

ε2

2
|∇u|2 + f(u) dx (15)

associée à (14). La propriété de conservation de la masse estégalement vérifiée dans les trois cas (de manière
asymptotique pour le dernier modèle).

Dans ce type de modèle, l’interface diffuse d’épaisseur typique ε oblige à maillage finement le domaine
(avec un pas d’espace d’épaisseurε, typiquement), d’une part, et les échelles de temps pour l’évolution sont
lentes (de l’ordre de 1 pour la réaction, et de l’ordre deε−2 pour la diffusion) ; cela rend nécessaire l’utilisation
de schémas implicites ou linéairement implicites.

Avec mes collaborateurs (L. Cherfils, M. Grasselli, S. Injrou, N. Lecoq ou M. Petcu), j’ai notamment
écrit :

– des schémas semi-discrétisés en espace par éléments finis conformes (méthode de « splitting » pour le
bilaplacien) ou par différences finies ;

– des schémas complètement discrétisés obtenus à partir desprécédents par une discrétisation en temps
implicite (schéma d’Euler implicite) ou semi-implicite.

Pour ces schémas, nous avons obtenu des résultats d’existence et d’unicité, de stabilité (de type Liapounov),
des résultats de convergence de la solution discrète vers lasolution du problème continu, des estimations
d’erreursa priori [9, 13, 14, 15, 18] : ces résultats sont basés sur des méthodesd’énergie classiques dans les
problèmes paraboliques en général (cf. le livre de Thomée [184]) et l’équation de Cahn-Hilliard en particulier
(travaux d’Elliott et al. [77, 78] notamment). Des simulations numériques avec les logiciels Scilab1 (en
dimension un d’espace) etFreeFem++ 2(en dimension deux d’espace) illustrent l’étude théorique[9, 14, 15].
Des calculs numériques en dimension trois d’espace ont été effectuées par Lecoqet al. [131] pour le modèle
de Cahn-Hilliard avec terme inertiel, qui se prête bien aux méthodes de FFT ; cependant, pour les deux autres
modèles, la dimension trois reste un enjeu intéressant, et nos travaux constituent une étape indispensable à ce
saut quantitatif.

Pour les schémas précédents, nous avons également obtenu, grâce à l’inégalité de Łojasiewicz et à la
stabilité de Liapounov, des résultats de convergence asymptotique (en temps) vers l’état stationnaire, pour
des potentiels polynomiaux [9, 13, 14, 15]. De tels résultats sont relativement attendus pour les problèmes
semi-discrétisés en espace, pour lesquels la littérature est vaste (cf. la référence [118]), mais sont encore en
développement en ce qui concerne les schémas semi-discrétisés en temps, pour lesquels les premiers travaux
sont encore récents (les premiers résultats abstraits étant, à ma connaissance [19, 92, 21]). J’ai ainsi pu dégager
des versions abstraites de résultats de convergence vers l’équilibre pour des schémas discrétisés en temps dans

1Scilab est un logiciel libre disponible surhttp ://www.scilab.org/
2FreeFem++ est un logiciel libre disponible surhttp ://www.freefem.org/ff++/
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les références [12, 17], en collaboration avec M. Grasselliou B. Merlet ; des taux de convergence optimaux
ont également été obtenus dans ce cadre discret.

C.2 Étude numérique ou théorique de singularités dans des problèmes de nature parabolique

Une deuxième partie de mes travaux concerne l’étude numérique ou théorique de différents types de
singularités apparaissant dans des équations de nature parabolique.

Dans [10], L. Cherfils et moi-même avons étudié un modèle de type Allen-Cahn dû à Gurtin, pour un
potentiel logarithmique défini par

f(u) =
θ

2
[(1 + u) ln(1 + u) + (1 − u) ln(1 − u)] +

θc

2
(1 − u2) u ∈ (−1, 1) (0 < θ < θc).

Ce potentiel singulier correspond à la « solution régulière» justifiée du point de vue physique [50, 58]. Dans
les modèles de type Allen-Cahn ou Cahn-Hilliard, il contraint en particulier la concentration (renormalisée)u
à rester dans l’intervalle(−1, 1), même en l’absence d’un principe du maximum. En dimension und’espace,
le modèle d’Allen-Cahn-Gurtin considéré s’écrit

ut + buxt − auxxt = ε2uxx − f ′(u), x ∈ (0, 1), t > 0, (16)

avec des conditions au bord périodiques sur le domaineΩ = (0, 1), et des paramètres constantsa > 0, b ∈ R

et ε > 0. Si u est une solution (assez régulière) de (16), en multipliant l’équation parut et en intégrant sur
le domaineΩ = (0, 1), on voit que l’énergieE(u(t)) définie par (15) décroît avec le temps. Dans le cas
particulier oùa = 1 et b = 0, l’équation (16) est plus précisément un flot de gradient deE pour le produit
scalaireH1(0, 1). En nous basant sur des simulations numériques enScilab, nous avons montré que pour
des données initiales deu à valeurs dans(−1, 1), l’équation (16) était bien posée localement en temps, mais
n’admettait pas toujours une solution classique globale car il peut arriver (pourε assez petit) queu prenne
les valeurs±1 en un (ou plusieurs) points du domaine, au bout d’un temps finiT > 0. Ce comportement est
assez surprenant au regard des résultats habituellement obtenus dans les modèles de type Allen-Cahn et est
lié à l’absence d’un principe de comparaison pour (16). On peut l’expliquer par l’aspect non local de la partie
non linéaire de l’équation, ce qui se voit en récrivant (16) comme une équation intégro-différentielle dans le
casε = 0 (le casε > 0 apparaissant comme une perturbation).

Dans [8], j’ai fait une analyse numérique par une méthode d’éléments finis de l’équation de diffusion
visqueuse

∂u

∂t
− ν∆

∂u

∂t
= ∆f ′(u) x ∈ Ω, t > 0, (17)

avec des conditions au bord de type Neumann, oùν est un paramètre strictement positif etΩ un domaine
polygonal borné deRd (d = 1, 2 ou 3). Cette équation, qui a déjà attiré l’attention de plusieurs auteurs dans
le passé [158, 83], peut être vue comme un flot de gradient de l’énergie (15) pour un paramètreε = 0, et
pour un produit scalaire de typeL2 dans l’espaceL∞(Ω). Elle modélise donc une évolution qui ne prend pas
en compte l’énergie d’interface, et les solutions, même pour des données initiales très régulières, développent
(asymptotiquement en temps) des singularités de type discontinuité. Elle est proche de certains modèles de
type Perona-Malik [79]. Pour prendre en compte ces singularités, j’ai utilisé des éléments finisP 0 discontinus,
et j’ai montré la convergence uniforme de la solution du problème semi-discrétisé en espace vers la solution
du problème continu sur tout intervalle de temps fini, pour des données initiales pouvant même être discon-
tinues. Les estimationsL∞ sont basées sur le principe du maximum discret, ce qui imposedes contraintes
géométriques fortes sur les maillages (condition d’angle aigü). Les simulations numériques obtenues avec
avecScilab (pour la dimension un d’espace) etFreeFem++ (pour la dimension deux d’espace) donnent
des indications sur les bornesL∞ des solutions de l’équation de Cahn-Hilliard visqueuse dont (17) est un cas
limite singulier.
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Dans [5], B. Merlet et moi avons calculé numériquement des solutions singulièresu : D× [0,+∞) → S2

du flot des applications harmoniques du disque dans la sphère, défini par

∂u

∂t
= ∆u+ u |∇u|2 x ∈ D, t > 0, (18)

oùD = {x ∈ R
2 : |x| < 1} etS2 = {x ∈ R

3 : |x| = 1}. L’équation (18) est complétée par une donnée
initiale u0 : D → S2 qui impose également la valeur au bord (condition de Dirichlet). Un tel problème admet
une solution faibleu ∈ H1

loc(D× [0,+∞), S2), régulière en dehors d’un nombre fini de points de singularité
(xi, ti)1≤i≤N ⊂ D × (0,+∞), comme l’ont montré Struwe [179] et Chang [53].

En une singularité, en un tempsti, un phénomène de concentration nommébubblingse produit : un « blow-
up » approprié de la solution converge vers une application harmonique deS2 ≃ R2 dansS2 et l’énergie de
Dirichlet

E(u) =
1

2

∫

D
|∇u|2 dx (19)

a un saut (une discontinuité) multiple de4π, qui correspond en général à un saut dans le degréS2 deu. Ceci
est lié au fait que la limite d’une suite convergeant pour la topologieH1-faible n’a en général pas le même
degré que les éléments de la suite [40]. Le phénomène inverse(debubbling) a été utilisé dans [24, 185] pour
construire une solution faible distincte de la solution de Struwe. L’idée est de garder en réserve l’énergie
perdue lors d’un « bubbling » au tempst1 et de la relâcher à un tempst2 > t1 pour un « debubbling » (au
tempst2, l’énergie a un saut de discontinuité vers le haut). Une telle solution faible semble plus adaptée pour
la description de cristaux liquides nématiques, et un de nosbuts était de présenter un schéma qui permette de
les calculer numériquement.

Pour simplifier le problème, nous avons considéré des applications corotationnellement symétriques, qui
sont complètement définies par une fonction d’angleθ : [0, 1]× [0,+∞) → R (θ est obtenu en considérant la
restriction deu sur un rayon du disque, paramétré parr = |x| ∈ [0, 1]). L’évolution générée par (18) se ramène
à une équation parabolique pourθ, singulière enr = 0 (le phénomène de concentration ne peut se produire
qu’au centre du disque). A la fonction d’angleθ, on peut associer un degré corotationnel caractérisé par un
entier relatifk, plus précis que le degréS2 deu. Le schéma semi-discrétisé en temps que nous proposons
permet de construire des solutions corotationnelles de (18) avec un degré corotationnelk prescrit. Il s’agit
d’un schéma d’Euler implicite introduit par Bethuelet al. [27] pour des domaines deR3 et basé sur l’idée que
le flot des applications harmoniques est le flot de gradientL2 d’une énergie relaxéeEk deE . En particulier,
l’énergie totaleEk de la solution semi-discrète est décroissante.

Pour la simulation numérique, effectuée avec le logicielMATLAB3, nous utilisons une discrétisation en
espace par éléments finisP 1, couplée avec une méthode de maillage mobile qui permet de gérer la singularité
enr = 0 et d’obtenir ainsi une partie purement verticale dans le graphe de la solutionθ aux temps singuliers.
Cette méthode de maillage mobile est une adaptation du cas stationnaire traité dans [3].

C.3 Étude théorique et numérique de problèmes stationnaires

Le troisième aspect de mon travail concerne l’étude de problèmes stationnaires (de type elliptique non
linéaire). Outre leur intérêt spécifique, les solutions stationnaires de problèmes d’évolution sont intéressantes
également pour mieux comprendre la dynamique de l’évolution.

Mon travail le plus récent dans ce domaine, en collaborationavec A. Rougirel dans [16], concerne l’étude
théorique et numérique de solutions stationnaires d’un modèle de champ de phase cristallin. Le modèle de
champ de phase cristallin introduit par Elder et ses collaborateurs [74, 75, 164] en science des matériaux
est une version conservative de l’équation de Swift-Hohenberg [181], cette dernière ayant été initialement
introduite dans l’étude de la convection de Rayleigh-Bénard.

3http ://www.mathworks.fr/
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L’équation stationnaire que nous avons considérée, en dimension un d’espace et ayant valeur de modèle,
s’écrit : trouveru : [0, 1] → R solution de

ε2uxxxx + 2εuxx + u+ f(u) =
∫ 1
0 f(u) dx dans(0, 1), (20)

ux(0) = ux(1) = uxxx(0) = uxxx(1) = 0, (21)
∫ 1
0 udx = m, (22)

où le paramètrem (la masse) est imposé, et oùf : R → R est la dérivée d’un potentiel double-puits défini par

f(s) = s3 + rs (s ∈ R),

avec un paramètrer < 0. Les conditions au bord (21) sont de type Neumann et le paramètre ε > 0 a la
dimension du carré de l’inverse d’une longueur. La constante ū = m est une solution évidente de (20)–(22),
qui est toujours stable lorsquef ′(m) > 0, mais qui devient instable pourε > 0 assez petit lorsquef ′(m) < 0,
comme on le voit en considérant l’opérateur linéarisé enū,

Lε(v) = ε2vxxxx + 2εvxx + v + f ′(m)v,

de domaine

V̇0 =

{

v ∈ H4(Ω) : vx(0) = vx(1) = vxxx(0) = vxxx(1) = 0 et
∫ 1

0
v dx = 0

}

.

Il est facile de voir qu’il existe une infinité dénombrable devaleurs deε pour lesquellesLε(v) n’est pas
inversible. En une telle valeurε⋆, le noyau deLε est génériquement une droite vectorielle engendrée par un
vecteur propre non constantϕ⋆ de l’opérateur laplacien avec condition de Neumann sur(0, 1). En utilisant
des méthodes standard de bifurcation, nous avons montré qu’au voisinage deε⋆ (et sous une condition de non
dégénérescence), le problème (20)–(22) admet une unique brancheuε de solutions non triviales vérifiant

uε −m ≃ ± (c(ε− ε⋆))
1/2 ϕ⋆ dansV̇0, lorsqueε→ ε⋆,

où le signe de la constantec impose la concavité de la branche. Des résultats de stabilité, de périodicité
et de symétrie de ces solutions non triviales ont également été établis. Ces résultats théoriques locaux ont
été complétés par des calculs numériques enScilab des branches complètes de bifurcation. Nos résultats
théoriques et numériques confirment certaines des prévisions faites par Elder et ses collaborateurs pour leur
modèle, notamment sur la périodicité des solutions stableset sur la coexistence possible des phases solide et
liquide.

Dans [6, 8], en cherchant à comprendre des phénomènes de brisure de symétrie observés dans des simu-
lations numériques effectuées pendant ma thèse, je me suis intéressé de manière systématique aux symétries
du problème des applications harmoniques du disque à valeurs dans la sphère avec condition de Dirichlet. Ce
problème, mis en évidence par Brezis et Coron [40], est la version stationnaire de (18), et s’énonce : pour une
donnée au bordγ : ∂D → S2, trouveru : D → S2 solution de

−∆u = u |∇u|2 dansD, (23)

u = γ sur∂D. (24)

Une solutionu de ce problème sera appelée un prolongement harmonique deγ. En considérant une suite mini-
misante de l’énergie de Dirichlet (19) dans l’ensembleEγ des applications deH1(D,S2) (cf. (12)) satisfaisant
la donnée au bord, on montre facilement que le problème (23)–(24) admet toujours au moins une solution dès
queEγ n’est pas vide. La question de l’existence d’un minimiseur deE dans une classe d’homotopie (i.e. une
composante connexe deEγ) donnée a été résolue dans [167, 129] par des méthodes d’analyse complexe, en
terme de l’existence d’un prolongement holomorphe et/ou anti-holomorphe deγ àD.
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L’invariance de l’énergie de Dirichlet (19) par transformation conforme du domaine (dû à la dimension
deux) et sous l’action d’isométries deR3 confère à ce problème de nature géométrique une structure très
riche de symétries, source des difficultés rencontrées danssa résolution, et qui le rapproche des problèmes
elliptiques avec exposant critique. Pour préciser les choses dans la suite, nous notonsAut(D) le groupe
des difféomorphismes holomorphes ou anti-holomorphes deD dansD, et O(3) le groupe des isométries
vectorielles deR3. L’invariance deE sous l’action deAut(D) × O(3) implique queAut(D) × O(3) agit
également sur l’ensemble des points critiques deE , i.e. les solutions de (23).

Une première question naturelle est de chercher à classifierles données au bordγ pour cette action de
groupe (en remarquant que tout difféomorphisme deAut(D) admet un prolongement holomorphe ou anti-
holomorphe à un voisinage deD). Dans [8], j’ai montré que toute donnée au bordγ : S1 → S2 assez
régulière (i.e., soit continue, soit admettant un prolongement àD d’énergie finie) et dont le stabilisateur est de
cardinal infini appartient à l’orbite d’une donnée au bordγa,n de paramètresa ∈ [1,+∞) etn ∈ N

⋆ et connue
explicitement. La classification des données au bord dans lecas général semble hors de portée, mais je suis
tout de même parvenu à classifier tous les stabilisateurs possibles de données au bord. Ces résultats reposent
sur des classifications bien connues des sous-groupes deAut(D) et deO(3).

Les données au bordγa,n mises en évidence par la classification se trouvent en fait être invariantes par
un groupe continu de rotations. En exploitant cette symétrie, j’ai pu réduire l’équation (23) à un système
d’équations différentielles, et montrer que tout prolongement harmonique d’une donnée au bordγa,n, s’il
n’est pas holomorphe ou anti-holomorphe, a nécessairementun stabilisateur de cardinal fini ; l’existence d’un
tel prolongement implique en particulier l’existence d’uncontinuum de prolongements harmoniques pour la
même donnée au bordγa,n. Pourn = 1, l’existence d’un tel prolongement est l’objet d’une question ouverte
mise en évidence par Brezis, tandis que pourn ≥ 2, un résultat de Soyeur [178] fournitn− 1 solutions de ce
type, appartenant àn− 1 classes d’homotopie distinctes.

Ce résultat de brisure de symétrie pour le problème (23)–(24), établi pour les données au bord invariantes
par un groupe continu de rotations, a son pendant dans le cas discret. La remarque fondamentale est que la
symétrie d’une solution impose en général des restrictionsarithmétiques sur le degré, ce dernier caractérisant
l’appartenance d’une solution à une classe d’homotopie. Par contraposée, toute solution du problème qui ne
satisfait pas ces restrictions sur le degré, mais qui appartient à une classe d’homotopie globalement invariante
pour les symétries en question, génère plusieurs solutionsdistinctes dans la même classe d’homotopie. En
remarquant qu’une telle situation était étonnamment fréquente, et en me basant sur le résultat d’existence
de Qing [167], j’ai pu exhiber des données au bord invariantes par des groupes finis de rotations, et pour
lesquelles une infinité de classes d’homotopie admettent plusieurs solutions distinctes du problème (23)–(24).
L’étude des symétries discrètes de rotation a également permis de mieux décrire la structure du stabilisateur
d’un prolongement harmonique pour les données au bordγa,n.

Mes résultats montrent ainsi un phénomène étonnamment riche de brisure de symétrie pour le problème,
et ils apportent des nouvelles perspectives à la question d’unicité de Brezis.
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Chapitre 1

Quelques compléments sur les équations
d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard

1.1 Compléments sur la modélisation

1.1.1 Dérivation phénoménologique

Les équations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard sont habituellement obtenues à partir de l’énergie libre
totale

E(u) =

∫

Ω
f(u) +

α

2
|∇u|2 dx. (1.1)

Le termef(u) est un potentiel double-puits qui représente l’énergie pour un paramètreu uniforme (par
exemple, un mélange homogène uniforme siu représente une concentration) ; les puits def définissent les
phases du système binaire (Figure 1.1) et le terme(α/2) |∇u|2 avecα > 0 représente l’énergie d’inter-
face [50].

u

f

FIG. 1.1: Potentielf double-puits

Pour l’équation d’Allen-Cahn, la dérivation classique (voir par exemple [187]) se base sur le fait que
l’évolution vers l’équilibre est gouvernée par un paramètre β > 0 via la relation de type « flot de gradient »

β
∂u

∂t
= −δE

δu
,
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où le terme de droite est la dérivée distributionnelle (le gradientL2(Ω)) deE, i.e.

δE

δu
= f ′(u) − α∆u, (1.2)

de sorte que l’équation s’écrit finalement

β
∂u

∂t
= α∆u− f ′(u) x ∈ Ω, t ≥ 0. (1.3)

L’équilibre du système est caractérisé par l’équation
δE

δu
= 0. L’équation d’Allen-Cahn est un modèle proto-

type detransition de phaseavec interface diffuse. Si elle est considérée avec un termesource faisant intervenir
la température, elle peut modéliser par exemple une transition de phase solide/liquide (dans ce cas, pour avoir
un système fermé, l’équation sera couplée avec la conservation de l’énergie, de type équation de la chaleur ;
le système complet est connu sous le terme de modèle de champ de phase (voir [187]).

L’équation de Cahn-Hilliard, quant à elle, est un modèle prototype deséparation de phasesavec conser-
vation de la masse. Un tel processus peut être observé lorsque qu’un alliage binaire,i.e. un mélange de deux
phases (deux phases solides, typiquement, comme dans les alliages métalliques), homogène à température éle-
vée, est brutalement refroidi en dessous d’une températurecritique. On observe alors une nucléation partielle
(l’apparition de nucléides dans le matériau), ou une nucléation totale, le phénomène dit dedécomposition
spinodale: l’ensemble du matériau devient inhomogène et des petits grains apparaissent, formé de l’une ou
l’autre des phases ; dans une seconde étape, qui intervient àune échelle de temps plus lente, on observe une
coalescence de ces microstructures. La décomposition spinodale est visible lorsque la concentration initiale
du mélange est choisi dans l’intervalle spinodal, défini parle lieu des concentrationsu telles quef ′′(u) < 0
(voir [48] pour plus de détails, ainsi que les références dans [148])

Le point de départ de la dérivation phénoménologique de l’équation de Cahn-Hilliard est la conservation
de la masse [77, 157, 187] :

∂u

∂t
= − div h,

oùh est le flux de masse etu représente la concentration (ou fraction massique) d’une des phases. Le fluxh
est relié au potentiel chimiquew par l’équation constitutive

h = −κ∇w.

Dans l’approche classique en thermodynamique, le potentiel chimiquew est défini comme la dérivée de
l’énergie libre par rapport àu (à température et volume constants, par exemple) ; cette définition doit être
adaptée ici à cause du terme en∇u, etw est défini comme la dérivée distributionnelle deE par rapport àu,

i.e.w =
δE

δu
. En éliminanth, on obtient ainsi le système







∂u

∂t
= − div (κ∇w) ,

w = f ′(u) − α∆u.
(1.4)

En éliminantw, on trouve l’équation

∂u

∂t
= κ

(

∆f ′(u) − α∆2u
)

x ∈ Ω, t ≥ 0. (1.5)

Pour la discrétisation par éléments finis, la formulation « splitting » donnée par (1.4) est plus naturelle, ainsi
que l’avaient remarqué Elliottet al.[78]. Cette remarque est valable pour toutes les variantes de cette équation
que nous avons considérées.
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1.1.2 Condition initiale et conditions au bord

Pour pouvoir définir un problème bien posé du point de vue mathématique, les équations d’évolution (1.3)
et (1.5) doivent être complétées par une condition initialeu(x, 0) = u0(x) et des conditions au bord. Un
choix typique de condition initiale est une solution uniforme en espace (i.e.un mélange homogène dans le cas
de Cahn-Hilliard) perturbée par des fluctuations aléatoires de moyenne nulle (qui peuvent correspondre par
exemple à des impuretés du matériau).

Pour les conditions au bord dans le cas de l’équation de Cahn-Hilliard, il est raisonnable de supposer
l’absence de flux de masse à travers le bord et des « conditionsau bord naturelles » pouru, i.e. (en utilisant
queh = −κ∇w)

n · ∇w = 0 et n · ∇u = 0 sur∂Ω,

où n représente la normale à∂Ω dirigée vers l’extérieur. Avec ces conditions au bord, de type Neumann
homogène, l’équation de Cahn-Hilliard conserve la masse,i.e.

d

dt

∫

Ω
u(x, t) dx = 0,

pour toutt ≥ 0. D’autres conditions au bord sont également considérées, justifiées notamment du point de
vue mathématique :

– conditions au bord périodiques : dans ce cas, le domaineΩ est und-parallélépipède etu et w sont
périodiques. Ce type de condition au bord est très intéressant car la masse est conservée et l’on évite
les problèmes de bord ; dans les modèles de type Gurtin décrits dans la Section 3.1, ces conditions sont
naturelles, à cause des termesa · ∇∂tu et b · ∇w qui ressemblent à un terme convectif et qui posent des
difficultés pour d’autres type des conditions au bord ;

– conditions de Dirichlet homogène, qui s’écrivent

u = 0 et w = 0 sur∂Ω.

L’inconvénient de ces conditions au bord est que la masse n’est plus conservée ; par contre, elles sont
appréciées des mathématiciens car elles simplifient l’analyse mathématique tout en gardant l’essentiel
des caractéristiques de l’équation ; elles sont utilisées par exemple dans [22] pour l’équation de Cahn-
Hilliard visqueuse et dans [105] pour l’étude asymptotiquede l’équation de Cahn-Hilliard avec terme
inertiel ;

– conditions au bord dynamiques : ce type de conditions modélise plus finement l’influence du bord du
domaine sur l’évolution ; elles s’écrivent typiquement (voir par exemple [86, 152]) :

γsut = σs∆‖u− g′s(u) − n · ∇u et n · ∇w = 0 sur∂Ω,

où γs etσs sont des constantes positives etgs est un potentiel (quadratique, typiquement, de sorte que
g′s est affine). Le terme∆‖ désigne l’opérateur de Laplace-Beltrami sur le bord. Lorsque γs = σs =
gs = 0, on retrouve les conditions au bord de type Neumann pouru ; l’équation surw traduit toujours
la conservation de la masse.

Pour l’équation d’Allen-Cahn, on considère habituellement des conditions au bord de type Neumann homo-
gènes (i.e.n · ∇u = 0), et les variantes ci-dessus. Remarquer que l’équation d’Allen-Cahn ne possède pas la
propriété de conservation de la masse.

1.1.3 Choix du potentiel

Un choix typique de potentiel est donné par la « solution régulière » [50, 81]

f(u) = θ[u lnu+ (1 − u) ln(1 − u)] + 2θcu(1 − u), (1.6)
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où u ∈ [0, 1] est la fraction massique d’un des deux composants,θ la température absolue etθc > 0 une
température critique (la constante de Boltzmann a été priseégale à 1). Pourθ ≥ θc, f est convexe, et les cas
intéressants correspondent àθ < θc, températures pour lesquellesf est un double-puits et pour lesquelles la
décomposition spinodale peut être observée.

Pour l’étude mathématique, on préfère souvent pour des raisons de symétrie utiliser la concentration re-
normaliséẽu = 2u − 1 ∈ [−1, 1]. Dans ce cas, le même potentiel s’écrit (à une constante près, qui est sans
importance)

f(ũ) =
θ

2
[(1 + ũ) ln(1 + ũ) + (1 − ũ) ln(1 − ũ)] +

θc

2
(1 − ũ2). (1.7)

Avec ce choix, on a

f ′(ũ) =
θ

2
ln

(

1 + ũ

1 − ũ

)

− θcũ, ũ ∈ (−1, 1), (1.8)

Avec cette expression, pourθ < θc, f ′ admet une unique racine strictement positiveβ > 0, et l’intervalle
spinodal est[−γ, γ], oùγ =

√

1 − θ/θc est l’unique racine positive def”. On a en particulier0 < γ < β < 1
etf ′(γ) < f ′(β) (cf. Figure 1.2).

−β −γ βγ−1 1

FIG. 1.2: f ′(s) = θ
2 ln(1+s

1−s ) − θcs

Pour simplifier l’étude mathématique et les simulations numériques, on préfère souvent utiliser une ap-
proximation de ce potentiel par une fonction définie surR, typiquement un polynôme, qui est obtenu par
exemple en tronquant la série de Taylor définissantf [70]. Une hypothèse standard [183, 22] est de choisirf
sous la forme

f(u) =

2p
∑

i=0

aiu
i (a2p > 0), (1.9)

avecp ∈ N
⋆. Le plus petit entierp pour lequelf peut être un potentiel double-puits estp = 2, et ce cas

particulier est très largement utilisé, notamment sous la forme

f(u) = c(u2 − 1)2 (c > 0), (1.10)

cas dans lequel les deux minima def sont atteints en±1. Ce dernier choix de potentiel est également pleine-
ment justifié lorsque l’on considère les modèles à interfacediffuse comme des versions relaxées de modèles
à interface nette, et que l’on s’intéresse au passage à la limite α → 0. Ce passage peut être d’ailleurs justifié
rigoureusement pour beaucoup de modèles, avec une normalisation adéquate (voir [187, 77] et les références
citées).

Comme le remarquent Grinfeld et Novick-Cohen (cf. [108]), l’étude de l’équation de Cahn-Hilliard (1.5)
avecf défini par (1.10) contient tous les cas oùf est un polynôme de degré 4 définissant un double-puits, par
translation et homothétie du paramètreu. En effet, sif est défini par (1.9) avecp = 2, on a

f ′(u) = 4a4(u
3 + bu2 + cu+ d),
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avecb, c, d ∈ R ; on peut récrire cela

f ′(u) = 4a4

[

(

u+
b

3

)3

−
(

b2

3
− c

)

u+ d− b3

27

]

.

De plus,f définit un double-puits si et seulement sif ′ a exactement trois racines réelles, ce qui impose que
f ′′ possède exactement deux racines réelles,i.e. b2/3 − c > 0. En posant

ũ =
1

µ

(

u+
b

3

)

avecµ =

(

b2

3
− c

)1/2

> 0,

et en définissant̃f ′(ũ) = f ′(u), on trouve que

f̃ ′(ũ) = 4a4µ
3
(

ũ3 − ũ
)

+ C, (1.11)

pour une constanteC ∈ R qui dépend dea4, b, c et d. Pour l’équation de Cahn-Hilliard (1.5), on peut
supposer sans perte de généralité queC = 0, puisque l’on considère seulement∆f ′(u). On retrouve alors
bien un potentiel du type (1.10), et l’équation vérifiée parũ est

∂ũ

∂t
= κ

(

∆f ′(ũ) − α∆ũ
)

, x ∈ Ω, t ≥ 0,

avec oùf est défini par (1.10) avecc = a4µ
2. En revanche, pour l’équation d’Allen-Cahn, la constanteC a

une importance dans la dynamique (par exemple dans l’étude de la stabilité des « traveling waves » – voir, par
exemple, [182]) et la simplification s’arrête à la forme (1.11).

Plutôt que de simplifier le potentiel logarithmique en un potentiel polynomial, une autre démarche est de
le généraliser. Dans [123], le caractère bien posé de l’équation de Cahn-Hilliard avec conditions au bord de
type Neumann est établi pour des potentiels du typef(u) = β(u) + g(u), oùβ : R → (−∞,+∞] est une
fonction convexe propre semi-continue inférieurement etg : R → R est une fonction de classeC1 positive et
dont la dérivéeg′ est globalement lipschitzienne. Dans ce cas,f ′ = ∂β + g′ peut être multivalué. Ce type de
potentiel comprend en particulier le potentiel logarithmique (1.6), le potentiel polynomial (1.9), et le potentiel
suivant :

f(u) =

{

2θcu(1 − u) si 0 ≤ u ≤ 1,

+∞ sinon.

Ce dernier potentiel peut d’ailleurs être vu comme un cas limite du potentiel logarithmique (« deep quench
limit »), puisqu’on peut l’obtenir à partir de (1.6) en faisant tendreθ vers0. Dans [101], le type de potentiel
f(u) = β(u) + g(u) est également considéré, avec des conditions au bord dynamiques.

1.2 Un contre-exemple au principe de comparaison pour l’équation de Cahn-
Hilliard

Un caractère indésirable du modèle de Cahn-Hilliard avec mobilité constante et potentiel régulier est
l’absence d’un principe du maximum, contrairement à ce qui se passe pour l’équation d’Allen-Cahn. Cela
est souligné par plusieurs auteurs, comme par exemple Novick-Cohen [157], qui propose de considérer des
mobilités de typeM(u) = 1− u2 avecu ∈ [0, 1] (dans ses notations) pour pallier ce problème. Debusscheet
al. [71] le remarquent également, pour des modèles de Cahn-Hilliard stochastiques.

Nous proposons ci-dessous un exemple qui confirme cette affirmation, dans le sens suivant : si la donnée
initiale est à valeurs dans[−1, 1] et la nonlinéarité estf(u) = u3 − u, alors la solutionu de l’équation de
Cahn-Hilliard ne reste pas nécessairement à valeurs dans[−1, 1].
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Considérons le problème de Cauchy pour l’équation de Cahn-Hilliard avec conditions de Neumann sur
Ω = (−L/2, L/2) (L > 0) :











ut = [f(u)]xx − αuxxxx x ∈ Ω, t > 0,

ux(x, t) = 0, uxxx(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω,

(1.12)

oùf : R → R est un polynôme de degré impair à coefficient dominant strictement positif,α > 0 etu0 : Ω →
R est la donnée initiale.

Remarquons que toute constanteu ≡ c est solution de (1.12) pour la condition initialeu0 ≡ c. Comme
la fonctionnelle d’énergie associée à (1.12) est la même quepour l’équation d’Allen-Cahn (1), il est légitime
de se demander si on a un principe de comparaison pour (1.12).Par exemple, sif(y) = y3 − y (y ∈ R),
u ≡ 1 etu ≡ −1 sont deux solutions particulières de (1.12) ; a-t-onu(x, t) ∈ [−1, 1] pour tout(x, t) dès que
u0(x) ∈ [−1, 1] ? Cela est faux en général. On a en effet, de façon élémentaire:

Proposition 1.1 On suppose quef : R → R est un polynôme de degré impair à coefficient dominant stricte-
ment positif et queα > 0. Pour toutm ∈ (a, b) avec−∞ ≤ a < b < +∞, il existe une solution

u ∈ C∞([−L/2, L/2] × R+)

du problème(1.12)telle queL−1
∫

Ω u0(x) dx = m, u0(x) ∈ (a, b] pour toutx ∈ Ω etu(0, t) > b pour t > 0
assez petit.

Démonstration.Soitm ∈ (a, b). On construitu0 ∈ C∞([−L/2, L/2],R) paire telle queu0(x) = b− x4 au
voisinage dex = 0, u0 = c au voisinage de±L/2, avecc ∈ (a, b), u0(x) ∈ (a, b] pour toutx ∈ [−L/2, L2]
etL−1

∫

Ω u0(x) dx = m. Par régularité parabolique (voir par exemple [115]), l’unique solutionu de (1.12)
vérifie u ∈ C∞([−L/2, L/2] × R+) dans le sens oùu ∈ Ck(R+, C

l[−L/2, L/2]) pour toutk, l ∈ N. Par
conséquent, la première équation de (1.12) est encore vérifié en(x, t) = (0, 0) et donc

ut(0, 0) = f ′′(u(0, 0))u2
x(0, 0) + f ′(u(0, 0))uxx(0, 0) − αuxxxx(0, 0).

Comme par constructionu(x, 0) = b− x4 au voisinage dex = 0, on a

ux(x, 0) = −4x3, uxx(x, 0) = −12x2 etuxxxx(x, 0) = −24.

Ainsi,
ut(0, 0) = 24α > 0.

D’autre part, pour toutt > 0, il existeξt ∈ (0, t) tel que

u(0, t) = u(0, 0) + tut(0, 0) + t2utt(0, ξt)/2,

doncu(0, t) = b+ 24αt+ o(t) et ainsiu(0, t) > b pourt > 0 assez petit, comme annoncé. �

Remarque 1.1 Dans la démonstration ci-dessus, on a essentiellement utilisé le fait que le problèmeut =
−αuxxxx ne satisfait pas le principe de comparaison

(

u(x, 0) ≥ 0 ∀x ∈ Ω

)

⇒
(

u(x, t) ≥ 0 ∀x ∈ Ω, ∀t ≥ 0

)

que l’on a pour le second ordre,i.e. pour l’équationut = αuxx (avec conditions de Neumann). On n’a pas
utilisé la forme spécifique de la nonlinéarité (mais plutôt sa régularité).
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Remarque 1.2 Le contre-exemple ci-dessus avec conditions de Neumann fournit également un contre-ex-
emple pour des conditions au bord périodiques puisque par parité,

u(−L/2, t) = u(L/2, t), ∀t > 0.

Plus généralement, on remarque que l’argument est local au voisinage de(x, t) = (0, 0), de sorte que le
contre-exemple est indépendant des conditions au bord choisies. Il s’applique également pour des conditions
dynamiques au bord (comme considérées par exemple dans la Section 4.1), et il peut s’appliquer en toute
dimension de domaine.

En l’absence d’un principe du maximum pour l’équation de Cahn-Hilliard, un des moyens standard pour
obtenir des estimationsL∞ des solutions est d’augmenter la régularité de la conditioninitiale, et d’utiliser
des injections de Sobolev (typiquement, on utilise queH2(Ω) ⊂ C0(Ω) si Ω est un domaine borné deRd

(1 ≤ d ≤ 3 ) à bord lipschitzien). Une autre alternative est de modifierla non-linéarité à l’infini, comme
dans [45].

1.3 A propos des solutions stationnaires du problème d’Allen-Cahn

Rappelons quelques résultats sur le problème modèle
{

ε2∆u = u3 − u, dansΩ

∂nu = 0 sur∂Ω,
(1.13)

oùΩ est un domaine borné deRd (d ∈ N
⋆) etε > 0.

Tout d’abord, lorsqueΩ = R
d (cas limite dans lequel on remplace la condition au bord de Neumann par

d’autres conditions adaptées) on remarque que la première équation est invariante par translation et rotation
sur x ∈ R

d, et par la symétrieu 7→ −u. Dans ce cas, par homothétiex 7→ x/ε on peut se ramener au
casε = 1. Ces invariances, et plus généralement, la connaissance des solutions de (1.13) surRd donne des
informations intéressantes sur ce qui peut se passer en domaine borné. Par exemple, pourd = 1, une solution
explicite deε2uxx = u3 − u surR est donnée par

u(x) = tanh

(

x√
2ε

)

(1.14)

PourΩ = R
d, une conjecture de De Giorgi sur la symétrie de transition decertaines solutions de (1.13) a

été abondamment étudiée (cf. [85] et références citées) : cette conjecture revient à savoir si, sous certaines
hypothèses, l’on peut se ramener à une solution de la forme (1.14).

Cependant, une question telle que trouvertoutes les solutions de (1.13) pour un domaine borné (par
exemple, lorsqueΩ est une boule deRd pourd ≥ 2) semble ouverte, même si beaucoup de résultats sur la
multiplicité de solutions existent (cf., par exemple [128]et les références citées). Un résultat de Henry [116]
assurant que pour un domaine générique, toutes les solutions de (1.13) sont hyperboliques, est à cet égard très
intéressant (voir également [44] pour un résultat similaire lorsque la non-linéarité est générique, le domaine
étant fixé). De tels résultats sont directement liés à la compréhension qualitative de la dynamique de l’équation
d’évolution.

De manière beaucoup plus élémentaire, on peut remarquer quesiΩ est un disque deR2, le problème (1.13)
est invariant par rotation ; d’autre part, il est facile de montrer que pourε > 0 petit, (1.13) admet une solution
non radiale, et plus précisément, une solution impaire non nulle (voir par exemple [112]), de sorte que par
rotation, le problème admet un continuum de solutions (cf. Figure 2.3). De même, si l’on remplace la condition
de Neumann∂nu = 0 par des conditions périodiques sur le tore, le problème est invariant par translation :
pourε > 0 petit, le problème associé a une solution non constante et par translation, on a un continuum (même
en dimensiond = 1).

En relation avec le principe de comparaison valable pour le problème d’évolution, on peut remarquer :
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Proposition 1.2 SoitΩ domaine borné deRd (1 ≤ d ≤ 4) à frontière lipschitzienne. Toute solution varia-
tionnelleu ∈ H1(Ω) de(1.13), i.e. telle que

∫

Ω
ε2∇u∇ϕdx+

∫

Ω
(u3 − u)ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ H1(Ω)

est à valeurs dans[−1, 1].

Démonstration.L’hypothèse queΩ est à frontière lipschitzienne et le fait qued ≤ 4 garantissent l’injection
de SobolevH1(Ω) ⊂ L4(Ω), de sorte que toutes les intégrales ci-dessus ont un sens. Onchoisitϕ = (u−1)+,
de sorte que

∫

Ω
ε2 |∇u|2 1{x : u(x)>1} dx+

∫

Ω
(u3 − u)(u− 1)1{x : u(x)>1} dx = 0.

On a une contradiction si{x : u(x) > 1} est de mesure> 0, car(u3 − u)(u− 1) > 0 si u > 1. �

Lorsqued = 1, le problème (1.13) admet un nombre fini de solutions, que l’on sait déterminer plus ou
moins explicitement à l’aide de fonctions elliptiques. Ce résultat est fondamental, car la connaissance de ces
solutions permet de décrire finement la dynamique de l’équation d’évolution associée : on pourra consulter
par exemple [115] pour la description de l’attracteur dans le cas des conditions au bord de Dirichlet, et [91, 42]
pour la dynamique des états métastables.

L’argument de la démonstration, que nous rappelons ci-dessous, repose sur une méthode de tir et semble
remonter à Chafee et Infante [52] qui ont établi le résultat pour le problème avec des conditions au bord
de Dirichlet. L’argument peut s’étendre à d’autres problèmes stationnaires en dimension 1 ayant une structure
proche : problème de Cahn-Hilliard, bien que l’argument soit plus technique [51, 127, 108, 157, 177], équation
de Sivashinsky [159], problème de croissance épitaxiale [125],. . . Par contre, il ne semble pas pouvoir être
appliqué au problème de Swift-Hohenberg ou au problème de champ de phase cristallin considérés dans le
Chapitre 7 pour garantir un nombre fini de solutions en dimension un.

Théorème 1.1Si Ω = (0, L), le problème(1.13) admet un nombre fini de solutions. Plus précisément, si
L/ε ∈ (kπ, (k + 1)π] pour unk ∈ N, alors l’ensemble des solutions est{0,±w0,±w1,±w2, . . . ,±wk}, où
les fonctionswj sont telles quew1, w3, w5 sont impaires etw0, w2, w4, w6, . . . sont paires par rapport au
centre deΩ, et chaquewj est2L/(εj)-périodique (pourj = 0, w0 = 1).

Démonstration.Par régularité elliptique, toute solution variationnellede (1.13) est une solution classique. En
posantu(x) = u(x/ε), on est ramené à trouver les solutionsu ∈ C2([0, L/ε],R) de

{

uxx = u3 − u x ∈ (0, L/ε)

ux(0) = ux(L/ε) = 0.
(1.15)

On remarque que (1.15) admet les solutions constantes0, 1 ou−1. Pour le cas général, on considère la solution
maximaleu ∈ C2([0, x⋆

a),R) (a ∈ R) du problème de Cauchy











u′′(x) = u3(x) − u(x), x ≥ 0,

u(0) = a,

u′(0) = 0,

(1.16)

et on va chercher les racines deu′. En multipliant (1.16) paru′(x) et en intégrant entre0 etx, on trouve

(u′(x))2

2
=
u4(x)

4
− u2(x)

2
+ C ∀x ∈ [0, x⋆

a),
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ce que l’on récrit en changeant la constante d’intégration

(u′(x))2

2
=

1

4

(

u2(x) − 1
)2 − 1

4

(

a2 − 1
)2 ∀x ∈ [0, x⋆

a). (1.17)

D’après la Proposition 1.2, on peut se concentrer sur les casa ∈ [−1, 1], avec de plusa 6∈ {0, 1,−1} puisque
l’on connaît déjà les solutions constantes. D’autre part, par la symétrieu 7→ −u du problème, on peut supposer
a > 0. Remarquons queu′′(0) < 0, doncu atteint un maximum strict enx = 0. Soitxa ∈ (0, x⋆

a) le premier
point tel queu(xa) = 0 (il est clair qu’un tel point existe, car tant queu est à valeurs dans(0, 1), on au′′ < 0).
On au′(x) < 0 pour toutx ∈ (0, xa), et d’après (1.17),

u′(x) = − 1√
2

√

(u2(x) − 1)2 − (a2 − 1)2 ∀x ∈ [0, xa],

et donc
∫ a

u(x)

√
2 dv

√

(v2 − 1)2 − (a2 − 1)2
= x ∀x ∈ [0, xa]. (1.18)

En particulier,
∫ a

0

√
2 dv

√

(v2 − 1)2 − (a2 − 1)2
= xa,

ce que l’on peut récrire

xa =

∫ 1

0

√
2 dσ

√

(1 − σ2)(2 − a2(1 + σ2))
,

On en déduit quea 7→ xa est continue et strictement croissante sur(0, 1). En particulier pour touta ∈ (0, 1),

xa > lim
a→0+

xa =

∫ 1

0

dσ√
1 − σ2

=
π

2
, (1.19)

et lima→1− xa = +∞. Par unicité pour le problème de Cauchy (1.16) et par symétrie, pourx ∈ [xa, 2xa],
on au(x) = −u(2xa − x), et la première racine strictement positive deu′(x) est donc2xa. De même, pour
x ∈ [2xa, 4xa], on au(x) = −u(x − 2xa). Ainsi, u est4xa périodique, les racines deu′ sont0, 2xa, 4xa,
6xa, . . .

Si L/ε ≤ π, d’après (1.19), on ne peut pas trouver dea ∈ (0, 1) tel que2xa = L/ε. SiL/ε ∈ (kπ, (k +
1)π], (k ∈ N

⋆), lesk solutions du problème sont donnés par2xa1
= L/ε, 4xa2

= L/ε, . . . ,2kxak
= L/ε,

avec1 > a1 > a2 > · · · > ak > 0. A chaque racineaj correspond unwj et le résultat est démontré. �

Remarque 1.3 Si L/ε > π, on peut montrer que seules les solutions stationnaires±1 sont stables pour le
problème d’évolution. D’autre part, l’intégrale (1.18) est une intégrale elliptique, que l’on sait calculer par des
fonctions elliptiques.

1.4 De l’équation d’Allen-Cahn vectorielle au flot des applications harmo-
niques

SoitΩ un domaine borné deRn (n ≥ 1). Considérons la version vectorielle suivante de l’équation d’Allen-
Cahn : trouveru : Ω × R+ → R

m (m ≥ 1) solution de

ut = ∆u+
1

ε2
u(1 − |u|2) dansΩ × R+, (1.20)
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où |·| désigne la norme euclidienne dansR
m. Ce système d’équations aux dérivées partielles est complétée par

une condition initiale et des conditions au bord adéquates (Neumann homogène ou Dirichlet non homogène).
Comme dans le casm = 1, l’équation (1.20) est un flot de gradient de la fonctionnelle

Eε(v) =

∫

Ω

1

2
|∇v|2 +

1

4ε2
(|v|2 − 1)2 dx

pour le produit scalaireL2(Ω). Lorsquem = 1, en faisant le changement d’échelle de tempsu(x, t) =
w(x, ε−2t), on retrouve l’équation d’Allen-Cahn classique

wt = ε2∆w + w(1 − w2) dansΩ × R+. (1.21)

Pourm = 2, l’équation (1.20) est attribuée à Ginzburg et Landau [130].
Intéressons-nous maintenant au comportement asymptotique de la solutionuε de (1.20) lorsqueε → 0.

Lorsquem = 1 et n ≥ 2, un raisonnement heuristique dû historiquement à Allen et Cahn [49] montre que
uε sépareΩ en deux régions oùuε ≈ +1 et uε ≈ −1, respectivement, et l’interface entre les deux régions
se déplace avec une vitesse normale égale à la courbure moyenne (i.e.à la somme des courbures principales).
Ce raisonnement heuristique a été rendu rigoureux dans plusieurs papiers (cf. [68, 43, 119] et les références
citées), et l’équation limite peut être décrit en toute généralité comme le flot par courbure moyenne au sens de
Brakke [36].

Le résultat Bronsard et Kohn dans [43] utilise une hypothèsede typeεEε(uε(0)) ≤ M < ∞ pour la
condition initiale. Leur démonstration est basée sur des méthodes d’énergies et sur des idées développées
antérieurement pour le problème stationnaire. On sait en effet queεEε Γ-converge vers un problème de pé-
rimètre (cf. [154] et les références citées dans [43]), pourlequel l’équation d’évolution associée est le flot de
courbure moyenne. Le résultat pour le problème d’évolutionest donc attendu, sauf qu’il se produit moyennant
un changement d’échelle de temps. En effet, le flot de gradient L2(Ω) deεEε s’écrit

vt = ε∆v +
1

ε
v(1 − |v|2) dansΩ × R+,

et l’on retrouve la bonne échelle de temps, celle du problème(1.20), en posantu(x, t) = v(x, ε−1t).
Notons que lorsquem = 1 etn = 1, l’interface est réduite à des points et il n’y a pas de courbure : dans ce

cas, le déplacement des interfaces est plus lent que n’importe quelle puissance deε, comme cela a été montré
rigoureusement [42, 91]). Il s’agit d’un phénomène demétastabilité dynamique.

Pourm = 2 et n ≥ 2, cas de l’équation de Ginzburg-Landau complexe, Bethuel, Orlandi et Smets ont
décrit en toute généralité (pour le domaineΩ = R

n) dans [29] la limite asymptotique de la vorticité deuε

lorsqueε→ 0, sous l’hypothèse
1

|log ε|Eε(uε(0)) ≤M <∞.

Là encore, ce résultat est basé des résultats plus anciens pour le problème stationnaire décrivant laΓ-limite
des fonctionnelles|log ε|−1Eε [26], ainsi que des résultats antérieurs de convergence pour le problème d’évo-
lution (cf. [173] et les références citées). La difficulté decomprendre le cas limite vient de la présence de
singularité ponctuelles (vortex) dans l’équation limite ;ces singularités expliquent également la présence du
terme|log ε|. Noter qu’un changement d’échelle de temps en|log ε| est encore nécessaire pour passer du flot
de gradient deEε au flot de gradient limite.

Ces problèmes d’échelle de temps et les résultats de convergence asymptotiques évoqués ci-dessus sont
liées à une question plus générale posée par De Giorgi dans les années 70, qui consiste à relier le flot de
gradient d’une famille de fonctionnellesEε et le flot de gradient deF , lorsqueEε Γ-converge versF . Un
critère général répondant à cette question, et basé sur des méthodes d’énergie, a été donné par Sandier et
Serfaty dans [173].
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Pourm ≥ 3, il n’y a plus de phénomènes de concentration, et la fonctionnelle d’énergieEε Γ-converge
vers la fonctionnelle des applications harmoniques, définie par

E0 =

{

∫

Ω |∇u|2 dx si |u| = 1p.p.,

+∞ sinon.

Dans ce cas, le flot (1.20) converge vers le flot des applications harmoniques défini par (11). Notons cependant
que si le problème de la limite asymptotique deuε est plus simple lorsquem ≥ 3 (par rapport au casm = 1 et
m = 2), cela n’exclut nullement l’existence de singularités et les problèmes de non unicité pour les solutions
(faibles) du flot des applications harmoniques, dès la dimension deux de domaine (cf. Section 8.2).
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Chapitre 2

Convergence vers l’équilibre pour des
systèmes discrétisés en temps
(articles [12, 17])

Dans [12, 17], nous nous sommes intéressés au problème de la convergence vers l’équilibre pour des
discrétisation en temps de flots de type gradient. L’outil essentiel est l’inégalité de Łojasiewicz pour des
fonctions réelles analytiques. Avant de résumer les résultats obtenus, nous rappelons quelques généralités sur
les flots de type gradient.

2.1 Convergence vers l’équilibre pour des flots de type gradient

Comme problème modèle, considérons le flot de gradient

U ′(t) = −∇F (U(t)) t ≥ 0, (2.1)

oùU = (u1, . . . , ud)
t, F ∈ C1,1

loc (Rd,R) et

∇F =

(

∂F

∂u1
,
∂F

∂u2
, . . . ,

∂F

∂ud

)t

.

En faisant le produit scalaire de (2.1) par−U ′(t), on voit que

d

dt
F (U(t)) = −

∥

∥U ′(t)
∥

∥

2
, (2.2)

où‖·‖ est la norme euclidienne dansR
d. En particulier,F (U(t)) décroît. On en déduit (cf. [112]) que siU est

une solution de (2.1) qui est bornée sur[0,+∞), alors l’ensembleω-limite deU(0), défini par

ω(U(0)) = {U⋆ ∈ R
d : ∃tn → +∞, U(tn) → U⋆},

est un compact connexe non vide inclus dans l’ensembleS des points critiques deF , défini par

S = {U⋆ ∈ R
d : ∇F (U⋆) = 0}. (2.3)

Si S est discret, cela implique queU(t) a une limite lorsquet → +∞. Si S n’est pas discret et qued ≥ 2,
ce n’est plus nécessairement vrai, comme on le sait depuis [66, 160] (lorsqued = 1, c’est toujours vrai, par
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monotonie). La fonction suivante (voir Figure 2.1), donnéeen coordonnées polaires(r, θ) dansR2, fournit un
contre-exemple où une trajectoire est explicite (cf. [19, 118]) :

F (r, θ) =

{

e−1/(1−r2)
[

1 − 4r4

4r4+(1−r2)4 sin(θ − 1
1−r2 )

]

si r < 1

0 sinon
(2.4)

En effet,F ∈ C∞(R2 \ {(0, 0)}) ∩ C1(R2), F (r, θ) > 0 pour r < 1 et tout point du cercler = 1 fournit
un minimiseur global. D’autre part,F admet un nombre fini de points critiques tels quer < 1 (en particulier,
l’origine et tout maximum global deF ). On peut vérifier que la courbe d’équationθ = 1/(1 − r2) est une
trajectoire solution. Commer(θ) → 1 lorsqueθ → +∞, son ensembleω-limite est le cercle unité. De plus,
comme deux trajectoires ne se coupent pas, pour toute condition initiale telle quer(0) est assez proche de1,
l’ensembleω-limite associé est le cercle unité.
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FIG. 2.1: la fonction « Mexican hat »

Un résultat de Łojasiewicz1 [136, 137] montre que siF est réelle analytique, alors toute solution bornée
de (2.1) converge vers un point critique deF lorsquet → +∞ : en particulier, le phénomène ci-dessus ne
peut pas se produire. Ce résultat repose sur l’inégalité suivante :

Définition 2.1 (Inégalité de Łojasiewicz) On dit queF ∈ C1(Rd,R) satisfait l’inégalité de Łojasiewicz au
voisinage deU⋆ s’il existeσ > 0, cL > 0 et θ ∈ (0, 1/2] tels que pour toutV ∈ R

d vérifiant‖V − U⋆‖ < σ,
on a

|F (V ) − F (U⋆)|1−θ ≤ cL ‖∇F (V )‖ . (2.5)

Łojasiewicz a montré que siF est réelle analytique au voisinage deU⋆, alorsF satisfait l’inégalité de Łoja-
siewicz au voisinage deU⋆ (pour un exposantθ qu’on ne connaît pas explicitement en général). Il s’agit d’un
résultat difficile (lorsqueU⋆ est un point critique, bien sûr, ce qui est le cas d’intérêt).

Remarque 2.1 (Exposant de Łojasiewicz)L’exposantθ apparaissant dans l’inégalité (2.5) est appeléexpo-
sant de Łojasiewicz. Par exemple, siF (U) = ‖U‖p avecp ≥ 2, alorsF satisfait l’inégalité de Łojasiewicz en

1consulter également la page web de M. Coste (http ://perso.univ-rennes1.fr/michel.coste/), qui a ré-
crit [137] pour le rendre plus accessible
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U⋆ = 0 pour l’exposant (optimal)θ = 1/p. Remarquer que siF satisfait l’inégalité de Łojasiewicz pour un
exposantθ ∈ (0, 1/2], alors elle la satisfait également pour tous les exposantsθ′ ∈ (0, θ] (quitte à changer les
constantesσ etcL). Par contre, il n’existe pas toujours un exposant optimal pour lequel l’inégalité est vérifié :
par exemple, sid = 1 etF (U) = |U |p (ln |U |)−1, avecp ≥ 2, alorsF satisfait l’inégalité Łojasiewicz pour
tout θ ∈ (0, 1/p), mais pas pourθ = 1/p. On pourrait envisager des exposantsθ ∈ (1/2, 1], comme le font,
par exemple, Attouch et Bolte [21] ; cependant, pour une fonction analytiqueF non constante, au voisinage
d’un point critiqueU⋆, l’exposantθ est nécessairement≤ 1/2, comme on peut s’en convaincre par un déve-
loppement limité enU⋆ selon une direction oùF n’est pas constante. Ainsi,θ = 1/2 est génériquement le
meilleur exposant possible.

Une fois l’inégalité (2.5) établie, la preuve de la convergence est élémentaire. En effet,F (U(t)) décroît
vers une limiteF ⋆, que nous supposerons égale à0 sans perte de généralité. Soittn → +∞ etU⋆ ∈ S tels
queU(tn) → U⋆, et en particulier,F ⋆ = F (U⋆). On choisitn assez grand pour que

‖U(tn) − U⋆‖ < σ/2 et cLθ
−1F (U(tn))θ < σ/2,

et l’on pose
t+ = sup{t ≥ tn : ‖U(tn) − U⋆‖ < σ ∀s ∈ [tn, t)}.

Pourt ∈ [tn, t
+),

− d

dt
F (U(t))θ = −θ〈U ′(t),∇F (U(t))〉F (U(t))θ−1 ,

≥ θ
∥

∥U ′(t)
∥

∥ ‖∇F (U(t))‖F (U(t))θ−1,

≥ θc−1
L

∥

∥U ′(t)
∥

∥ .

En intégrant, on obtient ainsi

F (U(tn))θ − F (U(t))θ ≥ θc−1
L

∫ t

tn

∥

∥U ′(s)
∥

∥ ds ≥ θc−1
L ‖U(tn) − U(t)‖ , (2.6)

pour toutt ∈ [tn, t
+). Cela implique quet+ = +∞, sinon‖U(t+) − U⋆‖ = σ d’une part, et

∥

∥U(t+) − U⋆
∥

∥ ≤
∥

∥U(t+) − U(tn)
∥

∥+ ‖U(tn) − U⋆‖ < σ,

d’autre part, par le choix detn.
L’exposantθ, lorsqu’il est connu, permet également d’obtenir destaux de convergencevers l’équilibre. En

effet, d’après (2.1), (2.2) et (2.5),y(t) = F (U(t)) ≥ 0 satisfait au voisinage deU⋆ l’inégalité différentielle
y′(t) ≤ −c2Ly2(1−θ), de sorte que pourθ ∈ (0, 1/2), on a0 ≤ y(t) ≤ C(1 + t)−(1/(1−2θ), pour une constante
C > 0. D’autre part, d’après (2.6), pour toutt assez grand,‖U(t) − U⋆‖ ≤ θ−1cLF (U(t))θ, et on en déduit
que

‖U(t) − U⋆‖ ≤ C ′(1 + t)−θ/(1−2θ), ∀t ≥ 0.

Lorsqueθ = 1/2, on trouve de même que

‖U(t) − U⋆‖ ≤ C ′′(e−αt), ∀t ≥ 0,

pour des constantesC ′′ > 0 etα > 0. Ces taux de convergence sont optimaux, dans le sens où pourF (U) =
|U |p en dimension 1, la solution de (2.1) est

U(t) =

{

U(0) e−2t si p = 2,
(

U(0)−(p−2) + (p − 2)pt
)−1/(p−2)

si p > 2.
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En dimension finie, le résultat de convergence, sa démonstration, ainsi que l’obtention des taux de conver-
gence se généralisent à des systèmes différentielles possédant une fonction de Liapounov stricte qui satisfait
une condition d’angle : cf. par exemple, [19, 23]. Le systèmedifférentiel du second ordre de type gradient

εU ′′(t) + U ′(t) = −∇F (U(t)), t ≥ 0,

où ε est une constante positive peut ainsi être inclus dans un telcadre [23]. Des systèmes dissipatifs sortant
de ce cadre mais ayant une structure proche peuvent parfois être traités de manière similaire : c’est le cas du
système semi-discrétisé en espace des équations de Cahn-Hilliard-Gurtin traité dans [9] (cf. Théorème 3.2
ci-dessous). Des systèmes de type gradient et asymptotiquement autonomes, comme

εU ′′(t) + U ′(t) + ∇F (U(t)) = G(t), t ≥ 0, (2.7)

oùε ≥ 0 etG(t) → 0 dans un sens approprié, peuvent également être traités (cf.[62, 118]). Le système obtenu
par semi-discrétisation en espace de l’équation de Cahn-Hilliard avec terme inertiel, qui a une structure proche
de (2.7), a ainsi été traité dans [13] (cf. Théorème 4.4 ci-dessous).

Le résultat de Łojasiewicz a été étendu à des équations d’évolution en dimension infinie (comme l’équation
de la chaleur semi-linéaire) par Simon [175]. Plus tard, Jendoubi [121] a simplifié la preuve de Simon et a
ouvert la voie à tout un champ d’applications qui est actuellement encore en essor (voir, par exemple, [150,
118, 61] et les références citées). L’inégalité de Łojasiewicz est alors établie dans des normes adaptées, et
les taux de convergence également. Notons la différence entre cette approche et des résultats génériques de
convergence vers l’équilibre comme ceux de Lions [135] ou deBrunovsky et Polacik [44].

Étant donné le succès de la méthode pour des systèmes dynamiques continus, la question se pose de sa-
voir dans quelle mesure on peut l’adapter à des systèmes dynamiques discrets. Cette thématique semble plus
récente, mais est amenée à se développer : un des premiers papiers s’intéressant à cette question est, à ma
connaissance, [19], dans un contexte d’optimisation. Des schémas discrets en temps utilisant l’inégalité de
Łojasiewicz pour montrer la convergence vers l’équilibre apparaissent dans [92, 172]. Dans [21], Attouch et
Bolte ont montré la convergence de l’algorithme proximal sous des conditions très générales, et ont également
obtenu des taux de convergence. Notons que l’algorithme proximal n’est autre que le schéma d’Euler implicite
appliqué à l’EDO (2.1). Bolteet al. ont généralisé ce résultat en dimension infinie dans [30]. Dans [12], de
manière indépendante, nous avons démontré des résultats similaires à ceux de [21, 30] dans des cas particu-
liers, et nous les avons appliqué à des discrétisations d’EDP, notamment l’équation de Cahn-Hilliard (pour
une discrétisation totale) et l’équation d’Allen-Cahn (problème semi-discrétisé en temps). Dans [17], nous
avons montré la convergence vers l’équilibre pour la solution du schéma d’Euler implicite appliqué à (2.7),
retrouvant ainsi dans un cadre discret le résultat de Chill et Jendoubi. Nous détaillons ci-dessous les principaux
résultats obtenus.

2.2 Convergence vers l’équilibre pour des schémas discrets: cas du flot de
gradient

Le schéma d’Euler implicite appliqué à (2.1) s’écrit : pourU0 ∈ R
d donné, la suite(Un)n∈N satisfait

Un+1 − Un

∆t
= −∇F (Un+1), n ≥ 0, (2.8)

où∆t > 0 est le pas de temps.

Exemple 3 (Un contre-exemple numérique)La Figure 2.2 montre une simulation effectuée pour le schéma
d’Euler implicite appliquée à la fonction « mexican hat » définie par (2.4). Le pas de temps est∆t = 0.05,
la condition initiale estr = 0.01, θ = 0, et j’ai effectué1.5 milliard d’itérations. La solution est en pointillés
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FIG. 2.2: Euler implicite pour la fonction « Mexican hat »

noirs, et les autres lignes représentent des lignes de niveau de la fonction. Noter que la solution s’approche
du bord rapidement (elle atteintr ≈ 0.9191 en 36 secondes), puis commence à spiraler très lentement en
s’approchant du bord.

La Figure 2.2 indique que l’on peut s’attendre à des contre-exemples du même type pour le système discrétisé
que pour le système continu – même si un tel contre-exemple n’est pas forcément immédiat à expliciter. Il est
donc naturel de chercher des conditions sur la fonctionF pour garantir que la suite(Un) définie par (2.8) ait
une limite.

Pour obtenir une solution à l’équation (2.8), il est plus pratique de l’écrire sous la forme d’un problème de
minimisation :

Un+1 ∈ argmin

{

‖W − Un‖2

2∆t
+ F (W ) : W ∈ R

d

}

. (2.9)

L’existence d’une suite définie par (2.9) est garantie par exemple siinfRd F > −∞ (sans condition supplé-
mentaire, l’unicité n’est a priori pas garantie). Toute suite satisfaisant (2.9) vérifie également (2.8), en considé-
rant l’équation d’Euler-Lagrange associée au problème de minimisation. La réciproque n’est pas vraie, mais
si l’on dispose d’un critère d’unicité pour (2.8) (ce qui estsouvent le cas dans les applications, dès que∆t est
assez petit), alors les deux formulations sont équivalentes.

Dans [12], nous avons établi le résultat suivant, oùS est l’ensemble des points critiques deF , défini
par (2.3). La démonstration est une adaptation de la démonstration du cas continu, rappelée ci-dessus.

Théorème 2.1 (Merlet & P. [12]) On suppose queF ∈ C1(Rd,R) est coercive, i.e,lim‖V ‖→+∞ F (V ) =
+∞, et queF satisfait l’inégalité de Łojasiewicz (Définition 2.1) au voisinage de tout point deS. Si(Un)n≥0

est une suite définie par(2.9), alors il existeU⋆ ∈ R
d tel queUn → U⋆ lorsquen→ +∞. De plus, en notant

θ l’exposant de Łojasiewicz au voisinage deU⋆, on a :
– siθ = 1/2, il existeC > 0 etα > 0 tels que

‖Un − U⋆‖ ≤ C e−αn∆t, ∀n > 0;

– siθ ∈ (0, 1/2), il existeC > 0 telle que

‖Un − U⋆‖ ≤ C(n∆t)−θ/(1−2θ), ∀n > 0.
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Remarque 2.2 Le résultat obtenu parallèlement par Attouch et Bolte [21] est plus général sur plusieurs
points :

– il considère le schéma à pas variable0 < ∆t⋆ ≤ ∆tn ≤ ∆t⋆ < +∞ ;
– il remplace l’hypothèse «F ∈ C1(Rd,R) » par «F définie et continue surdom(F ) ⊂ R

d » (et la
définition de l’inégalité de Łojasiewicz est généralisée, avec un exposantθ ∈ (0, 1]) ;

– il remplace l’hypothèse «F coercive » par «infRd F > −∞ et (Un)n bornée ».

Remarque 2.3 Dans le résultat ci-dessus, et dans la définition de l’algorithme (2.9), on peut remplacerR
d

muni de la norme‖·‖ par un espace euclidienE de dimensiond, muni de sa norme euclidienne. En choisissant
une base orthonormée deE, on retrouve l’algorithme (2.9). En particulier, on peut choisir R

d muni du produit
scalaire〈X,Y 〉A = XtAY , oùA est une matrice symétrique définie positive de tailled. La norme‖·‖ est alors
remplacée par la norme‖X‖A = (XtAX)1/2. Cette remarque est utile dans les applications (cf. exemples
ci-dessous).

Exemple 4 Dans [12], nous avons appliqué le Théorème 2.1 à un schéma totalement discrétisé de l’équa-
tion de Cahn-Hilliard (1.5). Nous avons ainsi pu améliorer un résultat de comportement asymptotique de
Elliott [77]. Rappelons que l’équation de Cahn-Hilliard est un flot de gradient pour le produit scalaireH−1.
Avec une semi-discrétisation en espacead hocpar éléments finis (ou une discrétisation standard par diffé-
rences finies), nous retrouvons cette structure de flot de gradient, et le Théorème 2.1 s’applique naturellement.
La Figure 2.3 illustre ce résultat : elle montre la solution asymptotique de l’équation de Cahn-Hilliard (9) sur
le disque unité, pour des conditions au bord de Neumann, pourla non-linéaritéf ′(u) = u3 − u, et pour un
paramètreε2 = 0.05. La solution est obtenue par le schéma complètement discrétisé d’Elliott [77] (éléments
finis P 1 « splitting » en espace, Euler implicite en temps) au bout de 600 itérations pour un pas de temps
∆t = 0.015. On a choisi deux conditions initiales aléatoires distinctes et de moyenne nulle ; chacune de ces
conditions génère une solution asymptotique distincte.

FIG. 2.3: Deux solutions stationnaires de l’équation de Cahn-Hilliard sur le disque unité (ε2 = 0.05)

Exemple 5 De la même manière, dans [14], la discrétisation du problèmede Cahn-Hilliard avec conditions au
bord dynamiques nous a permis de mettre en évidence une structure de flot de gradient. Avec cette remarque,
la convergence du schéma semi-discrétisé en espace et du schéma totalement discrétisé s’en déduisent (cf.
Théorèmes 4.1 et 4.3 ci-dessous).
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Exemple 6 Le cas des équations de Cahn-Hilliard-Gurtin (3.3)–(3.4),traité dans [9, 15], ne rentre pas dans le
cadre ci-dessus, sauf pour certaines valeurs des coefficients (par exemple, en dimension 1 d’espace sia = b =
0). En effet, les termes de type convectifa ·∇ut etb ·∇w brisent la symétrie. Pour les résultats de convergence
vers l’équilibre des Théorèmes 3.2 et 3.5 ci-dessous, nous avons donc dû adapter les démonstrations.

Nous énonçons un résultat de convergence reliant le problème continu et le problème discret.

Proposition 2.1 (Merlet & P. [12]) Soit U ∈ C1([0,+∞),Rd) une solution (bornée) de(2.1), où F ∈
C1,1

loc (Rd) est coercive et satisfait l’inégalité de Łojasiewicz en un point U⋆ deω(U(0)), de sorte que

lim
t→+∞

U(t) = U⋆.

SiU⋆ est un minimiseur local deF , alors pour∆t > 0 assez petit, et pourU0
∆t assez proche deU(0), l’unique

suite(Un
∆t)n générée par(2.8)converge vers une limiteU⋆

∆t lorsquen→ +∞, et de plus,U⋆
∆t → U⋆ lorsque

∆t→ 0 etU0
∆t → U(0).

Remarque 2.4 Dans [12], nous avons également considéré le cas duθ-schéma pour la discrétisation de (2.1),
qui dans le cas particulierθ = 1/2, est un schéma de Crank-Nicolson, d’ordre 2 en temps (dans lecasθ = 1, on
retrouve le schéma d’Euler implicite). Nous avons obtenu laconvergence vers l’équilibre sous les hypothèses
du Théorème 2.1, en supposant de plus∆t > 0 assez petit etF ∈ C1,1

loc (Rd) semi-convexe (cf. (2.18)).

Le Théorème 2.1 peut s’étendre, dans une certaine mesure, endimension infinie (cf. [30]). Nous l’avons
montré dans [12] sur un problème modèle : l’équation d’Allen-Cahn

ut = ∆u− f ′(u), dansΩ × [0,+∞), (2.10)

où Ω est un domaine borné deRd à frontière lisse (d ∈ N
⋆ quelconque). L’EDP (2.10) est complétée par

des conditions au bord de type Dirichlet homogène, et nous posonsV = H1
0 (Ω). La discrétisation en temps

s’écrit : soitu0 ∈ L2(Ω) et pourn ≥ 0, un+1 ∈ V est solution de

un+1 − un

δt
− ∆un+1 + f ′(un+1) = 0. (2.11)

On suppose quef ∈ C2(R,R) satisfait

∃C > 0,
∣

∣f ′′(s)
∣

∣ ≤ C(1 + |s|)p1 , ∀s ∈ R, (2.12)

où p1 < 4/(d − 2) si d ≥ 3, p1 < ∞ si d = 2, et aucune condition de croissance n’est exigée sid = 1. On
suppose également

∃cf ≥ 0, f ′′(s) ≥ −cf , ∀s ∈ R, (2.13)

et

lim inf
|s|→+∞

f ′(s)

s
> −λ1, avec λ1 = inf

v∈V : v 6=0

∫

Ω |∇v|2 dx
∫

Ω v
2 dx

> 0. (2.14)

Par minimisation de l’énergie associée au problème, pourδt ≤ 1/cf , l’équation admet une unique solution
un+1 ∈ V . On a :

Théorème 2.2 (Merlet & P. [12]) On suppose quef : R → R est réelle analytique et satisfait(2.12)–(2.14),
et queδt ≤ 1/cf . Pour toutu0 ∈ L2(Ω), la suite (un)n≥1 définie par(2.11) converge dansV vers une
solutionu⋆ de∆u⋆ = f ′(u⋆).

Remarquer que les hypothèses sont satisfaites en particulier pourf ′(u) = u3 − u lorsque1 ≤ d ≤ 3.
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2.3 Convergence vers l’équilibre pour des schémas discrets: cas d’un flot de
type gradient asymptotiquement autonome

Dans [17], en adaptant un résultat de Jendoubi et Chill [62] établi en dimension infinie dans un cadre
hilbertien, nous avons considéré le problème de la convergence vers l’équilibre pour la discrétisation suivante
du système différentiel (2.7) :(Un)n≥0 est une suite deRd qui satisfait

ε

(

Un+1 − 2Un + Un−1
)

∆t2
+
Un+1 − Un

∆t
+ ∇F (Un+1) = Gn+1, n ≥ 0, (2.15)

où∆t > 0 est le pas de temps,ε est une constante positive (ou nulle) et(Gn+1)n∈N est une suite donnée dans
R

d ; on suppose queF ∈ C1(Rd,R) (au moins). L’intérêt de cette étude, par rapport au cas du flot de gradient,
est double : tout d’abord, nous considérons un terme perturbateurGn+1, qui rend le système non autonome ;
d’autre part, même dans le cas autonome (Gn+1 = 0), le système discrétisé (2.15) ne rentre pas dans un cadre
déjà établi dans la littérature.

Pour mieux comprendre le schéma utilisé, nous récrivons (2.7) sous la forme d’un système équivalent du
premier ordre en temps :

{

U ′(t) = V (t)

εV ′(t) = −V (t) −∇F (U(t)) +G(t)
t ≥ 0. (2.16)

Le schéma d’Euler implicite, appliqué à (2.16), s’écrit : soit (U0, V 0) ∈ R
d × R

d et pourn = 0, 1, 2, . . . ,
(Un+1, V n+1) ∈ R

d × R
d est une solution de






















Un+1 − Un

∆t
= V n+1

ε

(

V n+1 − V n
)

∆t
= −V n+1 −∇F (Un+1) +Gn+1

(2.17)

où (Gn+1)n∈N est une suite donnée dansR
d. On retrouve (2.15) à partir de (2.17), en éliminantV n etV n+1.

Pour le résultat de stabilité nous supposons queF est semi-convexe,i.e.,

〈∇F (U) −∇F (W ), U −W 〉 ≥ −cF ‖U −W‖2 , ∀U,W ∈ R
d, (2.18)

pour une constante (optimale)cF ≥ 0. Ici et dans la suite,〈·, ·〉 est le produit scalaire euclidien surR
d.

L’hypothèse (2.18), que l’on peut comprendre comme une condition de Lipschitz unidirectionnelle (cf. [180])
est équivalent à l’hypothèse que l’application

W 7→ F (W ) +
cF
2

‖W‖2

est convexe. Noter que siF satisfait (2.18) pour une constantecF < 0, alorsF est strictement convexe et
possède au plus un point critique. Dans ce cas, la convergence vers l’équilibre est triviale. Le cas convexe,
cF = 0, a également été très étudié (cf., par exemple, [138] et les références citées). La nouveauté ici est
vraiment le cascF > 0.

La suite(Gn+1)n satisfait

sup
n∈N

(

n1+δ
∞
∑

k=n

∥

∥

∥
Gk+1

∥

∥

∥

2
)

<∞, (2.19)

pour une constanteδ > 0. Cette condition implique en particulier queGn+1 → 0 lorsquen → ∞, de sorte
que le schéma (2.17) est asymptotiquement autonome.
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Pour(U0, V 0) ∈ R
d donnés, l’existence d’une suite vérifiant (2.17) est garantie dès queinfRd F > −∞.

L’unicité est garantie dès queε/∆t2 + 1/∆t > cF [17].
Le résultat suivant montre que la stabilité de Liapounov estassurée dès que1/∆t > cF /2. On définit

l’énergie du système discret par

E(U, V ) :=
ε

2
‖V ‖2 + F (U).

Théorème 2.3 (Grasselli & P. [17])On suppose queF ∈ C1(Rd,R) satisfait (2.18)et que1/∆t > cF /2.
Si (Un, V n)n∈N est une suite qui satisfait(2.17), alors, pourµ > 0 assez petit,

E(Un+1, V n+1) +

(

1 − cF ∆t

2
− µ

)

∆t
∥

∥V n+1
∥

∥

2 ≤ E(Un, V n) +
∆t

4µ

∥

∥Gn+1
∥

∥

2
, (2.20)

pour toutn ≥ 0.

Remarque 2.5 Si ε > 0 est petit, la condition de stabilité1/∆t > cF /2 peut être vérifiée sans que la condi-
tion d’unicitéε/∆t2 +1/∆t > cF ne le soit. En particulier, l’opérateur qui à(Un, V n) associe(Un+1, V n+1)
via (2.17) peut être multivalué (comme c’était le cas pour l’algorithme proximal (2.9)).

Remarque 2.6 Si F est coercive,i.e., lim‖V ‖→+∞ F (V ) = +∞, alors ce résultat de stabilité implique que

la suite(Un)n est bornée, dès que
∑∞

n=0

∥

∥Gn+1
∥

∥

2
< +∞.

Une fois la stabilité de Liapounov établie, la démonstration de la convergence vers l’équilibre se fait en adap-
tant la démonstration du cas continu de Chill et Jendoubi [62]. Rappelons que l’ensembleω-limite d’une suite
(Un)n≥0 est défini par :

ω ((Un)n) :=
{

U⋆ ∈ R
d : ∃nk → ∞ tels queUnk → U⋆

}

. (2.21)

Notre résultat de convergence vers l’équilibre s’énonce :

Théorème 2.4 (Grasselli & P. [17])Soit(Un, V n)n∈N une suite qui satisfait(2.17)avecε ≥ 0. On suppose
que

1. F ∈ C1,1
loc (Rd,R) satisfait(2.18),

2. 1/∆t > cF /2,

3. la suite(Un)n∈N est bornée,

4. il existeU⋆ ∈ ω((Un)n) tel queF vérifie l’inégalité de Łojasiewicz au voisinage deU⋆ (Définition 2.1),
pour un exposant de Łojasiewiczθ,

5. il existeδ > 0 tel que(Gn+1)n∈N vérifie (2.19).

Alors, limn→∞Un = U⋆. De plus, il existe une constanteC telle que pour toutn > 0,

‖Un − U⋆‖ ≤ Cn−α avecα = min

{

θ

1 − 2θ
,
δ

2

}

.

Remarque 2.7 L’exposantα = min

{

θ

1 − 2θ
,
δ

2

}

est optimal en général.

Exemple 7 Dans [17], nous avons appliqué ce résultat à une discrétisation de l’équation des ondes amor-
tie asymptotiquement autonome, et à la discrétisation de l’équation de Swift-Hohenberg avec terme inertiel
asymptotiquement autonome.
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Chapitre 3

Équation de Cahn-Hilliard-Gurtin
(articles [9, 15])

3.1 Modèle

Dans [111], Gurtin a donné des généralisations des équations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard, en intro-
duisant une notion de microforce (i.e. des forces à l’échelle microscopique) et des lois d’équilibre pour ces
microforces. Son approche permet notamment de bien distinguer les lois constitutives des lois de conserva-
tions, et autorise des couplages avec des phénomènes de déformation [145] et des phénomènes de transfert
de chaleur (voir par exemple la dérivation dans [151], baséesur les idées de Gurtin, et prenant en compte des
transferts de chaleur). Son approche présente de nombreuses similarités avec l’approche de Frémond [90],
dans le sens où les équations obtenues satisfont automatiquement le second principe de la thermodynamique,
ce principe étant justement le fondement de la dérivation. Ces approches mathématiquement plus satisfaisantes
sont différentes des célèbres modèles de Penrose-Fife [162] ou de Caginalp [46].

Une des généralisations de l’équation de Cahn-Hilliard obtenue par Gurtin dans [111] s’écrit

∂tu− div(a(Z)∂tu) = div (B(Z)∇w) +m, (3.1)

w − b(Z) · ∇w = ∂uψ(u,∇u) − div (∂∇uψ(u,∇u)) + β(Z)∂tu− γ, (3.2)

oùβ = β(Z) est un scalaire,a = a(Z) etb = b(Z) sont des vecteurs deRd,B = B(Z) est une matrice carrée
de tailled, dépendant tous de la variableZ = (u,∇u, ∂tu,w,∇w) (Z est le choix de variables constitutives) ;
u est le paramètre d’ordre,w est le potentiel chimique,ψ = ψ(u,∇u) est l’énergie libre volumique, et
m, γ sont des termes sources. Les coefficientsβ, a, b et B vérifient la condition de dissipativité suivante,
qui garantit que l’équation est consistante du point de vue thermodynamique : pour toutes les valeurs de
Z = (u,∇u, ∂tu,w,∇w),

β(Z)(∂tu)
2 + (∂tu)(a(Z) + b(Z))t∇w + ∇wtB(Z)∇w ≥ 0.

Lorsqueβ, a, b etB sont constants, et queψ est défini comme dans l’équation de Cahn-Hilliard classique
(cf. (1.1)) par

ψ(u) = f(u) +
α

2
|∇u|2 ,

ces équations s’écrivent plus simplement

∂tu− a · ∇∂tu = div (B∇w) +m, (3.3)

w − b · ∇w = f ′(u) − α∆u+ β∂tu− γ, (3.4)

et la condition de dissipativité devient : pour toutx ∈ R, pour touty ∈ R
d,

βx2 + x(a+ b)ty + ytBy ≥ 0. (3.5)
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Dans la dérivation de Gurtin, la matriceB n’est pas supposée symétrique a priori. Cependant, dans cette
version du modèle avec coefficients constants, on peut supposer sans perte de généralité queB est symétrique
(et nous ferons cette hypothèse), car le terme

div (B∇w) =
∑

1≤i,j≤d

bij
∂2w

∂xi∂xj
(3.6)

est inchangé (pourw de classeC2) lorsque l’on remplaceB = (bij)1≤i,j≤d par sa partie symétrique,(B +
Bt)/2. La condition (3.5) implique en particulier queβ ≥ 0 et queB est (symétrique) semi-définie positive.
Elle implique également, lorsqueβ > 0 (voir par exemple [150]), que la matrice

B̃ := βB − 1

2
(abt + bat) (3.7)

est symétrique et (semi-définie) positive.
En l’absence de termes de forçage (m = γ = 0), il est possible d’éliminerw des équations (3.3)–(3.4).

En supposant que(u,w) est une solution assez régulière, on appliquedivB∇ à l’équation (3.4), on injecte le
résultat obtenu dans (3.3), et l’on voit queu satisfait

∂tu− (a+ b) · ∇∂tu− div(B̃∇∂tu) + α div(B∇∆u)− div(B∇f ′(u)) = 0, (3.8)

où B̃ est la matrice définie par (3.7). L’étude mathématique a initialement été faite sur cette formulation
dans [143]. Cependant, pour l’analyse numérique, il est très intéressant de garder la formulation (3.3)–(3.4),
qui permet d’utiliser des éléments finisP 1 conformes.

Lorsquea = b = 0, β ≥ 0 etB = κI dans (3.8), on retrouve l’équation de Cahn-Hilliard visqueuse
introduite par Novick-Cohen dans [156], qui s’écrit

∂tu− κβ∆∂tu = κ(∆f ′(u) − α∆2u). (3.9)

Cette dernière équation se retrouve dans de nombreux modèles de type Cahn-Hilliard. Si de plusβ = 0,
on retrouve l’équation de Cahn-Hilliard classique (1.5). Du point de vue mathématique, le terme−∆∂tu est
régularisant, ce qui fait que l’étude mathématique pourβ > 0 peut être plus facile que le casβ = 0. Ainsi,
un des moyens d’obtenir des solutions pour le modèle de Cahn-Hilliard avec conditions au bord dynamiques
considéré dans [152] est de considérer le modèle avec viscosité et de passer à la limite (cette régularisation
est également très utile avec un potentiel singulier logarithmique [58]). Dans le Chapitre 5, j’étudie plus en
détail (3.9) dans le cas limiteα = 0 etβ > 0 fixé.

Comme on le verra lors de l’étude mathématique qui suit, le système de Cahn-Hilliard-Gurtin (3.1)–(3.2)
avec des conditions au bord périodiques préserve la masse ; de plus, l’énergie définie par

E(u) =

∫

Ω

α

2
|∇u|2 + f(u) dx (3.10)

est une fonctionnelle de Liapounov pour le système dynamique associé.

3.2 Le problème continu

L’étude mathématique des équations (3.3)–(3.4) a été faitepar Miranvilleet al.dans [31, 33, 57, 73, 142,
143, 144, 146, 147, 148, 149, 150]. Le caractère bien posé et l’existence d’attracteurs de dimension finie ont été
établis avec différentes hypothèses sur la non-linéarité,les conditions au bord, et la formulation des équations.
Le cas avec terme source a été traité plus spécifiquement dans[147]. Notons que le choix de conditions au
bord périodiques est plus ou moins obligatoire, à cause des termesa · ∇∂tu et b · ∇w qui ressemblent à des
termes de convection.
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Pour l’étude numérique, faite dans [9, 15] par mon étudiant S. Injrou et moi-même (consulter égale-
ment [34]), nous avons suivi ce cadre mathématique déjà établi. Pour simplifier légèrement la présentation,
nous considérons ci-dessous le cas sans terme sourcem = γ = 0, bien que les résultats dans [15] aient été
établis avec des termes sources de moyenne nulle.

Le problème est considéré avec des conditions au bord périodiques pour un domaine défini par

Ω = Πd
i=1(0, Li), (Li > 0, i = 1, . . . , d), 1 ≤ d ≤ 3.

Pour la formulation variationnelle du problème, on noteV = H1
per(Ω) l’espace de Sobolev usuel,(·, ·) le

produit scalaire dansL2(Ω) et |·|0 la normeL2(Ω) associée. Rappelons que l’injection de SobolevV ⊂ Lq(Ω)
est valable pour toutq ∈ N

⋆ si d = 1, 2 et pourq = 6 si d = 3. Si d = 1, on a mêmeV ⊂ C(Ω). Nous
utiliserons fréquemment l’inégalité de Poincaré

|v − 〈v〉|0 ≤ cP |∇v|0 , pour toutv ∈ V, (3.11)

où cP est la meilleure constante possible et où l’on a noté

〈v〉 =
1

|Ω|(v, 1).

Le problème de Cauchy sur un intervalle de temps[0, T ) (avecT ∈ (0,+∞]) s’écrit : pouru0 : Ω → R,
trouveru,w : [0, T ) → V tels que

d

dt
[(u, χ) − (a · ∇u, χ)] + (B∇w,∇χ) = 0, pour toutχ ∈ V, (3.12)

β
d

dt
(u, χ) + α(∇u,∇χ) + (f ′(u), χ)

−(w,χ) + (b · ∇w,χ) = 0, pour toutχ ∈ V, (3.13)

u(0) = u0, (3.14)

où les deux premières équations doivent être valables dansD′(0, T ).
On rappelle queβ ∈ R, quea, b ∈ R

d et queB est une matrice carrée symétrique de tailled. Une version
forte de la condition de dissipativité (3.5) est utilisée : il existe une constantec0 > 0 telle que

βx2 + ytBy + yt(a+ b)x ≥ c0(x
2 + ‖y‖2), (3.15)

pour toutx ∈ R et pour touty ∈ R
d. Le potentielf satisfait les hypothèses de régularité et de croissance

suivantes :

f ∈ C2(R), (3.16)

c1s
2p+2 − c2 ≤ f(s) ≤ c3s

2p+2 + c4, pour touts ∈ R, (3.17)

|f ′(s)| ≤ c5|s|2p+1 + c6, pour touts ∈ R, (3.18)

|f ′′(s)| ≤ c7s
2p + c8, pour touts ∈ R, (3.19)

pour des constantesc1, c3 > 0 et c2, c4, c5, c6, c7, c8 ≥ 0, avecp ∈ N
⋆ si d = 1, 2 et p = 1 si d = 3.

Par exemple, tout polynôme de degré2p + 2 avec un coefficient dominant strictement positif satisfaitces
hypothèses,i.e.un potentiel de la forme (1.9), et en particulier le potentiel double-puitsf(s) = (s2 − 1)2.

Rappelons qu’une solution stationnaire pour le problème (3.12)–(3.14) est un couple(u⋆, w⋆) ∈ V × R

tel que
{

(u⋆, 1) = (u0, 1)

α(∇u⋆,∇χ) + (f ′(u⋆), χ) = (w⋆, χ) ∀χ ∈ V.
(3.20)
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Notons que l’ensemble des solutions stationnaires ne dépend pas des coefficientsa, b, B et β. Il s’agit des
mêmes solutions stationnaires que pour l’équation de Cahn-Hilliard classique. En raison des conditions au
bord périodiques, cet ensemble est invariant par translation dans n’importe quelle direction, et contient donc
un continuum dès qu’il contient au moins une solution non constante (ce qui est le cas pourα > 0 petit etf
un double-puits par exemple).

Nous établirons ci-dessous des versions discrètes du résultat suivant :

Théorème 3.1 (Miranville et Rougirel [150]) On suppose que les coefficients satisfont(3.15)et quef satis-
fait (3.16)–(3.19). Alors, pour toutu0 ∈ V , le système(3.12)–(3.14)admet une unique solution(u,w) telle
que

u ∈ C(R+;L2(Ω)) ∩ L∞(R+;V ), ut ∈ L2(R+;L2(Ω)) et w ∈ L2(R+;V ) + L∞(R+; R).

De plus, pour toutt ≥ 0,

E(u(t)) + c0

∫ t

0
|ut(s)|20 + |∇w(s)|20 ds ≤ E(u0). (3.21)

Si de plusf est réelle analytique, il existe une solution stationnaire(u⋆, w⋆) ∈ V × R telle queu(t) → u⋆

lorsquet→ +∞.

Démonstration.L’unicité est établie dans [147], grâce au lemme de Gronwallet des injections de Sobolev.
La convergence vers l’équilibre est basée sur l’inégalité de Łojasiewicz-Simon pour les fonctions analytiques
(voir [118]). L’existence est démontrée par une méthode de Galerkin. Nous rappelons par souci de clarté les
estimations a priori, que nous retrouverons dans les versions discrétisées du problème. Rappelons que les
calculs qui suivent sont valables en supposant les solutions assez régulières, et que les estimations obtenues
peuvent être justifiées par la méthode de Galerkin.

En choisissantχ ≡ 1 dans (3.12), on obtient

(ut(t), 1) = 0 pour toutt ≥ 0. (3.22)

En choisissantχ ≡ 1 dans (3.13), on trouve

(w(t), 1) = (f ′(u(t)), 1) pour toutt ≥ 0. (3.23)

En choisissantχ = w dans (3.12) etχ = ut dans (3.13), et en sommant, on obtient

−(a · ∇ut, w) + (B∇w,∇w) + β |ut|20 + (b · ∇w, ut) + α
2

d
dt |∇u|

2
0 + d

dt

∫

Ω f(u) = 0.

On utilise maintenant l’inégalité de coercivité (3.15) avec x = ut et y = ∇w, on remarque que la forme
bilinéaire(a · ∇·, ·) est anti-symétrique, et l’on trouve

d

dt
E(u(t)) + c0(|ut(t)|20 + |∇w(t)|20) ≤ 0, pour toutt ≥ 0, (3.24)

où l’on rappelle queE est définie par (3.10). En intégrant entre0 et t, on trouve (3.21) pour toutt ∈ [0, T ].
De cette estimation, et en utilisant (3.17) et (3.22), on déduit l’estimation a priori suru et surut. On obtient
également l’estimation surw, grâce à (3.11), (3.23), (3.18) et l’injectionV ⊂ L2p+1(Ω), qui impliquent que

|(w(t), 1)| ≤ c(‖u(t)‖2p+1
V + 1), pour toutt ≥ 0.

�

Remarque 3.1 On peut obtenir l’existence en remplaçant l’hypothèse (3.16) parf ∈ C1(R) et en suppri-
mant l’estimation (3.19) (ces deux hypothèses supplémentaire servent pour l’unicité). Dans [143], Miranville
montre que dans le cas oùf est polynomiale (de la forme (1.9)), il est possible d’obtenir l’existence pourp
quelconque sur la formulation (3.8), et d’obtenir l’unicité dans le casn = 3 et p = 2 (qui n’est pas compris
dans les hypothèses ci-dessus), à l’aide de l’inégalité d’Agmon. Cet argument d’unicité est adapté dans [34]
sur la formulation (3.12)–(3.14).
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3.3 Le problème semi-discrétisé en espace

3.3.1 Estimations d’énergie et convergence vers l’équilibre

Pour la discrétisation en espace, on se donne une suite{V h}h>0 de sous-espaces vectoriels deV tels que :

V h est de dimension finie et contient les constantes (pour touth > 0) ; (3.25)

∪h>0V
h est dense dansV. (3.26)

L’espaceV h sera typiquement un espace d’éléments finis eth est le pas d’espace. Nous donnerons ci-dessous
des hypothèses supplémentaires surV h pour établir les estimations d’erreur.

La version semi-discrétisée en espace du problème (3.12)–(3.14) s’écrit : pouruh
0 ∈ V h, trouveruh, wh :

[0, T ) → V h (avecT ∈ (0,+∞]) tels que

(uh
t , χ) − (a · ∇uh

t , χ) + (B∇wh,∇χ) = 0, pour toutχ ∈ V h, (3.27)

β(uh
t , χ) + α(∇uh,∇χ) + (f ′(uh), χ)

−(wh, χ) + (b · ∇wh, χ) = 0, pour toutχ ∈ V h, (3.28)

uh(0) = uh
0 , (3.29)

où les deux premières équations sont valables dansD′(0, T ).
Une solution stationnaire du problème semi-discrétisé (3.27)–(3.29) est un couple(uh,⋆, wh,⋆) ∈ V h × R

tel que
{

(uh,⋆, 1) = (uh
0 , 1),

α(∇uh,⋆,∇χ) + (f ′(uh,⋆), χ) = (wh,⋆, χ) ∀χ ∈ V h.
(3.30)

La version semi-discrète du Théorème 3.1 s’énonce :

Théorème 3.2 (Injrou & P. [9]) On suppose queV h ⊂ V satisfait (3.25) et que les hypothèses du Théo-
rème 3.1 sont satisfaites. Pour toutuh

0 ∈ V h, le problème(3.27)–(3.28)admet une unique solution(u,w) ∈
C1(R+, V

h × V h). De plus, pour toutt ≥ 0,

E(uh(t)) + c0

∫ t

0

∣

∣

∣
uh

t (s)
∣

∣

∣

2

0
+
∣

∣

∣
∇wh(s)

∣

∣

∣

2

0
ds ≤ E(uh

0). (3.31)

Si de plusf est réelle analytique etV h ⊂ L∞(Ω), il existe une solution stationnaire(uh,⋆, wh,⋆) ∈ V h × R

telle que(uh(t), wh(t)) → (uh,⋆, wh,⋆) lorsquet → +∞.

Démonstration.L’estimation d’énergie est basée sur le Théorème de Cauchy-Lipschitz et les estimations a
priori établies pour le problème continu. La convergence vers l’équilibre est une conséquence de l’inégalité
de Łojasiewicz. On utilise l’hypothèseV h ⊂ L∞ (qui n’est pas restrictive en pratique) pour garantir que la
fonction

V h ∋ uh 7→
∫

Ω
f(uh) dx

est réelle analytique, et donc vérifie l’inégalité de Łojasiewicz classique. Dans le cas particulier oùf est un
polynôme de croissance sous-critique, on peut éviter l’hypothèseV h ⊂ L∞, puisque cette fonction est un
polynôme des coordonnées deuh dans une base deV h. �

Remarque 3.2 Pour le résultat de convergence vers l’équilibre, comme nous travaillons ici avecV h fixé, si
l’on suppose queV h ⊂ V ∩ L∞(Ω), la restrictionp = 1 en dimension 3 devient inutile, et l’on peut prendre
p ∈ N

⋆.

L’estimation d’énergie (3.31) et l’unicité de la solution(u,w) du problème continu impliquent :
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Corollaire 3.1 On suppose que la suite{V h}h>0 satisfait (3.25)–(3.26), et l’on choisituh
0 ∈ V h tel que

uh
0 → u0 dansV . Alors, pour toutT > 0, uh → u faiblement⋆ dansL∞(0, T ;V ) et fortement dans
C([0, T ];L2(Ω)) et wh → w faiblement dansL2(0, T ;V ), où (u,w) est la solution du problème(3.12)–
(3.14).

3.3.2 Estimations d’erreur

Pour établir les estimations d’erreur, nous faisons des hypothèses supplémentaires surV h. Tout d’abord,
nous considérons une famille quasi-uniforme{T h} de triangulations conformes deΩ end-simplexes (i.e.des
intervalles sid = 1, des triangles sid = 2 et des tétraèdres sid = 3). La triangulation prend en compte les
conditions au bord périodiques (i.e.que les faces de deuxd-simplexes qui appartiennent à deux faces opposées
de Ω et qui correspondent l’une avec l’autre sont identifiées) ; en particulier, chaqueT h est également une
triangulation du tore≃ R

d/(Πd
i=1LiZ). CommeΩ est und-parallélépipède, il est clair qu’une telle famille de

triangulations existe en dimension 1, 2 et 3.
Pour chaque triangulationT h =

⋃

T∈T h

T , nous définissons l’espace d’éléments finisP 1 conformes :

V h = {u ∈ C0
per(Ω̄), u|T est affine pour toutT ∈ T h}. (3.32)

Il est clair queV h est un sous-espace vectoriel deV = H1
per(Ω) et queV h satisfait (3.25). Dans la suite de

cette section, nous notons‖·‖k la norme hilbertienneHk
per(Ω) (k = 0, 1, 2. . . ) et|·|k la semi-norme associée,

i.e. (en utilisant la notation multi-indices)

pour toutv ∈ Hk
per(Ω), ‖v‖2

k =
∑

|α|≤k

|∂αv|20 , et |v|2k =
∑

|α|=k

|∂αv|20 .

Avec les hypothèses faites sur la triangulation, on sait [63, 170] qu’il existe une constanteC > 0 indépen-
dante deh telle que

pour toutv ∈ H2
per(Ω),

∣

∣

∣
v − Ihv

∣

∣

∣

0
+ h

∣

∣

∣
v − Ihv

∣

∣

∣

1
≤ Ch2 |v|2 , (3.33)

où Ihv est l’interpoléP 1 de v, i.e. l’unique élément deV h qui prend les mêmes valeurs quev aux nœuds
de la triangulationT h. En fait, l’estimation (3.33) est également valable si la famille de triangulations est
simplement supposée régulière,i.e. si l’angle minimal desd-simplexes appartenant aux triangulationsT h

est borné inférieurement par une constante indépendante ded. L’estimation (3.33) garantit également que la
famille {V h}h>0 satisfait (3.26), puisque l’espaceH2

per(Ω) est dense dansV .
L’hypothèse de quasi-uniformité de la triangulation fournit les estimations inverses suivantes (voir par

exemple [82, 184]), valables pour toutvh ∈ V h :
∥

∥

∥
vh
∥

∥

∥

L∞(Ω)
≤ Ch−d/2

∣

∣

∣
vh
∣

∣

∣

0
, (3.34)

∥

∥

∥
vh
∥

∥

∥

L∞(Ω)
≤ Ckh

∥

∥

∥
vh
∥

∥

∥

1
, (3.35)

oùkh = 1 si d = 1, kh = log(1/h)1/2 si d = 2 etkh = h−1/2 si d = 3. Dans toute la section,C désigne une
constante générique qui ne dépend ni deh, ni du pas de tempsδt.

Pour établir les estimations d’erreur, nous utilisons une approche classique dans les problèmes parabo-
liques [78, 184] ; nous utilisons la décomposition suivante:

uh(t) − u(t) = θu(t) + ρu(t), avecθu(t) = uh(t) − ũh(t), ρu(t) = ũh(t) − u(t),

wh(t) − w(t) = θw(t) + ρw(t), avecθw(t) = wh(t) − w̃h(t), ρw(t) = w̃h(t) − w(t),
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pour toutt ∈ [0, T ], où ũh = ũh(t) ∈ V h et w̃h = w̃h(t) ∈ V h sont les projections elliptiques deu = u(t) et
w = w(t) surV h définies par

(B∇w̃h,∇χ) = (B∇w,∇χ) pour toutχ ∈ V h, (3.36)

(w̃h, 1) = (w, 1), (3.37)

et

α(∇ũh,∇χ) − (w̃h, χ) + (b · ∇w̃h, χ) = α(∇u,∇χ) − (w,χ)

+(b · ∇w,χ), pour toutχ ∈ V h, (3.38)

(ũh, 1) = (u, 1). (3.39)

Le théorème de Lax-Milgram assure que ces deux problèmes linéaires ont bien une solution.
Ici et dans le reste de ce chapitre, on note pour un espace de BanachE,

W 1,2(0, T ;E) :=
{

u ∈ L2(0, T ;E) : ∂tu ∈ L2(0, T ;E)
}

,

qui est un espace de Banach pour la norme

‖u‖W 1,2(0,T ;E) =

(
∫ T

0
‖u(t)‖2

E + ‖∂tu(t)‖2
E dt

)1/2

.

Dans le résultat suivant, on suppose que les hypothèses du Théorème 3.1 sont satisfaites et que la famille
de triangulations est quasi-uniforme.

Théorème 3.3 (Injrou & P. [15]) On suppose que la solution(u,w) de(3.12)–(3.14)satisfait

u,w ∈W 1,2
(

0, T ;H2
per(Ω)

)

,

et on considère la solution(uh, wh) de(3.27)–(3.29)avecV h défini par(3.32). Si‖θu(0)‖1 ≤ Ch2, alors

∥

∥

∥
u− uh

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Ω))
+
∥

∥

∥
w − wh

∥

∥

∥

L2(0,T ;L2(Ω))
+
∥

∥

∥
ut − uh

t

∥

∥

∥

L2(0,T ;L2(Ω))
≤ Ch2, (3.40)

∥

∥

∥
u− uh

∥

∥

∥

L∞(0,T ;H1(Ω))
+
∥

∥

∥
w − wh

∥

∥

∥

L2(0,T ;H1(Ω))
≤ Ch. (3.41)

Si de plusd = 1, 2, u ∈ L∞(0, T ;W 2,∞(Ω)) etw ∈ L2(0, T ;W 2,∞(Ω)), alors
∥

∥

∥
u− uh

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L∞(Ω))
+
∥

∥

∥
w − wh

∥

∥

∥

L2(0,T ;L∞(Ω))
≤ Ch2 log(1/h)d−1.

Démonstration.Donnons les arguments de la preuve. On voit que certaines estimations sont établies dans
les normes données naturellement par l’estimation d’énergie (3.21) (estimations (3.41) pouru, w et (3.40)
pour ut). Les premiers calculs ressemblent donc fortement à ceux faits dans les estimations a priori pour
l’estimation deθu etθw. Les estimations deρu etρw sont des résultats standards pour les problèmes elliptiques
linéaires. Les non-linéarités sont traitées comme globalement lipschitzienne à l’aide d’estimationsL∞ basées
sur les estimations inverses (3.34)–(3.35).

Lorsque la normeH1 est en jeu, on obtient également par un argument de dualité des estimationsL2

(estimations (3.40) pouru etw). On obtient enfin les estimationsL∞ à l’aide d’estimationsL∞ standard pour
les problèmes elliptiques (3.36)–(3.39) et à l’aide de l’estimation inverse (3.35). Notons qu’il serait également
possible d’obtenir des estimationsL∞ dans le casd = 3, mais elle ne serait plus optimale (ou quasi-optimal,
dans le casd = 2). �
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Remarque 3.3 Étant donnée la nature parabolique des équations, il est raisonnable d’espérer avoir la régula-
rité demandée suru etw si la condition initialeu0 est choisie assez régulière. Dans [15], nous avons établi
le résultat pour le problème avec des termes source, notamment pour garantir que l’on puisse trouver des
solutions assez régulières.

Pour obtenir les estimations d’énergie, on peut éviter les estimations lipschitziennes de la non-linéarité et la
remplacer par des estimations basées sur les injections de Sobolev (on utilise alors vraiment la croissance
polynomiale def ). Un des avantages de cette méthode est d’affaiblir les hypothèses sur la triangulation. Le
résultat s’énonce ainsi (on suppose toujours que les hypothèses du Théorème 3.1 sont satisfaites) :

Théorème 3.4 (Injrou & P. [15]) Soit{T h} une famille régulière de triangulations deΩ ≃ Πd
i=1R/(LiZ).

On suppose que la solution(u,w) de(3.12)–(3.14)satisfait

u ∈W 1,2(0, T ;H2
per(Ω)) et w ∈ L2(0, T ;H2

per(Ω)),

et l’on considère la solution(uh, wh) de(3.27)–(3.29)oùV h est défini par(3.32). Si
∥

∥uh(0)
∥

∥

1
≤ R pour une

constanteR > 0 indépendante deh, alors

∥

∥

∥
u− uh

∥

∥

∥

L∞(0,T ;H1(Ω))
+
∥

∥

∥
w − wh

∥

∥

∥

L2(0,T ;H1(Ω))
≤ C

∥

∥

∥
uh(0) −Rhu(0)

∥

∥

∥

1
+Ch,

oùRh : V → V h est la projection de Ritz définie par

(∇Rhv,∇χ) = (∇v,∇χ), pour toutχ ∈ V h et (Rhv, 1) = (v, 1).

3.4 Le problème complètement discrétisé en espace et en temps

3.4.1 Estimations d’énergie et convergence vers l’équilibre

Pour la discrétisation en temps, nous appliquons le schéma d’Euler implicite au schéma précédent. Soit
δt > 0 le pas de temps. Pour les estimations d’erreur, on travaillesur un intervalle de temps fini[0, T ], et
on définit δt = T/N avecN ∈ N

⋆. Pour l’étude asymptotique en temps, on travaille surR+ et on fixe
simplementδt > 0.

Le schéma est : soitu0
h ∈ V h ; pourn = 1, 2, . . ., trouver(un

h, w
n
h) ∈ V h × V h tel que

(∂̄un
h, χ) − (a · ∇∂̄un

h, χ) + (B∇wn
h ,∇χ) = 0, pour toutχ ∈ V h, (3.42)

β(∂̄un
h, χ) + α(∇un

h,∇χ) + (f ′(un
h), χ)

−(wn
h , χ) + (b · ∇wn

h , χ) = 0, pour toutχ ∈ V h, (3.43)

où l’on note∂̄ l’opérateur qui à une suite(vn)n≥0 associe la suite définie par

∂̄vn =
vn − vn−1

δt
, n ≥ 1. (3.44)

Nous supposons également qu’il existe une constanteCf ′′ ≥ 0 telle que

f ′′(s) ≥ −Cf ′′ , pour touts ∈ R. (3.45)

On définitλ1 = 1/c2P où cP est la meilleure constante dans l’inégalité de Poincaré (3.11).
Nous avons la version discrète suivante du Théorème 3.1 :
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Théorème 3.5 (Injrou & P. [9, 15]) On suppose que le sous-espaceV h deV satisfait(3.25), que les coeffi-
cients satisfont(3.15), et quef satisfait(3.16)–(3.18)et (3.45). Siδt > 0 satisfaitc0 + δt(αλ1 − Cf ′′) > 0,
alors pour toute donnée initialeu0

h ∈ V h, le système(3.42)–(3.43) définit une unique suite(un
h, w

n
h) ∈

(V h × V h)N⋆
. De plus, pour toutn ≥ 1,

E(un
h) +

c0δt

2

(

|∇wn
h |20 +

∣

∣∂̄un
h

∣

∣

2

0

)

≤ E(un−1
h ). (3.46)

Si de plusf est réelle analytique etV h ⊂ L∞(Ω), la suite(un
h, w

n
h) converge vers une solution stationnaire

(u⋆
h, w

⋆
h) ∈ V h × R lorsquen→ +∞.

Rappelons qu’une solution stationnaire pour le problème (3.42)–(3.43) est définie comme dans la section
précédente par (3.30).

Démonstration.L’existence est basée sur l’estimation a priori (3.46) (quinécessite la restriction sur le pas
de temps), sur le théorème des fonctions implicites et une méthode d’homotopie, dans l’esprit des théorèmes
d’existence pour les équations elliptiques [102]. La convergence vers l’équilibre est basée sur l’inégalité de
Łojasiewicz. Pour ce dernier résultat, remarquons qu’aucun résultat existant dans la littérature ne semble
s’appliquer à ce problème (étant donné le peu de résultats dece type pour les systèmes discrétisé en temps) :
d’où l’intérêt de le démontrer « à la main ». �

Remarque 3.4 L’estimation d’énergie (3.46) permet également de montrerla convergence de la solution du
problème complètement discrétisé vers la solution du problème continu (cf. [9, Corollaire 3]).

3.4.2 Estimations d’erreur a priori

Pour l’estimation d’erreur, nous avons des versions complètement discrétisées des Théorèmes 3.3 et 3.4.
L’esprit de la démonstration est similaire au cas semi-discrétisé en espace. Dans le premier résultat, on suppose
que les hypothèses du Théorème 3.1 sont satisfaites et que lafamille de triangulation est quasi-uniforme.

Théorème 3.6 (Injrou & P. [15]) On suppose que la solution(u,w) de(3.12)–(3.14)satisfait

u ∈W 2,2(0, T ;H2
per(Ω)) etw ∈W 1,2(0, T ;H2

per(Ω)),

et on considère la solution(un
h, w

n
h)n≥1 de(3.42)–(3.43). Si

∥

∥θ0
u

∥

∥

1
≤ Ch2 et siδt = o(kh), alors

max
0≤n≤N

|un
h − u(tn)|0 +

(

N
∑

k=1

δt |wn
h − w(tn)|20

)1/2

≤ C(h2 + δt),

max
0≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖1 +

(

N
∑

k=1

δt ‖wn
h − w(tn)‖2

1

)1/2

≤ C(h+ δt),

Si de plusd = 1 ou2, u ∈ C0([0, T ];W 2,∞(Ω)) etw ∈ C0([0, T ];W 2,∞(Ω)), alors

max
0≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖L∞(Ω) +

(

N
∑

k=1

δt ‖wn
h − w(tn)‖2

L∞(Ω)

)1/2

≤ Ch2 log(1/h)d−1

+Cδtkh.

En utilisant la croissance polynomiale def , on peut obtenir les estimations d’énergie avec des hypothèses plus
faibles. En particulier, il n’y a plus de restriction sur le pas de temps.
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Théorème 3.7 (Injrou & P. [15]) Soit{T h} une famille régulière de triangulations deΩ ≃ Πd
i=1R/(LiZ).

On suppose que la solution(u,w) de(3.12)–(3.14)satisfait

u ∈W 2,2(0, T ;H2
per(Ω)) et w ∈ L2(0, T ;H2

per(Ω)),

et l’on considère la solution(un
h, w

n
h)n≥1 de(3.42)–(3.43)de condition initialeu0

h, oùV h est défini par(3.32).
Si
∥

∥u0
h

∥

∥

1
≤ R pour une constanteR > 0 indépendante deh, alors

max
0≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖1 +

(

N
∑

k=1

δt ‖wn
h − w(tn)‖2

1

)1/2

≤ C
∥

∥

∥
u0

h −Rhu(0)
∥

∥

∥

1
+ C(h+ δt).

3.5 Illustration numérique
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FIG. 3.1:a = 0, b = 0

A titre d’illustration, nous montrons dans les Figures 3.1–3.3 des simulations numériques en dimen-
sion d = 1 sur l’intervalle Ω = (0, 1), faites avec le logicielScilab. La condition initiale estu0(x) =
0.1 cos(2πx), et nous avons fixé les valeursα = 0.001,B = 1, β = 0.01. La non-linéarité estf ′(u) = u3−u.
Le maillage est uniforme de pash = 1/200, le pas de temps estδt = 0.005, et la solution est vérifie le
schéma (3.42)–(3.43). Dans les trois cas, la solutionu évolue deu0 vers un état stationnaire qui prend des
valeurs proches de±1 à l’exception de deux couches de transition. La solution estreprésentée aux itérations
de tempsn = 5n′, n′ = 0, 1, 2 . . . 10.

On bien observe dans les trois cas la convergence vers un étatd’équilibre. Dans les deux premières figures,
les symétries de la condition initiale sont conservées au cours de l’évolution, ce que l’on peut comprendre sur
l’équation (3.8) en remarquant quea+ b = 0 (et qued = 1). Dans le dernier cas, on voit l’effet de translation
provoqué par le coefficienta = 0.1. L’état stationnaire atteint est un translaté des deux cas précédents.

Des simulations numériques en dimension 1 et 2 ont égalementété effectuées dans [9] pour illustrer les
estimations d’erreurs.
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FIG. 3.2:a = 0.1, b = −0.1
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FIG. 3.3:a = 0.1, b = 0
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Chapitre 4

Deux autres modèles de type Cahn-Hilliard
(articles [13, 14, 18]

4.1 Équation de Cahn-Hilliard avec conditions au bord dynamiques (arti-
cle [14])

4.1.1 Modèle

Dans [14], nous nous sommes intéressés à l’approximation par une méthode d’éléments finis de l’équation
de Cahn-Hilliard avec conditions aux bords dynamiques. Leséquations s’écrivent :

ut = ∆w, t > 0, x ∈ Ω, (4.1)

w = f ′(u) − ∆u, t > 0, x ∈ Ω, (4.2)

(1/Γs)ut = σs∆‖u− λsu− g′s(u) − ∂nu, t > 0, x ∈ Γ, (4.3)

∂nw = 0, t > 0, x ∈ Γ, (4.4)

oùΩ désigne une plaque de dimension 2 ou 3,i.e.

Ω = Πd−1
i=1

(

R/(LiZ)
)

× (0, Ld), Li > 0, i = 1, . . . , d, d = 2 ou3,

dont la frontière (de classeC∞) est :

Γ = ∂Ω = Πd−1
i=1

(

R/(LiZ)
)

× {0, Ld}.

En d’autres termes, lorsqued = 2, Ω est le rectangle(0, L1) × (0, L2), u etw sontL1-périodiques dans la
directionx1 et les conditions au bord (4.3)–(4.4) sont valables pourx2 = 0 etx2 = L2 ; lorsqued = 3, Ω est
le parallélépipède(0, L1)×(0, L2)×(0, L3), u etw sontL1-périodiques dans la directionx1 etL2-périodique
dans la directionx2, et les conditions au bord (4.3)–(4.4) sont valables pourx3 = 0 etx3 = L3.

Dans les équations (4.1)–(4.4), les termesΓs > 0, σs > 0, λs > 0 sont des constantes données par la
physique du problème,∆ est le laplacien,∆‖ est l’opérateur de Laplace-Beltrami surΓ, n est la normale exté-
rieure àΩ, f etgs sont des fonctions qui appartiennent àC3(R,R) et satisfaisant les conditions de dissipativité
suivantes :

lim inf
|v|→∞

f ′′(v) > 0, lim inf
|v|→∞

g′′s (v) > 0. (4.5)

Un choix typique est
f ′(v) = v3 − v et g′s(v) = ksv − hs (v ∈ R), (4.6)
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oùks > 0 eths ∈ R sont constant. Le problème d’évolution (4.1)–(4.4) est complété par une condition initiale
u(0) = u0.

Les équations (4.1)–(4.4) sont un modèle prototype décrivant l’influence des parois sur le processus de
séparation de phases (décomposition spinodale) dans les mélanges binaires ;u est le paramètre d’ordre (la
concentration normalisée d’une des phases) etw est le potentiel chimique. Des physiciens ont considéré de
tels modèles pour l’étude de la séparation de phases dans dessystèmes confinés (cf. [86, 87, 124]).

L’équation de Cahn-Hilliard avec conditions dynamiques aubord est dérivée de l’énergie libre

E(u) =

∫

Ω

(

1

2
|∇u|2 + f(u)

)

dx+

∫

Γ

(

σs

2

∣

∣∇‖u
∣

∣

2
+
λs

2
|u|2 + gs(u)

)

dσ. (4.7)

La première intégrale est l’énergie de volume du matériau etla second intégrale est l’énergie de surface. Siu
est une solution régulière de (4.1)–(4.4), alorsu dissipe l’énergieE puisque

d

dt
E(u(t)) = −

∫

Ω
|∇w|2 dx− 1

Γs

∫

Γ
|ut|2 dσ, t ≥ 0. (4.8)

De plus, la masse totale deu est conservée :

∫

Ω
u(t) dx =

∫

Ω
u(0) dx, t ≥ 0.

Du point de vue mathématique, le problème (4.1)–(4.4) complété par une condition initiale a été étudié
dans [60, 93, 94, 101, 152, 165, 169, 189]. Des résultats sur l’existence et l’unicité de solutions, la convergence
vers l’équilibre et l’existence d’attracteurs exponentiels ont été établis sous différentes hypothèses. Remarquer
que ces résultats ont été prouvés pour un domaine borné deR

d à frontière régulière, mais leur extension à notre
situation est immédiate. Dans [152, Corollaire 2.1 et Théorème 2.2], l’existence et l’unicité d’une solution a
été prouvée pour des nonlinéaritésf, g ∈ C3(R,R) satisfaisant l’hypothèse (4.5). L’existence d’une solution
d’énergie finie a été établie dans [101] pour des nonlinéarités encore plus générales incluant le potentiel
logarithmique habituel (voir également [153] pour le cas dupotentiel logarithmique).

Du point de vue numérique, des schémas aux différences finiesont été utilisés dans [86, 87, 124]. Cepen-
dant, l’analyse restait incomplète en l’absence de preuve de convergence. L’objet de notre étude était d’établir
un résultat de convergence et des estimations d’erreur. Nous avons pour cela choisi une approche par éléments
finis pour la discrétisation en espace, en adaptant le schémabien connu d’Elliott, French et Milner [78] pour
l’équation de Cahn-Hilliard classique. Notre approche paréléments finis permet également de prendre en
compte la condition au bord de manière élégante, comme le prouve les résultats numériques obtenus à l’aide
du logicielFreeFem++.

4.1.2 Le problème continu et sa version semi-discrétisée enespace

Remarquons tout d’abord que la condition de dissipativité (4.5) implique

f(v) ≥ c1v
2 − c2, gs(v) ≥ c1v

2 − c2, ∀v ∈ R, (4.9)

pour des constantesc1 > 0 et c2 ≥ 0. Étant donnée les estimations (4.7) et (4.8), il est natureld’introduire
l’espace

V =
{

v ∈ H1(Ω), v|Γ (au sens des traces)∈ H1(Γ)
}

,

qui est un espace de Hilbert pour la norme hilbertienne

‖v‖V =
(

‖v‖2
H1(Ω) +

∥

∥v|Γ
∥

∥

2

H1(Γ)

)1/2
.
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Soulignons que les conditions au bord périodiques sont prises en compte dans cette définition deV . Ainsi,
pour d = 2, une fonctionv ∈ H1(Ω) estL1-périodique dans la directionx1, et l’on av|Γ ∈ H1(Γ) si et
seulement siv(·, 0) ∈ H1

per(0, L1) etv(·, L2) ∈ H1
per(0, L1), où

H1
per(0, L1) = {w ∈ H1(0, L1), w estL1-périodique}.

Lorsqued = 3, une définition semblable s’applique.
L’espaceV peut également être vu comme la fermeture deC1(Ω) pour la norme‖·‖V ; l’inclusion V dans

H1(Ω) est continue et dense, etV est isométrique au sous-espace ferméṼ deH1(Ω) ×H1(Γ) défini par

Ṽ =
{

(u, ϕ) ∈ H1(Ω) ×H1(Γ), u|Γ = ϕ au sens des traces
}

.

Nous notons(·, ·) le produit scalaireL2(Ω) et |·|0 la normeL2(Ω) associée. Nous notons de même(·, ·)Γ
le produit scalaireL2(Γ) et |·|0,Γ la norme associée. Plus généralement, pourk ∈ N, ‖·‖k est la norme

hilbertienne dansHk(Ω) et‖·‖k,Γ est la normeHk(Γ).
La formulation variationnelle de (4.1)–(4.4) s’écrit

(ut, ϕ) = −(∇w,∇ϕ), (4.10)

(w,χ) = (f ′(u), χ) + (∇u,∇χ) + σs(∇‖u,∇‖χ)Γ + λs(u, χ)Γ

+(g′s(u), χ)Γ + Γ−1
s (ut, χ)Γ, (4.11)

pour toutϕ ∈ H1(Ω) et pour toutχ ∈ V .
Pour la discrétisation en espace, nous considérons une famille quasi-uniforme de décompositions{Ωh}

deΠd
i=1[0, Li] end-simplexes ; ces décompositions prennent en compte les conditions au bord partiellement

périodiques surΩ, de sorte que chaqueΩh est également une triangulation deΩ. Chaque triangulationΩh de
Ω induit naturellement une triangulationΓh deΓ end− 1-simplexes.

Pour une triangulationΩh = ∪T∈ΩhT donnée, nous définissonsV h comme l’espace des élémentsP 1

conformes
V h =

{

vh ∈ C0(Ω), vh
|T est affine ∀T ∈ Ωh

}

.

Remarquer que pour toutvh ∈ V h, la restrictionϕh = vh
|Γ sur la frontière est un élémentP 1 conforme sur

le domaineΓ de dimensiond − 1. En fait, l’espace de ces fonctionsϕh est l’espace usuel des éléments
P 1 conformes discrétisantH1(Γ) sur la triangulationΓh. Nous noteronsV h

Γ cet espace de trace discret.
Remarquer que l’espaceV h sera utilisé à la fois pour la discrétisation deH1(Ω) (où vit w) et celle deV
(où vit u).

La version discrète de (4.10)–(4.11) s’écrit : trouver(uh, wh) : [0, T ] → V h × V h tels que

(uh
t , ϕ) = −(∇wh,∇ϕ), ∀ϕ ∈ V h, (4.12)

(wh, χ) = (f ′(uh), χ) + (∇uh,∇χ) + σs(∇‖u
h,∇‖χ)Γ + λs(u

h, χ)Γ

+(g′s(u
h), χ)Γ + Γ−1

s (uh
t , χ)Γ, ∀χ ∈ V h. (4.13)

Théorème 4.1 (Cherfils, Petcu & P. [14])Pour toutuh
0 ∈ V h, le problème(4.12)–(4.13)admet une unique

solution(uh, wh) ∈ C1([0,+∞);V h × V h) telle queuh(0) = uh
0 . De plus,

E(uh(t)) +

∫ t

0

∣

∣

∣
wh
∣

∣

∣

2

1
+ Γ−1

s

∣

∣

∣
uh

t

∣

∣

∣

2

0,Γ
ds ≤ E(uh(0)), ∀t ≥ 0. (4.14)

Sif et gs sont réelles analytiques, il existe une solution stationnaire (ūh, w̄h) ∈ V h × R telle que

lim
t→+∞

(uh(t), wh(t)) = (ūh, w̄h).
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Le théorème ci-dessus ci-dessus montre queE est une fonctionnelle de Liapounov pour le système dynamique
défini parSh(t)uh

0 = uh(t). En éliminantwh dans (4.12)–(4.13), nous avons montré plus précisément queSh

est un flot de gradient pourE : le résultat de convergence vers l’équilibre est alors une conséquence du résultat
classique de Łojasiewicz.

Remarque 4.1 En supposant que les nonlinéaritésf et gs ont une croissance sous-critique, l’estimation
d’énergie (4.14) permet de montrer que(uh, wh) tend vers une solution(u,w) lorsqueh → 0, sur tout
intervalle de temps fini[0, T ] (cf. [14, Théorème 2.4]).

Pour établir les estimations d’erreur, la méthode est la même que pour le modèle de Cahn-Hilliard-Gurtin
de la Section 3.3.2. On écrit la décomposition

uh(t) − u(t) = θu(t) + ρu(t), avecθu = uh − ũh, ρu = ũh − u,

wh(t) − w(t) = θw(t) + ρw(t), avecθw = wh − w̃h, ρw = w̃h − w,

pour toutt ∈ [0, T ], où w̃h = w̃h(t) et ũh = ũh(t) sont les projections elliptiquesw = w(t) et u = u(t)
définies par

(∇w̃h,∇χ) = (∇w,∇χ), ∀χ ∈ V h, (4.15)

(w̃h, 1) = (w, 1), (4.16)

(∇ũh,∇χ) + σs(∇‖ũ
h,∇‖χ)Γ + λs(ũ

h, χ)Γ = (∇u,∇χ) + σs(∇‖u,∇‖χ)Γ + λs(u, χ)Γ, (4.17)

pour toutχ ∈ V h.
D’après le théorème de Lax-Milgram et l’inégalité de Poincaré, il est clair que pour toutw ∈ H1(Ω),

les équations (4.15)–(4.16) définissent un uniquew̃h ∈ V h. De même, étant donnée une fonctionu ∈ V ,
l’équation (4.17) définit un uniquẽuh ∈ V h.

Le résultat d’estimation d’erreur est :

Théorème 4.2 (Cherfils, Petcu & P. [14])Soit(u,w) une solution de(4.10)–(4.11)telle que

u, ut, utt, w, wt ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) etu|Γ, (ut)|Γ, (utt)|Γ ∈ L2(0, T,H2(Γ)), (4.18)

et soit(uh, wh) une solution de(4.12)–(4.13). Siθu(0) = 0 etθw(0) = 0, alors

sup
[0,T ]

(

∣

∣

∣
uh − u

∣

∣

∣

0
+
∣

∣

∣
uh − u

∣

∣

∣

0,Γ
+
∥

∥

∥
uh

t − ut

∥

∥

∥

−1,h
+
∣

∣

∣
uh

t − ut

∣

∣

∣

0,Γ

)

≤ Ch2

(
∫ T

0

∥

∥

∥
wh − w

∥

∥

∥

2

0
ds

)1/2

≤ Ch2,

sup
[0,T ]

(

∥

∥

∥
uh − u

∥

∥

∥

1
+
∥

∥

∥
uh − u

∥

∥

∥

1,Γ

)

≤ Ch,

(
∫ T

0

∥

∥

∥
wh − w

∥

∥

∥

2

1
+
∥

∥

∥
uh

t − ut

∥

∥

∥

2

1
+
∥

∥

∥
uh

t − ut

∥

∥

∥

2

1,Γ
ds

)1/2

≤ Ch.

Remarque 4.2 La régularité demandée suru et w est relativement élevée. Grâce à la nature parabolique
des équations, pour des données assez régulières et pour desnonlinéaritésf et gs assez régulières, de telles
solutions existent.
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4.1.3 Problème complètement discrétisé

Le schéma totalement discrétisé est obtenu en appliquant leschéma d’Euler implicite au schéma semi-
discrétisé en espace. Le pas de tempsδt > 0 est fixé. Le schéma est : soitu0

h ∈ V h ; pourn = 1, 2, . . . trouver
(un

h, w
n
h) ∈ V h × V h solution de

(∂̄un
h, ϕ) = −(∇wn

h ,∇ϕ), ∀ϕ ∈ V h, (4.19)

(wn
h , χ) = (f ′(un

h), χ) + (∇un
h,∇χ) + σs(∇‖u

n
h,∇‖χ)Γ

+(g̃′s(u
n
h), χ)Γ + Γ−1

s (∂̄un
h, χ)Γ, ∀χ ∈ V h, (4.20)

où ∂̄ est défini comme précédemment par (3.44). Nous avons également posé

g̃′s(σ) = λsσ + g′s(σ), ∀σ ∈ R.

La condition de dissipativité (4.5) implique que pour toutv ∈ R,

f ′′(v) ≥ −Cf et g̃′′s (v) ≥ −Cs, (4.21)

pour des constantes positivesCf etCs.
Le résultat suivant est la version totalement discrétisée du Théorème 4.1. Les preuves et résultats sont

similaires à ceux de l’équation de Cahn-Hilliard classique(cf. [77, Théorème 4.1] et [12]).

Théorème 4.3 (Cherfils, Petcu & P. [14])Pour toutu0
h ∈ V h, il existe une suite(un

h, w
n
h)n≥1 satisfaisant les

équations(4.19)–(4.20)et l’estimation d’énergie

E(un
h) +

1

2δt

∣

∣un
h − un−1

h

∣

∣

2

−1,h
+

1

2Γsδt

∣

∣un
h − un−1

h

∣

∣

2

0,Γ
≤ E(un−1

h ), ∀n ≥ 1. (4.22)

De plus, siδt < δt⋆ où δt⋆ = min
{

4/C2
f , 1/(ΓsCs)

}

, alors la suite est définie de manière unique. D’autre

part, si f et gs sont réelles analytiques, alors(un
h, w

n
h)n≥1 converge vers une solution stationnaire(ūh, w̄h)

lorsquen→ +∞.

Remarquer que sif et g̃s sont croissantes, alorsCf = Cs = 0 et δt⋆ = +∞ et il n’y a pas de restriction sur
δt. Si seulement̃gs est croissante, alorsδt⋆ = 4/C2

f et on retrouve la même restriction que pour l’équation de
Cahn-Hilliard classique.

4.1.4 Simulations numériques

FIG. 4.1: t = 10

FIG. 4.2: t = 100

Les Figures 4.1–4.3 montre le résultat d’une simulation effectuée avec le schéma d’Euler semi-implicite
(ESI) sur le domaineLx×Ly = 80×10. Notons que le schéma ESI est le schéma (4.19)–(4.20) dans lequel les
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FIG. 4.3: t = 250

termes nonlinéaires implicitesf ′(un
h) et g̃′s(u

n
h) sont remplacés par les termes explicitesf ′(un−1

h ) et g̃′s(u
n−1
h ),

respectivement.
La triangulationΩh a été obtenue en divisant la plaque en256 × 50 rectangles et en divisant chaque

rectangle en deux triangles et selon la même diagonale. Les nonlinéarités sont

f ′(v) = v3 − v/2 et g̃′s(v) = (λs + ks)v − hs, v ∈ R,

avecλs + ks = 1 (λs = 0.5, par exemple),hs = 0, les autres paramètres de l’EDP sontΓs = 10, σs = 0.1 et
le pas de temps estδt = 0.1. La condition initiale est une distribution aléatoire uniforme de moyenne nulle et
d’amplitude±0.01. Dans chaque image, le maximum et le minimum deu sont en blanc et noir respectivement,
et les valeurs deu intermédiaires correspondent à différentes teintes de gris.

Les paramètres sont proches de ceux utilisés dans [124, Fig.5], et les résultats sont semblables : des do-
maines ayant la forme de gouttelettes se forment, et commehs = 0, aucune des phases n’est préférentiellement
attirée par les parois.

4.2 Équation de Cahn-Hilliard avec terme inertiel (articles [13, 18])

4.2.1 Modèle et problématique

Dans [13, 18], nous nous sommes intéressés à la discrétisation de l’équation de Cahn-Hilliard avec terme
inertiel

εutt + ut + α∆2u− ∆f ′(u) = 0 dansΩ × R+. (4.23)

Nous avons choisi des conditions au bord périodiques sur le domaineΩ = Πd
k=1(0, Lk) (Lk > 0 pour

k = 1, . . . , d), 1 ≤ d ≤ 3 ; f ′ est typiquement la dérivée d’un potentiel double-puits polynomial (voir (4.24)
pour une définition plus précise) etε > 0 est un coefficient constant. L’inconnueu est la concentration relative
d’une des phases. L’équation (4.23) est complétée par des conditions initialesu(0) etut(0).

Dans le cas limiteε = 0, nous retrouvons l’équation de Cahn-Hilliard classique (1.5). Galenkoet al.
ont proposé dans [95, 96, 97] d’ajouter le terme inertielεutt pour modéliser des décompositions de phases
hors équilibre observées dans certains verres lors d’un refroidissement brutal. L’équation (4.23) est en bonne
adéquation avec l’expérience [98].

En comparaison avec l’équation de Cahn-Hilliard, l’équation (4.23) présente des difficultés mathématiques
car les solutions ne régularisent plus en temps fini. Le cas dela dimension un d’espace est bien compris [32,
69, 100, 140, 141] mais le cas de la dimension deux [105] ou de la dimension trois [104, 106, 174] est
plus compliqué, en particulier car les solutions d’énergiefinie (de typeH1) ne sont plus bornées dansL∞.
Une question telle que l’unicité d’une solution d’énergie est par exemple toujours ouverte en dimension 3 de
domaine. Une telle situation rappelle le cas des équations de Navier-Stokes incompressible.

Du point de vue numérique, l’équation (4.23) est plus délicate à manier que l’équation de Cahn-Hilliard
classique, à cause notamment des oscillations générées parle termeutt, et qui provoquent plus facilement des
instabilités numériques. Des simulations numériques mettant en évidence ces oscillations ont été faites par
Lecoqet al. [131] en dimension 3 de domaine. Un des intérêts essentiels de l’analyse numérique de (4.23)
que nous avons faite a été de comprendre les problèmes de stabilité. Dans [13], nous avons notamment mon-
tré que la discrétisation en espace par éléments finisP 1 « splitting » ou par différences finies standard était
satisfaisante, dans le sens où les propriétés essentiellesdu problème continu sont conservées (Théorème 4.4).
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Dans [18], nous avons montré que la discrétisation en temps par le schéma d’Euler implicite était dynamique-
ment stable,i.e. stable sur des temps longs (Théorème 4.5). La contrainte surle pas de temps pour garantir
cette stabilité est indépendante du pas d’espace, et ressemble fortement à celle observée numériquement par
Lecoqet al.pour le schéma d’Euler semi-implicite.

Par rapport à l’équation de Cahn-Hilliard classique, deux difficultés supplémentaires sont apparues : d’une
part, la masse n’est plus conservée (en revanche, la masse tend exponentiellement vite vers une constante),
et d’autre part la solution(u, ut) de l’équation appartient naturellement àH1 × H−1, et il est nécessaire
d’introduire des normes négatives discrètes. Nous présentons ci-dessous les résultats de stabilité. Notons que
dans [13], des estimations d’erreur pour le schéma semi-discrétisé en espace ont également été établies.

4.2.2 Estimations a priori

La nonlinéaritéf ′ est un polynôme de degré impair et dont le coefficient dominant est strictement positif :

f ′(y) =

2p+1
∑

i=0

aiy
i, ∀y ∈ R, aveca2p+1 > 0, (4.24)

avecp ∈ N si d = 1 ou 2 et p ∈ {0, 1, 2} si d = 3. Nous notonsf une primitive positive def ′ (une telle
primitive existe à condition de choisir la constante d’intégration assez grande). Ce choix def ′ garantit les
estimations suivantes :

∃cf ≥ 0, f ′′(y) ≥ −cf ∀y ∈ R, (4.25)

∃c1 > 0, c2 ≥ 0, f(y) ≥ c1y
2p+2 − c2, ∀y ∈ R, (4.26)

∃c3 > 0, c4 ≥ 0,
∣

∣f ′(y)
∣

∣ ≤ c3f(y) + c4, ∀y ∈ R. (4.27)

Avant de décrire les schémas utilisés, rappelons les estimations a priori fondamentales que nous avons
utilisées dans l’analyse. Rappelons que les calculs qui suivent sont valables pour une solutionu assez régulière.
Tout d’abord, en intégrant (4.23) surΩ, et en intégrant par parties, on trouve que la masse deu, définie par

m(u) = |Ω|−1
∫

Ω
udx,

satisfait l’EDO
εm(utt(t)) +m(ut(t)) = 0,

de sorte qu’en utilisant les conditions initiales,

m(ut(t)) = m(ut(0)) exp(−t/ε) et m(u(t)) = m(u(0)) + εm(ut(0)) (1 − exp(−t/ε)) . (4.28)

En particulier, sim(ut(0)) 6= 0, m(u(t)) n’est plus constant (contrairement au casε = 0) ; en revanche,
m(u(t)) tend exponentiellement vite vers une constante quandt→ +∞.

La deuxième estimation fondamentale est l’estimation d’énergie. Notons tout d’abord(·, ·) le produit
scalaireL2(Ω) et |·|0 la norme associée. NotonsV = V1 = H1

per(Ω) l’espace d’énergie, muni de la norme
‖·‖1 ; la semi-norme homogène associée est|v|1 = |∇v|0 ; notons égalementV−1 = V ′ son dual. L’opérateur
−∆ opère continûment deV dansV−1, mais il n’est pas inversible à cause des constantes. Pour cette raison,
nous introduisons également

L̇2(Ω) = {v ∈ L2(Ω) : (v, 1) = 0}, V̇1 = V1 ∩ L̇2(Ω) et V̇−1 = {v ∈ V−1 : 〈v, 1〉V−1,V1
= 0}.

L’opérateur−∆ définit une bijection dėV surV̇−1. La norme surV̇−1, norme duale de|·|1, est notée|·|−1, de
sorte que pourv ∈ L2(Ω), |v|−1 = ((−∆)−1v, v)1/2. Pour toutu ∈ L2(Ω), nous notons également

u̇ = u−m(u).
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Lorsquem(ut) = 0, en appliquant(−∆)−1 à (4.23), en multipliant parut et en intégrant, on trouve que

ε

2

d

dt
|u̇t|2−1 + |u̇t|2−1 +

α

2

d

dt
|u̇|21 + (f ′(u), u̇t) = 0. (4.29)

En intégrant entre0 et t, on trouve que

E(u(t), ut(t)) +

∫ t

0
|ut|2−1 ds ≤ E(u0, u1), ∀t ≥ 0,

où l’énergie est définie par

E(u, v) =
ε

2
|v|2−1 +

α

2
|u̇|21 + (f(u), 1). (4.30)

Par rapport au casε = 0, on remarque que l’énergieE contient un terme d’énergie potentiel supplémentaire.
Lorsquem(ut) 6= 0, l’égalité (4.29) est encore valable, mais il faut amener unterme correctif en intégrant.

A l’aide de l’estimation (4.27), et du lemme de Gronwall, on obtient alors

E(u(t), ut(t)) +

∫ t

0
|ut|2−1 ds ≤ E(u0, u1) ec3|m(u1)|t +

c4 |Ω|
c3

(ec3|m(u1)|t −1), ∀t ≥ 0. (4.31)

4.2.3 Problème semi-discrétisé en espace et problème complètement discrétisé

Pour la discrétisation en espace, nous choisissons une méthode d’éléments finis avec intégration numé-
rique, ce qui permet d’intégrer à la fois les éléments finis conformes et les différences finies standard.

Nous nous donnons donc une famille quasi-uniforme{Th}h>0 de décompositions polygonales deΩ.
Chaque décompositionTh est composée soit ded-simplexes uniquement (i.e. des triangles sid = 2 et des
tétrahèdres sid = 3), soit ded-parallélépipèdes uniquement (i.e. des rectangles sid = 2 et des parallélépi-
pèdes sid = 3) ; la décomposition prend également en compte les conditions au bord périodiques.

Nous associons àTh = ∪T∈Th
T l’espace d’éléments finis conformes de degrék ≥ 1, P k ouQk (voir par

exemple [63, 82] pour une définition précise) : si l’élément de référence pourTh est und-simplexe, alors

Vh :=
{

vh ∈ C0
per(Ω) : (vh)|T ∈ P k ∀T ∈ Th

}

(4.32)

et si l’élément de référence deTh est und-parallélépipède, alors

Vh :=
{

vh ∈ C0
per(Ω) : (vh)|T ∈ Qk ∀T ∈ Th

}

. (4.33)

Lorsqued = 1, Th est simplement une subdivision de[0, L] et l’espaceP k coïncide avec l’espaceQk. Par
construction,Vh est un sous-espace deV = H1

per(Ω). De plus,Vh contient les constantes.
On note(·, ·)h soit le produit scalaire usuel(·, ·) surL2(Ω), soit une méthode d’intégration numérique

définie par

(ϕ,χ)h :=
∑

T∈Th

m
∑

l=1

ωT,lϕ(xT,l)χ(xT,l), (4.34)

où, pour toutT ∈ Th, (xT,l)1≤l≤m sont les nœuds d’intégration dansT etωT,l ≥ 0 sont les poids d’intégration
de la formule. Les nœuds et les points sont basés sur une même formule d’intégration numérique sur l’élément
de référencêT (un simplexe unité pour les élémentsP k et led-cube unité[0, 1]d pour les élémentsQk). Nous
supposons que la formule (4.34) satisfait

(ϕ, 1)h = (ϕ, 1) ∀ϕ ∈ Vh, (4.35)

(ϕ,ϕ)h > 0 ∀ϕ ∈ Vh \ {0}, (4.36)

(∇ϕ,∇ϕ)h > 0 ∀ϕ ∈ V̇h \ {0}, (4.37)
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où V̇h est le sous-espace deVh défini par

V̇h := {vh ∈ Vh : (vh, 1) = 0} ,

et

(∇ϕ,∇χ)h :=
d
∑

i=1

(∂xiϕ, ∂xiχ)h, ∀ϕ,χ ∈ Vh.

Remarquer que d’après (4.35),V̇h = {vh ∈ Vh : (vh, 1)h = 0}.

Exemple 8 SiVh est l’espace des éléments finisP k conformes, et si la formule de quadrature sur le simplexe
de référence est exacte pour les polynômes d’ordre≤ 2k, alors

(ϕ,χ)h = (ϕ,χ) et (∇ϕ,∇χ)h = (∇ϕ,∇χ) ∀ϕ,χ ∈ Vh,

et les hypothèses (4.35)–(4.37) sont satisfaites ; dans ce cas, seul le terme non linéaire sera (éventuellement)
calculé de manière approximative.

Exemple 9 Si Vh est l’espace des élémentsQ1 conformes, et si la formule de quadrature sur led-cube unité
est la formule du trapèze, alors les hypothèses (4.35)–(4.37) sont également satisfaites, et la discrétisation en
espace proposée est équivalente à une discrétisation par unschéma aux différences finies standard (cf. [13]
pour les détails).

Pour décrire les propriétés des version discrètes du problème, il est nécessaire d’introduire une norme discrète.
Suivant une approche standard (cf. [184]), nous définissonsd’abord l’opérateur linéaireTh : V̇h → V̇h défini
par pour toutuh ∈ V̇h par

(∇(Thuh),∇vh)h = (uh, vh)h, ∀vh ∈ V̇h. (4.38)

D’après (4.37),(∇·,∇·)h est un produit scalaire suṙVh etuh est bien défini de manière unique. De plus,Th

est autoadjoint suṙVh pour le produit scalaire(·, ·)h puisque

(vh, Thuh)h = (∇Thvh,∇Thuh)h = (uh, Thvh)h, ∀uh, vh ∈ V̇h. (4.39)

Enfin,Th est défini positif pour le produit scalairėVh sur(·, ·)h. En effet, si l’on choisitvh = uh dans l’égalité
précédente, on voit que(uh, Thuh)h = (∇Thuh,∇Thuh)h ≥ 0, et si l’on choisitvh = uh dans (4.38), on voit
que(∇Thuh,∇uh)h = (uh, uh)h, de sorte queTh est injectif.

En diagonalisantTh, on peut définir pour touts ∈ R l’opérateur(Th)s (pour s = 0, (Th)0 = I), et la
norme discrète

|v|−s,h = ((Th)sv, v)
1/2
h , ∀v ∈ V̇h, (4.40)

qui est une norme euclidienne surV̇h.
En introduisant la variablew = −α∆u+f ′(u), le schéma semi-discrétisé s’écrit : pour(uh

0 , u
h
1 ) ∈ Vh×Vh

donné, trouver(uh, wh) : [0,+∞] → Vh × Vh solution de

ε(uh
tt, ϕ)h + (uh

t , ϕ)h = −(∇wh,∇ϕ)h ∀ϕ ∈ Vh, (4.41)

(wh, χ)h = α(∇uh,∇χ)h + (f ′(uh), χ)h ∀χ ∈ Vh, (4.42)

uh(0) = uh
0 , uh

t (0) = uh
1 . (4.43)

Avec le système écrit ainsi, il est possible d’obtenir des versions discrètes des estimations a priori (4.28)
et (4.31). L’énergie discrète pour ce système est définie pour tout (uh, vh) ∈ Vh × Vh par

Eh(uh, vh) :=
ε

2
|v̇h|2−1,h +

α

2
|u̇h|1,h + Fh(uh), avecFh(un) := (f(un

h), 1)h. (4.44)

On peut montrer :
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Théorème 4.4 (Grasselli & P. [13])Soit (uh
0 , u

h
1 ) ∈ Vh × Vh. Le problème(4.41)–(4.43)admet une unique

solution(uh, wh) ∈ C2([0,+∞);Vh × Vh). De plus,

Eh(uh(t), uh
t (t)) +

∫ t

0

∣

∣

∣
uh

t

∣

∣

∣

2

−1,h
ds ≤ Eh(uh

0 , u
h
1) ec3|m(u1)|t +

c4 |Ω|
c3

(ec3|m(u1)|t −1), ∀t ≥ 0, (4.45)

et (uh(t), uh
t (t), wh(t)) → (uh,⋆, 0, w⋆) lorsquet→ +∞, où(uh,⋆, 0, wh,⋆) ∈ Vh × Vh × R est une solution

stationnaire de(4.41)–(4.42).

Le schéma totalement discrétisé est obtenu en appliquant leschéma d’Euler implicite à (4.41)–(4.42). On
fixe un pas de tempsδt > 0. Le schéma s’écrit : soientu0

h ∈ V et u1
h ∈ Vh ; pourn ≥ 1, (un+1

h , wn+1
h ) ∈

Vh × Vh est solution de

ε(
un+1

h − 2un
h + un−1

h

δt2
, ϕ)h + (

un+1
h − un

h

δt
, ϕ)h = −(∇wn+1

h ,∇ϕ)h ∀ϕ ∈ Vh, (4.46)

(wn+1
h , χ)h = α(∇un+1

h ,∇χ)h + (f ′(un+1
h ), χ)h ∀χ ∈ Vh. (4.47)

Pourε = 0, on retrouve le schéma d’Euler implicite pour l’équation deCahn-Hilliard (cf. [77]). En utilisant
un procédé de minimisation, il est facile de voir que pour(un−1

h , un
h) donnés, les équations (4.46)–(4.47) ont

toujours au moins une solution(un+1
h , wn+1

h ). L’unicité est garantie siδt est assez petit (et plus précisément,
si ε/δt2 + 1/δt > c2f/(4α), aveccf défini par (4.25)).

Étant donnée une suite(un
h, w

n
h)n∈N dansVh×Vh qui satisfait les équations (4.46)–(4.47), nous définissons

la dérivée discrète

vn+1
h :=

un+1
h − un

h

δt
, n ≥ 0, (4.48)

et l’énergie discrète

En :=
ε

2
‖v̇n

h‖2
−1,h +

α

2
‖u̇n

h‖1,h + Fh(un
h), n ≥ 0, (4.49)

oùFh est comme ci-dessus. On a la version discrète en temps du Théorème 4.4 :

Théorème 4.5 (Grasselli, Lecoq & P. [18])On suppose que(·, ·)h est ou bien le produit scalaire usuel sur
L2(Ω), ou bien une formule d’intégration numérique définie par(4.34)et satisfaisant(4.35)–(4.37). Siδtc2f <
8α (où cf est la meilleure constante dans(4.25)) et si (un

h, w
n
h)n∈N est une suite dansVh × Vh qui satis-

fait (4.46)–(4.47), alors pourµ ∈ (0, 1) assez proche de1, on a

En +
n
∑

k=1

δt

(

1 −
c2f δt

8µα

)

∣

∣

∣
v̇k
h

∣

∣

∣

2

−1,h
+

(1 − µ)α

2
δt2
∣

∣

∣
v̇k
h

∣

∣

∣

2

1,h

≤ exp
(

c3ε
∣

∣m(v0
h)
∣

∣

)

(

E0 + c4ε |Ω|
∣

∣m(v0
h)
∣

∣+
cf
2
δt |Ω|

∣

∣m(v0
h)
∣

∣

2 ε2

2ε + δt

)

, (4.50)

pour toutn ≥ 1, oùc3 et c4 sont définies dans(4.27). De plus,(un
h, v

n
h , w

n
h) → (u⋆

h, 0, w
⋆
h), où (u⋆

h, 0, w
⋆
h) ∈

Vh × Vh × R est une solution stationnaire de(4.46)–(4.47).

Remarque 4.3 Ce résultat de stabilité laisse apparaître un terme régularisant
∣

∣v̇k
h

∣

∣

1,h
que ne possède pas

l’EDP (4.23). De plus, le schéma n’est que d’ordre 1 en temps.Il serait intéressant de trouver un schéma
asymptotiquement stable, qui soit d’ordre 2 en temps et non régularisant.

Remarque 4.4 Lorsque(·, ·)h = (·, ·), les estimations d’énergie permettent de montrer qu’à une sous-suite
près, les solutions discrète convergent vers une solution d’énergie finie du problème continu (sur tout intervalle
de temps[0, T ], T < ∞). Dans [13], nous avons également montré des estimations d’erreur pour le schéma
semi-discrétisé en espace.
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Chapitre 5

Équation de diffusion visqueuse (article [11])

5.1 Problématique

Dans [11], je me suis intéressé à une discrétisation de l’équation de diffusion visqueuse

ut − ν∆ut = ∆f ′(u) x ∈ Ω, t ≥ 0, (5.1)

avec des conditions au bord de type Neumann et oùf : R → R est typiquement un potentiel double-puits, par
exemplef(s) = (s2 − 1)2. Le domaineΩ est un ouvert borné deRd avec1 ≤ d ≤ 3 et à frontière lipschit-
zienne. Cette équation peut être vue comme une régularisation (du type Yosida) de l’équation de diffusion

ut = ∆f ′(u) x ∈ Ω, t ≥ 0, (5.2)

cette dernière étant mal posée lorsquef n’est pas convexe : en effet, si l’on développe le membre de droite
de (5.2), le terme de dérivation le plus élevé estf ′′(u)∆u, et on af ′′(u) < 0 lorsqueu est dans l’intervalle
spinodal ; le coefficient devant le laplacien a donc le mauvais signe.

Il est intéressant de noter que l’équation de Cahn-Hilliard(1.5) (avecκ = 1 ici) peut aussi être vue comme
une régularisation d’ordre 4 en espace de (5.2). L’équationde Cahn-Hilliard visqueuse

ut − ν∆ut = ∆f ′(u) − α∆2u x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (5.3)

dont la modélisation a été introduite par Novick-Cohen dans[156], et qui apparaît dans de nombreux autres
modèles (cf. (3.9)), généralise à la fois (5.1) et l’équation de Cahn-Hilliard classique (casν = 0). Pour com-
prendre des modèles plus complexes, il apparaît donc important de comprendre les propriétés de (5.1). Cela
a été fait sur le plan théorique par Novick-Cohen et Pego dans[158]. Evans et Portilheiro se sont également
intéressés à cette équation dans [83], en étudiant notamment le modèle limite lorsqueν → 0+ (ce modèle
limite présente des phénomènes d’hystérésis).

Du point de vue numérique, l’équation (5.1) présente une différence notable avec l’équation de Cahn-
Hilliard classique ou de Cahn-Hilliard visqueuse dans le sens où, en l’absence du bilaplacien régularisant, les
états d’équilibre non constants présentent des discontinuités.

Pour être plus spécifique, reformulons (5.1) sous la forme

ut = −ν−1(I − (I − ν∆N )−1)f ′(u), (5.4)

où l’opérateur(I − ν∆N)−1 est défini parw = (I − ν∆N )−1g, pourw satisfaisant

{

(I − ν∆)w = g in Ω,
∂w
∂n = 0 on∂Ω.

(5.5)
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Par le principe du maximum,(I − ν∆N )−1 opère continûment deL∞(Ω) dansL∞(Ω), et l’équation (5.1)
peut être vue comme une ODE non locale sur l’espace de BanachL∞(Ω). Toute fonction mesurableu(x)
telle quef ′(u(x)) est constant est un état stationnaire de (5.4). En particulier, sif ′ n’est pas monotone, les
phases peuvent être arrangées de manière arbitraire dans ledomaineΩ.

La Figure 5.1 montre ainsi un état d’équilibre calculé numériquement sur le disque unitéΩ, pourf ′(u) =
u3 − u et ν = 0.1. Le noir correspond à des valeurs égales à+1 et le blanc à des valeurs égales à−1 ;
la figure illustre notamment l’absence de motif distinctif,ainsi que l’absence de régularité à la frontière des
sous-domaines définis paru < 0.

FIG. 5.1: Un état d’équilibre pour (5.4)

Il est facile de voir que la fonctionnelle d’énergie libre

F(u) =

∫

Ω
f(u) dx (5.6)

est une fonction de Liapounov pour les solutions de (5.4), mais dans un sens relativement faible. Pego et
Novick-Cohen ont montré que sous des hypothèses raisonnables, une solution de (5.4) converge (presque
partout) vers un état d’équilibre lorsquet→ +∞. De plus, tout état d’équilibreu(x) satisfaisantf ′′(u(x)) > 0
est presque partout dynamiquement stable pour des perturbations au sens de la convergence des mesures. Cela
implique que des solutions régulières (qui existent dès quela condition initiale est régulière) peuvent converger
vers un état d’équilibre discontinu. De plus, l’état ainsi atteint n’est pas génériquement un minimiseur de (5.6)
sous la contrainte

∫

Ω udx = constante.

Dans [11], le but principal était de trouver une discrétisation de (5.4) qui puisse reproduire ces caractéris-
tiques de la dynamique. En particulier, afin d’obtenir des états discontinus, nous avons choisi une discrétisation
en espace par des éléments finis discontinus. Nous avons pourcela utilisé les plus simples possibles, à savoir
les élémentsP 0, constants par morceaux, et notre problème discrétisé peutêtre vu comme un flot de gradient
pour la fonctionnelleF en dimension finie (cf. Théorème 5.2). Le résultat principalétablit que la solutionuh

du problème discrétisé converge uniformément surΩ × [0, T ] vers la solutionu du problème (5.4), pour tout
intervalle de temps fini[0, T ]. Nous énonçons ce résultat ci-dessous (Théorème 5.3), en commentant quelques
points importants de la démonstration. Notons que des simulations par différences finies avaient déjà été effec-
tuées en dimension un par Evans pour (5.4) ; citons également[76, 79] pour des discrétisations de problèmes
proches (équation (5.2), modèle de Perona-Malik).

60



5.2 Le problème continu et sa semi-discrétisation en espace

Nous faisons les hypothèses suivantes surf :

f ∈ C1,1
loc (R), (5.7)

lim infs→−∞ f ′(s) = −∞ et lim sups→∞ f ′(s) = +∞. (5.8)

En vue d’une approximation uniforme par éléments finis, il est naturel de supposer queΩ est un domaine
polyhédral connexe et borné,i.e. un intervalle sid = 1, un polygone sid = 2 et un polyhèdre sid = 3. En
particulier,Ω a une frontière lipschitzienne (mais pasC1). Il est inutile de supposer queΩ est convexe.

L’opérateur(I − ν∆N )−1 est défini parw = (I − ν∆N )−1g oùw satisfait la version faible de (5.5),i.e.

ν(∇w,∇ϕ) + (w,ϕ) = (g, ϕ) ∀ϕ ∈ H1(Ω). (5.9)

La notation(·, ·) désigne le produit scalaireL2(Ω). Pour l’approximation numérique, nous avons utilisé les
propriétés suivantes de l’opérateur(I − ν∆N )−1.

Lemme 5.1 Pour toutg ∈ L∞(Ω), le problème(5.9)admet une unique solutionw ∈ H1(Ω). De plus,

inf essΩ g ≤ w(x) ≤ sup essΩ g p.p.x ∈ Ω,

et l’application linéaireg 7→ w est continue deL∞ à valeurs dansW 1,p(Ω), pour unp > d qui dépend deΩ.
En particulier,w ∈ C0(Ω).

Noter que le résultat de régularité est non trivial en dimension d = 2 ou d = 3, en particulier parce qu’on
ne suppose pasΩ convexe. Pour la dimensiond = 2, on a utilisé des résultats de Grisvard [109], et pour la
dimensiond = 3, un résultat de Dauge [67].

Avant de définir l’espace où vit la solutionu de (5.4), nous introduisons une suite{Thk
}k∈N de triangula-

tions simpliciales conformes deΩ ; chaque triangulation couvre exactementΩ, ethk → 0 lorsquek → +∞, le
paramètrehk étant défini ci-dessous. Lorsque nous considérons une triangulation fixée, nous omettons l’index
k, pour simplifier.

Pour une triangulation donnée,Th = Thk
, l’ensembleΩ est l’unionΩ = ∪T∈Th

T d’un nombre fini de
d-simplexes fermés et non dégénérésT ; le paramètreh est défini par

h = max
T∈Th

h(T ),

où, pour toutT , h(T ) est le diamètre dud-simplexeT . A la triangulationTh, nous associons l’espaceV h ⊂
H1(Ω) des fonctions continues et affines sur chaque élément :

V h = {u ∈ C0(Ω), u|T est affine pour toutT ∈ Th},

et l’espaceMh ⊂ L∞(Ω) des fonctions constantes sur chaque élément

Mh = {u ∈ L∞(Ω), u|T est constant pour toutT ∈ Th}.

Nous notonsqi, 1 ≤ i ≤ N les sommets de la triangulationTh, etTi, 1 ≤ i ≤M lesd-simplexes deTh.
La discrétisation en espace d’une solutionu est faite par une fonctionuh deMh. Comme nous souhaitons

obtenir un résultat de convergence uniforme lorsqueh → 0, il est nécessaire de supposer que la condition
initiale u0 peut être approchée uniformément par une suite de fonctions{uhk}k∈N avecuhk ∈Mhk , pour tout
k.

Nous supposons donc que la suite de triangulations{Thk
}k∈N vérifie

Mhk ⊂Mhk+1 pour toutk ∈ N, (5.10)
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et nous définissons l’espaceX({Thk
}) comme la complétion dansL∞(Ω) de∪k∈NM

hk . Avec cette définition,
X = X({Thk

}) est un espace de Banach séparable pour la normeL∞(Ω), etX contientC0(Ω). De plus, tout
élémentu ∈ X peut être approché uniformément surΩ par une suite{uhk}k∈N avecuhk ∈Mhk .

En considérons (5.4) comme une ODE surX, nous obtenons le résultat d’existence globalesuivant :

Théorème 5.1 (P. [11])On suppose quef satisfait (5.7), (5.8) et que{Thk
}k∈N satisfait (5.10). Alors, pour

toutu0 ∈ X = X({Thk
}), l’équation(5.4)admet une unique solutionu ∈ C1([0,+∞),X) telle queu(0) =

u0.

L’existence locale est une application du Théorème de Cauchy-Lipschitz à l’espaceX. L’existence globale est
basée sur l’estimation a priori suivante, établie dans [158], et qui a son intérêt propre :

Proposition 5.1 (Novick-Cohen & Pego [158])Soit [a, b] (−∞ < a < b <∞) un intervalle tel que

f ′(a) ≤ f ′(s) ≤ f ′(b) pour touts ∈ [a, b].

Siu0 ∈ [a, b] p.p. dansΩ, alors pour toutt ∈ [0, T ), u(t) ∈ [a, b] p.p. dansΩ.

Ainsi, pourf ′(s) = s3 − s, les valeurs optimalesa et b telles que[a, b] contient[−1, 1] et f ′(a) ≤ f ′(s) ≤
f ′(b) pour touts ∈ [a, b] sonta = −2/

√
3 et b = 2/

√
3 (cf. Figure 5.2).

a = −2/
√

3

b = 2/
√

3

2/3
√

3

−2/3
√

3

−1/
√

3

1/
√

3

−1
1 s

FIG. 5.2: Cubiquef ′(s) = s3 − s

Remarque 5.1 Il est facile de voir que sid = 1, toute fonction réglée (i.e.une limite uniforme de fonctions en
escalier) peut être choisie comme condition initiale dans le Théorème 5.1. Sid = 2 ou 3, la condition (5.10)
sur la suite de maillages est plus contraignante. Elle est vérifiée pour une suite de type « dyadique » (découper
les triangles en 4) en dimension2.

La discrétisation du problème (5.4) que nous avons utiliséeest assez naturelle. Nous résolvons (5.5) par
éléments finisP 1, avec un second membreP 0, et nous reportons le résultat dans (5.4). Cela s’écrit : pour
uh

0 ∈Mh, trouver(uh, wh) : R+ →Mh × V h tels que

ν(∇wh(t),∇ϕh) + (wh(t), ϕh) = (f ′(uh(t)), ϕh), ∀ϕh ∈ V h, (5.11)

ν(uh
t (t), eh) = (wh(t), eh) − (f ′(uh(t)), eh), ∀eh ∈Mh, (5.12)

uh(0) = uh
0 . (5.13)

Remarquer que l’on utilise encore une formulation « splitting » du problème, un peu comme pour la discréti-
sation de Cahn-Hilliard classique.

En analysant la forme matricielle de ce schéma, on obtient :
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Théorème 5.2 (P. [11])Pour toutuh
0 ∈ Mh, le problème(5.11)–(5.13)admet une unique solution(uh, wh)

dansC1(R+,M
h)×C0(R+, V

h). De plus,(5.11)–(5.13)peut être vu comme un flot de gradient pour la fonc-
tionnelleF définie par(5.6), pour un produit scalaire approprié surMh. En particulier, sif est analytique,
il existe un état d’équilibre discret(uh,∞, wh,∞) ∈Mh × R tel queuh(t) → uh,∞ etwh(t) → wh,∞ lorsque
t→ +∞.

La convergence uniforme deuh versu s’obtient relativement aisément en dimensiond = 1. En dimension
2 et 3, elle est basée sur le principe du maximum discret pour la discrétisation par éléments finisP 1 du
problème (5.5), discrétisation utilisée dans (5.11) : d’après un résultat célèbre de Ciarlet et Raviart [64], ce
principe du maximum discret et la convergence uniforme qui en résulte sont assurés si la solutionw appartient
àW 1,p(Ω) pour unp > d. Pour garantir ce principe du maximum discret, il est en outre nécessaire de faire
des hypothèses supplémentaires sur la suite de triangulations{Thk

} (lorsqued = 2, 3). Nous supposons donc
que cette triangulation estrégulière, i.e. qu’elle satisfait la condition d’angle minimal, et qu’elleest à angles
aigüs,i.e. : pourd = 2, l’angle de chacun triangle est inférieur àπ/2 − ε, pour unε > 0 indépendant dehk ;
pourd = 3, l’angle entre deux faces d’un même tétrahèdre est inférieur àπ/2− ε, pour unε > 0 indépendant
dehk. Nous dirons également que la suite de triangulations{Thk

} est croissante si elle satisfait (5.10). Sous
ces conditions, nous avons :

Théorème 5.3 (P. [11])Soient{Thk
}k∈N une suite croissante et régulière de triangulations à angles aigüs,

u0 ∈ X({Thk
}) etuhk

0 ∈Mhk une suite telle que
∥

∥

∥
u0 − uhk

0

∥

∥

∥

L∞(Ω)
→ 0. Alors, pour toutT > 0,

sup
0≤t≤T

∥

∥

∥
u(t) − uhk(t)

∥

∥

∥

L∞(Ω)
→ 0,

oùu est la solution de(5.4) telle queu(0) = u0 etuhk est la solution de(5.11)–(5.12)telle queuhk(0) = uhk
0 .

Le schéma de la preuve de ce résultat est relativement standard : on utilise la projection elliptique deu (pour
laquelle on a le résultat d’approximation uniforme de Ciarlet et Raviart), et l’on compare cette projection à
uhk en utilisant les équations vérifiées paru etuhk .

Remarquons qu’en dimensiond = 1, il est possible d’obtenir une estimation d’erreur optimale :

Théorème 5.4 (P. [11])Sid = 1, siu0 est lipschitzienne par morceaux, relativement à la subdivision initiale
Th0

, et si la suite de subdivisions{Thk
} est croissante, alors il existeC,C ′ > 0 indépendantes dehk telles

que

sup
0≤t≤T

∥

∥

∥
u(t) − uhk(t)

∥

∥

∥

L∞(Ω)
≤ C

(

∥

∥

∥
u0 − uhk

0

∥

∥

∥

L∞(Ω)
+ C ′hk

)

.

On a ainsi une estimation enO(hk) en choisissantuhk
0 comme le projeté deu0 pour le produit scalaireL2(Ω).

Ce résultat est possible car les discontinuités deu(t) ne dépendent pas det. En dimension supérieure, on ne
peut pas espérer un tel résultat, puisque l’on ne peut espérer pas une régularité de typeC0,1 pour la solution
w du problème elliptique (5.5), lorsqueg est seulement continu par élément. On pourrait espérer obtenir des
estimations enO(hα) pour unα ∈ (0, 1) dépendant du domaine.

5.3 Illustration numérique

La Figure 5.3 représente une solutionu de (5.4) en dimensiond = 1 sur l’intervalleΩ = (0, 1), pour la
nonlinéaritéf ′(s) = s3 − s, et pourν = 0.1. La condition initiale est la fonction régulière

u0(x) = 0.5 tanh(2(x− 0.2)) x ∈ [0, 1].
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FIG. 5.3: Solution de (5.4) à des intervalles de temps de0.125 et état final

La discrétisation en espace est faite par (5.11)–(5.12) avec une subdivision uniforme de pash = 2−12, et la
discrétisation en temps est faite par un schéma de Crank-Nicolson de pas constantδt = h. On observe que la
solution paraît continue pour chaquet et qu’elle évolue vers un état constant par morceaux lorsquet→ +∞,
comme prédit par la théorie. En pratique, avec la discrétisation, l’état final est visuellement atteint dès le temps
t = 1.5. On remarque que l’état final prend des valeurs en dehors de l’intervalle[−1, 1] (mais dans l’intervalle
[], cf. Proposition 5.1), au contraire de ce qui est observé généralement pour l’équation de Cahn-Hilliard. En
particulier, cet état final n’est pas un minimiseur deF avec masse imposée.

La Figure 5.4 illustre qu’une solution de l’équation de Cahn-Hilliard visqueuse (5.3) avec une condition
initiale à valeurs dans[−1, 1] ne reste pas nécessairement à valeurs dans[−1, 1], lorsquef ′(s) = s3 − s. La
discrétisation en espace est une formulation « splitting »P 1-P 1 comme pour le modèle de Cahn-Hilliard-
Gurtin (3.27)–(3.29), avec des conditions au bord de type Neumann homogène ici au lieu des conditions
périodiques. L’intervalle de calcul[0, 1] est divisé en800 intervalles égaux ; la discrétisation en temps est faite
par un schéma de Crank-Nicolson de pas constantδt = 1/800. Les paramètres de l’équation sontν = 0.1,
α = 0.0001, et la condition initiale estu0(x) = −0.8−u−

2 tanh(20(x−0.35))+ 0.8+u−

2 avecu− = 0.28/0.65.
On observe également que la solution converge asymptotiquement en temps vers un état stationnaire pour

l’équation de Cahn-Hilliard, qui prend des valeurs dans[−1, 1]. Pour des petits temps, la solution de (5.3) se
comporte en gros comme celle de (5.4) (α = 0), et pour des grands temps, elle se comporte en gros comme
celle de l’équation de Cahn-Hilliard (ν = 0).
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FIG. 5.4: Une solution de (5.3) pourν = 0.1, α = 0.0001
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Chapitre 6

Équation d’Allen-Cahn-Gurtin (article [10])

6.1 Modèle

Dans [111], Gurtin établit plusieurs généralisations de l’équation d’Allen-Cahn, en suivant la même dé-
marche que celle adoptée pour l’équation de Cahn-Hilliard-Gurtin de la Section 3.1 (notion de microforces,
séparation des lois constitutives et des lois de conservation). Une des généralisations proposée est

(β − div a)∂tu+ (b− a) · ∇∂tu− div

(

∂∇uψ(u,∇u) +A∇∂tu

)

+ ∂uψ(u,∇u) = γ (6.1)

où β = β(Z) est un scalaire,a = a(Z), b = b(Z) sont des vecteurs deRd, A = A(Z) est une matrice
carrée de tailled à coefficients réels, dépendant tous de la variableZ = (u,∇u, ∂tu,∇∂tu) (Z représente
la liste des variables constitutives) ;ψ = ψ(u,∇u) est l’énergie libre volumique etγ est un terme source.
Les coefficientsβ, a, b et A satisfont la condition de dissipativité suivante, qui garantit que l’équation est
thermodynamiquement consistante : pour toutes les valeursdeZ = (u,∇u, ∂tu,∇∂tu), on a

β(Z) (∂tu)
2 + (∂tu) (a(Z) + b(Z))t (∇∂tu) + (∇∂tu)

tA(Z) (∇∂tu) ≥ 0.

Lorsqueβ, a, b etA sont constants, qu’il n’y a pas de terme source, et queψ est défini comme dans l’équation
d’Allen-Cahn classique par

ψ(u) = f(u) +
α

2
|∇u|2 ,

l’équation (6.1) se réduit à

β∂tu+ b̃ · ∇∂tu− div
(

A∇∂tu
)

− α∆u+ f ′(u) = 0, (6.2)

avec̃b = b−a. Dans cette dernière équation, seule la différenceb̃ = b−a intervient, de sorte qu’en choisissant
sans perte de généralitéa+ b = 0, la condition de dissipativité s’écrit simplement

β ≥ 0 et ytAy ≥ 0 pour touty ∈ R
d.

Notons que comme pour le modèle de Cahn-Hilliard-Gurtin (cf. (3.6)), nous pouvons supposer queA est
symétrique, sans perte de généralité pour l’étude de ce modèle à coefficients constants.

L’équation (6.2) a été étudiée dans [56] pour un potentielf polynomial de la forme (1.9), en supposant
β > 0 etA symétrique définie positive. L’existence globale et l’unicité de la solution pour une donnée initiale
dansH1

per(Ω) a été établie en dimensiond ≤ 3 pour une croissance sous-critique def et des conditions au
bord périodiques ; l’existence d’attracteurs de dimensionfinie a également été établie.

Lorsque nous avons voulu étudier la même équation avec un potentiel logarithmique de la forme (1.8),
nous nous sommes heurtés à des difficultés inattendues, liées à l’absence d’un principe de comparaison
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pour (6.2). Nous avons montré que même pour des données initiales deu à valeurs dans(−1, 1), il peut
arriver (pourα assez petit) que la solutionu prenne les valeurs singulières±1 en un (ou plusieurs) points du
domaine, au bout d’un temps fini. Un tel problème était inattendu pour plusieurs raisons. En effet, dans le cas
particulier linéaire f ′ ≡ 0, b̃ = 0, A = aI (a > 0), l’équation (6.2) satisfait un principe de comparaison
(pour des conditions au bord périodiques, par exemple). Ce principe de comparaison a été établi dans [72]
pour des équations pseudo-paraboliques et des opérateurs plus généraux que le laplacien (éventuellement non
linéaires). L’absence de principe de comparaison pour (6.2) est dû à la partienon linéaire, et peut être attribué
au caractère non local de l’équation, qui apparaît en la récrivant comme une équation intégro-différentielle
(cf. (6.4)) ; le termeα∆ apparaît alors comme une perturbation du casα = 0.

Cependant, dans les modèles de champ de phase avec potentiellogarithmique, même en l’absence d’un
principe de comparaison, on arrive en général à montrer l’existence de solutions faibles globales : moralement,
la singularité du potentiel suffit à imposer que le paramètred’ordreu reste dans l’intervalle(−1, 1). C’est le
cas par exemple de l’équation de Cahn-Hilliard classique (1.5) avec un potentiel logarithmique (voir [70, 81]
et la Section 1.2) ou encore de l’équation de Cahn-Hilliard-Gurtin (3.8), qui est un modèle très proche de (6.2)
(voir [57, 31]). Une des différences entre les deux modèles de Gurtin tient au fait que dans l’équation (6.2),
l’ordre de dérivation le plus élevé est 3 (il est imposé par l’opérateurdiv

(

A∇∂tu
)

, d’ordre 2 en espace et 1
en temps, tandis que dans (3.8), l’ordre le plus élevé est 4 (en espace).

Dans le cas de l’équation de Cahn-Hilliard classique avec conditions au bord dynamiques et potentiels
logarithmiques, Miranville et Zelik [153] ont montré qu’une solution peut prendre les valeurs±1 sur une partie
du bord de mesure strictement positive (voir également [58]pour des simulations numériques). Ils ont réussi
à obtenir des solutions globales en redéfinissant le conceptde solution. Le phénomène dans leur cas diffère
de celui que nous avons observé pour l’équation d’Allen-Cahn-Gurtin car il se produit sur le bord du domaine
et non pas à l’intérieur. De tels exemples montrent qu’il faut rester attentif dans l’analyse mathématique de
modèles avec potentiels singuliers.

Nous détaillons ci-dessous les contre-exemples que nous avons exhibés. Ils sont valables dès la dimension
un de domaine.

6.2 Contre-exemples théoriques et numériques

En dimensiond = 1, l’équation (6.2) avec des conditions au bord périodiques s’écrit

ut + buxt − auxxt − αuxx + f ′(u) = 0, x ∈ T, t > 0, (6.3)

où nous avons fixéβ = 1 etT = R/Z, sans perte de généralité. Dans toute la section, nous supposons que

b ∈ R, a > 0 et α > 0.

SoitLa,b l’opérateur défini parLa,b = I+b.∇−a∆ avec domaineH1(T), oùH1(T) = H1
per(0, 1). D’après le

Théorème de Lax-Milgram,La,b est un isomorphisme deH1(T) sur(H1(T))
′

. De même,∆ opère deH1(T)
dans(H1(T))′. En remarquant queLa,b commute avec∆, nous récrivons (6.3)

ut = α∆ ◦ L−1
a,bu− L−1

a,bf
′(u). (6.4)

Par régularité elliptique,L−1
a,b envoieHm(0, 1) dansHm+2(T) pourm ∈ N

⋆, etC0(T) dansC2(T), oùCk(T)

est l’espace des fonctionsk fois continûment différentiables surT. Par conséquent, l’opérateurB = −∆◦L−1
a,b

est borné deC0(T) dansC0(T) et deH1(T) dansH1(T). Nous considérons (6.4) comme une EDO non locale
surC0(T) ou surH1(T). Avec ce cadre, l’existence locale de solutions est immédiate.
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6.2.1 Cas d’un potentiel polynomial

Dans le cas d’un potentiel polynomial défini par (1.10), le Théorème de Cauchy-Lipschitz dans l’espace
de BanachH1(T) implique

Proposition 6.1 (Cherfils & P. [10]) On suppose quef ′(s) = s3 − s. Alors pour toutu0 ∈ H1(T), l’équa-
tion (6.4) admet une unique solution maximaleu ∈ C1((T−,+∞),H1(T)) (−∞ ≤ T− < 0) telle que
u(0) = u0.

Noter que l’existence globale pourt ≥ 0 est assurée par les estimations a priori faites dans [56].
Lorsquef ′(s) = s3 − s, il est clair que l’équation (6.3) admet±1 comme solutions constantes. Dans ce

cas, nous proposons le contre-exemple suivant au principe de comparaison.

Proposition 6.2 (Cherfils & P. [10]) On suppose quef ′(s) = s3 − s. Alors, pourα > 0 assez petit, la
solutionu de (6.4) de donnée initialeu0(x) = cos(2πx) satisfait‖u(−t)‖∞ < 1 et ‖u(t)‖∞ > 1, pour tout
t > 0 assez petit.

Démonstration.Par développement limité ent = 0,

u(x, t) = cos(2πx) + tut(x, t) + o(t) lorsquet→ 0, uniformément enx ∈ T.

Comme‖u0‖∞ = 1 et que la borne est atteinte seulement enx = 0 et x = 1/2 dansT, avecu0(0) = 1 et
u0(1/2) = −1, il suffit de montrer queut(0, 0) > 0 etut(x = 1/2, t = 0) < 0. La preuve de ceci est basée
sur un calcul explicite, utilisant le fait que la famille(ei2kπx)k∈Z est une famille de vecteurs propres deLa,b

et∆. On utilise également une formule de linéarisation pour traiter le termeu3
0. Dans le casb = 0, on montre

en particulier queut(0, 0) > 0 si et seulement siα < 2a/(1 + 36aπ2), ce qui donne une estimation explicite
pourα. �

La Figure 6.1 montre des simulations numériques effectuéesavecScilab, pour la non-linéaritéf ′(s) =
s3−s. La condition initialeu0(x) = 0.8 cos(2πx) prend des valeurs dans(−1, 1), et les paramètres sonta = 1,
b = 4 etα = 0.001. La discrétisation en espace est faite par éléments finis conformes continus et affines par
morceaux (P 1), et la discrétisation en temps est un schéma de Crank-Nicolson [170, 180] ; cette discrétisation
est faite sur la formulation variationnelle de l’équation (6.3). La subdivision en espace est uniforme, avec un
pas∆x = 0.0025, et la subdivision en temps est uniforme aussi, avec un pas∆t = 0.07. La solution est
affichée aux itérations en tempsn = 0, 500, 1500 et 14000. On voit que la solution dépasse nettement les
valeurs±1 à l’itérationn = 1500. En fait, le maximum de la solution obtenu numériquement est1.0719 à
l’itération n = 1621 (n∆t ≈ 113) et au pointx ≈ 0.03. La valeur deu pour de grands temps (itération
n = 14000) illustre le comportement asymptotique de la solution, quiconverge vers un état d’équilibre à
valeurs dans[−1, 1] (voir Proposition 1.2).

6.2.2 Cas d’un potentiel logarithmique

Dans cette section, nous considérons un potentiel logarithmique avecf ′ défini en (1.8) par

f ′(u) =
θ

2
ln

(

1 + u

1 − u

)

− θcu, u ∈ (−1, 1) (0 < θ < θc).

En particulier,β > 0 est l’unique racine strictement positive def ′ et l’on a

0 < γ < β < 1, f ′(γ) < f ′(β) = 0 et f ′′(γ) = 0 < f ′′(β).

Nous utiliserons l’espaceX = C0(T), qui est un espace de Banach pour la norme

‖v‖∞ = sup
x∈T

|v(x)| , v ∈ X.

Le Théorème de Cauchy-Lipschitz appliqué à (6.4) et avec unecondition initiale dansX s’énonce :

69



0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x

u

U_0

U_500

U_1500

U_14000

FIG. 6.1: u0(x) = 0.8 cos(2πx), α = 0.001, a = 1, b = 4

Théorème 6.1 (Cherfils & P. [10]) On suppose quef ′ est localement lipschitzienne sur(−1, 1). Alors, pour
tout u0 ∈ X tel que‖u0‖∞ < 1, l’équation (6.4) admet une unique solution maximaleu ∈ C1([0, T+);X)
telle queu(0) = u0 et ‖u(t)‖∞ < 1 pour tout t ∈ [0, T+). Si T+ < +∞, alors ‖u(t)‖∞ → 1 lorsque
t→ T+.

Une solution de (6.4) dans le sens ci-dessus sera appeléesolution classique. Comme il s’agit d’une application
du Théorème de Cauchy-Lipschitz, le résultat ci-dessus estégalement valable pour des temps négatifs,i.e. si
l’on remplace[0, T+) par(T−, 0]. Nous utiliserons cette remarque dans la démonstration du résultat principal.

Remarquons tout d’abord que certaines des solutions de (6.3) sont globales,i.e. définies pour toutt ≥ 0.
En effet, toutes les solutions stationnaires du problème d’Allen-Cahn (cf. Section 1.3), et en particulier les
solutions constantesu = 0 et u = ±β, sont des solutions stationnaires pour (6.3). Comme pour l’équation
d’Allen-Cahn classique (1.3), ces deux solutions sont asymptotiquement stables :

Proposition 6.3 (Cherfils & P. [10]) Si f ′ est défini par(1.8), la solution constanteβ de (6.4) est asympto-
tiquement stable, i.e. il existeρ ∈ (0, 1 − β) tel que siu0 ∈ X satisfait‖u0 − β‖∞ < ρ, alors la solutionu
de (6.4) de condition initialeu0, donnée par le Théorème 6.1, est définie sur[0,+∞) et satisfaitu(t) → β
dansX lorsquet→ +∞.

Par invariance de (6.4) pour la symétrieu 7→ −u, −β est également asymptotiquement stable.

Démonstration.L’équation linéarisée de (6.4) enβ est

vt = −Cv, t ≥ 0, avecC = −α∆ ◦ L−1
a,b + f ′′(β)L−1

a,b .

Pour montrer queβ est asymptotiquement stable, il suffit de montrer que le spectre deC dansX est contenu
dans un demi-plan{z ∈ C : Re(z) > δ}, pour unδ > 0. Un calcul simple montre que pour toutk ∈ Z,
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C(ei2kπx) = λk ei2kπx, avec

λk =
[α(2kπ)2 + ω][1 + a(2kπ)2 − i2kπb]

[1 + a(2kπ)2]2 + [2kπb]2
(ω = f ′′(β) > 0).

En d’autres termes, toute fonctionei2kπx est un vecteur propre deC. On en déduit alors, par un raisonnement
soigneux, que

σL2(C) = {λk, k ∈ Z} = σX(C).

La première égalité vient du fait que{ei2kπx}k∈Z forme une base hilbertienne deL2, et la deuxième égalité
s’en déduit par régularité elliptique. On remarque enfin queRe(λk) > 0 pour toutk, et queRe(λk) → α/a >
0 lorsquek → ±∞, et ceci termine la preuve. �

Le résultat denon-existence globaled’une solution classique pour un potentiel logarithmique est le sui-
vant :

Théorème 6.2 (Cherfils & P. [10]) On suppose quef ′ est défini par(1.8) et on fixex0 ∈ T. Alors, pour
α > 0 assez petit, il existeT > 0 et

u ∈ C1([−T, 0];C0(T)) ∩ C1([−T, 0);C2(T))

tels que‖u(t)‖∞ < 1 pour toutt ∈ [−T, 0), u satisfait (6.4) sur [−T, 0), u(x0, 0) = 1 etut(x0, 0) > 0. En
particulier, u ne peut pas être prolongé pour des temps positifs comme une solution classique de(6.4).

Démonstration.Comme (6.4) est invariante par la translationx 7→ x − x0, il suffit de prouver le résultat
dans le casx0 = 0, et nous supposons donc quex0 = 0. La preuve est divisée en plusieurs étapes. Dans une
première étape, nou fixonsu0 ∈ C2(T) à valeurs dans[γ, 1] satisfaisant

u0(0) = 1, u0(x) < 1 si x 6= 0, f ′(u0) ∈ L1(0, 1) et (L−1
a,bf

′(u0))(0) < 0.

Cela est possible carL−1
a,b est un opérateur intégral à noyau strictement positif : il existe une fonctionk ∈

C0(T), k > 0 surT, telle que

L−1
a,b(g)(0) =

∫ 1/2

−1/2
g(y)k(y) dy pour tout g ∈ L1(T) ≃ L1(0, 1).

On peut alors choisir par exemple

u0(x) = ϕ(x/δ), x ∈ (−1/2, 1/2),

avecδ > 0 assez petit, etϕ ∈ C∞(R), ϕ paire,ϕ strictement décroissante sur[0, 1], telle que

ϕ(0) = 1, ϕ′(0) = 0, ϕ
′′

(0) < 0 etϕ ≡ γ sur [1,+∞[.

Pourδ > 0 petit, le signe de[L−1
a,bf

′(ϕ(·/δ))](0) est celui def ′(γ) < 0. Ainsi, pourα > 0 petit, on a bien (au
moins formellement),

ut(0, 0) = α∆ ◦ L−1
a,bu0 − L−1

a,bf
′(u0)](0) > 0. (6.5)

Comme le résultat d’existence local ne s’applique pas directement pour la donnéeu0, on régulariseu0 en
posant

uε
0(x) = min(u0(x), 1 − ε), x ∈ T.

Pour chaqueuε
0, l’équation (6.4) admet une solution classiqueuε sur un intervalle[−T ε, 0], de donnée initiale

uε
0. En passant soigneusement à la limite lorsqueε→ 0, on construit une solutionu ∈ C1([−T, 0];X) de (6.4)

telle queu(0) = u0. L’existence de la limiteu est basée sur le Théorème d’Ascoli, sur une borneT ε ≥ T > 0
indépendante deε, et sur des estimations a priori qui utilisent le fait que pour α > 0 assez petit, on a (6.5).
Un résultat de régularité basé sur la formule de Duhamel permet de montrer queu est en fait une solution
classique (dans le sens défini par le Théorème 6.2). �
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FIG. 6.2: « Explosion » en temps fini (CB Dirichlet)

Le contre-exemple ci-dessus peut facilement être adapté à des conditions au bord de type Dirichlet ou
Neumann homogènes, ou encore des conditions de Robin homogènes telles que l’opérateurI + b · ∇ − a∆
vérifie le principe du maximum. La Figure 6.2 illustre un cas d’explosion en temps fini (explosion def ′(u)
dans ce cas) pour des conditions au bord de Dirichlet homogène. La non-linéaritéf ′ est définie par (1.8) avec
θ = 1 et θc = 2, i.e.

f ′(s) =
1

2
ln(

1 + s

1 − s
) − 2s.

Le schéma utilisé pour la discrétisation de (6.3) est le mêmeque pour la Figure 6.1 (avec des conditions au
bord de Dirichlet),i.e. éléments finisP 1 en espace et schéma de Crank-Nicolson en temps. Les paramètres
sontα = 0.01, a = 1, b = 4 et la condition initiale estu0(x) = 0.8 sin(4πx). Le pas d’espace est∆x = 0.005
et le pas de temps,∆t = 0.08. La solution est représentée à des intervalles de temps réguliers correspondant
aux itérationsn = 200k, k = 0, 1, . . . 5. La solution atteint la valeur−1 au pointx0 ≈ 0.845 et au temps
t ≈ 80.56 (n = 1007) ; l’exécution du pas de temps suivant provoque une erreur. Ces valeurs pour l’explosion
sont stables lorsque l’on raffine∆x et∆t.

6.3 Une piste pour définir une solution globale

Lorsquef ′ est défini par (1.8), on a

f ′(s) = g(s) − θcs avecg(s) =
θ

2
ln

(

1 + s

1 − s

)

(s ∈ (−1, 1)).

Commeg′(s) = θ(1 − s2)−1, la fonctiong est strictement croissante sur(−1, 1).
Si l’on supposeb = 0, l’équation (6.4) peut être récrite

ut = −L−1
a,0g(u) + (α∆ ◦ L−1

a,0 + θcL
−1
a,0)u. (6.6)
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SoitA l’opérateur (non linéaire) défini par

D(A) = {u ∈ H1
per(0, 1) : g(u) ∈ L1(0, 1)} et pour toutu ∈ D(A), Au = L−1

a,0g(u).

Remarquons queH1
per(0, 1) ⊂ C0

per([0, 1]), et doncL1(0, 1) ⊂
(

H1
per(0, 1)

)′
; en particulier, commeL−1

a,0 =

(I − a∆)−1 opère de
(

H1
per(0, 1)

)′
dansH1

per(0, 1), Au est bien défini et à valeurs dansH1
per(0, 1).

Considérons l’espaceH = H1
per(0, 1) muni du produit scalaire

〈u, v〉H =

∫ 1

0
uv + au′v′ dx.

On remarque que siu ∈ H est tel queLa,0u ∈ L1(0, 1), alors en intégrant par parties,

〈u, v〉H =

∫ 1

0
La,0uv dx.

On en déduit queA est un opérateur (non linéaire) monotone surH. En effet, pour toutu, v ∈ D(A), on a

〈Au−Av, u− v〉H = 〈L−1
a,0(g(u) − g(v)), u − v〉H =

∫ 1

0
(g(u) − g(v))(u − v) dx ≥ 0.

L’équation (6.6) est de la forme
ut = −Au+ Lu t ≥ 0

oùA est un opérateur monotone deH etL un opérateur linéaire borné deH dansH (que l’on peut considérer
comme une perturbation lipschitzienne). La théorie des opérateurs maximaux monotones [37] donne une
notion de solution globale à ce type d’équation. Il faut cependant s’assurer queA estmaximal monotone, ce
qui n’est pas le cas comme le suggèrent les problèmes rencontrés ci-dessus. On définit alors la fermetureA
(au sens des graphes) deA dansH, et l’on peut montrer queA est maximal monotone. Cependant,A n’est
plus univoque. On récrit alors (6.6) sous la forme

0 ∈ ut +Au− Lu,

et pour cette équation, il est possible d’énoncer un résultat d’existence globale et d’unicité pour toute donnée
initiale u(0) ∈ D(A) (cf. [37, Remarque 3.14]). Le cas général (b 6= 0, dimension de domaine quelconque)
est en cours d’étude.
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Chapitre 7

Multiplicité de solutions stationnaires pour
un modèle de champ de phase cristallin
(article [16])

7.1 Modèle

Elder et al. [74, 75, 164] ont introduit un modèle de « champ de phase cristallin » pour décrire notam-
ment des transitions de phase liquide/solide, de la croissance cristalline ou de la solidification. Le modèle se
veut intermédiaire entre les modèles atomiques (dynamiquemoléculaire) et les modèles continus classiques
(équation de Cahn-Hilliard), dans le sens où le champ qui estconsidéré (la densité moyennée en temps) est
moyenné en temps, mais pas en espace : ainsi, le modèle de champ de phase cristallin permet de simuler des
microstructures à l’échelle interatomique sur des temps très longs, et cette approche a connu un certain succès
chez les physiciens spécialistes du champ de phase.

Le modèle le plus simple est basé sur l’énergie libre

E(u) =

∫

Ω

1

2

(

u2 − 2 |∇u|2 + |∆u|2
)

+ F (u) dx,

oùu est le paramètre d’ordre (typiquement une densité), etF est un potentiel double-puits défini par

F (s) =
s4

4
+ r

s2

2
(s ∈ R)

avecr < 0 fixé ; Ω, un domaine borné deRd (d = 3, typiquement, oud = 1, 2 par simplification) est le
volume occupé par le matériau.

Une telle forme de l’énergie libre permet (heuristiquement) d’obtenir des minimiseurs “périodiques”, car
le terme

∫

Ω
u2 − 2 |∇u|2 + |∆u|2 dx =

∫

Ω
u2 + 2u∆u+ |∆u|2 dx ≥ 0

peut être minimisé par un vecteur propreu de∆ (avec des conditions au bord de type Neumann, par exemple).
Une évolution d’un état liquide avec une densitéu (presque) constante vers un état solide avec une densité
u périodique peut alors être décrite par une équation qui dissipe l’énergie tout en conservant la masse, par
exemple

ut = ∆
δE
δu
,

ou encore
ut = ∆(u+ 2∆u+ ∆2u+ f(u)) dansΩ × R+, (7.1)
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avec
f(s) = F ′(s) = s3 + rs (s ∈ R).

L’équation ainsi écrite, qui est un flot de gradientH−1 de l’énergieE , est une version conservative de
l’équation de Swift-Hohenberg [181], exactement comme l’équation de Cahn-Hilliard est une version conser-
vative de l’équation d’Allen-Cahn. Rappelons que l’équation de Swift-Hohenberg, qui s’écrit

ut = −
∂E
∂u
,

a initialement été introduite dans l’étude de la convectionde Rayleigh-Bénard (voir [65]). L’utilisation de
modèles de type Swift-Hohenberg en science des matériaux semble plus récente (cf., par exemple, [47, 99],
pour des modèles d’ordre élevé en espace).

Du point de vue mathématique, l’équation de Swift-Hohenberg a déjà été bien étudiée : des résultats sur
l’existence globale et l’unicité de solution, sur la convergence vers une solution stationnaire [118], sur l’exis-
tence d’attracteurs [163, 190], et sur l’existence de solutions stationnaires [161] sont disponibles. Concernant
la version conservative (7.1), outre l’étude dans [16], on peut mentionner l’analyse numérique faite dans [188],
et les simulations numériques dans [55, 117].

Un des buts de l’étude dans [16] était de retrouver du point devue mathématique la physique du problème,
et de répondre à des questions telles que :

– Comment l’équation (7.1) peut-elle produire des solutions périodiques stables ?
– Quelle est la longueur d’onde de ces solutions périodiques?
– Existe-t-il des équilibres stables qui peuvent s’interpréter comme la coexistence des phases liquide et

solide ?
Pour cela, suivant une approche déjà classique pour l’équation de Swift-Hohenberg (cf. [161]), nous avons
abordé plus précisément l’étude des solutions stationnaires de (7.1) par une méthode de bifurcation, en di-
mension d’espaced = 1.

7.2 Une étude de solutions stationnaires en dimension un d’espace

En dimensiond = 1, pour Ω = (0, L) et des conditions au bord de type Neumann homogènes, les
solutions stationnaires de (7.1) vérifient

u+ 2u′′ + u(4) + f(u) = cst dans (0, L),

u′(0) = u′(L) = u(3)(0) = u(3)(L) = 0,

L−1

∫ L

0
udx = m,

oùm, la masse deu, est un réel fixé. Le changement de variable linéairex = Lx̃, x ∈ (0, L), et x̃ ∈ (0, 1)
donne le problème équivalent

u+ 2L−2u′′ + L−4u(4) + f(u) = cst dans (0, 1), (7.2)

u′(0) = u′(1) = u(3)(0) = u(3)(1) = 0, (7.3)
∫ 1

0
udx = m, (7.4)

On remarque que la constanteū = m est une solution triviale de ce problème. D’autre part, si l’on
minimiseE avec la contrainte de masse imposée, on obtient également une solution. Si la constantēu est
instable, on obtient ainsi deux solutions distinctes. Il est donc naturel d’étudier la stabilité de la solution
constante en fonction des paramètres de l’équation, et plusgénéralement d’étudier les éventuelles bifurcations
de cette solution constante.
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Définissons l’espace des solutions fortes :

V̇0 =
{

v ∈ H4(0, 1) :

∫ 1

0
v dx = 0 et v′(0) = v′(1) = v(3)(0) = v(3)(1) = 0

}

.

En posantu = m+ v etε = L−2, le problème (7.2)–(7.4) devient : trouverv ∈ V̇0 tel que

G(v, ε) = 0 avec G(v, ε) := ε2v(4) + 2εv(2) + v + f(m+ v) −
∫ 1

0
f(m+ v) dx.

Nous avons étudié le problème de la bifurcation par rapport au paramètreε.
L’opérateur linéarisé env = 0 s’écrit

L(v, ε) = ∂vG(v, ε) = ε2v(4) + 2εv(2) + v + f ′(m)v, v ∈ V̇0. (7.5)

Cet opérateur admet une base orthogonale de vecteurs propres ϕk : x 7→ cos(kπx), k = 1, 2, . . . , pour les
valeurs propres

(ελk − 1)2 + f ′(m) avecλk = (kπ)2. (7.6)

Comme on le verra, il y a génériquement une bifurcation lorsque la valeur propre définie par (7.6) s’annule,
car dans ce cas, l’opérateur linéariséL(·, ε) n’est pas inversible. En revanche, siL(·, ε) est inversible, alors
par le théorème des fonctions implicites, on peut paramétrer localementv en fonction deε.

Si f ′(m) = 3m2 + r > 0 (et en particulier sir > 0), les valeurs propres deL(v, ε) sont strictement
positives, et la solution constanteū = m est toujours stable.

On suppose maintenant quef ′(m) = 3m2 + r ≤ 0, et l’on note

εk =
1 +

√

−f ′(m)

λk
, ε̄k =

1 −
√

−f ′(m)

λk
,

les racines de (7.6). On remarque que sif ′(m) ∈ (−1, 0), alors0 < ε̄k < εk ; de plus,

1 ≤ k1 < k2 ⇒ εk1
> εk2

et ε̄k1
> ε̄k2

.

Si f ′(m) ≤ −1, alorsε̄k ≤ 0 < εk et1 ≤ k1 < k2 impliqueεk1
> εk2

.
Par conséquent, lorsquef ′(m) ≤ −1, on aε̄k 6= εk′ pour toutk, k′ ≥ 1, et

KerLε = V ect{ϕk} si ε = εk ou ε̄k. (7.7)

Lorsquef ′(m) ∈ (−1, 0), l’égalité ε̄k = εk′ se produit pour une infinité dénombrable de valeursf ′(m) ∈
(−1, 0) telles que

1 −
√

−f ′(m)

1 +
√

−f ′(m)
=

(

k′

k

)2

, pour1 ≤ k′ < k.

Ces valeurs forment un ensemble dense dans(0, 1), mais dans le cas générique (i.e.en dehors de ces valeurs),
on aε̄k 6= εk′ pour toutk, k′ ≥ 1, et la relation (7.7) est encore vraie.

La stabilité de la solution constantēu = m se déduit aisément des considérations ci-dessus :

Proposition 7.1 (P. & Rougirel [16]) On suppose quef ′(m) < 0 et queε 6= εk, ε̄k pour tout1 ≤ k ≤ k′.
Alors la solution constante de(7.2)–(7.4)est instable si et seulement si

ε ∈ (0, εk+
)∪̇(ε̄k+−1, εk+−1)∪̇ . . . ∪̇(ε̄1, ε1),

oùk+ est le plus grand entier≥ 2 tel queεk < ε̄k−1 (k+ = 1, si aucun tel entier n’existe).
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En particulier, pourε > 0 petit, la solution̄u = m est instable.

Théorème 7.1 (P. & Rougirel [16]) Soitε⋆ > 0. On suppose quef ′(m) < 0, et queε⋆ = εk⋆ ou ε̄k⋆ pour
un k⋆ ≥ 1, aveckerL(·, ε⋆) = V ect{ϕk⋆}. Alors, il existe localement une unique branche de solutions non
triviales deG(v, ε) = 0 passant par(0, ε⋆). De plus, si

(ε⋆λ2k⋆ − 1)2 + f ′(m) 6= f ′′(m)

f ′′′(m)
,

alors ces solutions satisfont

v = ±
(

2

ε̈(0)
(ε− ε⋆)

)1/2

ϕk⋆ + o
(

|ε− ε⋆|1/2
)

dans V̇0, (7.8)

où

ε̈(0) :=
ε⋆/8

ε⋆λk⋆ − f ′(m) − 1

(

f ′′(m)2

(ε⋆λ2k⋆ − 1)2 + f ′(m)
− f ′′′(m)

)

.

Remarque 7.1 La relation (7.8) implique que(ε − ε⋆)/ε̈(0) ≥ 0, et donne le sens de la concavité de la
branche au voisinage de(0, ε⋆).

Remarque 7.2 Dans [16], d’autres résultats théoriques ont été montré :
– principe d’échange de stabilité ;
– 2/k⋆ -périodicité des solutions au voisinage du point de bifurcation ;
– étude du cas critiquef ′(m) = 0 ;
– étude du cas non générique (avec un noyau de dimension deux), par la méthode du polygone de Newton.

7.3 Simulations numériques
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FIG. 7.1: Casm = 0, r = −0.1
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FIG. 7.2: 1ère et 2èmecourbe pourm = 0, r = −0.75

Les Figures 7.1 à 7.5 montrent le résultat de simulations numériques avec le logicielScilab. Le pro-
blème (7.2)–(7.4), d’ordre 4 en espace, a été discrétisé parune méthode d’éléments finisP 1 avec « splitting »,
suivant les méthodes bien connue pour l’équation de Cahn-Hilliard (voir Section 3.3.2). L’algorithme utilisé
pour suivre une branche est un algorithme standard de prédicteur-correcteur avec pas fixe (cf. [139, Algorithm
2.3.3]). Le point de départ sur chaque courbe est trouvé par un algorithme de Newton initialisé avec un profil
enϕk et en testant plusieurs amplitudes. Pour chaque figure de bifurcation, l’axe des abscisses représenteL/π
oùL = ε−1/2 etuε(0), oùuε vérifie G(uε, ε) = 0. La couleur bleue est associée aux solutions stables ; plus
généralement, chaque couleur représente la dimension de lavariété instable de la solution pour le problème
d’évolution (7.1).

Dans la Figure 7.1, pourm = 0 et r = −0.1, avecL variant de0+ à6π, la ligne horizontale correspond à
la solution trivialeu ≡ 0. La première courbe sur la gauche, qui intersecte cette ligne horizontale, correspond
à une branche de bifurcation initialisée avec un profil enϕ1. D’après le Théorème 7.1, l’intersection se produit
aux valeurs

L1 = ε
−1/2
1 ≈ 0.87π et L̄1 = ε̄

−1/2
1 ≈ 1.21π.

Les valeurs numériques deL1 et L̄1 (qui peuvent être trouvées par un zoom sur le graphique) sonten excellent
accord avec ces valeurs. De même, lakème courbe sur la Figure 7.1 (en partant de la gauche) est une branche
de bifurcation initialisée par un profil enϕk ; elle intersecte la ligne horizontale enLk et L̄k > Lk. On
remarque que la stabilité de la solution triviale est comme annoncée dans la Proposition 7.1, aveck+ = 3 et
L3 ≈ 2.61π.

La Figure 7.2 montre les deux premières courbes de bifurcation dans le casm = 0 et r = −0.75. La
première courbe est plus complexe que dans la Figure 7.1 car semble se recouper entreL1 et L̄1, mais seule
la valeur deu(0) en ces points vaut0 (la solutionu elle-même n’est pas constante, mais oscillante).

La Figure 7.3 illustre un cas où la solution stable n’appartient plus à une branche de bifurcation de la
constante. Cette solution stable, trouvée indépendamment, correspond à un profil oscillant d’amplitude crois-
sante, représenté dans la Figure 7.4 pourL = 7π. Si l’on prolonge la branche de cette solution stable,
ces caractères s’accentuent et on trouve pourL ≈ 20π (Fig. 7.5) une solution stable présentant une partie
presque constante et une partie oscillante d’amplitude presque constante. Une telle solution peut être interpré-
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FIG. 7.3: Casm =
√

0.4/3, r = −0.5 (détail, avec la solution stable)

tée comme une coexistence de phases liquide/solide, et ce résultat numérique confirme les prédictions d’Elder
et Grant [74].
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Chapitre 8

Applications harmoniques du disque à
valeurs dans la sphère (articles [5, 6, 8]

8.1 Brisure de symétrie pour le problème de Dirichlet (articles [6, 8])

NotonsD = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 < 1} le disque unité, de frontière∂D = S1, et S2 = {v =

(v1, v2, v3) ∈ R
3 : v2

1 + v2
2 + v2

3 = 1} la sphère unité deR3. Le problème de Dirichlet pour les applications
harmoniques deD dansS2 s’énonce ainsi : pour une donnée au bordγ : ∂D → S2, trouveru : D → S2

solution de

−∆u = u |∇u|2 dansD, (8.1)

u = γ sur∂D. (8.2)

En considérant une suite minimisante de l’énergie de Dirichlet

E(u) =
1

2

∫

D
|∇u|2 dxdy (8.3)

dans l’ensembleEγ des fonctions deH1(D,S2) satisfaisant la donnée au bord, c-à-d

Eγ =
{

u ∈ H1(D,S2) : u|∂D = γ au sens des traces
}

, (8.4)

on montre facilement que le problème (8.1)–(8.2) admet toujours au moins une solution dès queEγ n’est pas
vide (ce qui est le cas siγ ∈ C1(S1, S2), par exemple). Rappelons queH1(D,S2), défini par (12), désigne
l’ensemble des applicationsu : D → S2 d’énergie finie ; d’après un résultat de régularité de Hélein[113],
toute solutionu ∈ H1(D,S2) du problème (8.1)–(8.2) est de classeC∞ dansΩ, avec la régularité maximale
possible en fonction de la régularité de la donnée au bord [168].

Un résultat frappant de Lemaire [132] montre que siγ est constant, l’application constante est l’unique
solution du problème (8.1)–(8.2). Siγ n’est pas constant et siEγ n’est pas vide, Brezis et Coron [40] (voir
également [122]) ont montré que le problème admet au moins deux solutions distinctes, chacune étant un
minimiseur deE dans sa classe d’homotopie. Rappelons que les classes d’homotopieEγ,k définies par

Eγ,k = {u ∈ Eγ , Q(u) −Q(u) = k} (k ∈ Z) (8.5)

sont les composantes connexes deEγ pour la distance induite par la normeH1(D,R3) ; ici, la fonctionnelle
Q est donnée par

Q(u) =
1

4π

∫

D2

u · (ux ∧ uy) dxdy, (8.6)
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u désigne un élément fixé comme référence dansEγ (un minimiseur global, typiquement), et l’entier relatifk
est le degré deu (relativement àu). La difficulté principale, surmontée par Brezis, Coron et Jost, est que le
degré n’est en général pas conservé pour une suite deH1(D,S2) convergeant faiblement dansH1(D,R3).

Lorsqueγ est défini par

γ(x, y) = (Rx,Ry,
√

1 −R2), x2 + y2 = 1, (8.7)

avecR ∈ (0, 1], la question de savoir s’il existe d’autres solutions au problème (8.1)–(8.2) que les deux
solutions de Brezis et Coron est encore ouverte aujourd’hui. L’enjeu est soit de trouver une solution non mini-
misante, soit de prouver la symétrie de toute solution au problème. Cette question d’unicité, qui a grandement
motivé mon étude du problème, apparaît déjà dans l’article [25] ; elle est parfois appelée « problème de Bre-
zis », car H. Brezis l’a mis en évidence et reformulée, notamment lors d’un colloque en son honneur à Paris
en juin 2004, ainsi que dans [39].

Même si le problème de Brezis est encore ouvert, la question de l’existence d’un minimiseur deE dans
une classe d’homotopie donnée a été résolue dans [167, 129] par des méthodes d’analyse complexe, en terme
de l’existence d’un prolongement holomorphe et/ou anti-holomorphe deγ àD. En appliquant une théorie de
Morse pour les applications harmoniques, Qing [166] a également montré que pour certaines données au bord,
il existait des solutions distinctes du problème (8.1)–(8.2) appartenant à une même classe d’homotopie.

Dans mes deux articles [6, 8], je me suis intéressé aux symétries du problème, qui sont très riches car
l’énergie de Dirichlet (8.3) est invariante par toute transformation conforme du domaineD, d’une part, et
par toute isométrie deR3, d’autre part. A ce titre, le problème (8.1)–(8.2) peut êtrerapproché des problèmes
elliptiques avec exposant critique (cf., par exemple, [38]). L’étude des symétries du problème n’avait pas
encore été abordée de manière systématique, et s’est révélée très fructueuse.

Pour préciser les choses, nous identifions dans la suiteD à {z ∈ C : |z| < 1} et nous notonsAut(D)
le groupe des difféomorphismes holomorphes ou anti-holomorphes deD dansD. Les groupe des isométries
vectorielles deR3 est notéO(3). L’invariance deE sous l’action deAut(D) et deO(3) signifie que pour tout
u ∈ H1(D,S2), g ∈ Aut(D) etT ∈ O(3), on a

E(T ◦ u ◦ g−1) = E(u).

On peut d’ailleurs montrer que le choix deAut(D) etO(3) comme groupes de difféomorphismes laissantE
invariant est optimal [6]. Comme, d’autre part,

∣

∣T ◦ u ◦ g−1
∣

∣ = |u| = 1 p.p. dansD si u ∈ H1(D,S2) (où |·|
désigne la norme euclidienne deR

3), le groupeAut(D) ×O(3) agit (à gauche) sur l’espaceH1(D,S2) par

(Aut(D) ×O(3)) × H1(D,S2) → H1(D,S2)
(g, T ), u 7→ T ◦ u ◦ g−1.

L’invariance deE implique aussi (en utilisant la définition (13)) que siu est faiblement harmonique, alors
T ◦u◦g−1 est faiblement harmonique. Par une représentation explicite, il est facile de voir que toute application
g ∈ Aut(D) admet un prolongement analytique (et plus précisément, holomorphe ou anti-holomorphe) à un
voisinage deD, de sorte que le groupeAut(D) × O(3) agit également sur l’ensemble des données au bord.
Il est utile ici de préciser dans quel espace nous choisissons une donnée au bord.

Si Eγ n’est pas vide, alors, par densité des fonctionsC1(D,S2) dans l’espace métriqueH1(D,S2) (pour
la normeH1(D,R3)), γ appartient à

H1/2(S1, S2) =
{

γ ∈ H1/2(S1,R3) : |γ| = 1 p.p. dansS1
}

,

où l’espace de Sobolev fractionnaireH1/2(S1,R3) est l’ensemble des traces sur∂D des applications de
H1(D,R3), défini par

H1/2(S1,R3) = {γ ∈ L2(S1,R3) : |γ|H1/2(S1,R3) <∞},
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et où la semi-norme est définie par

|γ|H1/2(S1,R3) =

(

∫

S1

∫

S1

|γ(x) − γ(y)|2

|x− y|2
dxdy

)1/2

. (8.8)

Plusieurs choix équivalents sont possibles dans la définition (8.8), mais avec ce choix particulier, la semi-
normeH1/2 est invariante sous l’action deAut(D)×O(3), et beaucoup de calculs s’en trouvent simplifiés [8].
Réciproquement, siγ ∈ H1/2(S1, S2), on sait par [28] queEγ n’est pas vide. Dans la suite on supposera donc,
sauf mention explicite du contraire, queγ ∈ H1/2(S1, S2).

Pour l’étude du problème (8.1)–(8.2), une première question naturelle, et que j’ai abordée essentiellement
dans [8], est de classifier les données au bordγ pour cette action de groupe (puisque résoudre le problème
pour une donnée au bordγ revient à le résoudre pour toutes les données au bord appartenant à l’orbite deγ !).
Une telle classification des données au bord est une questiondifficile en général, mais je suis tout de même
parvenu dans [8] à classifier les données au bord dont le stabilisateur est ungroupe continu, le stabilisateur
d’une donnée au bordγ étant défini par

S[γ] =
{

(g, T ) ∈ Aut(D) ×O(3) : T ◦ γ ◦ g−1 = γ p.p. dansS1
}

(dans cette notation, on utilise l’analycité pour identifier g ∈ Aut(D) à sa restriction à∂D). Dans le cas
général, j’ai classifiétous les stabilisateurs possiblesde données au bord, ce qui constitue une étape intermé-
diaire vers la classification des données au bord. La classification obtenue, qui est valable également pour des
données au bord continues (l’hypothèseγ ∈ H1/2(S1, S2) rajoutant des difficultés techniques), est basée sur
des résultat connus de classification des sous-groupes deAut(D) et deO(3).

Dans la suite, nous notonsAut+(D) (O+(3), respectivement) les difféomorphismes deAut(D) (O(3),
respectivement) préservant l’orientation ; nous introduisons les données au bord particulières

γa,n : S1 ∋ z 7→ Π−1
N (azn) ∈ S2 (a ∈ [1,+∞), n ∈ N

⋆),

où ΠN : S2 → Ĉ est la projection stéréographique de pôle nord, qui identifie S2 à la sphère de Riemann
Ĉ = C ∪ {∞}, et oùS1 ≃ {z ∈ C : |z| = 1}. Le premier résultat de classification s’énonce :

Théorème 8.1 (P. [8])Siγ ∈ H1/2(S1, S2) est une donnée au bord non constante dont le stabilisateurS[γ]
est de cardinal infini, alors il existe(g, T ) ∈ Aut+(D) × O+(3) tel queT ◦ γ ◦ g−1 = γa,n p.p. dansS1,
pour un uniquea ≥ 1 et un uniquen ∈ N

⋆.

Ce résultat est également valable siγ ∈ C0(S1, S2) (mais dans ce cas, l’existence d’un prolongement harmo-
nique deγ n’est plus évidente !).

Les données au bordγa,n constituent donc des exemples très intéressants pour la compréhension du pro-
blème. Elles apparaissaient d’ailleurs dans l’article de Soyeur à titre d’exemple [178]. L’observation (basée sur
des simulations numériques) d’un phénomène de brisure de symétrie pour ces solutions m’a amené à étudier
d’une manière systématique les symétries du problème, analysées dans [6, 8].

Si l’on s’intéresse au stabilisateurS[γa,n] deγa,n, on remarque que pour tout angleθ ∈ R/(2πZ), et pour
tout z ∈ S1, on aa(eiθ z)n = einθ(azn), ce qui signifie queS[γa,n] contient le groupe continu de rotations

Gn = {(Rθ, Rnθ) : θ ∈ R/2πZ} ,

oùRα désigne ici la rotation vectorielle deR3 d’angleα par rapport à l’axe vertical (orienté vers lesz positifs),
ou bien sa restriction dans le plan horizontalR

2 ≃ R
2×{0}. Pourγ = γa,n, deux solutions distinctes de (8.1)–

(8.2) sont données explicitement par

ua,n : z 7→ Π−1
N (azn) et ua,n : z 7→ Π−1

N (az̄−n),
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et le stabilisateur de ces deux solutions contient également le groupeGn. Le stabilisateur d’une application
u : D → S2 est défini ici par

S[u] =
{

(g, T ) ∈ Aut(D) ×O(3) : T ◦ u ◦ g−1 = u p.p. dansD
}

.

En réduisant l’équation des applications harmoniques à un système différentiel ordinaire grâce à cette symé-
trie, j’ai établi dans [8] :

Théorème 8.2 (P. [8])Si γ = γa,n pour una ∈ [1,+∞) et unn ∈ N
⋆, et siu est une solution de(8.1)–

(8.2) distincte deua,n et ua,n, alors u a un stabilisateur fini. En particulier, l’existence d’un tel u implique
l’existence d’un continuum de solutions au problème pour lamême donnée au bordγa,n et dans la même
classe d’homotopie, par action du groupeGn suru.

Ce résultat s’applique en particulier lorsquen = 1, valeur pour laquelle on retrouve la donnée au bord (8.7)
du problème de Brezis (pour un paramètrea = a(R) ≥ 1) ; les deux solutions explicitesua,n et ua,n sont
actuellement les seules connues. Sin ≥ 2, les résultats existant assurent l’existence d’un minimiseur deE dans
chacune desn − 1 classes d’homotopie intermédiaires entre les classes d’homotopies de ces deux solutions,
comme l’illustre la simulation numérique de la Figure 8.1 dans le casn = 2.

FIG. 8.1: Trois minimiseurs dansEγ,k pouru(z) = z̄−2, k = 1

La classification complète des stabilisateurs de cardinal fini est un peu fastidieuse, mais elle s’énonce
simplement si l’on se restreint àAut+(D) ×O+(3) :

Théorème 8.3 (P. [8])Soit γ ∈ H1/2(S1, S2). Si le stabilisateurS[γ] de γ est de cardinal fini, alors son
intersection avecAut+(D) × O+(3) est conjugué dansAut+(D) × O+(3) à un groupe de rotation fini
engendré par(R2π/p, R

n
2π/p), pour un uniquep ∈ N

⋆ et un uniquen ∈ (Z/pZ)/{−1,+1}.

Ce résultat est également valable siγ ∈ C0(S1, S2). On retrouve formellement le groupeGn en faisant tendre
p vers l’infini (le casn = 0 étant un peu particulier).

On peut remarquer que les résultats de classification des Théorèmes 8.1 et 8.3 ne portent que sur les
données au bord et sont finalement indépendants de l’existence d’un prolongement harmonique deγ, i.e. une
solutionu du problème (8.1)–(8.2). En revanche, le Théorème 8.2 montre qu’il n’existe pas en général dans
chaque classe d’homotopie un prolongement harmonique présentant les mêmes symétries que la donnée au
bord : il s’agit d’un phénomène debrisure de symétrie. Pour des conditions au bord dont le stabilisateur est
fini, il existe en général desobstructions topologiquesqui empêchent un prolongement harmonique d’avoir
les mêmes symétries que la donnée au bord, comme je l’ai montré dans [6]. Pour les symétries de rotation
discrètes introduites ci-dessus, cette obstruction s’énonce en fonction du degré deu et de l’applicationu
choisie comme référence pour compter le degré (cf. (8.5)). Dans le casn = 0, on a :
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Théorème 8.4 (P. [6])On suppose queu ∈ C1(D,S2) est invariant sous l’action de(R2π/p, I) pour un
entierp ≥ 2, et l’on poseγ = u|∂D. Siu ∈ C0(D,S2) ∩ Eγ est également invariant par(R2π/p, I), alors

Q(u) −Q(u) = 0 (mod p).

En particulier, sik 6= 0 (mod p), alors tout prolongement harmonique deγ dansEγ,k fournit au moins
p/pgcd(k, p) ≥ 2 prolongements harmoniques distincts dansEγ,k, par action de(R2π/p, I).

Ici, I désigne l’identité deR3 et pgcd(k, p) est le plus grand commun diviseur dek et p. Ce résultat, couplé
avec les résultats de Qing [167] et Kuwert [129] sur le problème, permet en particulier pour toute donnée au
bord non analytique et(R2π/p, I)-invariante d’obtenir la multiplicité de solutions au problème appartenant à
une même classe d’homotopie, pour une infinité de classes d’homotopie. Dans le casn 6= 0 (mod p), on a

Théorème 8.5 (P. [6])On suppose queu ∈ C1(D,S2) est invariant sous l’action de(R2π/p, R
n
2π/p) pour un

entierp ≥ 2 et un entiern 6= 0 (mod p) et queu(0) = (0, 0, 1), et l’on poseγ = u|∂D. Siu ∈ C0(D,S2)∩Eγ

est également invariant par(R2π/p, R
n
2π/p), alors

Q(u) −Q(u) = 0 oun (mod p).

En particulier, sik 6= 0, n (mod p), tout prolongement harmonique deγ dansEγ,k fournit au moins

min{p/pgcd(k, p), p/pgcd(k − n, p)} ≥ 2

prolongement harmoniques distincts dansEγ,k, par action de(R2π/p, R
n
2π/p).

La contrainteu(0) = (0, 0, 1) est simplement une convention, car l’hypothèse d’invariance implique queu(0)
vaut soit le pôle nord, soit le pôle sud. Dans ce dernier cas, il faut changern en−n dans les conclusions du
Théorème ci-dessus. Ce résultat donne également des informations sur la structure du groupe de symétrie de
tout prolongement harmonique d’une donnée au bordγa,n dans une classe d’homotopiek 6= 0 (mod n).

Les résultats de multiplicité ci-dessus étant obtenus par brisure de symétrie, il est naturel de se demander
si, dans une classe d’homotopie donnée, il existe au plus unesolution du problème (8.1)–(8.2) modulo les
symétries admissibles. Cela n’est pas vrai en général. En utilisant le résultat de multiplicité de Qing [166] et
la classification des stabilisateurs, on montre :

Proposition 8.1 (P. [8]) Il existe une donnée au bordγ ∈ C2(S1, S2) dont le stabilisateurS[γ] est trivial et
qui admet au moins deux prolongements harmoniques distincts appartenant à une même classe d’homotopie.

8.2 Étude numérique du flot des applications harmoniques (article [5])

8.2.1 Problématique

Dans [5], nous avons calculé numériquement des solutionsu : D× [0,+∞) → S2 du flot des applications
harmoniques

ut = ∆u+ u |∇u|2 dans D × [0,+∞), (8.9)

u = u0 sur ∂D × [0,+∞), (8.10)

u = u0 sur D × {0}, (8.11)

avec une condition initialeu0 : D → S2 et une contrainte de degré. Comme dans la section précédente, D
désigne le disque unité deR2 etS2 la sphère unité deR3.
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Un résultat de Struwe [179], complété par Chang [53] pour desvariétés à bord, montre que siu0 appartient
àH1(D,S2) avecu0|∂D dansH

3

2 (∂D,S2), alors le problème (8.9)–(8.11) admet une unique solution faible
u ∈ H1

loc(D × [0,+∞), S2), régulière en dehors d’un nombre fini de points de singularité (xi, ti)1≤i≤N ⊂
D × (0,+∞). L’énergie de DirichletE(u(t)) (cf. (8.3)) associée est décroissante, et Freire [89] a montré que
cette décroissance garantit l’unicité dans la classeH1

loc(D×[0,+∞), S2). Cette solution est appelée « solution
de Struwe ». La solutionu(t, ·) converge faiblement vers une application harmonique lorsque t → +∞ dans
un sens approprié.

En une singularité, en un temps finiti ou infini, un phénomène de concentration nommébubbling se
produit : un « blow-up » approprié de la solution converge vers une application harmonique deS2 ≃ R2

dansS2 et l’énergie de DirichletE(u(t)) a une discontinuité. Ce comportement a été détaillé par plusieurs
auteurs (voir [186] et les références citées). Le saut dans l’énergie est quantifié et est un multiple de4π, qui
correspond en général à un saut dans le degréS2 deu, donné parQ(u) (cf. (8.6)). Ceci est lié au fait que la
limite d’une suite convergeant pour la topologieH1-faible n’a en général pas le même degré que les éléments
de la suite [40].

Le phénomène inverse (debubbling) a été utilisé dans [24, 185] pour construire une solution faible dans
H1

loc(D × [0,+∞), S2) de (8.9)–(8.11) distincte de la solution de Struwe. L’idée est de garder en réserve
l’énergie perdue lors d’un « bubbling » au tempst1 et de la relâcher à un tempst2 > t1 pour un « debubbling »
(au tempst2, l’énergie a un saut de discontinuité vers le haut). Ce type de solution faible semble plus adapté
pour la description de cristaux liquides nématiques, et notre but est de présenter un schéma qui permette de
les calculer numériquement.

Dans la suite, nous considérons uniquement des applications corotationnellement symétriques,i.e. des
applicationsu : D → S2 telles que

u(r cosϕ, r sinϕ) = (cosϕ cos θ(r), sinϕ cos θ(r), sin θ(r))

pour unθ : [0, 1] × [0,+∞) → R. Les exemples construits par Bertschet al. [24] et Topping [185] pour
montrer la non unicité de solution faible étaient de telles applications corotationnellement symétriques. En
terme deθ, les équations (8.9)–(8.11) s’écrivent

θt = θrr +
1

r
θr +

sin(2θ)

2r2
(r, t) ∈ (0, 1) × (0,+∞), (8.12)

θ(1, t) = θ0(1) t ∈ [0,+∞), (8.13)

θ(r, 0) = θ0(r) r ∈ [0, 1], (8.14)

oùθ0 est associé à une donnée initialeu0 corotationnelle. L’énergie de Dirichlet est donnée par

E(θ) := E(u) = π

∫ 1

0

(

cos2 θ

r
+ θ2

rr

)

dr,

et l’ensemble des fonctions d’énergie finie est défini par

Sα :=

{

θ ∈ C0([0, 1],R), θ(1) = α,
cos θ√
r

∈ L2(0, 1) et
√
rθ′ ∈ L2(0, 1)

}

,

où α = θ0(1) ∈ R correspond à une condition au bord sur∂D. Remarquons que toute fonctionθ ∈ Sα

satisfait
θ(0) = −π

2
+ kπ, (8.15)

où k ∈ Z représente (à un facteur 2 près) le nombre de tours effectuésparθ, nombre qui caractérise ledegré
corotationneldeθ.
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Le schéma semi-discrétisé en temps que nous détaillons ci-dessous nous permet de construire des solu-
tions de (8.12)–(8.14) avec un degré corotationnel prescrit θ(0) = −π/2 + kπ. Il s’agit d’un schéma d’Euler
implicite introduit par Bethuelet al. [27] pour des domaines deR3 et basé sur l’idée que le flot des ap-
plications harmoniques est le flot de gradientL2 d’une énergie relaxéeEk de E (en remplaçantEk par E ,
nous obtiendrions probablement la solution de Struwe). De plus, l’énergie totale du schéma semi-discret est
décroissante. Nous pensons que ces solutions correspondent aux solutions décrites par Bertschet al. dans
l’introduction de [24]. Cependant, à l’heure actuelle, nous ne disposons pas d’une caractérisation rigoureuse
de nos solutions qui garantirait leur unicité.

Pour la simulation numérique de notre solution, nous utilisons une discrétisation en espace par éléments
finisP 1 couplée avec une méthode de maillage mobile qui permet de gérer la singularité enr = 0 et d’obtenir
des parties purement verticales dans le graphe. Cette méthode est une adaptation du cas stationnaire traité
dans [3] par des algorithmes d’optimisation.

8.2.2 Schéma semi-discrétisé en temps

Pour une application corotationnelleu associée àθ, le degréS2 vaut

Q(u) = −
1

2

∫ θ(1)

θ(0)
cosϕdϕ.

Le degréS2-corotationnel, plus précis, est défini par

cor degS2(θ) := −
1

2

∫ θ(1)

θ(0)
|cosϕ| dϕ.

Si θ(1)− θ(0) = kπ, alorscor degS2(θ) = −k. L’inégalité fondamentale (obtenue par l’inégalité de Cauchy-
Schwarz) est que l’énergie contrôle le degré,

4π |cor degS2(θ)| ≤ E(θ), (8.16)

et que l’égalité se produit si et seulement siθ correspond à une application harmonique corotationnelleu [3]
(i.e. une solution stationnaire de (8.12)).

Le degréS2-corotationnel (ou plus simplement, la relation (8.15)) donne une partition deSα en classes
d’homotopiesHk,α, où

Hk,α :=

{

θ ∈ Sα, θ(0) = −
π

2
+ kπ

}

.

En général, l’infimuminf {E(θ) ; θ ∈ Hk,α} n’est pas atteint, comme le montre par exemple le résultat de
Lemaire [132] pourα = π/2. Pour obtenir un minimum, il est naturel de définir pour toutθ ∈ Sα uneénergie
relaxéeassociée à la classeHk,α, selon

Ek(θ) := inf

{

lim inf
i→+∞

E(θi) ; θi ∈ Hk,α, θi →
i→+∞

θ dansD′(0, 1)

}

,

= E(θ) + 4

∣

∣

∣

∣

∣

θ(0+) − kπ +
π

2

∣

∣

∣

∣

∣

. (8.17)

En disant qu’une suite(θn) converge faiblement versθ dansSα si supn E(θn) < +∞ et θn ⇀ θ dans
D′(0, 1), on peut considérer que l’énergieEk est la plus grande extension deE|Hk,α

dansSα séquentiellement
semi-continue inférieurement qui minoreE . Dans [3], il est prouvé queEk admet un unique minimiseur dans
Sα, et que

inf
θ∈Sα

Ek(θ) = inf
θ∈Hk,α

E(θ).
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Soientk ∈ Z et τ = T/N le pas de temps. Le schéma semi-discret en temps est le suivant : nous fixons
θ0 = θ0 ∈ Sα et nous supposons queθn ∈ Sα, n ≥ 0 est connu. Alors on choisitθn+1 tel que

θn+1 minimise Ek(θ) +
π

τ

∫ 1

0
|θ − θn|2 r dr dansSα. (8.18)

D’après la semi-continuité deEk [3] et la compacité faible de suites bornées deSα, le problème (8.18) admet
au moins une solution, qui satisfait l’équation d’Euler-Lagrange

r

(

θn+1 − θn

τ

)

= (rθn+1
r )r +

sin(2θn+1)

2r
dansD′(0, 1). (8.19)

Comme l’énergieEk n’est pas convexe, la suite(θn)n n’est pas nécessairement unique.
Avec les valeurs discrètesθ0, θ1, . . ., nous construisons deux fonctionsθτ , θ

τ
: [0, 1] × [0,∞) en posant,

pour toutn ∈ N et t ∈ [n, (n+ 1)τ) :

θτ (·, t) =
(n+ 1)τ − t

τ
θn +

t− nτ

τ
θn+1, (8.20)

θ
τ
(·, t) = θn. (8.21)

Noter queθτ (·, t) 6∈ Sα en général. En effet, siθn(0) 6= θn+1(0) alorsθτ (0, t) 6∈
π

2
+ πZ pour presque tout

t ∈ (nτ, (n+ 1)τ). Par définition deθn+1, on a

Ek(θ
n+1) +

π

τ

∫ 1

0

∣

∣θn+1 − θn
∣

∣

2
r dr ≤ Ek(θ

n). (8.22)

En sommant ces inégalités pourn = 0 . . . N − 1, nous obtenons l’estimation

Ek(θ
τ
(·, Nτ)) + π

∫ Nτ

0

∫ 1

0
|θτ

t |2 r dr dt ≤ Ek(θ0). (8.23)

Il est alors possible de passer à la limite dans (8.19).
Avant cela, précisons les espaces fonctionnels utilisés. Nous considérons toute fonctionθ définie sur(0, 1)

comme une fonction axisymétrique définie surD par θ(r cosϕ, r sinϕ) := θ(r). Avec cette identification,
L2(0, 1; rdr) est isomorphique àL2

axi(D), défini comme la fermeture dansL2(D) de l’ensemble des fonctions
régulières et axisymétriques. De même, l’espace de Hilbert{θ ∈ L2(rdr); θr ∈ L2(rdr)} équipé de la norme
(|θ|2L2(rdr)+|θr|2L2(rdr))

1/2, est isométrique àH1
axi(D) (la fermeture dansH1(D) de l’ensemble des fonctions

régulières et axisymétriques).
Soit τ1, τ2, . . . une suite décroissante de réels strictement positifs telleque lim ↓ τi = 0. Nous avons le

résultat de convergence suivant :

Théorème 8.6 (Merlet & P. [5]) Il existe une fonction axisymétrique

θ ∈ L∞([0,+∞),H1
axi(D)) ∩H1

loc([0,+∞), L2
axi(D)) (8.24)

telle que, à une sous-suite près,

θτi −→
i→+∞

θ fortement dansC0([0, T ], L2
axi(D)), ∀T > 0, (8.25)

θτi(·, t), θτi(·, t) −→
i→+∞

θ(·, t) faiblement dansH1
axi(D), ∀t ≥ 0.

De plus,θ est une solution de(8.12)dansD′((0, 1) × (0,+∞)), qui satisfait(8.13)–(8.14)ainsi que l’esti-
mation

Ek(θ(·, t)) + π

∫ t

0

∫ 1

0
|θt|2 r dr dt ≤ Ek(θ0), ∀t ≥ 0. (8.26)
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8.2.3 Illustration numérique
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Cas de « bubbling »

La Figure 8.2.3 représente un cas de « bubbling » calculé pourun pas de tempsτ = 0.02 par un algorithme
de maillage mobile. Dans cet exemple,α = −π/4, k = 2, la donnée initiale est la fonction affineθ0(r) =
(α − 3π/2)r + 3π/2 (r ∈ [0, 1]) et le maillage initial est uniforme avec un pas d’espaceh = 1/40. Nous
avons représenté la solution calculéeθτ,h(r, t) comme fonction der en coordonnées(t, r, θ) pour toutt = nτ
avecn = 0, . . . , 14.

La concentration se produit enr = 0 et le degré est préservé (i.e. la condition au bord3π/2 enr = 0) pour
le graphe de la solution. Le temps de « bubbling » numérique est t = 0.20 (à τ = 0.02 près). La distribution
des points le long de la singularité est très proche de celle observée dans le cas stationnaire (avec la formule
de Gauss, cf. [3]). La solution pourt large est très proche de la solution obtenue dans le cas stationnaire. Dans
cet exemple, le nombre de points dans le maillage mobile reste constant au cours de l’évolution, égal à 41.
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FIG. 8.2: Cas de « bubbling/debubbling » (t ∈ [0, 0.12])
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FIG. 8.3: Cas de « bubbling/debubbling » (t ∈ [0.14, 0.38])

Les Figures 8.2 et 8.3 montrent un « bubbling » suivi d’un « debubbling », calculé par la même méthode
de maillage mobile. Les paramètres sontα = −π/4, k = 0 et la donnée initialeθ0 est la fonction continue
et affine par morceaux relative à la subdivision0 < 1/6 < 2/3 < 1 de [0, 1], définie par ses valeurs en
r = 0, 1/6, 2/3 et1, qui sont respectivement−π/2, 4, 3 etα. Le pas de temps estτ = 0.02 et la solution est
représentée aux tempst = nτ avecn = 0, . . . , 19.

Comme précédemment, nous observons la conservation du degré (la condition au bord enr = 0 est
−π/2). Le « bubbling » se produit à la 2ème itération en tempst = 0.04, avec une concentration enr = 0
et une distribution de points le long de la singularité similaire au cas précédent. Noter que la solution au
tempst = 0.02 paraît plus régulière que la condition initiale, ce qui correspond à un effet régularisant de
l’équation de la chaleur. L’énergie reste concentrée pourt ∈ [0.04, 0.08] et le « debubbling » se produit en
t = 0.10. La solution pourt ≥ 0.10 est régulière et converge vers l’application harmoniqueθ∞ de degré
k = 0 correspondant à la valeur au bordθ∞(0) = −π/2 etθ∞(1) = −π/4.

Dans la Figure 8.2, on peut voir un exemple de fusion de pointslié à l’approche par maillage mobile.
En démarrant avec 41 nœuds, on finit avec 26 nœuds, les nœuds fusionnant entre les itérations 3 et 6. Ce
phénomène de perte de nœuds n’est pas gênant ici, puisque la longueur du graphe de la solution décroît avec
le temps, de sorte que la densité de nœuds par unité de longueur du graphe reste approximativement constante
au cours du temps.
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Conclusion et perspectives

Pour résumer ce mémoire en une phrase, mes travaux jusqu’iciont porté sur l’analyse numérique et mathé-
matique d’équations aux dérivées partielles apparaissantdans des modèles de changement et de transformation
de phases (le flot des applications harmoniques pouvant également être compris dans ce sens, comme on l’a
vu). Dans une telle thématique, les directions de travail restent nombreuses, comme le montre la littérature
abondante et récente sur le sujet (à titre d’exemple, le mot-clef « phase-field » apparaît ainsi 183 fois pour les
années 2005 à 2010 dans les titres référencés parMathSciNet). Comme d’autre part, en recherche, chaque
résultat nouveau paraît poser plus de questions qu’il n’en résout, les perspectives de problèmes nouveaux pa-
raissent exponentielles. Dans ce spectre large, je vais simplement citer quelques pistes, des plus précises aux
plus floues.

Tout d’abord, en ce qui concerne la convergence vers l’équilibre par la méthode de Łojasiewicz pour des
schémas discrets en temps, deux questions me paraissent mériter qu’on s’y arrête : premièrement, dans quelle
mesure la méthode peut-elle s’étendre à d’autres schémas que la méthode d’Euler implicite ? Et deuxième-
ment, comment l’appliquer à des schémas pour des EDP posées sur des variétés, comme l’avait fait initiale-
ment Simon [175] pour le flot des applications harmoniques ?

En ce qui concerne les modèles de champ de phase (au sens où l’équation met en jeu un ou plusieurs
paramètres d’ordre, et que l’interface soit diffuse ou non), plusieurs aspects me paraissent particulièrement
intéressants, du point de vue mathématique, notamment. Comme précisé dans la Section 6.3, le modèle
d’Allen-Cahn-Gurtin avec non-linéarité logarithmique est toujours en cours d’étude. De manière générale,
le rapport entre modèles discrets et modèles continus resteune source de questions intéressantes, notam-
ment pour les aspects dynamiques (convergence vers l’équilibre, attracteurs, . . . ). La question des rapports
entre modèles atomiques et modèles continus apparaît aussinaturellement dans une telle démarche, ainsi que
l’intérêt pour des modèles stochastiques, dynamisés récemment par des résultats de Debussche, Zambotti et
Goudenège [71, 103].

Comme principe général, il me paraît important d’aller versdes questions plus proches de la physique
des problèmes, et éventuellement plus proche des applications. La volonté de se rapprocher des applications
s’inscrit d’ailleurs dans un contexte général. De ce point de vue, la discussion et la collaboration avec des
physiciens est une première étape, que j’ai concrétisée récemment dans [18], et que je souhaite continuer et
renforcer à l’avenir.
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