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Introduction : liaison entre variables
Chapitre 2 : Données bidimensionnelles = - ; -
p : m Etude simultanée de deux variables X et Y
1M09 Master MMAS a Objectif :
mettre en évidence une évolution simultanée : liaison
Causale mais pas toujours
James Ledoux " . > pas toll] . y
m (Z) liaison n'entraine pas toujours une causalité
Dépt de mathématiques, Univ. Poitiers m Nuages de points, diagramme de profils, ...
11 juillet 2009 m Covariance, corrélation linéaire, indice de concentration,
régression linéaire, ...
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives
I—Repre’zsentation graphique : nuage de points I—Représentation graphique : nuage de points
m Variables hétérogenes
Sur un méme échantillon de 7 individus : m soit choisir une bonne échelle de représentation
. ) m soit centrage-réduction des données et repére orthonormé
X Serie - xy, ..., In Opération de centrage d’une variable
Y —— série i y1,...,Un (méme unité et X — X =0)
. . n R
m Construction du nuage des points N := {(@,%:)},_, X — X-X1,
(ou « scatter-plot ») {rifie, — {=— XYL,
m Si on affecte un poids p; (souvent 1/n) a chaque individu, le Centrage de X et Y : « déplacer I'origine de N en G »
centre de gravité du nuage de points Opération de réduction d’une variable
(sans unité et Sx/,, = 1)
n
G = sz(xzayl) = (7:?) X — X/SX
i—1 {witi, — Azi/sx},
m Variables homogenes (méme grandeur et méme unité) alors Centrage-réduction
N . (sans unité, de moyenne emp. nulle et d'écart-type emp. unité)
repere orthonormé
X — (X -X1,)/sx
{eiticy — (@ —X)/sx}o,
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives
I—Représentation graphique : nuage de points I—Représentation graphique : nuage de points
Bilan visuel du nuage Exemple 9 (Consommation par CSP)
Pour cet exemple, il s'agit des évaluations, en franc, de dépenses
Y Y o L : :
(moyennes annuelles) de 8 catégorie sociaux-professionnelles (CSP)
. Yol Ve . .
° . ° . pour acquérir 8 denrées alimentaires.
«% ° o o On peut alors analyser chaque couple de variables.
[ J
[
oo o d
[
x / x/
Pas de liaison (linéaire) Liaison linéaire
y v
1
[ J
[ J
[
® o, 0 . ‘ . . : ‘ . . | ,
[ 80 100 120 140 160 20 40 60 80 100
L4 > v3 » v4
Liaison non linéaire FIGURE 11: Scatter-plots résultant du croisement de deux variables
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives

L Mesure de liaison linéaire

Définition 13 (Covariance)
La covariance empirique de X et Y est définie par

16)  sxy =3 pile- Xy - V) = (X X _7)
=1

m pour des v.a. cov(X,Y) := E[(X —E[X])(Y — E[Y])]

m La covariance se calcule aussi avec

SXY :W—Y?:

(cf cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y])

m Indicateur trés sensible aux valeurs aberrantes et qui s'exprime a
partir des unités des variables

56 / 84

I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives

L Mesure de liaison linéaire

m La covariance est une forme bilinéaire symétrique dont la
variance est la forme quadratique associée (sx x = s%).
En particulier, on en déduit les formules

SX+2Y Sxy +8zy
2
V(a, b) eR SaX+bY asxy
skiy = sy +s% +2sxy

|SX,Y| < Sy X Sx

On déduit de la seconde que la covariance est invariante par
translation (par exemple par une opération de centrage)

m A mettre en rapport avec les formules sur les v.a.

cA(X +Y) = o*(X) + 0*(Y) + 2cov(X,Y)
lcov(X,Y)| < o(X)o(Y)

(Inégalité de Cauchy-Schwarz)
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives
I—Mesure de liaison linéaire I—Mesure de liaison linéaire
Définition 14 (Coefficient de corrélation linéaire) (e) px,y > 0: Méme tendance dans les valeurs prises par X et Y
Le coefficient de corrélation linéaire empirique est défini par : px,y < 0: Opposition de tendance dans les valeurs prises
o o pxy ~ 1 : pour beaucoup d'individus i on a,
sxy _ i Pi (@i — X)(yi—Y)
PXY = Sx Sy - SxSy z,— X y‘_V
SX Sy
m Deux v.a. Pour ces individus
0. E|[(X - FEX])(Y - FEY . — —
p(X,Y) = 0()(();()2) - El 0([)()]()7((Y) ¥)) soit:x; — X >>0 et y;—Y >>0
soit:x; — X <<0 et y; —Y <<0
m Propriétés — —
(a) px.y est symétrique pxy ~—1: soit (=, —{ >>0 et y —Z <<0)
(b) |pX7y|§1 SOit(l’i—X<<0 et yi—Y>>0)
c x.v| =1 <= liaison linéaire exacte : il existe a,b,c € R tels que .
(©) loxvl q (f) On a puxibeyra = signe(ac)pxy .
Vi, az;+by;+c=0 On en déduit que la corrélation linéaire est invariante par un
o . opération de centrage-réduction
(d) px,y =0 indique une absence de liaison affine entre les deux séries
statistiques. Les variables X et Y sont dites non-corrélées. et px,y est indépendante des unités de mesure de X et ¥
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives
L Mesure de liaison linéaire I—Régression linéaire simple
m Données : une variable continue explicative X
i une variable continue a expliquer Y
e s e s e Les deux variables sont observées sur n individus
v . : :
LIPS N ! . . . L.
. m Objectif descriptif :
. exploration d'une liaison, ici affine, entre Y et une variable
- R R ™ R potentiellement explicative X
R R m Modeéle :
. Y=aX+4+b+E| ol a,bsontdes constantes inconnues
M 40+ : . Ve . .
: E variable résiduelle (inconnue)
; T T m Travail
v7 - A~
®» Evaluer a,b: a,b
FIGURE 12: CSP : scatter-plots avec une corrélation respectivement fortement (ajUStement du modeéle aux données)
>0, <0 et enfin de faible amplitude ®» Déterminer la QLT de cet ajustement en fonction des
objectifs de I'étude
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives
I—Régression : estimation des paramétres I—Régression : estimation des paramétres
Critére des moindres carrés appliqué aux résidus observés
> pilzi— X)(yi = Y)
~ N ~ - S ~ — —
i=1,...,n e =Yi—Yi|ou Yy =ax;+b (17)  |a=- —— = b=Y -aX
> pi(zi— X) Sk
i
Définition 15 (Droite de régression linéaire)
La droite de régression est donnée par
Y=aX+b
) ot a et b, donnés par (17), sont les coefficients de la régression.
¢ x
m Conséquences
N (a) Les résidus sont centrées : E =3, p;e; = 0 (si b # 0)
Chercher a, b tels que = la droite de régression passe par le centre de gravité
G = (X,Y) du nuage de points
o~ . 2 . 2 b) Les résidus sont non-corrélés avec la variable explicative (pz x =0
(a,b) = arg meZpiei = arg meZpi{yi—(a:vi—i—b)} (b) P (o, )
(a,b)eR? (a,b)eR? = 62 /84 63 /84
Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 2 J. Ledoux Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 2 J. Ledoux
I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives
I—Régression : estimation des paramétres I—Régression : qualité de I'ajustement
~ SX,Y Sy
= ’ = — - Z n
(c) a=— PXY Exploration des résidus {e;}
5% Sx 1 J1=1
= @ est proportionnel au coefficient de corrélation empirique px y On vérifie a partir des propriétés (a) et (b) :
Pente de la droite @ est du signe de px.y Théoreme 1 (Formule de décomposition de la var. de Y')
® px,y > 0 ®» Méme tendance dans les valeurs prises par X et Y On a
E pxy <0 ™ Opposition de tendance dans les valeurs prises . — n
par X et Y Y = Y:Zpiyi
i=1
7\ 2 ~\2 ~ 3\ 2
s _ (1)) pilyi=Y) = > pilyi =)+ _pi(H: —-Y)
1@ s teoy- @ i B
il ; I . P N T 2 2 ~ T2
1 o M I sy = D ome + D opiHi—Y)
! 120 /../ Tom w .\ 7 7
1o0]."m " var. résiduelle 52E variance expliquée par X : s%’:X
100 120 140 160 20 40 80 100
v3 va
F1cure 13: CSP : deux droites de régression (19) s%/ = siﬂ + S%:X
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives

Chapitre 2 J. Ledoux

I—Régression : qualité de |'ajustement

Lorsque p; = 1/n la relation (18) est souvent donnée sous la
forme :

SommeCarrésTotale

= SommeCarrésRésiduelle + SommeCarrésExpliquée

Définition 16 (Coefficient de détermination)
A partir de (19), on a s, = (1 — R?)s? avec

R?_ syx v —Y)?
= 20X _ -

sy by —Y)? <.

R? est appelé le coefficient de détermination de la régression
et représente la proportion de la variance de Y expliquée par la

Stat. Descriptive / M1 Master MMAS
I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives

I—Régression : qualité de I'ajustement

Proposition 1

On a
2_ 2
R =Pyy

Dans le cas de la régression simple, on a également :

R? = pxy”.

st =0= R =0 pxy=0=a=0
et la droite de régression se réduit a Y=Y
®» « Plus R? est proche de 0, plus I'ajustement aux données est de
mauvaise qualité du point de vue descriptif »

m A I'opposé,
R=l<s =53 —=E=0

=Y =aX+b|pxy|=1

®» « Plus R? est proche de 1, plus I'ajustement aux données est de

Chapitre 2 J. Ledoux

regression. qualité du point de vue descriptif »
66 / 84 67 /84
Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 2 J. Ledoux Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 2 J. Ledoux
I—Données bidimensionnelles : cas des variables quantitatives I—Données bidimensionnelles : cas mixte
I—Régression : qualité de |'ajustement L Les données
MAIS
Sur un méme échantillon de n individus :
Y Y X : qualitative 3 » modalités
° ®® .
e % Y : quantitative
® o o [ ]
° [ J
°® m Chaque modalité de X définit une classe ou un
sous-échantillon Z; de taille n; de I'échantillon Z des n
Xz Z individus
Yy Yy m Calcul des résumés numériques associée a chaque classe :
[ J : )
° ° — 1 9 1 — .9
o*® e I=1,....r Y() ::n—Zyi sy (1) ::n—Z(y,-—Y(l))
... : ! 1€ l 1€
T T moyenne intra-classe variance intra-classe
pPX,Y, X,Y, 8_2,(, s%, sont identiques pour chaque nuage
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I—Données bidimensionnelles : cas mixte

Chapitre 2 J. Ledoux

L Les données

Introduction a I'analyse de variance a 1 facteur
Exemple 10 (Effet du pentobarbital sur le rythme cardiaque)

19 chiens ont été prémédiqués au pentobarbital et on étudie I'effet
de deux facteurs croisés sur leur rythme cardiaque.

L'effet est mesuré par le temps entre deux battements de coeur
successifs (variable Y en millisecondes).

Les deux facteurs a deux niveaux chacun pris en compte ne sont
pas détaillés ici mais la variable qualitative représente les 4
modalités résultant de leur croisement.

Chaque chien a été observé dans les 4 conditions associées aux
modalités. Cela donne un échantillon de 76 individus.

| | B T Tz L || T |

moyenne || 368.2 404.6 479.3 502.9 || 438.8
écart-type || 51.7 86.9 80.6 68.0 91.1

Stat. Descriptive / M1 Master MMAS Chapitre 2
I—Données bidimensionnelles : cas mixte

I—Représentation graphique : boites paralléles

Boites paralleles

m Sur un méme graphique, tracer les boites a moustaches
associées a chacune des modalités de X

m Comparer les boites et mesurer l'influence de X sur Y

600 E l
R i
v s00 w E
T
H £]
n 40 § E
E E

300 I

1 2 3 i
5 FACTEUR

FIGURE 14: Box-plot des données de |'Exemple 10

J. Ledoux
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I—Données bidimensionnelles : cas mixte I—Données bidimensionnelles : cas mixte
L Indicateurs numériques L Indicateurs numériques
Théoréme 2 (Formule de décomposition de la moy. et var. de Y) Définition 17 (Rapport de corrélation)
On 2 Le rapport de corrélation est un indice de liaison entre les variables X etY
défini par le rapport :
1 T T
Y A% A% 2
Y n any(l) Zle(l) (20) ry.X 1= YQ'X
=1 =1 Sy
2 IR ava 71\ 2 IR 2
sy = —Z“l (Y () -Y)) + —Z”l sy (1) o
"= no m D'apres Th2,ona0<ry.x <1
2 ) . . P
. . . . m 7ry.x° représente la proportion de variance expliquée par X
variance inter-classes variance intra-classes viX P prop pia P
ou var. expliquée par X : s2 ou var. résiduelle s2 m ry.x = 1 signifie que la variance sur Y correspond exactement 2 la
Y:X r variance inter-classes ou encore est completement expliquée par X.
(Y est constante dans chaque classe)
Pour desv.a. X et Y m A I'opposé ry.x = 0 signifie que la variance sur Y n'est en aucun cas
expliquée par X (Y(I)=Y,l=1,....,r)
EY] = E[E[Y|X]]
2 _ 2 2
o*(Y) = o*(E[Y | X]) +E[o*(Y | X)] T By v
| Exemple 10 || 83059 2973.94 0.6
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives
I—Les données I—Les données
Données : 2 variables qualitatives
X: I={1,...,q} q modalités
Y: J={1,...,p} p modalités
p
1 o B Couleur des cheveux
ni. = Z Tij brune chatain roux blond Effectifs
j=1 Couleur marron 68 119 26 7 ny. = 220
g des noisette 15 54 14 10 ng. =93
t Nij il n;= Znij yeux vert 5 29 14 16 ns, =64
- i=1 bleu 20 84 17 94 ny, = 215
n = Z Z nij Effectifs n;1 =108 ny, =286 n3=71 n,4=127 n=7592
q i TABLE 2: Table de contingence : ventilation d'une population de 592 femmes suivant leurs
couleurs des yeux et des cheveux
n. n
TABLE 1: Table de contingence ou tableau d'effectifs conjoints
X et Y indépendantes?
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives

L Représentation des données

Tableau des fréquences conjointes

1 p | Marge col.
1
fij =" fi.
q
Marge lig. fj 1
avec f.j:Zfij:F fi.:Zfij:;

el
Interprétation : tableau (f;;); ; d'une loi
sur I'ensemble produit I x .J

Marge colonne = (f; )ser :
Marge ligne = (f;)jer :

loi marginale

jed

de probabilité conjointe

de la variable X

loi marginale de la variable Y
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives

I—Représentation des données

m Tableau des profils-lignes
Lois conditionnelles (Y| X = 1)

1 j - p |Total
¢ f. fi]. fiI.) 1
Profil moyen | f1 fj = fp| 1

m Tableau des profils-colonnes

Lois conditionnelles (XY = j)

j Profil moyen
it}
1 f.j fl.
q %] fa
Total 1 1
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives
I—Représentation des données I—Représentations graphiques
Couleur des cheveux Pourcentage 1g¢
brune chatain roux blond Total 907
80 7]
Couleur marron  0.31 0.54 0.12 0.03 1 701
des noisette  0.16 0.58 0.15 0.11 1 60
50 7]
yeux vert  0.08 0.45 022 0.25 1 401
bleu 0.09 0.39 0.08 0.44 1 301
- 20 7]
Profil moyen ou marge 0.18 0.48 0.12 0.22 1 101
. 0-
Couleur des cheveux Profil moyen b m m o on v
Ay = 1
brune chatain roux blond ou marge e r v ior
t
Couleur marron 0.63 042 0.37 0.06 0.37 Y s n e
o t
des noisette  0.14 0.19 0.20 0.08 0.16 " t
e
yeux vert 0.05 0.10 0.20 0.13 0.11
Couleur Yeux
bleu 0.19 0.29 024 074 0.36
Total 1 1 1 1 1 Couleur Cheveux I biond I brune I chatain [ roux
TABLE 3: Tables des profils-ligne et profils-colonne FI1GURE 15: Profils lignes : famille de diagrammes en barre
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives
I—Représentations graphiques I—Représentations graphiques
Pourcentage 100 Cheveus
90 1 blond brune chotoi rouy
80 1
707 vert vert
60 noisette 1.71 =" 15 0z noisette
50 ¥ marron o
401 : 2.4z v
30 7] e
20 ] : Fibs 20 1s SELE fmorron
E = t
10 bleu- 15. 0z =
0
b b c mn r
1 r h o o 14 2z - 36.0% blew
] u a v u 34z =
n n t e x
d e a n T
i
n
Couleur Cheveux 23.0% 18,03 48,08 bl
Couleur Yeux I bleu I narron B noisette [ vert
FI1GURE 16: Profils colonnes : famille de diagrammes en barre FIGURE 17: « Mosaique »
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives
I—Indicateurs de liaison I—Indicateurs de liaison
Indépendance de X et Y : m Comparer la table de contingence observée a une table de contingence
construite sous I'hypothése d’indépendance

(21) ‘V(l,j) elxJ fij = fzfj ‘ Table de référence = table des effectifs théoriques (s;;);; avec

. . L n;n.;

_ Sij =

<= Tous les profils-lignes sont égaux ij "

) ¥ ] ] ] Remarque : Les marges (f;) et (f;) sont fixées par le tableau initial
Viel, (§%) = (fj)jes  ie Loi(Y]X) = Loi(Y) = (f,)jes ’
i-/ jes

Couleur des cheveux Profil moyen
brune chétain roux blond ou marge
<= Tous les profils-colonnes sont égaux Couleur marron 0.11 0.20 0.04 0.011 f1. =037
des noisette 0.03 0.09 0.02 0.02 fa. =0.16
yeux vert 0.01 0.05 0.02 0.03 f3.=0.11
fi . bleu 0.03 0.14 0.03 0.16 fa. =0.36
Vi e J, 44 = (fz)ze] ie. Loi(X|Y) = Loi(X) = (fz)ze] Profil moyen ou marge  f1 =0.18 f2 =048 f3=0.12 f4=022 1
f] iel Couleur des cheveux Profil moyen
brune chatain roux blond ou marge
Couleur marron 0.07 0.18 0.04 0.08 fi1.=0.37
.. n;. nj des noisette 0.03 0.08 0.02 0.03 f2. =0.16
—|V(i,j) el xJ ngj = ———= yeux vert 0.02 0.05 0.01 0.02 fs.=0.11
n bleu 0.07 fafs =0.18 0.12 0.08 fa. =0.36
Profil moyen ou marge  f.1 =0.18 fo=0.48 f3 =012 fa4=0.22 1
Remarque : les lignes et les colonnes jouent un réle totalement TABLE 4: Tables des fréquences observées et théoriques
symétrique
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I—Données bidimensionnelles : cas des variables qualitatives

L Indicateurs de liaison

m Mesure de I'écart a I'indépendance : indice du khi-deux
() =y 3 el
iel jeJ Sij
On peut montrer que 0 < x2 < nmin(qg — 1,p — 1)
m Le phi-deux : ®? := x%/n.

m Le coefficient de Tschuprow :
2
T:= ‘}%
V Vig-Dp-1)

o2
d—1

m Le coefficient de Cramer :

V.=

d := min(q, p).

On peut vérifier : 0 <T <V < 1.

n=592etqg=p=4
x? =~ 138.29, ®2 ~0.23, V de Cramer ~ 0.28 : conclusion ?
Possible avec des résultats probabilistes sur certaines de ces statistiques
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