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Chapitre premier

GÉNÉRALITÉS

Rappels et notations

Dans ce chapitre ainsi que les suivants pΩ,A,Pq désigne un espace probabilisé :
 Ω est un ensemble non vide ;
 A est une tribu (ou σ-algèbre) sur Ω, c’est-à-dire un ensemble de parties de Ω contenantH et Ω tout entier, stable par passage au complémentaire et stable par intersections (et
réunions) au plus dénombrables ;
 P est une mesure de probabilité sur l’espace mesurable pΩ,Aq, c’est-à-dire une applicationP : AÑ r0, 1s vérifiant PpΩq � 1 et pour toute famille finie ou dénombrable A1, . . . , An, . . .

d’éléments disjoints de A, Pp�nAnq � °
n PpAnq (additivité dénombrable).

En analyse, la notion de tribu apparâıt comme une restriction technique : on cherche
à étendre une fonction additive en une mesure sur le plus grand nombre de sous-ensembles
de Ω, ainsi, plus la tribu A est grande, mieux c’est. En probabilités, cette contrainte technique
existe bien entendu : on prend dès le départ la plus grande tribu A sur Ω qui ait du sens par
rapport au problème posé. Mais ensuite on peut regarder des sous-tribus : une sous-tribu A1
de A est une tribu sur Ω telle que pour tout A P A1, on a A P A, autrement dit A1 � A.

Par exemple, si pE, Eq est un espace mesurable et X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq est une variable
aléatoire, c’est-à-dire une application X : ΩÑ E vérifianttX P Bu � X�1pBq P A pour tout B P E ,

la tribu σpXq � ttX P Bu : B P Eu engendrée par X est une sous-tribu de A formée par les
événements s’exprimant à l’aide de, ou portant sur, la variable aléatoire X seulement.

Exercice. — Montrer que σpXq est une tribu sur Ω et que c’est la plus petite tribu sur Ω tel
que X : ΩÑ E est mesurable, la tribu E sur E étant fixée.

Les exercices qui parsèment ces notes de cours ne sont là que pour se donner le temps
d’une respiration pour vérifier qu’on a compris ce qui précède.

1. Filtrations et processus

Définition 1. — Soit pT,¤q un ensemble ordonné. On appelle filtration sur Ω toute suite
croissante F � pFtqtPT de tribus sur Ω :

si s, t P T, s ¤ t, alors Fs � Ft

Un espace probabilisé pΩ,A,Pq muni d’une filtration F telle, que pour tout t P T, Ft � A,
est appelé espace probabilisé filtré et est noté pΩ,A,P,Fq. Pour t P T, la tribu Ft est appelée
tribu des événements antérieurs à t.

Une filtration F � pFtqtPT est complète si pour tout t P T, la tribu Ft contient l’ensemble
des négligeables de pΩ,A,Pq, c’est-à-dire l’ensemble N pΩ,A,Pq des parties A � Ω telles qu’il
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existe A1 P A, A � A1 et PpA1q � 0. Toute filtration F peut être complétée en considérant la
filtration FP définie par FPt � Ft _N pΩ,A,Pq, t P T.
Remarque. — Le complété d’une tribu ou d’une filtration se note de manière diverse en
fonction du contexte. Lorsqu’une seule mesure de probabilité sur Ω est considérée, la nota-
tion sF convient. En revanche, lorsque plusieurs mesures de probabilité interviennent, une
notation semblable à celle que nous avons utilisé s’impose. Cependant, lorsque la filtration
est engendrée par un processus (voir plus loin), on peut se retrouver avec deux exposants,
l’un signifiant l’origine de la filtration, l’autre la complétion. Heureusement, les situations
rencontrées sont généralement suffisamment simples pour pouvoir adopter des notations pas
trop surchargées, quitte à préciser les choses au début.

Rappelons qu’une relation d’ordre ¤ sur un ensemble T est une relation réflexive (x ¤ x),
transitive (si x ¤ y et y ¤ z, alors x ¤ z) et antisymétrique (si x ¤ y et y ¤ x, alors x � y).

Il est des situations intéressantes pour lesquelles l’ordre n’est pas total (ou complet), c’est-
à-dire que tous les éléments de T ne sont pas comparables. C’est, par exemple, le cas lorsqueT est l’ensemble des parties d’un ensemble avec pour ordre celui déduit de l’inclusion. Ainsi,
si on se donne des variables aléatoires X1, . . . , Xn et on pose FI � σtXi : i P Iu pour
I � t1, . . . , nu, alors pFIqI�t1,...,nu est une filtration.

Cependant nous n’envisagerons que les cas suivants :
 T est une partie de Z (temps discret), soit, à bijection strictement croissante près, T �t0, . . . , T u fini, T � N borné inférieurement, T � �N borné supérieurement, T � Z ;
 T est un intervalle de R (temps continu), soit, à bijection continue strictement croissante
près, T � r0, T s fermé, T � r0,8r � R� fermé à gauche, T � s�8, 0s � R� fermé à droite,T � s�8,�8r � R ouvert.

Dans les cas que nous rencontrerons, l’ordre sera donc l’ordre usuel sur les réels qui est total, et
l’ensemble T sera considéré comme le temps. La notion de filtration s’interprète alors comme
décrivant l’acquisition progressive d’informations au cours du temps sur le déroulement d’un
phénomène aléatoire. Les éléments de T seront fréquemment appelé « temps », « instants »,
voire « dates ». On doit noter que dès le départ nous imposons une dissymétrie en donnant
une direction au temps : on dispose de l’information passée et on regarde vers le futur.

Le besoin ou non de disposer de tribus complètes est assez technique et ne s’impose
généralement pas en temps discret, alors que c’est une condition qu’on retrouve fréquemment
en temps continu, souvent avec la condition suivante :

Définition 2 (temps continu). — Une filtration F � pFtqt¥0 est continue à droite si pour
tout t P T,

Ft� � £
s¡t

Fs � Ft.

Nous avons bien entendu Ft� � Ft pour tout t P T, et il est toujours possible de « rendre »
une filtration F continue à droite en la remplaçant par la filtration F�. Pour des raisons
techniques en temps continu, il est fréquent de supposer la filtration continue à droite et
complète. Ce sont les conditions habituelles .

La notion symétrique de continuité à gauche n’a pas de sens en théorie des processus. La
filtration F� définie par

Ft� �ª
s t

Fs

peut cependant présenter de l’intérêt (la tribu Ft� est la tribu des événements strictement
antérieurs à t et est égale à la tribu engendrée par

�
s tFs, réunion qui n’est généralement

pas une tribu).
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En temps discret, une quelconque notion de continuité est hors de propos et on pourra
convenir dans ce cadre que F� � F . En revanche, la filtration F� � pFt�1qtPT (avec, lorsque
par exemple T � N, F�1 � tH,Ωu) demeure à distinguer de F .

Définition 3. — Soit pE, Eq un espace mesurable. On appelle processus à valeurs dans
l’espace d’états pE, Eq et indexé par T toute famille X � pXtqtPT de variables aléatoires
Xt : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq, t P T.

À un processus X � pXtqtPT, on associe la filtration FX � pFX
t qtPT définie par FX

t �
σtXs : s ¤ tu. Elle est appelée filtration naturelle du processus X ou encore filtration en-
gendrée par le processus X .

Exercice. — Montrer que FX est une filtration.

Exemples de processus. — Déjà en théorie élémentaire du Calcul des Probabilités, on ren-
contre des processus et une partie de leur problématique. Soit pξnqn¥1 une suite de variables
aléatoires réelles indépendantes et de même loi.

a) Lorsque les variables aléatoires pξnqn¥1 sont de plus centrées et de carré intégrable, le
processus formé par la suite pξnqn¥1 est appelée « bruit blanc » (en particulier lorsque la loi
des variables est une loi normale centrée).

b) Le processus X � pXnqn¥0 défini par Xn � X0� ξ1�� � �� ξn, n P N, est une « marche
aléatoire » ou processus à accroissements indépendants, où X0 est une variable aléatoire réelle
quelconque, souvent constante ou indépendante des pξnqn¥1.

c) En posant ξ̄n � pξ1�� � ��ξnq{n, n P N�, la suite ainsi définie est la suite des moyennes
empiriques. On sait par la loi du 0–1 que si cette suite converge presque sûrement, sa limite
est une variable aléatoire constante, et, par la loi forte des grands nombres, que cette suite
converge presque sûrement vers une constante si et seulement si les ξn sont intégrables auquel
cas cette constante est égale à Erξns. Ce résultat est un résultat de type ergodique.

d) Le Théorème Central Limite1 affirme que si les ξn sont de carré intégrable, et en posant
pour n ¥ 1,

Zn � ξ1 � � � � � ξn � n�m?
nσ

, où m � Erξns et σ2 � Varpξnq,
le processus Z � pZnqn¥1 « converge en loi » vers la loi normale N p0, 1q, c’est-à-dire que la
suite des lois de pZnqn¥1 converge vers N p0, 1q.
Définition 4. — Soit X � pXtqtPT un processus sur un espace probabilisé pΩ,A,Pq à valeurs
dans un espace mesurable pE, Eq. On appelle trajectoire du processus X , associée à l’aléa, ou
réalisation, ω P Ω, l’application t P T ÞÑ Xtpωq.

Lorsque T est un intervalle de R, et E un espace topologique muni de sa tribu borélienne
E � BpEq, des questions de régularité peuvent se poser sur les trajectoires : mesurabilité,
continuité à droite ou à gauche, existence de limites, . . . Par exemple, le processus sera dit
à trajectoires continues à droite, si pour presque tout ω P Ω, la trajectoire associée à ω est
continue à droite ; à trajectoires limitées à gauche si pour presque tout ω P Ω, la trajectoire
associée à ω admet des limites à gauche en tout point t P T ; à trajectoires càdlàg2 si pour
presque tout ω P Ω, la trajectoire associée à ω est continue à droite et limitée à gauche, . . .

1. George Polya, « Über den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und das
Momentenproblem, » Mathematische Zeitschrift, 8 (1920).

2. Un bel adjectif invariable qui semble tomber, hélas !, en désuétude.
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Lorsque T est une partie de Z, aucune considération de régularité n’est faite (Z est muni
implicitement de sa topologie et de sa tribu discrètes). Seules d’éventuelles considérations de
monotonies, de signe, communes aussi au cas où T est un intervalle de R, sont faites. On parle
de processus monotone, croissant, décroissant, à trajectoires stationnaires (ici, la précision du
fait que l’adjectif s’applique aux trajectoires est important).

Définition 5. — Soient pΩ,A,P,Fq un espace probabilisé filtré, F � pFtqtPT. Un processus
X � pXtqtPT à valeurs dans pE, Eq est F -adapté si pour tout t P T, Xt est Ft{E-mesurable.

Remarque. — Pour t P T, nous notons temporairement ts � ts P T : s ¤ tu, T la tribu
de T et Tt la tribu induite par T sur ts. Un processus X est mesurable si l’applicationpt, ωq P T� Ω ÞÑ Xtpωq est T bA-mesurable. Un processus X est progressif si et seulement
si pour tout t P T, l’application ps, ωq P ts � Ω ÞÑ Xspωq P E est Tt b Ft{E-mesurable.

Lorsque T est une partie de Z, les tribus T et Tt sont des tribus discrètes et les deux
dernières notions n’apportent rien : tout processus est alors mesurable, et tout processus
adapté est progressif (tout processus progressif est adapté). Ça n’est pas le cas en temps
continu, ou plus de subtilité est nécessaire quant aux questions de mesurabilité.

Exercice. — Un processus X est F -adapté si et seulement si sa filtration naturelle FX est
une sous-filtration de F : FX

t � Ft pour tout t P T.
Définition 6. — Soit pΩ,A,Pq un espace probabilisé, X � pXtqtPT un processus à va-
leurs dans pE, Eq. On appelle lois finies dimensionnelles , ou lois temporelles , les lois depXt1 , . . . , Xtnq : pΩ,A,Pq Ñ pEn, Ebnq, pour t1   � � �   tn P T, n ¥ 1.

Deux processus définis sur des espaces probabilisés éventuellement différents mais ayant
même espace d’états et même ensemble des temps sont dits équivalents , ou versions l’un de
l’autre, s’ils ont mêmes lois finies dimensionnelles (temporelles).

Ces familles de lois de probabilité vérifient une propriété de consistance : si pour I � T
fini, µI désigne la loi finie dimensionnelle correspondante, alors pour J � I, µJ � pI,J pµIq où
pI,J désigne la projection canonique de EI dans EJ . En particulier, si T est fini, la donnée
de µT suffit. Dans ce cas, la loi de X est sans équivoque possible PX � µT.

Plus généralement, un processus X peut être vu comme une application de Ω dans ET,
auquel cas on souhaiterait définir sa loi comme une mesure de probabilité sur ET muni d’une
tribu convenable comme l’image de P par l’application ω P Ω ÞÑ X.pωq, application qui
est mesurable dès que chaque Xt est mesurable et ET muni de la tribu produit EbT. Cette
mesure de probabilité est bien définie et complètement caractérisée par les distributions finies
dimensionnelles. Dans Probabilités et Potentiel, vol. A, elle est nommée loi temporelle du
processus X .

Exemple. — Soit ξ � pξnqn¥1 une suite de variable aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi µ, alors ses lois finies dimensionnelles d’ordre n sont µbn et sa loi est la loi
produit µbN� , et reciproquement.

Remarques. — a) Considérons des processus à valeurs dans pE, Eq et indexés par T. Le cadre
canonique consiste à considérer Ω � ET pour ensemble fondamental, Xt : ΩÑ E, ω ÞÑ ωptq,
t P T, le processus canonique, ou processus des coordonnées, F la filtration naturelle de ce
processus, Ft � σtXs : s ¤ tu, t P T, et A � F8 � EbT la tribu produit. Dans ce cadre sans
probabilité, le processus canonique X est mesurable et adapté.

Étant donné un processus indexé par T et à valeurs dans pE, Eq, la réalisation canonique
de ce processus consiste à considérer le cadre précédent avec pour loi de probabilité P la loi
temporelle du processus considéré (avec une filtration éventuellement complétée et rendue
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continue à droite). Changer de processus, ou considérer d’autres aspects du processus revient
dans ce cadre à changer de mesure de probabilité.

Deux processus ayant même réalisation canonique sont donc versions l’un de l’autre (ou
équivalents) et réciproquement.

b) La notion de réalisation canonique d’un processus est sans ambigüité en temps discret.
En temps continu, c’est plus délicat, car les éléments ω P Ω sont naturellement vus comme
les trajectoires possibles du processus. Si les trajectoires peuvent être supposées continues
(resp. càdlàg), on prendra Ω � CpT, Eq (resp. DpT, Eq) l’ensemble des applications continues
(resp. càdlàg) de T dans E, etc.

c) Deux processus X et Y définis sur un même espace probabilisé sont dits être des
modifications l’un de l’autre si et seulement si, pour tout t P T, Xt � Yt presque sûrement,
ou encore �t P T, DAt P A, PpAtq � 1, Xtpωq � Ytpωq pour tout ω P At.

Deux processus X et Y sont dits indistinguables si presque sûrement, Xt � Yt pour tout
t P T, ou encoreDA P A, PpAq � 1, Xtpωq � Ytpωq pour tout ω P A et tout t P T.

La notion d’indistinguabilité est plus forte que celle de modification qui est elle-même plus
forte que celle de version.

En temps discret, l’ensemble T est dénombrable, et indistinguabilité et modification sont
alors deux notions identiques.

Citons pour finir cette section un résultat de mesurabilité très pratique en temps continu.

Théorème 1 (temps continu). — Soit E un espace métrisable, X un processus à valeurs
dans E, adapté à la filtration F . Si X est à trajectoires continues à droite (resp. continues
à gauche), alors le processus X est progressif par rapport à la filtration F .

Démonstration (facultative). — Pour tout n P N, posons Xn
t � Xpk�1q{2n si t P rk{2n, pk �

1q{2nr. Ce processus est progressif par rapport à la filtration pFt�εqtPT dès que ε ¡ 1{2n. Par
continuité à droite, pour tous t P T, ω P Ω, Xtpωq � limnÑ8Xn

t , et donc X est progressif
par rapport à Ft�ε. Puisque c’est vrai pour tout ε ¡ 0 et que X est adapté, on constate que
X est progressif. l
2. Temps d’arrêt

Nous noterons sT l’ensemble T fermé à droite par �8 si nécessaire.

Définition 7. — Soit pΩ,A,P,Fq un espace probabilisé filtré. Une application T : Ω Ñ sT
est un temps d’arrêt , ou F -temps d’arrêt, si et seulement si

pour tout t P T, tT ¤ tu � tω P Ω : T pωq ¤ tu P Ft.

Notons F8 ��
tPT Ft la tribu engendrée par la filtration F , encore appelée tribu terminale

de la filtration F . On a bien entendu F8 � A.

Théorème 2. — Un F-temps d’arrêt T : Ω Ñ sT est une variable aléatoire F8-mesurable.
Si de plus T est majoré par t P T, alors T est Ft-mesurable.

Démonstration. — On constate que les intervalles ts � ts P T : s ¤ tu engendrent la tribu sursT, que le temps soit discret ou continu. Ainsi, pour que T : Ω Ñ sT soit mesurable, il suffit



6 Généralités Chap. I

que les images réciproques de ces intervalles soient mesurables pour la tribu considérée sur Ω.
D’après la définition, il est clair que celles-ci sont toutes dans F8 � A, d’où la première partie
du théorème. Supposons de plus que T est majoré par t P T : pour tout ω P Ω, T pωq ¤ t.
Dans ce cas, pour s ¤ t, tT ¤ su P Fs � Ft, et, pour s ¥ t, tT ¤ su � tT ¤ tu � Ω P Ft.
D’où la deuxième partie de l’énoncé. l
Exemple. — Considérons un jeu infini de pile ou face (schéma de Bernoulli infini), c’est-
à-dire une suite de variables aléatoires ξn : pΩ,A,Pq Ñ t0, 1u, n ¥ 1, indépendantes et
identiquement distribuées de loi Bp1, pq, avec p P r0, 1s. Posons T � inftn ¥ 1 : ξn � 1u, avec
infH � 8. Alors, T est un temps d’arrêt dans la filtration naturelle Fξ du processus ξ. En
effet, pour n ¥ 1,tT ¤ nu � til existe 1 ¤ k ¤ n : ξk � 1u � n¤

k�1

tξk � 1u P Fξ
n.

Notons que
 si p � 0, alors T � 8 presque sûrement (PtT � 8u � 1) ;
 si 0   p   1, alors la loi de T est la loi géométrique de paramètre p (PtT � nu � pp1�pqn�1

pour tout n ¥ 1) ;
 si p � 1, alors T � 1 presque sûrement (PtT � 1u � 1).

Proposition 1 (temps discret). — Supposons T � Z. Pour qu’une application T : ΩÑ sT
soit un temps d’arrêt, il faut et il suffit que

pour tout t P T, tT � tu P Ft.

Démonstration. — Si pour tout t P T, on a tT � tu P Ft, alors tT � tu P A, et par réunion
au plus dénombrable tT P Tu P A, donc par passage au complémentaire tT � 8u P A si
un point à l’infini a été adjoint. Ce qui montre que T est une variable aléatoire discrète (sT
est au plus dénombrable muni de sa tribu discrète). Ensuite, pour tout t P T, l’ensemblets P T : s ¤ tu est au plus dénombrable et on a tT ¤ tu � �

s¤ttT � su P Ft puisque, pour
s ¤ t, tT � su P Fs � Ft.

Réciproquement, si T est un temps d’arrêt, pour t P T, on a tT ¤ tu P Ft et tT ¤ t� 1u P
Ft�1 � Ft, et ainsi tT � tu � tT ¤ tuztT ¤ t� 1u P Ft. l
Remarques. — a) Cette propriété cesse d’être vraie lorsque T est un sous-intervalle de R.

b) Dans le cas du jeu de pile ou face infini, on a tT � nu � tξ1 � 0, . . . , ξn�1 � 0, ξn �
1u P Fξ

n pour tout n ¥ 1, ce qui montre que T est un temps d’arrêt et permet de déterminer
immédiatement sa loi.

Théorème 3. — (i) Toute variable aléatoire T : pΩ,A,Pq Ñ sT constante est un temps
d’arrêt.

(ii) Si pTkqk est une famille non vide au plus dénombrable de temps d’arrêt, alors supkpTkq
est un temps d’arrêt. De même, si pTkqk est une suite croissante de temps d’arrêt, sa limite
T est un temps d’arrêt.

(iii) Si pTkqk est une famille non vide au plus dénombrable de temps d’arrêt, bornée
inférieurement ou telle que infkpTkq est à valeurs dans sT. Alors, en temps discret, infkpTkq
est un temps d’arrêt, et, en temps continu, infkpTkq est un temps d’arrêt de la filtration F�.

De même, si pTkqk est une suite décroissante de temps d’arrêt, bornée inférieurement
ou de limite une variable aléatoire à valeurs dans sT, sa limite est un F-temps d’arrêt en
temps discret, F�-temps d’arrêt en temps continu ; si la suite est de plus stationnaire, c’est
un F-temps d’arrêt.
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(iv) Supposons T � N ou T � R� par exemple. Si T : pΩ,A,Pq Ñ sT est un temps d’arrêt
et t ¥ 0, alors T � t : pΩ,A,Pq Ñ sT est un temps d’arrêt.

Démonstration. — (i) Si T est une constante, pour tout t P T, on a tT ¤ tu P tH,Ωu P Ft.
(ii) Pour tout t P T, on a !

sup
k

pTkq ¤ t
) �£

k

tTk ¤ tu P Ft.

Pour une suite croissante, remplacer supkpTkq par T .
(iii) En temps discret, l’infimum, lorsqu’il est fini est nécessairement atteint ; on a alors

pour t P T, !
inf
k
pTkq ¤ t

) �¤
k

tTk ¤ tu P Ft,

et ainsi l’infimum d’une suite de temps d’arrêt est toujours un temps d’arrêt. C’est en revanche
plus subtil en temps continu puisque l’infimum n’est pas nécessairement atteint. Mais pour
ε ¡ 0, nous avons !

inf
k
pTkq   t� ε

) �¤
k

tTk   t� εu P Ft�ε.

Or, pour η ¡ 0, !
inf
k
pTkq ¤ t

) � £
0 ε η

!
inf
k
pTkq   t� ε

) P Ft�η,

et donc !
inf
k
pTkq ¤ t

) P £
η¡0

Ft�η � Ft�.
Le cas d’une suite décroissante est similaire. L’hypothèse additionnelle éventuelle de statio-
narité garantit alors que le minimum est atteint.

(iv) Pour s P T, tT � t ¤ su � tT ¤ s� tu qui peut être vide si s� t minore strictementT ou être dans Fs�t � Fs sinon, et donc est dans les deux cas dans Fs. l
Exercice. — Supposons que l’ensemble des temps soit T � N. Si S et T sont deux temps
d’arrêt, montrer que S � T est un temps d’arrêt.

Remarque. — Cette propriété très spécifique au temps discret n’a rien de vraiment naturel.
On peut donc sereinement l’oublier.

Soient pΩ,A,P,Fq un espace probabilisé filtré et X � pXtqtPT un processus défini sur
cet espace, à valeurs dans un espace mesurable pE, Eq. Supposons le temps T pourvu d’une
origine t � 0.

Définition 8. — Soit B � E. Le temps d’atteinte de B par X est

TB � inftt ¥ 0 : Xt P Bu, où infH � 8.

Le temps d’entrée de B par X est

TB
e � inftt ¡ 0 : Xt P Bu, où infH � 8.

Théorème 4 (temps discret). — Si le processus X est adapté et le sous-ensemble B de
E est mesurable, alors les temps d’atteinte et d’entrée de B par X sont des temps d’arrêt.

Démonstration. — Soit t P T, on a 
TB ¤ t

( � ¤
0¤s¤t

tXs P Bu P Ft et
 
TB
e ¤ t

( � ¤
0 s¤t

tXs P Bu P Ft
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puisque ces deux ensembles sont des réunions au plus dénombrables d’éléments de Ft. l
Le cas discret laisse envisager les difficultés qu’on doit rencontrer en temps continu.

Théorème 5 (temps continu). — Supposons que l’espace E est un espace topologique muni
de sa tribu borélienne, et le processus X adapté à trajectoires continues à droite.

(i) Si pE, dq est un espace métrique et F � E est un fermé, alors TF et TF
e sont des

F-temps d’arrêt.

(ii) Si U � E est un ouvert, alors TU et TU
e sont des F�-temps d’arrêt.

(iii) Si B � E est un borélien, alors TB et TB
e sont des FP�-temps d’arrêt.

Démonstration. — On se contente d’écrire sommairement les relations conduisant à la conclu-
sion pour les temps d’atteinte. L’hypothèse de continuité à droite permet de se limiter à des
instants rationnels.

(i) Pour t P T, on a tTF ¤ tu � tω P Ω : infsPQ,s¤t dpXspωq, F q � 0u P Ft.

(ii) Pour t P T et ε ¡ 0, tTU   t� εu � �
sPQ,s t�εtXs P Uu P Ft�ε.

(iii) L’argument est ici plus complexe : on utilise le fait qu’un processus adapté à trajec-
toires continues à droite est progressif, puis on utilise un résultat non trivial de mesurabilité
du début d’un ensemble progressif. Le résultat est donc admis. l
Remarque. — Le dernier temps de retour LB � suptt ¥ 0 : Xt P Bu (L vient de l’anglais last
exit time ou plus exactement last sejourn time) n’est généralement pas un temps d’arrêt de
la filtration naturelle de X , complétée, rendue continue à droite, ou non.

Définition 9. — Soient X � pXtqtPT un processus à valeurs dans un espace d’états pE, Eq
et T : pΩ,A,Pq Ñ T un temps aléatoire. On définit l’application

XT : Ω ÝÑ E

ω ÞÝÑ XT pωqpωq
qui est le processus X observé au temps T . Lorsque le temps aléatoire T peut prendre une
valeur infinie n’appartenant pas à T, T : pΩ,A,Pq Ñ sT, on adjoint à E un point isolé δ
— souvent appelé cimetière ou point à l’infini — et on pose alors

XT : Ω ÝÑ sE � E Y tδu
ω ÞÝÑ XT pωq � "

XT pωqpωq si T pωq P T
δ sinon,

l’espace sE � E Y tδu étant muni de la tribu sE � E Y tB Y tδu : B P Eu.
Si le processus X est mesurable, et T est une variable aléatoire, alors XT est une variable

aléatoire.

L’affirmation qui termine cette définition se justifie par composition d’applications mesu-
rables pΩ,Aq ÝÑ �sT� Ω, sT bA

� ÝÑ � sE, sE�
ω ÞÝÑ �

T pωq, ω� ÞÝÑ XT pωq
dont la vérification est simplement ennuyeuse compte tenu de l’ajout d’eventuels infinis, mais
immédiate sans eux.

Lorsque le temps est discret, ce résultat est presque une évidence.
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Exercice. — Montrer que sE est la plus petite tribu sur sE contenant E et le singleton tδu,
c’est-à-dire E _ tδu.
Définition 10. — Soit T un temps d’arrêt. La tribu des événements antérieurs à T est notée
FT et définie par

A P FT ðñ A P A et pour tout t P T, AX tT ¤ tu P Ft.

Théorème 6. — (i) La famille FT est une sous-tribu de A.

(ii) Si T � t est un temps constant, on a FT � Ft. Si T est un temps d’arrêt majoré par
t P T, alors FT � Ft.

(iii) Soient S et T deux temps d’arrêt. Alors

pour tout A P FS, AX tS ¤ T u P FT ,

en particulier tS ¤ T u, tS � T u, tS   T u appartiennent à FS et FT . Si de plus S ¤ T ,
alors FS � FT .

Démonstration. — (i) Vérifions que FT est une tribu. On a H P FT de manière évidente. Si
A P FT , alors pour t P T, on a tT ¤ tu � pAYAcqXtT ¤ tu � pAXtT ¤ tuqYpAcXtT ¤ tuq
réunion disjointe, et ainsi Ac X tT ¤ tu � tT ¤ tuzpA X tT ¤ tuq P Ft par hypothèse, ainsi
Ac P FT . Si A1, . . . , An, . . . P FT , alors, pour t P T, ��nAn

� X tT ¤ tu � �
n

�
An X tT ¤

tu� P Ft, et donc
�

nAn P FT .

(ii) Soit T � t un temps d’arrêt constant. Soit A P Ft. Pour s P T, si s   t, on a tT ¤ su �H, donc AX tT ¤ su � H P Fs, et si s ¥ t, tT ¤ su � Ω, donc AX tT ¤ su � A P Ft � Fs.
Ainsi A P FT . Si A P FT , tT ¤ tu � Ω et AX tT ¤ tu � A P Ft. On a donc FT � Ft.

Soit T un temps d’arrêt majoré par t P T. Si A P FT , on a tT ¤ tu � Ω et AX tT ¤ tu �
A P Ft. On a donc bien FT � Ft.

(iii) Pour t P T, on a l’identité suivante :

AX tS ¤ T u X tT ¤ tu � �
AX tS ¤ tu�X tT ¤ tu X tS ^ t ¤ T ^ tu.

Si A appartient à FS, les trois événements à droite sont dans Ft : A X tS ¤ tu P Ft car
A P FS ; tT ¤ tu P Ft car T est un temps d’arrêt ; et enfin S ^ t et T ^ t sont deux temps
d’arrêts bornés par t, donc ce sont deux variables aléatoires Ft-mesurables ; il en est de même
de pS ^ t, T ^ tq : ΩÑ T�T l’image étant munie de la tribu produit qui est, aussi bien dans
le cas discret que dans le cas continu, la tribu à laquelle on s’attend sur T2 (ou bien discrète
ou bien borélienne) et pour laquelle le cadran supérieur tps, s1q P T2 : s ¤ s1u est mesurable,
et ainsi son image réciproque tS ^ t ¤ T ^ tu par pS ^ t, T ^ tq est Ft-mesurable.

En prenant A � Ω P FS, on a immédiatement tS ¤ T u P FT . Montrer que tS   T u P FT

est un peu plus technique :tS   T u � tD ε P Q��, S � ε ¤ T u � ¤
εPQ��tS � ε ¤ T u.

Pour ε P Q�� donné, nous savons que S�ε est un temps d’arrêt. D’après le résultat précédent,
nous avons alors tS � ε ¤ T u P FT . La réunion dénombrable de tels événements demeure
dans FT , aussi tS   T u P FT . En fait, cet événement appartient à une sous-tribu de FT qui
est FT� la tribu des événements strictement anérieurs à T . Ne développant pas cette notions,
nous renvoyons à [1] pour plus de précisions.

Finalement, tS � T u � tS ¤ T uztS   T u P FT . l
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Exercice. — Écrire une démonstration simplifiée de la propriété (iii) lorsque le temps est
discret.

Corollaire 1. — Si S et T sont deux temps d’arrêt tels que S ¤ T sûrement, alors
FS � FT .

Démonstration. — La propriété (iii) du théorème précédent lorsque tS ¤ T u � Ω, affirme
que si A P FS, alors A P FT . l
Remarque. — Une variable aléatoire X : pΩ,Aq Ñ pE, Eq est FT {E mesurable si et seulement
si chaque restriction

X |tT¤tu : tT ¤ tu ÝÑ E

est Ft{E-mesurable, ou plus exactement Ft|tT¤tu{E-mesurable, FT |tT¤tu étant la tribu trace
de Ft sur tT ¤ tu, qui est un ensemble de parties inclus dans Ft puisque tT ¤ tu P Ft. En
effet, c’est simplement écrire que tT ¤ tu XX�1pBq P Ft pour tout B P E et t P T.

En temps discret, on peut remplacer tT ¤ tu par tT � tu, t P T. Cette remarque sera utile
pour démontrer la propriété de Markov forte en temps discret.

Théorème 7. — Soient X un processus progressif et T un temps d’arrêt, alors XT est une
variable aléatoire FT -mesurable.

Démonstration. — Examinons déjà le cas discret pour lequel l’hypothèse de progressivité est
inutile. Soit B P sE . On a tXT P Bu � ¤

tPsTtXt P Bu X tT � tu
avec, pour t P T, tXt P Bu et tT � tu P Ft. Ainsi, pour t P T,tXT P Bu X tT ¤ tu � ¤

s¤t

tXs P Bu X tT � su P Ft.

Donc tXT P Bu P FT pour tout B P sE .
Passons au temps continu. Pour B P E et t P T, nous avons à montrer que tXT P BuXtT ¤

tu P Ft (noter que B P E et non B P sE). Posons T 1 � T si T ¤ t et T 1 � 8 si T ¡ t,
ainsi que XT 1 � XT si T ¤ t et XT 1 � δ si T ¡ t. La variable T 1 est Ft-mesurable :tT 1 � 8u � tT ¤ tuc P Ft et, pour tout s ¤ t, tT 1 ¤ su � tT ¤ su P Fs � Ft. De plus,
par progressivité, ps, ωq P pts � Ω, Tt b Ftq ÞÑ Xspωq P pE, Eq est mesurable, et on en déduit
aisément que ps, ωq P pptsY t8uq�Ω, sTt bFtq ÞÑ Xspωq P p sE, sEq l’est aussi. Par composition,pΩ,Ftq ÝÑ �pts X t8uq � Ω, sTt bA

� ÝÑ � sE, sE�
ω ÞÝÑ �

T 1pωq, ω� ÞÝÑ XT 1pωq
est Ft-mesurable. Donc, pour tout B P E , t P T, tXT P Bu X tT ¤ tu � tXT 1 P Bu P Ft, d’où
la conclusion. l
Définition 11. — Soient X � pXtqtPT un processus et T : pΩ,A,Pq Ñ sT un temps aléatoire.
On appelle processus X arrêté au temps T le processus pXt^T qtPT, il est noté X |T .
Remarques. — a) Pour s’assurer que X |T est bien un processus, c’est-à-dire que chaque Xt^T

est mesurable, il suffit de supposer que le processus X est mesurable (c’est toujours le cas en
temps discret), et que T est une variable aléatoire.

b) Si le processus X est adapté à une filtration F , pour que X |T le soit aussi, il suffit de
supposer que le processus X est progressif (c’est toujours le cas en temps discret) et que T
est un temps d’arrêt.
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c) L’arrêt conserve les propriétés de régularité trajectorielle telles que la continuité ou
être càdlàg.

3. Conditionnement

En Probabilités, le conditionnement revêt deux aspects. Le premier est lié aux probabilités
conditionnelles, c’est-à-dire à une spécialisation du cadre probabiliste à un événement donné :
si B est un événement de probabilité strictement positive,Pp . |Bq : A ÝÑ r0, 1s

A ÞÝÑ PpA |Bq � PpAXBqPpBq
est la mesure de probabilité sachant B. Notamment, on peut définir l’espérance d’une variable
aléatoire réelle X sachant l’événement B commeErX |Bs � ErX � 1BsPpBq
qui est bien l’espérance de X par rapport à la mesure de probabilité Pp . |Bq. C’est une
opération de désintégration de la mesure de probabilité, l’opération inverse consistant via la
formule des probabilités totalesPpAq �

ņ

PpA |Bnq � PpBnq ou encore ErXs �
ņ

ErX |Bns � PpBnq,
lorsque pBnqn est un système complet d’événements, à intégrer une famille de probabilités.
Ceci est supposé assez bien connu et il n’en sera pas fait de rappels formels.

Le second aspect se résume en la restriction du cadre probabiliste à une sous-tribu, c’est-à-
dire à une diminution globale de l’information. Si pour la mesure de probabilité, cela consiste
simplement en sa restriction à une sous-tribu, pour les variables aléatoires cela se traduit par
une projection sur un espace de variables aléatoires mesurables pour la sous-tribu.

Définition. — Soient µ et ν deux mesures σ-finies sur un espace mesurable pE, Eq. La mesure
ν est absolument continue par rapport à µ, et on note alors ν ! µ, si et seulement si pour
tout B P E tel que µpBq � 0 on a νpBq � 0.

Théorème de Radon–Nikodym. — Soient µ et ν deux mesures σ-finies sur un espace
mesurable pE, Eq, µ mesure positive, ν mesure positive ou signée. Si ν est absolument continue
par rapport à µ il existe une unique, à égalité µ-presque sûre près, fonction mesurable f :pE, Eq Ñ R (positive si ν est une mesure positive) telle que

pour tout B P E , νpBq � »
B

fpxqµpdxq � »
E

1Bpxq � fpxqµpdxq.
Une telle application f est alors appelée densité de Radon–Nikodym de ν par rapport à µ

et parfois notée dν{ dµ (voir [5]).

Dans la suite pΩ,A,Pq est un espace probabilisé.

Définition. — Soient B une sous-tribu de A et X une variable aléatoire intégrable. Il existe
une unique (à équivalence presque sûre près) variable aléatoire Y B-mesurable telle queErY 1Bs � ErX1Bs pour tout B P B,
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cette variable aléatoire est appelée espérance conditionnelle de X sachant B et est notéeErX |Bs.
L’application B P B ÞÑ ErX1Bs est une mesure bornée sur pΩ,Bq absolument continue

par rapport à P. L’espérance conditionnelle n’est autre que la dérivée, ou densité, de Radon–
Nikodym de cette mesure par rapport à la probabilité P : si on note XP la mesure B P A ÞÑEr1B �Xs P R, on a ErX |Bs � dpXPq|B

dP|B .

Intuitivement, ErX |Bs est l’idée qu’on se fait de X avec pour seules informations disponibles
celles qui sont contenues dans B.

Rigoureusement, l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire est une classe de va-
riables aléatoires et une variable aléatoire d’une telle classe est qualifiée de version de l’espé-
rance conditionnelle. Dans des cas simples, comme ceux qui suivent, sa détermination apparâıt
comme unique. On peut néanmoins garder à l’esprit qu’il est toujours possible de compléter
les tribus considérées et ainsi perdre l’unicité (apparente).

Exemples. — a) Soit B un événement de probabilité comprise strictement entre 0 et 1,
et soit X une variable aléatoire réelle, intégrable par exemple. Nous avons B � σpBq �tH, B, Bc,Ωu. L’espérance de X sachant B ou Bc a été rappelée précédemment et

Y � ErX |Bs � 1B � ErX |Bcs � 1Bc

est une variable aléatoire B-mesurable vérifiantEr1HY s � 0 � Er1HXs, Er1BY s � ErX |BsPpBq � Er1BXs,Er1BcY s � ErX |BcsPpBcq � Er1BcXs, Er1ΩY s � ErXs � Er1ΩXs.
Ainsi, Y vérifie la définition de l’espérance conditionnelle, nous avons donc dans ce casErX |Bs � ErX |Bs � 1B � ErX |Bcs � 1Bc

par définition même de l’espérance conditionnelle.

b) Plus généralement, si pBnqn est un système complet d’événements (partition au plus
dénombrable de Ω en événements de probabilités strictement positives), B � σppBnqnq, on aErX |Bs �

ņ

ErX |Bns � 1Bn
.

En effet, cela définit bien une variable aléatoire B-mesurable qui vérifieE�1Bm
�

ņ

ErX |Bns1Bn

� � E�ErX |Bms1Bm

�� ErX |Bms � Er1Bm
s � ErX |Bms � PpBmq � Er1Bm

Xs
pour tout m. Comme tout C P B est réunion disjointe, au plus dénombrable, de tels Bm,
m P I, et qu’alors

C � ¤
mPIBm, 1C �

m̧PI 1Bm
,

cette identité vaut pour tout C P B en place de Bm (argument de convergence dominée,
monotone, ou encore par le théorème de Fubini, de Tonelli), identité caractéristique (à égalité
presque sûre près) de l’espérance conditionnelle.
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c) Voir le conditionnement dans un vecteur gaussien.

Remarque. — Dans les exemples discrets qui précèdent, on aurait pu remplacer la tribu B

par la donnée d’une variable aléatoire discrète Z : pΩ,A,Pq Ñ N, auquel cas B � σpZq et
Bn � tZ � nu, pour obtenir une écriture fonctionnelle du typeErX |Bs �

z̧

ErX |Z � zs1tZ�zu,
ce qui se noterait naturellement ErX |Zs. Dans un cadre tout à fait général, on peut effectuer
une pareille approche quitte à considérer comme variable Z : pΩ,Aq Ñ pΩ,Bq l’identité.
Quelques propriétés. — Les variables aléatoires sont implicitement supposées intégrables
ou positives. Les égalités sont à considérer entre classes de variables aléatoires.

(i) Linéarité : EraX � bY |Bs � a ErX |Bs � b ErY |Bs.
(ii) Espérance : E�ErX |Bs� � ErXs.
(iii) Positivité : si X ¥ 0 alors ErX |Bs ¥ 0. Monotonie : si X ¤ Y alors ErX |Bs ¤ErY |Bs.
(iv) Continuité par convergence monotone : si pXnqn est une suite de variables aléatoires

positives tendand en croissant vers X alors pErXn |Bsqn tend en croissant vers ErX |Bs.
(v) Inégalité de Jensen conditionnelle : si φ est une fonction convexe,alors φpErX |Bsq ¤ErφpXq |Bs.
(vi) Idempotence : ErX |Bs � X si X est B-mesurable.

(vii) Transitivité : soient X une variable aléatoire intégrable, et C � B deux sous-tribus
de A ; on a E�ErX |Bs �� C� � E�ErX | Cs �� B� � ErX | Cs presque sûrement.

(viii) Factorisabilité : si H est une variable aléatoire B-mesurable telle que H � X est
intégrable, alors on aErH �X |Bs � H � ErX |Bs presque sûrement.

Démonstration.— (i) Supposons X et Y intégrables et a, b P R (ou supposer X et Y positives
et a, b ¥ 0. La variable aX � bY est intégrable admet une espérance conditionnelle EraX �
bY |Bs, et soit Z � a ErX |Bs � b ErX |Bs qui est B-mesurable et intégrable. Pour B P B, par
linéarité de l’espéranceErZ1Bs � a E�ErX |Bs1tBu�� b E�ErY |Bs1tBu�� a ErX1tBus � b ErY 1tBus � E�paX � bY q1tBu�.
Donc Z vérifie la propriété caractéristique de EraX � bY |Bs, on a donc Z � EraX � bY |Bs
presque sûrement.

(ii) Prendre B � Ω dans la propriété caractéristique de l’espérance conditionnelle.
(iii) Supposons X positive. Soit B � tErX |Bs   0u P B (quitte à avoir pris un repré-

sentant). Comme dans l’égalité ErX1Bs � E�ErX |Bs1B�, le premier terme est positif, le
second négatif, ils sont tous les deux nuls. On en déduit dans l’espérance de droite la variable
est nulle presque sûrement et donc que PpBq � 0 (noter l’inégalité stricte dans la définition
de B). La monotonie s’obtient appliquant la propriété de positivité à la différence.

(iv) Supposons que pXnqn est une suite de variables aléatoires positives convergeant en
croissant vers une variable aléatoire X . Par monotonie, pErXn |Bsqn est croissante et converge
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donc vers une variable numérique (pas nécessairement finie) B-mesurable (presque sûrement).
D’après le théorème de convergence monotone (Beppo-Levi), pour B P A,ErXn1Bs ÝÑ ErX1Bs et E�ErXn |Bs1B� ÝÑ ErY 1Bs
Pour B P B, les deux suites d’espérances sont égales et ont donc même limite, ainsi ErX1Bs �ErY 1Bs pour tout B P B, donc Y � ErX |Bs.

(v) Voici une démonstration de l’inégalité de Jensen inconditionnelle. On suppose seule-
ment X intégrable et φ convexe. On remarque que la fonction convexe φ est l’enveloppe
supérieure des fonctions affines qu’elle domine. Ainsi, si pa, bq P R2 sont tels que, pour tout
x P R, ax� b ¤ φpxq on a, d’une part par linéarité, d’autre part par monotonie,

a ErXs � b � EraX � bs ¤ ErφpXqs P RY t�8u.
En passant au supremum sur le membre de gauche parmi de tels couples pa, bq, on obtient
la valeur de φ évaluée en ErXs, et donc l’inégalité voulue φpErXsq ¤ ErφpXqs. Le membre de
gauche est fini, mais pas nécessairement le membre de droite. Cependant, il est défini sans
ambigüité. Pour la version conditionnelle, c’est la même démonstration.

(vi) L’idempotence est évidente puisqu’alors X vérifie elle-même la caractérisation de
l’espérance conditionnelle.

(vii) Soient C � B. Pour C P C, on a aussi C P B et ainsi ErX1Cs � E�ErX | Cs1B�,
espérance conditionnelle de X par rapport à C, et E�ErX |Bs1B� � E�ErX |Bs1B�, espérance
conditionnelle de ErX |Bs par rapport à C. On en déduit que ErX | Cs � E�ErX |Bs �� C�.

Maintenant, (un représentant de) ErX | Cs est C et donc B-mesurable. Par idempotence,E�ErX | Cs �� B� � ErX | Cs (cette propriété est si évidente qu’on aurait pu se passer de la
préciser).

(viii) Pour ce point, il faut étendre la propriété caractérisant l’espérance conditionnelle
des indicatrices 1B , B P B, aux variables B-mesurables K telles que XK est intégrable.
L’extension à K étagée est immédiate, l’extension finale peut se faire par un argument de
convergence dominée de telles K pouvant s’écrire comme limites simples de fonctions étagées
convenablement choisies. L’utilisation de cette extension de la caractérisation de l’espérance
conditionnelle permet immédiatement de conclure. l
Proposition 2. — Si H : pΩ,A,Pq Ñ R est une variable aléatoire intégrable indépendante
d’une sous-tribu B, alors ErH |Bs � ErHs presque sûrement.

Démonstration. — Soit B P B, alors H et 1B sont deux variables aléatoires intégrables et
indépendantes. Ainsi, H1B est intégrable (évident ici), et ErH1Bs � ErHs � ErBs. Ainsi, la
variable aléatoire constante ErHs, qui est B-mesurable, vérifie la propriété caractéristique de
l’espérance conditionnelle, on a donc ErH |Bs � ErHs presque-sûrement. l
Remarques. — a) Soit p P r1,8r. L’inégalité de Jensen conditionnelle (x P R Ñ |x|p étant
convexe) montre que | ErX |Bs|p ¤ Er|X |p |Bs. Ainsi, si X P LppΩ,A,Pq, alorsE�| ErX |Bs|p� ¤ E�Er|X |p |Bs� � Er|X |ps
par propriété de l’espérance d’une espérance conditionnelle, ce qui montre que Er . |Bs :
LppΩ,A,Pq Ñ LppΩ,B,Pq � LppΩ,A,Pq est une application linéaire contractante (de norme
inférieure ou égale à 1) et qu’elle est de plus continue dans Lp. Ceci joint avec la propriété
d’idempotence, on en déduit qu’il s’agit de projections contractantes.

b) Pour p � 2, les espérances conditionnelles Er . |Bs : L2pΩ,A,Pq Ñ L2pΩ,B,Pq �
L2pΩ,A,Pq sont les projections orthogonales sur le sous-espace fermé L2pΩ,B,Pq correspon-
dant. Ceci peut se voir en constatant que ce sont des projections contractantes sur un espace
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de Hilbert et qu’elles sont dès lors des projections orthogonales. Sans ce résultat général, pour
X P L2pΩ,A,Pq, la relation de caractérisation de l’espérance conditionnelle Y � ErX |Bs avec
les indicatrices d’événements, s’étend par linéarité aux fonctions étagées, et la continuité du
produit scalaire H ÞÑ xX,Hy permet d’étendre cette relation à la clotûre dans L2pΩ,A,Pq
de cet espace de fonctions étagées qui n’est autre que L2pΩ,B,Pq. On a donc pour tout
H P L2pΩ,B,Pq, xX,Hy � xY,Hy avec Y P L2pΩ,B,Pq, et donc X � Y � pX � Y q avec
X � Y orthogonal à L2pΩ,B,Pq. La projection est bien orthogonale.

On préfère généralement introduire l’espérance conditionnelle comme projection orthogo-
nale dans L2, puis l’étendre à L1, et finalement en déduire toutes les propriétés énoncées
auparavant. Le passage par le théorème de Radon–Nikodym (plus compliqué, et dont les
démonstrations peuvent utiliser des résultats ultérieurs), nous parâıt cependant avoir un
intérêt pédagogique.

4. Martingales

Rappelons que si F � pFtqtPT est une filtration sur un espace probabilisé pΩ,A,Pq, nous
désignons par F8 ��

tPT Ft sa tribu terminale qui est une sous-tribu de A. Nous renvoyons
à [3] ou à [4] pour l’approfondissement des notions que nous ne faisons que survoler ici.

Définition 12. — Soit pΩ,A,P,Fq un espace probabilisé filtré. Un processus X � pXtqtPT
à valeurs dans R est une martingale (resp. sur-martingale, sous-martingale) dans la filtration
F si

(i) X est F -adapté (pour tout t P T, Xt est Ft-mesurable) ;

(ii) pour tout t P T, Xt est intégrable ;

(iii) pour tout s ¤ t P T, ErXt |Fss � Xs (resp. ErXt |Fss ¤ Xs, ErXt |Fss ¥ Xs) presque
sûrement.

La notion de martingale s’étend coordonnées par coordonnées à Rd et même à Cd (alors
que les sur- et sous-martingales sont des notions réelles). Une sur-martingale a tendance à
décrôıtre : vu du présent, la valeur future est en moyenne inférieure à la valeur présente.
C’est l’opposé pour une sous-martingale. D’ailleurs si X est une sur-martingale, �X est une
sous-martingale et réciproquement. Pour une martingale, ce qu’on peut prévoir de l’avenir
n’est ni meilleur ni pire que ce qu’il se passe au temps présent.

Proposition 3. — (i) Sur un espace probabilisé filtré pΩ,A,P,Fq, l’ensemble des martin-
gales (resp. sur-martingales, sous-martingales) est stable par combinaisons linéaires (resp.
combinaisons linéaires à coefficients positifs).

(ii) Si un processus X est une martingale (resp. sur-martingale, sous-martingale) dans
une filtration F , que G � F est une sous-filtration dans laquelle X est adapté, alors X est
une martingale (resp. sur-martingale, sous-martingale) dans la filtration G. En particulier X
est une martingale (resp. sur-martingale, sous-martingale) dans sa filtration naturelle FX .

Démonstration. — (i) C’est une simple conséquence de la linéarité de l’espérance condition-
nelle.

(ii) Considérons une martingale X . La propriété d’intégrabilité est satisfaite, l’adaptation
à G est supposée, il ne reste qu’à examiner si la propriété de martingale est satisfaite dans
la filtration G. Si s ¤ t P T, par transitivité de l’espérance conditionnelle, ErXt |Gss �ErErXt |Fss |Gss � ErXs |Gss � Xs presque sûrement puisque Xs est Gs-mesurable.
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Remarque. — Le terme « martingale » désigne au départ une pièce de cuir de l’harnachement
d’un cheval ; il y a aussi la bande de tissu de certaines vestes ; dans un glossaire Rabelais
écrit « Martingale, prostituée, femme de mauvaise vie ». C’est devenu un terme de jeux
de hasard qui désigne une technique gagnante. En Mathématiques, si le processus représente
le gain à un jeu de hasard, c’est plutôt la situation d’ex-æquo (fair game, risque neutre).

Les adjectifs « sur » et « sous » proviennent de la théorie du potentiel (l’image du mouve-
ment brownien par une application sur-harmonique est une sur-martingale, . . .).

Exemples. — a) Soit A P A un événement. Le processus Xt � Er1A |Fts, t P T, définit une
martingale. On notera au passage que l’espérance conditionnelle d’une fonction indicatrice
n’est pas nécessairement une fonction indicatrice.

b) Soit Z : pΩ,A,Pq Ñ R une variable aléatoire réelle intégrable. Le processus Xt �ErZ |Fts, t P T, définit une martingale.

Exercice. — Soit pξnqn¥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, intégrables,
de même espérance m P R. On pose F0 � tH,Ωu, X0 � 0 et Fn � σtξ1, . . . , ξnu, Xn �
ξ1�� � ��ξn, n ¥ 1. Quelle est la nature du processus X � pXnqn¥0 par rapport à la filtration
F ? Décrire le comportement asymptotique de X lorsque les variables aléatoires pξnqn¥1 sont
de plus identiquement distribuées en utilisant la loi forte des grands nombres pour m � 0 et
le théorème central limite sinon.

Ce qui nous intéressera est le comportement asymptotique des martingales en �8. On
pourra supposer T � N ou T � R�. Les théorèmes suivants sont admis.

Théorème de convergence des sur-martingales positives. — (i) Une sur-martin-
gale positive X est presque sûrement convergente, plus précisément, il existe X8 une variable
aléatoire F8-mesurable telle que Xt tend vers X8 presque sûrement lorsque tÑ8.

(ii) Plus généralement, si X est une sur-martingale telle que suptPT ErX�
t s   8 (ce qui

équivaut ici à suptPT Er|Xt|s   8), alors X converge presque sûrement.

Remarques. — a) On peut accepter la véracité de la première affirmation en pensant au fait
qu’une suite réelle décroissante minorée est convergente. Cependant une sur-martingale n’est
décroissante qu’en « moyenne », des arguments supplémentaires, assez fins, sont nécessaires
pour établir cette preuve.

b) La deuxième affirmation est une généralisation de la première où la condition de mi-
noration presque sûre est remplacée par une minoration en moyenne. La condition entre
parenthèses est plus forte que la condition de bornitude des espérances des parties négatives.
Si X est une sur-martingale, comme |Xt| � Xt � 2X�

t , Er|Xt|s � ErXts � 2 ErX�
t s �ErErXt |Fsss � 2 ErX�

t s ¤ ErXss � 2 ErX�
t s pour s ¤ t P T. En fixant s (par exemple s � 0

lorsque c’est possible), on constate que l’hypothèse de bornitude des espérances des parties
négatives implique celle des espérances des valeurs absolues (au moins à partir de tout rang
s si T n’est pas fermé à gauche).

c) De ce théorème on peut énoncer toutes sortes de résultats similaires pour les sous-
martingales (en prenant l’opposé), et les martingales. Dans le cas des martingales, on retient
la condition de bornitude des espérances des valeurs absolues comme condition suffisante de
convergence presque sûre. Si X est une martingale convergeant presque sûrement vers une
variable aléatoire X8, a-t-on Xt � ErX8 |Fts ? La réponse est non (voir exercices). Une
condition supplémentaire doit être imposée.

On rappelle qu’une famille H de variables aléatoires réelles est uniformément intégrable si� ε ¡ 0, D c ¡ 0, E�1t|H|¡cu|H|� ¤ ε pour toute H P H.
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La notion d’uniforme intégrabilité est une notion de compacité relative dans L1 muni de la
topologie faible induite par le dual L8.
Remarque. — Une famille finie de variables aléatoires intégrable est équi-intégrable. Une
famille quelconque, uniformément bornée, de variables aléatoires est équi-intégrable.

Théorème de convergence des martingales, cas L1. — Soit pΩ,A,P,Fq un espace
probabilisé filtré.

(i) Si X � pXtqtPT est une martingale vérifiant

sup
tPT Er|Xt|s   8,

alors il existe X8 une variable aléatoire F8-mesurable telle que X converge vers X8 presque
sûrement lorsque tÑ8.

(ii) Pour toute martingale X, on a les équivalences entre les propositions suivantes :

a) le processus X est uniformément intégrable ;

b) le processus X converge dans L1pΩ,A,Pq ;
c) suptPT Er|Xt|s   8 et il existe une variable aléatoire X8 P L1pΩ,A,Pq (qui est la/une
limite presque sûre de X) telle que pour tout t P T, Xt � ErX8 |Fts presque sûrement ;

d) il existe Y P L1pΩ,A,Pq telle que Xt � ErY |Fts presque sûrement pour tout t P T
Exercice. — Voir ce qu’il se passe pour les exemples précédents.

Cet énoncé est très technique. C’est lié au fait que la topologie de L1 est plus compliquée
que celle des espaces Lp pour p ¡ 1. La conditions la plus favorable est d’avoir l’uniforme
intégrabilité (et donc la bornitude dans L1). Dans Lp, p ¡ 1, c’est plus simple puisque la
bornitude dans Lp implique alors l’uniforme intégrabilité.

Théorème de convergence des martingales, cas Lp. — Soient X une martingale et
p P s1,8r. Si

sup
tPT Er|Xt|ps   8,

alors X converge dans L1pΩ,A,Pq et dans LppΩ,A,Pq vers la limite presque sûre X8.
Définition 13. — Lorqu’une martingale converge dans LppΩ,A,Pq vers une variable aléa-
toire X8, on dit que la martingale est fermée par la variable aléatoire X8 dans LppΩ,A,Pq.
Exemple. — Soit pξnqn¥1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées centrées, Erξns � 0, de carré intégrable, σ2 � Erξ2ns ¡ 0.

Soit X0 � 0 et Xn � ξ1 � � � � � ξn, n ¥ 1. Le processus X est une martingale qui diverge
presque sûrement : s’il existait un événement A de probabilité strictement postive et X8
une variable aléatoire telle que X converge ponctuellement vers X8 sur A, alors Xn{?nσ2

convergerait vers 0 avec probabilité strictement positive, ce qui serait contradictoire avec le
fait que les lois de ces variables convergent vers N p0, 1q d’après le théorème central limite.

Soit Y0 � 0 et Yn � °n
k�1

ξk{k, n ¥ 1. Le processus Y est encore une martingale et on a
par non corrélation des pξkqk¥1ErY 2

n s � ņ

k�1

Erpξk{kq2s � ņ

k�1

σ2

k2
¤ σ2

8̧
k�1

1

k2
� σ2π2

6
  8.
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La martingale Y est donc bornée dans L2, et le théorème précédent s’applique.

Théorème 8. — Soient X une martingale (resp. sur-martingale, sous-martingale) et T un
temps d’arrêt. Alors le processus arrêté X |T � pXt^T qtPT est une martingale (resp. sur-
matingale, sous-martingale).

Démonstration. — Nous ne le démontrons que pour T � N, ce qui se généralise à Z. Dans le
cas du temps continu des hypothèses additionnelles doivent être faites comme d’habitude.

Nous savons que X |T est adapté car X est adapté et T est un temps d’arrêt. Supposons
que X soit une martingale. Pour n ¥ 0, en convenant que X�1 � 0, en écrivant

Xpn�1q^T � n�1̧

k�0

1tk¤T upXk �Xk�1q
qui est une somme finie de variables aléatoires intégrables et est donc intégrable, et en remar-
quant que 1tn�1¤T u � 1tT¤nuc et que tous les termes d’indices k ¤ n sont Fn-mesurables,
on a ErXpn�1q^T |Fns � n�1̧

k�0

Er1tk¤T upXk �Xk�1q |Fns� n�1̧

k�0

1tk¤T upXk �Xk�1q � Er1tn�1¤T upXn�1 �Xnq |Fns� n�1̧

k�0

1tk¤T upXk �Xk�1q � 1tn�1¤T u ErXn�1 �Xn |Fns� n�1̧

k�0

1tk¤T upXk �Xk�1q � Xn^T

presque sûrement. Ainsi X |T est une martingale. Le cas des sur/sous-martingales est sem-
blable. l
Théorème d’arrêt de Doob. — Soient X une martingale, S ¤ T deux temps d’arrêt. Si
le processus arrêté X |T est uniformément intégrable, alorsErXT |FSs � XS presque sûrement.

Démonstration. — Nous ne donnons de démonstration qu’en temps discret et de plus lorsque
S ¤ T sont deux temps d’arrêt bornés. De sorte que X |T est construit à partir d’un nombre
fini X0, . . . , XN (0 ¤ S ¤ T ¤ N) de variables aléatoires intégrables formant ainsi une famille
uniformément intégrable.

Nous remplaçons X par X |T qu’on sait être une martingale d’après le théorème précédent
et qui vérifie Xn � XT pour n ¥ N . Soit A P FS , ce qui signifie que AX tS � ku P Fk pour
tout k ¥ 0. Soit n ¥ N , on aErXn1As � ErXn � 1� 1As � E�Xn � Ņ

k�0

1tS�ku � 1A� � E� Ņ

k�0

Xn1AXtS�ku�� Ņ

k�0

E�Xn1AXtS�ku� � Ņ

k�0

E�ErXn |Fks1AXtS�ku� � Ņ

k�0

E�Xk1AXtS�ku�� E� Ņ

k�0

Xk1AXtS�ku� � E�� Ņ

k�0

Xk1tS�ku
1A� � ErXS1As.
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Ainsi XS , qui est FS-mesurable, vérifie la propriété caractéristique de ErXn |FSs, on a donc
égalité entre elles presque sûrement, et comme n ¥ N , on a l’identité du théorème.

L’extension à des temps d’arrêt non bornés tels que X |T est uniformément intégrable peut
se voir en utilisant le théorème de convergence L1 des martingales : en remplaçant X par
X |T on obtient une martingale uniformément intégrable fermée par X8 � XT sur tT   8u
dans L1. Il ne reste plus qu’à vérifier que ErX8 |FSs � XS presque sûrement, ce qu’on peut
faire par un calcul analogue (N � 8) au précédent. l
Remarques. — a) Le théorème d’arrêt s’applique aussi aux sur/sous-martingales avec les
inégalités qui conviennent.

b) La condition d’uniforme intégrabilité de X |T est souvent satisfaite grâce à des condi-
tions plus fortes et plus simples :X uniformément intégrable ouX |T borné dans Lp, p P s1,8s,
par exemple.

c) Les conditions du théorème d’arrêt de Doob ne sont pas anodines. Supposons S � 0 et
T le premier temps d’atteinte de N dans un jeu de pile ou face où on gagne ou on perd 1 euro
à chaque tour suivant le résultat. Le gain X est alors une martingale à valeurs entières lorsque
la pièce est équilibrée. On constate que T est presque sûrement fini, que XT � N , alors que
le gain au fil du temps est une martingale et qu’on s’attend à un gain nul en moyenne.

PourM , N ¥ 1, posons T 1 le temps d’atteinte de t�M,Nu. Alors T 1 est presque sûrement
fini (cela peut se voir en disant que l’apparition de M �N gains successifs au cours du jeu
est de probabilité 1 par Borel–Cantelli) et XT 1 P t�M,Nu. Le processus X |T 1 est borné et
on a par le théorème d’arrêt de Doob :

0 � X0 � ErXT 1s � �M � P XT 1 � �M(�N � P XT 1 � N
(

comme de plus P XT 1 � �M(� P XT 1 � N
( � 1, on obtientP XT 1 � �M( � N

M �N
et P XT 1 � N

( � M

M �N
.

d) Le théorème d’arrêt s’applique aux sur-martingales et aux sous-martingales avec les
inégalités qui conviennent. D’ailleurs, on le démontre pour les sur-martingales, le cas des
sous-martingales et des martingales s’obtenant comme corollaire immédiat.

Les martingales sont fondamentales en théorie des processus à plusieurs titres. D’une
part, leur donnée est équivalente à celle de la filtration. D’autre part, elles apparaissent
parfois comme une perception à l’ordre 1 de processus, en particulier pour les processus de
Markov. Enfin, elles sont la base du calcul stochastique, c’est-à-dire de l’intégration le long de
trajectoires de processus stochastiques. Une esquisse sera faite de cela en travaux dirigés dans
le cas discret. En temps continu, il serait bon de mentionner quelques résultats de régularité
des trajectoires des (sur-)martingales : elles admettent des modifications càdlàg dans l’espace
probabilisé filtré satisfaisant les conditions habituelles (filtration continue à droite, complète).

5. Le théorème d’extension de Kolmogorov

Le théorème d’extension de Kolmogorov participe de la même problématique que le théo-
rème de Carathéodory, c’est-à-dire établir l’existence d’une mesure de probabilité sur un
espace mesurable prolongeant une donnée plus simple. Son contexte d’utilisation est générale-
ment celui d’un espace produit pET, EbTq sur lequel on connâıt ce qui devrait être la restric-
tion d’une mesure de probabilité à tous les sous-produits finis. La difficulté est que dès que
l’ensemble T est strictement plus que dénombrable, des hypothèses topologiques doivent être
faites sur pE, Eq — hypothèses dont on peut se dispenser si T est au plus dénombrable.
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Définition. — Soient pE, Eq un espace mesurable et T un ensemble. On appelle famille
projective de probabilités sur pET, EbTq une famille tµI : I � T, I finiu, où µI : EbI Ñ r0, 1s
est une mesure de probabilité pour tout I � T fini, telle que µI � µJ � p�1

I,J pour tout
I � J � T finis.

Dans cette définition, la notation pI,J désigne la projection de EJ sur EI . La condition
de projectivité dit que si I � J � T sont finis, la « restriction » de µJ à EbI est égale à
µI . C’est une condition de consistance nécessaire si les mesures µI sont toutes les restrictions
d’une même mesure µ définie sur EbT.
Exemple. — La loi temporelle, ou famille des lois finies dimensionnelles, d’un processus est
une famille projective de probabilités.

Théorème d’extension de Kolmogorov. — Soient pE, Eq un espace polonais muni de
sa tribu borélienne et T un ensemble. Si tµI : I � T, I finiu est une famille projective de
probabilités, alors il existe une unique mesure de probabilité µ sur EbT telle que µI � µ�p�1

I

pour tout I � T fini.

Corollaire 2. — Soient pE, Eq un espace polonais muni de sa tribu borélienne et T un
ensemble. Si pµtqtPT est une famille de mesures de probabilité, il existe une unique mesure de
probabilité µ sur EbT dont les projections finies sont les produits des mesures correspondantes.

On rappelle qu’un espace polonais est un espace métrique (ou métrisable) séparable (ad-
mettant une partie dénombrable dense) et complet (toute suite de Cauchy est convergente).
Les espaces R, Rd, C, Cd sont bien sûr polonais, les ensembles finis ou dénombrables munis
de leur topologie discrète (avec une métrique telle que dpx, yq � 0 si x � y, 1 sinon, par
exemple) le sont aussi. La notation pI précédente désigne évidemment la projection de ET
dans EI .

Remarque. — Il existe plusieurs versions de ce théorème en fonction des hypothèses qu’on
souhaite faire sur T et E. Par exemple, l’une d’entre elles exige une propriété de tension de
la famille de mesures de probabilité, qui est une condition de compacité. De telles conditions
ne se rencontrent que lorsque l’espace E appartient à des classes plus générales d’espaces
topologiques, classes que nous ne fréquenterons pas.

6. Théorèmes des classes monotones

Nous rappelons quelques résultats qui seront être évoqués par la suite et font partie des
outils de bases des raisonnements sur les processus de Markov.

Définition. — (i) Une classe M de partie d’un ensemble Ω est une classe monotone si

a) Ω PM ;

b) si A,B PM et B � A, alors AzB � AX Bc PM ;

c) M est stable par réunion monotone croissante.

Pour W ensemble de parties de Ω, on note MpWq la classe monotone engendrée par W.

(ii) Un espace vectoriel H de fonctions bornées de Ω à valeurs dans R, contenant les
fonctions constantes, et stable par convergence monotone bornée3 est appelé espace vectoriel
monotone (traduction approximative de l’anglais).

3. Si phnqn¥1 est une suite de fonctions de H convergeant simplement vers h avec }hn} ¤ C pour
tout n ¥ 1, où C P R� est une constante ne dépendant pas de n, alors h P H.
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Théorème. — (i) Soit W une famille de parties de Ω, stable par intersection finie. Alors,
on a MpWq � σpWq.

(ii) Soit H un espace vectoriel monotone. Si C � H est stable par multiplication et contient
les fonctions constantes, alors H contient toutes les fonctions bornées mesurables par rapport
à σpCq.
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Chapitre II

GÉNÉRALITÉS SUR LES PROCESSUS DE MARKOV

Introduction

Un des objets1 de la théorie des processus est la modélisation et la prédiction de phéno-
mènes aléatoires : connaissant le passé à l’instant t d’un processus X , dans quelle mesure
peut-on prévoir quelles valeurs prendra le processus à des dates ultérieures.

On peut envisager déja deux situations apparemment extrêmes :

— processus déterministe, suite récurrente en temps discret, solution d’une équation
différentielle en temps continu, . . .

— suite de variables aléatoires indépendantes, bruit blanc, . . .

Partant de là, une approche systématique consisterait à effectuer une classification des dépen-
dances, chaque classe définissant un type de processus. Dans cette optique, les processus de
Markov apparaissent comme le niveau 1 d’une telle classification.

Voir les processus de Markov seulement comme une strate de la théorie des processus
serait limitatif. Ils sont intimement liés à des problèmes d’évolution issus de la Physique, de
la théorie du potentiel, et peut-être, de manière méta-mathématique, à la représentation du
temps.

Dans ce chapitre pΩ,A,Pq est un espace probabilisé, pT,¤q le temps, F � pFtqtPT est une
filtration sur cet espace, F8 ��

tPT Ft � A sa tribu terminale, et pE, Eq un espace d’états.

1. Définitions et premières propriétés

Définition 14. — Un processus X � pXtqtPT défini sur pΩ,A,Pq à valeurs dans pE, Eq est
markovien dans la filtration F si :

(i) X est adapté à la filtration F (pour tout t P T, Xt est Ft{E-mesurable) ;

(ii) pour toute application mesurable bornée f : pE, Eq Ñ pR,BpRqq (respectivement
positive), et tous s ¤ t P T, on aErfpXtq |Fss � ErfpXtq |Xss presque sûrement. (propriété de Markov simple)

Remarques. — a) Er . |Fss est l’espérance conditionnelle sachant la tribu engendrée par Xs,
c’est-à-dire σpXsq. Cette notation abrégée est pleinement justifiée par le lemme de Doob
rappelé plus loin.

b) Les espérances conditionnelles n’ont pas nécessairement une détermination unique
puisqu’elles sont définies seulement à égalité presque sûre près. Pour éviter de choisir des
versions, on pourrait dans toute la suite ne considérer que des classes de variables aléatoires
à égalité presque sûre près et supposer les tribus complètes. Nous ne le ferons pas, du moins
explicitement.

1. L’objet fondamental de la théorie des processus, ou le moteur qui l’a poussé si loin, est en fait
la traduction et la résolution de problèmes issus de l’Analyse par des méthodes dites probabilistes.



2 juillet 2013 23

c) L’espace d’états pE, Eq n’est pas nécessairement un espace vectoriel. Ainsi pour observer
Xt depuis le passé Fs à l’aide d’espérances conditionnelles, on doit considérer des « lectures »
fpXtq : pΩ,A,Pq Ñ R de la variable aléatoire Xt, l’ensemble de celles-ci la déterminant
complètement (considérer, par exemple, l’ensemble des 1BpXtq pour B P E). Il faut se garder
de croire que la notion de processus markovien est plus générale que la notion de martingales,
il y a seulement un air de famille. Pour nous, les processus de Markov sont à ranger du côté
des modèles, les martingales du côté des outils.

Lemme de Doob (rappel). — Soit X : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq une variable aléatoire quel-
conque et Y : pΩ,A,Pq Ñ pF,Fq une variable aléatoire à valeurs dans un espace métrique F
séparable complet muni de sa tribu borélienne F � BpF q. La variable aléatoire Y est σpXq-
mesurable si et seulement si il existe g : pE, Eq Ñ pF,Fq mesurable telle que Y � gpXq.
Remarques. — a) Dans les applications, on a généralement F � R ou Rd. En revanche, il est
bon de garder à l’esprit que pE, Eq est un espace mesurable quelconque.

b) Une telle fonction g n’est généralement pas uniquement déterminée. La notion générale
de processus markovien ne suffit pas pour exprimer analytiquement les espérances condition-
nelles rencontrées.

c) La proposition suivante évoque le cas des martingales à temps discret mais la preuve
du résultat annoncé est plus complexe puisqu’elle utilise le lemme de Doob en plus de la
transitivité des espérances conditionnelles.

Proposition 4 (temps discret). — Supposons T � N par exemple. Pour qu’un processus
X � pXnqnPN adapté soit markovien, il faut et il suffit que pour toute application mesurable
f : pE, Eq Ñ pR,BpRqq bornée (ou positive) et n P N,ErfpXn�1q |Fns � ErfpXn�1q |Xns presque sûrement.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire (prendre s � n, t � n � 1).
Réciproquement supposons que la propriété énoncée soit vérifiée. Soit f : E Ñ R une ap-
plication bornée, et 0 ¤ n   m. Puisque Fm�1 � Fn comme m � 1 ¥ n, on a (presque
sûrement) ErfpXmq |Fns � E�ErfpXmq |Fm�1s �� Fn

�� E�ErfpXmq |Xm�1s �� Fn

�
par la propriété rBs� Erfm�1pXm�1q |Fn

�
par le lemme de Doob.

En itérant, on obtient ErfpXmq |Fns � Erfn�1pXn�1q |Fns � fnpXnq presque sûrement, qui
est Fn-mesurable. Par conséquent, cette espérance conditionnelle est égale à ErfpXmq |Xns
puisqu’alorsErfpXmq |Fns � E�ErfpXmq |Fns �� Xn

�
puisque le terme de gauche est σpXnq-mesurable� ErfpXmq |Xns puisque Fn � σpXnq.

On a donc bien la réciproque. l
Si X � pXtqtPT est un processus, nous noterons FX¥s ou FX

s¤ � σtXt : t ¥ su la tribu du
futur du processus X à l’instant s.

Proposition 5. — Un processus adapté X est markovien si et seulement si l’une des condi-
tions suivantes est satisfaite :
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(i) pour tout B P E et tous s ¤ t P T,Er1BpXtq |Fss � Er1BpXtq |Xss p.s.,

autrement noté PtXt P B |Fsu � PtXt P B |Xsu presque sûrement2 ;

(ii) pour tous s ¤ t1 ¤ � � � ¤ tn P T, f1, . . . , fn : pE, Eq Ñ R mesurables bornées (ou
positives)E�f1�Xt1

�� � � � � fn
�
Xtn

� �� Fs

� � E�f1�Xt1

�� � � � � fn
�
Xtn

� �� Xs

�
p.s. ;

(iii) pour tout s P T et toute application F : pΩ,FX¥sq Ñ R mesurable bornée (ou positive),
on a ErF |Fss � ErF |Xss p.s. ;

(iv) pour tout s P T et tout événement A P FX¥s, on aEr1A |Fss � Er1A |Xss p.s.,

autrement noté PpA |Fsq � PpA |Xsq presque sûrement.

Démonstration. — (i) Si X est markovien au sens de la définition, la propriété (i) est satis-
faite en prenant f � 1B pour B P E qui est une application mesurable, bornée et positive.
Réciproquement, si (i) a lieu, la propriété est vérifiée pour toute combinaison linéaire finie f
de fonctions indicatrices. Le théorème de convergence monotone (conditionnel) permet alors
de passer à la limite pour toute f : pE, Eq Ñ R� mesurable positive. Le cas des applications
f : pE, Eq Ñ R mesurables bornées s’en déduit en considérant parties positive et négative.

(ii) Il est clair que si (ii) est vraie, avec n � 1, on obtient la markoviennité de X .
Réciproquement, notons φ1pXt1 , . . . , Xtnq � f1pXt1q � � � � � fnpXtnq qui est une variable
aléatoire « cylindrique ». On aErφ1pXt1 , . . . , Xtnq |Fss � E�Erφ1pXt1 , . . . , Xtnq |Ftn�1

s �� Fs

�� E�Erf1pXt1q � � � � � fnpXtnq |Ftn�1
s �� Fs

�� E�f1pXt1q � � � � � fn�1pXtn�1
q � ErfnpXtnq |Ftn�1

s �� Fs

�
(propriété de Markov simple) � E�f1pXt1q � � � � � fn�1pXtn�1

q � ErfnpXtnq |Xtn�1
s �� Fs

�
(lemme de Doob) � E�f1pXt1q � � � � � fn�1pXtn�1

q � gpXtn�1
q �� Fs

�� E�φ2pXt1 , . . . , Xtn�1
q �� Fs

�
où φ2pXt1 , . . . , Xtn�1

q s’écrit de manière semblable à φ1pXt1 , . . . , Xtnq, c’est-à-dire que c’est
aussi une variable aléatoire cylindrique mais qui est d’ordre strictement plus petit. Noter
que par monotonie de l’espérance conditionnelle, si fn est bornée (resp. positive), on peut
supposer g bornée (resp. positive). En itérant le conditionnement,Erφ1pXt1 , . . . , Xtnq |Fss � Erφn�1pXt1q |Fss � Erφn�1pXt1q |Xss p.s.

Puisque d’après ce calcul Erφ1pXt1 , . . . , Xtnq |Fss est σpXsq-mesurable, alors elle cöıncide
avec Erφ1pXt1 , . . . , Xtnq |Xss presque sûrement. D’où la conclusion.

(iii) On utilise le théorème des classes monotones dans sa version fonctionnelle : la classe
H des variables aléatoires FX¥s-mesurables F vérifiantErF |Fss � ErF |Xss p.s.

2. Noter que ce sont des [classes de] variables aléatoires.
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est un espace vectoriel contenant les variables aléatoires constantes et est stable par limite
croissante bornée. L’ensemble C des variables aléatoires F � f1pXt1q�� � ��fnpXtnq, s ¤ t1 ¤� � � ¤ tn, f1, . . . , fn : pE, Eq Ñ R mesurables bornées, est un sous-ensemble de H stable par
multiplication. De plus, on sait que l’ensemble des variables aléatoires de cette forme engendre
la tribu FX¥s. Le théorème affirme alors que l’ensemble des variables aléatoires FX¥s-mesurables
bornées est inclus dans H, d’où la conclusion.

(iv) C’est immédiat en prenant F � 1A pour A P FX¥s. l
Remarque. — Pour s P T, la tribu FX¥s est la tribu futur du processus X au temps s. Notons
qu’avec l’hypothèse d’adaptation, on a seulement supposé FX

s � Fs.

Proposition 6. — Soit X un processus markovien dans une filtration F . Si G est une sous-
filtration de F dans laquelle X est adapté, alors X est markovien dans G. En particulier, X
est markovien dans sa filtration naturelle FX .

Démonstration. — Pour tout s P T, σpXsq � Gs � Fs. On a alorsErfpXtq |Gss � E�ErfpXtq |Fss �� Gs

� � E�ErfpXtq |Xss �� Gs

� � ErfpXtq |Xss p.s.

pour tout t ¥ 1 et f : pE, Eq Ñ R bornée (ou positive). l
Définition 15. — Soient B, C et D trois sous-tribus de A. Les tribus B et C sont indépen-
dantes conditionnellement à D si et seulement si pour tous B P B, C P C, Er1B � 1C |Ds �Er1B |Ds�Er1C |Ds presque sûrement (ou encore PpBXC |Dq � PpB |Dq�PpC |Dq presque
sûrement).

Comme précédemment, une telle propriété peut se traduire avec des variables aléatoires
F (au lieu de 1B) B-mesurable et G (au lieu de 1C) C-mesurable, bornées (ou positives).

Proposition 7. — Un processus X adapté à une filtration F est markovien dans cette
filtration si et seulement si pour tout s P T, Fs et FX¥s sont indépendantes conditionnellement
à σpXsq.
Démonstration. — Soient B P Fs, C P FX¥s et D P σpXsq. Supposons X markovien dans la
filtration F . On aEr1B � 1C � 1Ds � E�Er1B � 1C � 1D |Fss� � E�1B � Er1C |Fss � 1D�� E�1B � Er1C |Xss � 1D� � E�E�1B � Er1C |Xss � 1D �� Xs

��� E�Er1B |Xss � Er1C |Xss � 1D�.
Si cela est vérifié pour tous B, C et D ainsi choisis, on a l’indépendance conditionnelle. Pour
la réciproque, on part de l’indépendance conditionnelle : soient C P FX

s¤ fixé, et B P Fs qui
sera amené à varier. On a par hypothèse Er1B � 1C |Xss � Er1B |Xss � Er1C |Xss presque
sûrement, en prenant les espérancesEr1B � 1Cs � E�Er1B � 1C |Xss� � E�Er1B |Xss � Er1C |Xss�,
puis en rentrant Er1C |Xss qui est σpXsq-mesurable dans l’espérance conditionnelle de 1B
sachant Xs, Er1B � 1Cs � E�E�1B � Er1C |Xss �� Xs

�� � E�1B � Er1C |Xss�,
la dernière égalité résultant du fait que l’espérance d’une espérance conditionnelle est égale
à l’espérance de la variable d’origine. Puisque c’est vrai pour tout B P Fs et que Er1C |Xss
est Fs-mesurable, on a donc Er1C |Fss � Er1C |Xss p.s.
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et donc que le processus X est markovien d’après les caractérisations précédentes. l
Retournement du temps. — La propriété de Markov simple dit que l’évolution future ne
dépend que du présent. Ici, le futur est FX¥s pour s P T (le présent). La propriété d’indépen-
dance conditionnelle suggère une symétrie entre le futur et le passé pourvu que la filtration
soit la filtration naturelle FX du processus. Supposons que T est un ensemble ordonné borné
par 0 et T finis. En considérant un processus X markovien dans FX , pX � pXT�tq0¤t¤T , on a

F
pX
t � FX¥T�t et F

pX¥t � FX
T�t

qui sont indépendantes conditionnellement à σp pXtq � σpXT�tq. Le processus retourné au

temps T , pX , est donc markovien.

Exemples. — a) Les processus déterministes sont des processus markoviens quelle que soit
la filtration considérée. En effet, si Xt � xptq est une variable aléatoire (presque sûrement)
constante, alors pour toute application f : pE, Eq Ñ R, fpXtq est une variable aléatoire
presque sûrement constante égale à fpxptqq et on a ErfpXtq |Fts � Erfpxptqq |Fts � fpxptqq �Erfpxptqq |Xss � ErfpXtq |Xss presque sûrement. Pour un processus déterministe, le futur ne
dépendant d’aucun aléa, il est toujours indépendant du passé, même conditionnellement au
présent.

b) Les suites de variables aléatoires indépendantes sont markoviennes au moins dans leurs
filtrations naturelles. Soit X � pXtqtPT une suite de variables aléatoires de même espace
d’états pE, Eq et adaptée à une filtration F . Pour s ¤ t, supposons que Xt est indépendant
de Fs, alors pour f : pE, Eq Ñ R, fpXtq est indépendante de Fs et si f est bornée ou de signe
constant par exemple, ErfpXtq |Fss � ErfpXtqs presque sûrement, par indépendance. Notam-
ment, ErfpXtq |Xss � ErErfpXtq |Fss |Xss � ErErfpXtqs |Xss � ErfpXtqs presque sûrement.
On a donc bien ErfpXtq |Fss � ErfpXtq |Xss presque sûrement. Noter que puisque X est sup-
posé adapté, l’hypothèse selon laquelle Xt est indépendant de Fs pour tous s ¤ t implique
que les variables pXtqtPT sont indépendantes. Là encore, la traduction de la markoviennité en
terme d’indépendance du passé et du futur conditionnellemennt au présent rend cet exemple
immédiat.

c) Considérons pour espace d’états E � R, Rd. Les processus à accroissements indépen-
dants sont markoviens au moins dans leurs filtrations naturelles. Un processus X est à ac-
croissements indépendants si et seulement si pour tous s ¤ t, Xt � Xs est indépendant de
FX

s , ou encore si pour tous t1 ¤ � � � ¤ tN , Xt1 , Xt2 �Xt1 , . . . , Xtn �Xtn�1
sont des variables

aléatoires indépendantes. La markoviennité vient du fait suivant : sachant tXs � xu, on
a Xt � pXt � Xsq � x qui est indépendant de Fs. Cette esquisse de raisonnement justifie
complètement l’affirmation lorsque E est discret. Le cas E � R, Rd peut se voir comme un
passage à la limite.

d) En temps discret, T � N, si pUnqn¥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes
à valeurs dans r0, 1s par exemple, indépendante de X0 : pΩ,A,Pq Ñ pE, Eq et fn : E�r0, 1s Ñ
E, n ¥ 1, une suite d’applications mesurables, alors en posant Xn � fnpXn�1, Unq, n ¥ 1, on
définit un processus markovien (voir travaux dirigés). Les algorithmes invoquant le hasard
via un générateur de nombres pseudo-aléatoires peuvent en général se comprendre comme
une telle construction et donne ainsi naturellement lieu à des processus markoviens.

2. Noyaux de transition

Soit pE, Eq un espace mesurable.
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Définition 16. — On appelle noyau de probabilité sur pE, Eq une application

P : E � E ÝÑ r0, 1spx,Bq ÞÝÑ P px,Bq
telle que

(i) pour tout x P E, P px, . q : E Ñ r0, 1s, B ÞÑ P px,Bq est une mesure de probabilité ;

(ii) pour tout B P E , P p . , Bq : E Ñ r0, 1s, x ÞÑ P px,Bq est une application E-mesurable.

Remarques. — a) Un noyau de probabilité est aussi appelé noyau de transition : P px,Bq
peut s’interpréter comme étant la probabilité partant d’un point x P E d’arriver dans un
sous-ensemble mesurable B de E.

b) Lorsque E est un ensemble fini, voire dénombrable, muni de sa tribu discrète E �
PpEq, un noyau peut être décrit comme une matrice P � pP px, yqqx,yPE dont les éléments
représentent les probabilités de passer d’états x à des états y.

Définition 17. — Soit P un noyau de probabilité sur pE, Eq.
(i) Pour f : pE, Eq Ñ R application mesurable bornée (resp. positive), on définit

Pf : pE, Eq ÝÑ R
x ÞÝÑ »

E

fpyqP px, dyq
qui est alors une application mesurable bornée (resp. positive).

(ii) Pour µ : E Ñ r0, 1s une mesure de probabilité sur pE, Eq, on définit

µP : E ÝÑ R
B ÞÝÑ »

E

µpdxqP px,Bq
qui est alors une mesure de probabilité sur pE, Eq.
Espace d’états fini. — L’action d’un noyau sur une fonction et l’action d’un noyau sur une
mesure de probabilité sont clairement duales car exprimant la dualité fonction–mesure.

Lorsque E � tx1, . . . , xnu est fini (muni de sa tribu discrète), on convient de représenter
les fonctions par des vecteurs colonnes et par conséquent les mesures par des vecteurs lignes :

µ � pµ1, . . . , µnq, f � ��� f1
...
fn

�Æ
, µpfq � pµ1, . . . , µnq ���� f1
...
fn

�Æ
� ņ

i�1

µi � fi

avec µi � µtxiu et fi � fpxiq. Les noyaux s’écrivent alors

P � ��� p1,1 . . . p1,n
...

...
pn,1 . . . pn,n

�Æ
 avec pi,j � P pxi, xjq ¥ 0,

et la condition de noyau se résume ici à pi,1 � � � � � pi,n � 1 pour tout 1 ¤ i ¤ n, autrement
dit, chaque ligne représente une mesure de probabilité sur E. Une telle matrice est souvent
appelée matrice stochastique.
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Définition 18. — Soient P et Q deux noyaux de probabilité sur pE, Eq. On définit la
composée PQ de P et de Q par

PQpx, dzq � »
E

P px, dyqQpy, dzq
qui est un noyau de probabilité sur pE, Eq.
Remarques. — a) La composition de noyaux n’est pas une opération commutative en général.
Si P décrit comment on va de x à y,Q décrit comment on va de y à z, alors PQ décrit comment
on va de x à z en sommant sur tous les y intermédiaires.

b) On vérifie immédiatement que lorsque E est fini, la composée de deux noyaux corres-
pond au produit matriciel des matrices stochastiques correspondantes.

Exercice. — (i) Vérifier directement que le produit de deux matrices stochastiques est une
matrice stochastique.

(ii) Vérifier que toute combinaison barycentrique de matrices stochastiques est une matrice
stochastique.

Définition 19. — (i) Une fonction de transition sur pE, Eq est une famille pPs,tqs¤tPT de
noyaux de probabilité telle que pour tous r ¤ s ¤ t P T,

Pr,sPs,t � Pr,s c’est-à-dire

»
E

Pr,spx, dyqPs,tpy, dzq � P px, dzq.
(ii) Une fonction de transition pPs,tqs¤tPT est homogène si et seulement si, pour tout

s ¤ t P T, Ps,t ne dépend que de t � s. Alors, en posant Pt � Ps,s�t, la suite de noyaux
de probabilité pPtqt¥0 est appelé semi-groupe (de transition) sur pE, Eq et vérifie pour tout
s, t ¥ 0

PsPt � Ps�t.

Remarque. — Pour la notion (ii), l’ensemble ordonné T doit disposer d’une structure additive
(N, Z, R�q, et on pose T� � tt� s : s ¤ t P Tu.
Proposition 8. — Supposons T � N ou T � Z. Alors une fonction de transition homogènepPs,tqs¤tPT sur pE, Eq est déterminée uniquement par la donnée de P � P1 � Ps,s�1 qui est
un noyau de transition sur pE, Eq, et on a pP qt � Pt � Ps,s�t pour tout t ¡ 0.

Démonstration. — Immédiat. l
Remarques. — a) Rien n’assure que Ps,s, dans le cas inhomogène, ou P0, dans le cas ho-
mogène, agisse comme l’identité sur les fonctions ou les mesures. Ce sera pourtant le cas dans
la suite.

b) La proposition précédente est propre au temps discret.

3. Processus de Markov

Définition 20. — Un processus markovien X défini sur pΩ,A,P,Fq un espace probabilisé
filtré et d’espace d’états pE, Eq admet une fonction de transition pPs,tqs¤tPT si et seulement
si, pour tous s ¤ t P T, et toute application f : pE, Eq Ñ R mesurable bornée (ou positive),

Ps,tfpXsq � »
E

fpyqPs,tpXs, dyq � ErfpXtq |Xss p � ErfpXtq |Fssq presque sûrement.
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Si de plus la fonction de transition est homogène, le processus est dit markovien homogène
(on ne considère alors que le semi-groupe associé).

Proposition 9. — Supposons le processus X markovien et admettant une fonction de tran-
sition pPs,tqs¤tPT. Pour tout t0 P T, la loi temporelle du processus pXtqt¥t0 est uniquement
déterminée par la loi µt0 de la variable aléatoire Xt0 et la fonction de transition :PtXt0 P dx0, . . . , Xtn P dxnu � µt0pdx0q � Pt0,t1px0, dx1q � � � � � Ptn�1,tnpxn�1, dxnq
pour t0   t1   � � �   tn P T. En particulier, pour tout t ¥ t0, la loi de Xt est µt � µt0Pt0,t.

Démonstration. — La formule précédente s’obtient sous forme intégrée par des conditionne-
ments successifs dans Erf0pXt0q � � � � � fnpXtnqs. l
Remarque. — Souvent T � N ou T � R�, et on se focalise sur t0 � 0.

Théorème 9. — Soit pPs,tqs¤tPT une fonction de transition sur un espace d’états polonaispE, Eq. Considérons Ω � ET muni de la tribu produit A � EbT, du processus canonique
X � pXtqtPT des coordonnées et F � FX sa filtration naturelle.

(i) Pour tout t0 P T et µ0 mesure de probabilité sur pE, Eq, il existe une mesure de
probabilité P sur pΩ,Aq tel que le processus pXtqt¥t0 soit markovien dans pΩ,A,P,Fq de
fonction de transition pPs,tqs¤tPT et Xt0 de loi µ0.

(ii) Si T � N ou T � R�, t0 � 0 (ou plus généralement, si T est fermé à gauche par t0),
cette mesure de probabilité est unique et on note Pµ0 � P.
Démonstration. — La démonstration de ce théorème repose sur le théorème d’extension de
Kolmogorov dont il est une application directe. l
Remarques. — Avec les hypothèses et notations du théorème précédent, lorsque T est fermé
à gauche par t0, le quadruplet pΩ,A,Pµ0,Fq correspondant est appelé réalisation canonique
du processus markovien X de fonction de transition pPs,tqs,tPT et de loi initiale µ0. Dans la
suite on conviendra que t0 � 0.

Définition 21. — Un processus de Markov sur un espace d’états pE, Eq de fonction de
transition pPs,tqs,tPT est la donnée de

(i) pΩ,A,Fq un espace mesurable filtré,

(ii) X un processus défini sur pΩ,Aq adapté à la filtration F à valeurs dans pE, Eq,
(iii) tPµ : µ mesure de probabilité sur pE, Equ une famille de mesures de probabilité surpΩ,Aq,

telle que pour toute mesure de probabilité µ0 sur pE, Eq, le processus X est markovien surpΩ,A,Pµ0,Fq de loi initiale µ0 et de fonction de transition pPs,tqs¤tPT.
Le théorème suivant est vrai dans la plupart des cas pratiques.

Théorème 10 (propriété de Markov forte). — Soit X un processus markovien ho-
mogène de semi-groupe de transition pPtqt¥0. Si S est un temps d’arrêt, f : pE, Eq Ñ R est
une application mesurable bornée, t ¥ 0, alorsE�fpXS�tq1tS 8u �� FS

� � PtfpXSq1tS 8u p.s.

Remarque. — C’est la propriété de Markov simple où on remplace le temps déterministe s par
un temps d’arrêt S. Nous pouvons énoncer la propriété ainsi : conditionnellement à tS   8u,pXS�tqt¥0 est un processus markovien homogène de semi-groupe de transition pPtqt¥0.
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Démonstration.—Nous ne démontrons cette propriété que lorsque le temps est discret (T � Q
conviendrait). En temps continu, des conditions techniques de régularité des trajectoires et
de filtration apparaissent.

Rappelons que
FS �  

A P A : � s P T, AX tS ¤ su P Fs

(�  
A P A : � s P T, AX tS � su P Fs

(
puisque le temps est discret. On sait que si X est adapté XS est FS-mesurable (en posant
X8 � δ si besoin est), Ptf : pE, Eq Ñ R est mesurable bornée (en posant Ptfpδq � 0 si besoin
est), finalement PtfpXSq � PtfpXSq1tS 8u est FS-mesurable.

Montrons que c’est un représentant de l’espérance conditionnelle figurant dans le théorème.
Pour A P A, on aE�1AfpXS�tq1tS 8u� � E�1AfpXS�tq

şPT1tS�su� � E�
şPT1AXtS�sufpXS�tq��

şPT E�1AXtS�sufpXS�tq� �
şPTE�1AXtS�sufpXs�tq��

şPT E�Er1AXtS�sufpXs�tq |Fss� �
şPTE�1AXtS�su ErfpXs�tq |Fss��

şPT E�1AXtS�suPtfpXsq� � E�
şPT 1AXtS�suPtfpXsq�� E�1APtfpXsq

şPT1tS�su� � E�1APtfpXsq1tS 8u�
où on se sera servi des arguments suivants : le temps étant discret, 1tS 8u s’écrit comme une
somme d’indicatrices ; le théorème de Fubini pour échanger espérance et somme ; l’espérance
d’une variable est égale à l’espérance de son espérance conditionnelle sachant Fs ; 1AXtS�su
étant Fs-mesurable cette indicatrice sort de l’espérance conditionnelle ; X est markovien
homogène de semi-groupe pPtqtPT ; à nouveau le théorème Fubini pour cette fois-ci échanger
somme et espérance.

Enfin, puisque cette identité a lieu pour tout A P FS et que PtfpXsq1tS 8u est FS-
mesurable, cette dernière variable aléatoire est bien un représentant de l’espérance condition-
nelle ErfpXS�tq1tS 8u |FSs. l
Exemples. — Voir travaux dirigés et le(s) chapitres(s) suivant(s). Par exemple :

a) semi-groupe et processus associés à un flot déterministe x1 � φpx, tq ;
b) semi-groupe et processus associés à une matrice stochastique ;

c) semi-groupes de convolution et processus à accroissements indépendants.
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Chapitre III

CHAINES DE MARKOV

À ESPACE D’ÉTATS FINI OU DÉNOMBRABLE

L’espace des états considéré est un ensemble E fini ou dénombrable muni de sa tribu
discrète. Le temps est T � N. Soit P une matrice de transition sur E (matrice stochastique,
ou encore matrice markovienne). Nous considérons ainsi le semi-groupe de transition pPnqnPN
avec P 0 � IdE .

Le propos est d’examiner la dynamique d’un, du, processus de Markov homogène de ma-
trice de transition P , c’est-à-dire son comportement asymptotique. On rappelle qu’un tel
processus est la donnée de pΩ,A,F , X, pPxqxPEq telle que pour tout x P E, sous la mesure de
probabilité Px, le processus X � pXnqnPN est un processus markovien homogène de matrice
de transition P et de loi initiale δtxu (PxtX0 � xu � 1). Le cas d’une loi initiale µ plus
générale s’obtient alors par intégration Pµ � ³

E
µpdxqPx � °

xPE µtxuPx dans un cadre
discret.

Que le temps et l’espace soient discrets n’est pas une limitation trop sévère. De nombreux
modèles ont naturellement de tels cadres (jeux, génétique, . . .). Même lorsque le modèle a des
aspects continus, les contraintes pratiques (observations à dates données, mesures quantifiées
ou arrondies) obligent souvent à s’y ramener. Notons que les simulations informatiques ont
lieu dans un cadre réellement discret (et même fini).

1. Matrices markoviennes et représentations graphiques

Soit E un espace d’états finis ou dénombrable. Une matrice stochastique (ou markovienne,
ou encore de transition) sur E est notée P � pP px, yqqx,yPE. Rappelons qu’une telle matrice
est à coefficients positifs ou nuls et qu’on a

y̧PE P px, yq � 1 pour tout x P E,

autrement dit que les sommes des coefficients sur les lignes valent 1. Le nombre P px, yq
s’interprète comme la probabilité de transiter de x à y en 1 pas.

Rappelons (voir chapitre précédent), que lorsque l’espace d’états est fini E, ou même
dénombrable, on représente conventionnellement les fonctions f : E Ñ R par des vecteurs
colonnes formés par les suites de leurs valeurs ponctuelles, les mesures µ : PpEq Ñ r0, 1s
par des vecteurs lignes formés par les suites de leurs valeurs sur les singletons. Les noyaux
de transition sur E sont alors représentés par des matrices stochastiques. L’action de ces
différents objets les uns sur les autres se faisant par simple produit matriciel.

Exemples. — a) Considérons un espace à deux états E � t1, 2u. Les matrices de transition
sur E s’écrivent alors

P � �
1� α α

β 1� β
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ce qui peut se représenter sous la forme d’un « graphe probabiliste » (langage du lycée) ou
diagramme de transition

α

β

1− α 1− β1 2

La flêche allant de 1 à 1 correspondant à la probabilité de transition P p1, 1q, celle de 1 à 2
correspondant à P p1, 2q, . . . En supprimant les boucles on simplifie le diagramme ci-dessus
puisqu’on sait que la somme des poids affectés aux flêches sortantes d’un point vaut 1. Celles-ci
sont alors implicites. Ici, on a

α

β

1 2

On peut cependant préférer la représentation complète.

Nous allons calculer les puissances de P . On rappelle que les puissances d’une matrice
diagonalisable sont faciles à calculer. En effet, supposons P diagonalisable de dimension d�d,
de valeurs propres λi, 1 ¤ i ¤ d et de vecteurs propres associés φi, 1 ¤ i ¤ d. Désignons
par pfjqdj�1 la base canonique de Rd formée des vecteurs colonnes ne comportant 1 en j-ème

ligne des 0 ailleurs, et pεiqdi�1 la base duale associée formée des vecteurs lignes comportant 1
en i-ème colonne et 0 ailleurs.

Alors le coefficient de la i-ème ligne et de la j-ème colonne de Pn est

Pnpi, jq � εiP
nfj � ḑ

k�1

fj,kεiP
nφk � ḑ

k�1

fj,kφkpiqλnk ,
avec fj � °d

k�1
fj,kφk l’écriture de fj dans la base propre considérée. Il suffit de retenir qu’on

a essentiellement

Pnpi, jq � ḑ

k�1

Akpi, jqλnk , ou encore Pn � ḑ

k�1

Akλ
n
k ,

et qu’il ne reste plus qu’à identifier les coefficients Akpi, jq.
Ici, le polynôme caractéristique de P est

χP pxq � detpP � x Id2q � ���� 1� α� x α

β 1� β � x

����� p1� αqp1� βq � p2� α� βqx� x2 � αβ� x2 � p2� α� βqx� p1� α� βq � px� 1qpx� 1� α� βq .
Ce calcul n’est ici pas vraiment utile : puisque nous savons qu’un noyau de transition préserve
les fonctions constantes, on a P1 � 1, donc 1 est valeur propre de P . Le déterminant de
P étant égal au produit des valeurs propres, il est égal ici à la seconde valeur propre :
1� α� β. Nous constatons que les valeurs propres sont distinctes — condition suffisante de
diagonalisabilité — si et seulement si α� β ¡ 0, autrement dit si α et β ne sont pas tous les
deux nuls simultanément. On a donc

Pnp1, 1q � a� 1n � b� p1� α� βqn
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avec P 0p1, 1q � 1 et P p1, 1q � 1 � α, d’où a� b � 1 et a � bp1 � α � βq � 1 � α, autrement
dit b � α{pα� βq et a � β{pα� βq, soit

Pnp1, 1q � β

α� β
� α

α� β
� p1� α� βqn

Comme Pnp1, 1q � Pnp1, 2q � 1 car Pn est une matrice stochastique, on a

Pnp1, 2q � α

α� β
� α

α� β
� p1� α� βqn

Par symétrie entre α et β, on a

Pnp2, 2q � α

α � β
� β

α� β
� p1� α� βqn et Pnp2, 1q � β

α� β
� β

α� β
� p1� α � βqn.

Nous pouvons donc écrire

Pn � ��� β

α� β

α

α� β
β

α� β

α

α� β

�Æ
���� α

α� β
� α

α� β
β

α� β
� β

α� β

�Æ
� p1� α � βqn.
Remarquons que si α � β � 0, on a P � Id et ainsi Pn � Id.

b) On considère une châıne de Markov à trois états E � t1, 2, 3u de matrice de transition

P � �� 0 1 0
0 1{2 1{2
1{2 0 1{2�
.

Les diagrammes de transition complet et simplifié sont

1

1/2

1/2

1/2

1/2

1

23

1

1/2

1/2

1

23

Pour calculer les puissances de P , nous allons commencer par déterminer ses valeurs propres.
Plutôt que de calculer le polynôme caractéristique, rappelons nous que 1 est valeur propre
(la matrice P est stochastique), que le produit des valeurs propres est égal au déterminant,
et leur somme est égale à la trace. En notant λ1 et λ2 les deux autres valeurs propres, nous
avons donc

1� λ1 � λ2 � 1{4 et 1� λ1 � λ2 � 1,

d’où λ1 � i{2 et λ2 � �i{2 (ou le contraire). C’est sans subtilité que nous déterminons les
puissances de P . Nous avons Pnpi, jq � A1pi, jq � A2pi, jqpi{2qn �A3pi, jqp�i{2qn, avec

P 0 � �� 1 0 0
0 1 0
0 0 1

�
 P 1 � �� 0 1 0
0 1{2 1{2
1{2 0 1{2�
 P 2 � �� 0 1{2 1{2

1{4 1{4 1{2
1{4 1{2 1{4�
,

où le calcul de P 2 aura pu se faire en lisant le diagramme de transition.
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En notant δpi, jq le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i � j et 0 sinon, on a$''''&''''% δpi, jq � P 0pi, jq � A1pi, jq � A2pi, jq � A3pi, jq,
P pi, jq � A1pi, jq � i

2
A2pi, jq � i

2
A3pi, jq,

P 2pi, jq � A1pi, jq � 1

4
A2pi, jq � 1

4
A3pi, jq.

En additionnant la première ligne avec 4 fois la troisième, on obtient que A1pi, jq � δpi, jq{5�
4P 2pi, jq{5. En oubliant par exemple la troisième équation, il reste$'&'% 4

5
δpi, jq � A2pi, jq � A3pi, jq,

P pi, jq � 1

5
δpi, jq � i

2
A2pi, jq � i

2
A3pi, jq.

soit $'&'% 4

5
δpi, jq � A2pi, jq �A3pi, jq,

2iP pi, jq � 2i

5
δpi, jq � �A2pi, jq � A3pi, jq,

d’où, finalement, $'''''&'''''%A1pi, jq � δpi, jq
5

� 4

5
P 2pi, jq,

A2pi, jq � �iP pi, jq � 2� i

5
δpi, jq,

A3pi, jq � iP pi, jq � 2� i

5
δpi, jq,

où on constate notamment que Ā3pi, jq � A2pi, jq. Sans trop chercher d’expression réelle,
nous avons donc

Pn � A1 � A2 � � i
2

	n �A3 � �� i
2

	n
avec A1 � 1

5

�� 1 2 2
1 2 2
1 2 2

�

Peut-être avons nous eu de la chance avec ce calcul. Lorsque P est diagonalisable de

dimension d � d, l’expression de Pn nécessite l’identification de d3 coefficients, ce qui peut
se faire par identification entre la formule générale donnant Pn comme combinaison linéaire
des puissances énièmes des valeurs propres avec les expressions de P 0, . . . , P d�1. Le fait que
Pn soit markovienne se vérifie après résolution, ou peut permettre d’abréger les calculs. Une
autre possibilité aurait été de déterminer une base propre formant la matrice de passage Q, de
calculer sont inverse Q�1, pour une expression du type D � Q�1PQ, ou encore P � QDQ�1

et ainsi Pn � QDnQ�1 où D est la matrice diagonale des valeurs propres. Mais, là encore, il
y aurait eu beaucoup de calculs en perspective.

c) L’urne d’Ehrenfest. — Voir travaux dirigés.

d) Marches aléatoires simples sur Z. — Voir travaux dirigés.
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2. Classes d’équivalence d’une châıne de Markov

La matrice de transition P sur E fini ou dénombrable est fixée et le processus de Markov
X homogène de matrice de transition P est donné, c’est-à-dire que sont donnés l’espace
mesurable filtré pΩ,A,Fq, le processus adapté X � pXnqnPN et la famille de mesures de
probabilité pPxqxPE correspondante.

Définition 22. — Soient x et y P E deux états.

(i) On dit que x mène à y, et on note xù y, si et seulement si PxtDn ¥ 0 : Xn � yu ¡ 0.

(ii) On dit que x et y communiquent , et on note xú y, si et seulement si xù y et
yù x.

Théorème 11. — Pour deux états x et y P E, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) xù y ;

(ii) il existe une suite finie d’états x � x0, x1, . . . , xn�1, xn � y P E tels que P px0, x1q �� � � � P pxn�1, xnq ¡ 0 ;

(iii) il existe n ¥ 0 tel que Pnpx, yq ¡ 0.

Démonstration. — Supposons (i) vérifié. Alors on a

0   PxtDn ¥ 0 : Xn � yu � Px

�¤
n¥0

tXn � yu
 ¤
ņ¥0

PxtXn � yu�
ņ¥0

Px

� ¤
x1,...,xn�1PEtX1 � x1, . . . , Xn�1 � xn�1, Xn � yu
�

ņ¥0

¸
x1,...,xn�1PEPxtX1 � x1, . . . , Xn�1 � xn�1, Xn � yu�

ņ¥0

¸
x1,...,xn�1PE P px, x1q � � � � � P pxn�1, yq.

L’un au moins des produits figurant dans cette somme multiple est strictement positif, le
point (ii) en résulte.

Supposons le point (ii) vérifié. Puisque, par produit matriciel,

Pnpx, yq � ¸
x1,...,xn�1PE P px, x1q � � � � � P pxn�1, yq,

si l’un des termes de la somme est strictement positif, il en est de même de Pnpx, yq. Donc
le point (iii) est satisfait.

Supposons le point (iii) vérifié pour un certain n ¥ 0. On a alorsPxtDm ¥ 0 : Xm � yu � Px

� ¤
m¥0

tXm � yu
 ¥ PxtXn � yu � Pnpx, yq ¡ 0.

Donc le point (i) est alors satisfait. l
Théorème 12. — (i) La relation « mener à » est réflexive et transitive.

(ii) La relation « communiquer » est une relation d’équivalence sur E.

Démonstration. — (i) Pour tout x P E nous avons xù x (prendre n � 0 dans la définition),
la relation « mener à » est donc réflexive. Notons au passage que si la définition nécessitait
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au moins un pas, la réflexivité ne serait pas garantie puisqu’on pourrait quitter x et ne plus
y revenir.

Avec le point (ii) du théorème précédent, il est clair que cette relation est transitive : si
xù y et yù z, soient une suite finie d’états

x � x0, x1, . . . , xn�1, xn � y, xn�1, . . . , xm�n�1, xm�n � z P E
tels que

P px0, x1q � � � � � P pxn�1,xn
q ¡ 0 et P pxn, xn�1q � � � � � P pxm�n�1, xm�nq ¡ 0,

on a alors

P px0, x1q � � � � � P pxn�1,xn
q � P pxn, xn�1q � � � � � P pxm�n�1, xm�nq ¡ 0

et donc xù z.
La relation « communiquer » est elle aussi réflexive et transitive, comme elle est par

construction symétrique, c’est une relation d’équivalence. l
Définition 23. — (i) Les classes d’équivalence pour la relation « communiquer » sur E sont
appelées classes communicantes .

(ii) Une classe communicante C � E est fermée si et seulement si

x P C et xù y ùñ y P C,
autrement dit, si pour tout y P EzC, PxtDn ¥ 0 : Xn � yu � 0 : la châıne issue de x, une
fois rentrée dans C, ne peut plus en sortir.

(iii) Un état x P E est absorbant si le singleton txu est une classe communicante fermée,
c’est-à-dire si P px, xq � 1 et évidemment P px, yq � 0 pour tout y � x.

(iv) Une châıne de Markov, ou une matrice de transition, est irréductible si et seulement
si il n’existe qu’une seule classe communicante, l’espace d’états E tout entier.

Exemples. — a) Considérons une châıne de Markov à deux états E � t1, 2u décrite par la
donnée de α, β P r0, 1s. On a :

1ù 2 ðñ α ¡ 0, 2ù 1 ðñ β ¡ 0, 1ú 2 ðñ α ¡ 0 et β ¡ 0.

Ainsi, la châıne est irréductible si et seulement si α ¡ 0 et β ¡ 0. Si α � β � 0, soit P � Id2,
rien ne se passe ; les classes sont les singletons t1u et t2u associées à des états absorbants et
elles sont fermées. Si α ¡ 0 et β � 0, les classes sont toujours les singletons t1u et t2u, cette
dernière étant fermée, et seul 2 est absorbant.

b) Pour la châıne à trois états E � t1, 2, 3u de matrice de transition

P � �� 0 1 0
0 1{2 1{2
1{2 0 1{2�
,

on constate par lecture du diagramme de transition que tous les états communiquent. La
châıne est donc irréductible (et son unique classe communicante E est fermée).

c) L’urne d’Ehrenfest. — Voir travaux dirigés.

d) Marches aléatoires simples sur Z. — Voir travaux dirigés.

Proposition 10. — Soit C � E une classe fermée. Alors P |C est une matrice de transition
irréductible.
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Démonstration. — Précisons tout d’abord que P |C est la sous-matrice de P dont les coeffi-
cients sont pP px, yqqx,yPC. Ceux-ci sont bien sûr positifs et pour x P C,

1 �
y̧PE P px, yq � y̧PC P px, yq � ¸

yPCc

P px, yq �
y̧PC P px, yq � 0,

la denière égalité résultant du fait que la classe C est fermée puisque ne pouvant sortir de C,
a fortiori on ne peut pas en sortir en un pas et donc si x P C, y R C, alors P px, yq � 0. Ainsi
P |C est bien une matrice stochastique.

L’irréctibilité est évidente puisque tous les états de C communiquent.

Exercice. — Montrer que toute matrice de transition sur un espace d’états fini a au moins
une classe fermée. Trouver un exemple de matrice de transition sans classe fermée.

Correction. — Soient E un espace d’états (non vide) et P une matrice de transition tels
qu’aucune classe communicante est fermée. Pour x P E, nous notons 9x � E sa classe com-
municante. Soit x1 P E. Puisque 9x1 n’est pas fermée, soit x2 P Ez 9x1 tel que x1 ù x2.
Par récurrence, pour tout n ¥ 1, nous pouvons construire une suite x1, . . . , xn dans E telle
que pour tout 1 ¤ i   n, xi�1 P Ez 9xi et xi ù xi�1. Une telle suite est nécessairement
injective puisque si pour 1 ¤ i   j ¤ n, on a xi � xj, comme par construction xiù xi�1 et
xi�1ù xj � xi alors xi�1 P 9xi. Ainsi, pour tout n ¥ 1, il existe une injection de t1, . . . , nu
dans E. L’ensemble E est donc infini.

Nous aurions pu améliorer un peu ce résultat en montrant que si toute les classes sont
ouvertes, alors le nombre de classes communicantes est infini. Par contraposée, si le nombre
de classes est fini, alors il existe au moins une classe fermée.

Pour exemple de matrice de transition sans classe fermée, prenons E � Z et pour châıne
la marche déterministe consistant à toujours faire un pas à droite. La matrice de transition
P � pP px, yqqx,yPZ est définie par P px, x � 1q � 1, x P Z, les autres coefficients étant
évidemment nuls. Si x P Z, alors xù y pour tout y ¥ x mais x �ù y si y   x. Les classes
communicantes sont réduites au singletons txu, x P Z, qui sont toutes ouvertes.
3. Temps d’atteinte et probabilités d’absorption

Définition 24. — Soit A une partie de E. Le temps d’atteinte par pXnqn¥0 de A est la
variable aléatoire TA : pΩ,A,Pq Ñ sN � NY t8u définie par

TApωq � inftn ¥ 0 : Xnpωq P Au, ω P Ω,

où on convient que infH � 8. La probabilité partant de x P E que pXnqn¥0 atteigne A est

pAa pxq � PxtTA   8u.
Lorsque A est une classe fermée, les probabilités pAa pxq sont appelées probabilités d’absorp-
tion. Le temps moyen partant de x P E pris par pXnqn¥0 pour atteindre A est

mA
a pxq � Ex�TA

� �
ņ¥0

n� PxtTA � nu � 8� PxtTA � 8u.
Théorème 13. — Le vecteur des probabilités d’atteinte pAa � ppAa pxqqxPE est la solution
positive minimale du système

papxq � $&% 1 si x P A
y̧PE P px, yq � papyq si x R A. p1q
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La minimalité signifiant que si pa � ppapxqqxPE P RE� est une autre solution positive de (1),
alors papxq ¥ pAa pxq pour tout x P E.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que pAa vérifie le système (1). Si X0 � x P A, alors
TA � 0 et donc pAa pxq � 1. Si X0 � x R A, on a alors TA ¥ 1 et ainsi

pAa pxq � PxtTA   8u �
y̧PEPxtTA   8, X1 � yu�

y̧PEPxtX1 � yu � PxtTA   8 |X1 � yu�
y̧PEPxtX1 � yu � PytTA   8u �

y̧PE P px, yq � pAa pyq
l’avant dernière égalité résultant de l’application de la propriété de Markov. Plus précisément,
pour y R A, sous Pxt . |X1 � yu, le processus translaté pXn�1qn¥0 est markovien dans la
filtration pFn�1qn¥0, homogène, de noyau de transition P et de loi initiale δtyu. La loi du
processus translaté est donc décrite par Py. Le premier instant d’atteinte de A du processus
translaté est TA� 1, Pxt . |X1 � yu-presque sûrement. Ainsi, sa finitude sous Pxt . |X1 � yu
a même probabilité que la finitude de TA sous Py, ce qui justifie l’égalité en question.

Supposons que pa � ppapxqqxPE soit une solution positive de p1q. On a donc papxq � 1
pour tout x P A et si x R A

papxq �
y̧PE P px, yq � papyq �

y̧PAP px, yq � papyq �
y̧RAP px, yq � papyq�

y̧PAP px, yq � y̧RAP px, yq � papyq.
En itérant,

papxq �
y̧PAP px, yq � y̧RAP px, yq�z̧PAP py, zq � z̧RAP py, zq � papzq
�
y̧PAP px, yq � ¸

yRA,zPAP px, yq � P py, zq � ¸
yRA,zRAP px, yq � P py, zq � papzq� PxtX1 P Au � PxtX1 R A,X2 P Au � ¸

yRA,zRAP px, yq � P py, zq � papzq.
En itérant encore, on obtient ainsi pour tout n ¥ 1,

papxq � PxtX1 P Au � � � � � PxtX1 R A, . . . , Xn�1 R A,Xn P Au� ¸
y1RA,...,ynRAP px, y1q � � � � � P pyn�1, ynq � papynq.

Puisque tous les papxq sont positifs, on a alors

papxq ¥ PxtX1 P Au � � � � � PxtX1 R A, . . . , Xn�1 R A,Xn P Au � PxtTA ¤ nu
pour tout n P N. Puisque la suite de ces probabilités tend en croissant vers pAa pxq � PxtTA  8u, on a en passant à la limite sur l’inégalité ci-dessus papxq ¥ pAa pxq. l
Exercice (ruine du joueur). — On considère une châıne de Markov pXnqn¥0 d’espace d’états
E � N et de matrice de transition P vérifiant

P p0, 0q � 1, et P px, x� 1q � p, P px, x� 1q � 1� p � q, pour tout x P t1, 2, . . .u,



2 juillet 2013 39

les autres coefficients étant nuls, p P r0, 1s étant un réel donné. La variable Xn représente la
fortune d’un joueur à l’instant n jouant contre un adversaire infiniment riche, la probabilité
p0apxq � PxtT 0   8u est alors la probabilité de perdre avec une fortune initiale x P N.

Montrer que si p ¤ q, p0apxq � 1 pour tout x P N (distinguer les cas p   q et p � q � 1{2),
et si p ¡ q, p0apxq � pq{pqx. On établira une relation de récurrence entre les p0apxq.
Correction. — Représentons le diagramme de transition

1 q

p

q

p

q

p

q
0 1 2 x− 1 x x+ 1

Soit p0apxq � Pxtatteindre 0u � PxtT 0   8u. Nous savons que c’est la solution positive
minimale du système

pap0q � 1, papxq � p� papx� 1q � q � papx� 1q, x ¥ 1.

Ce système définit une suite récurrente linéaire d’équation caractéristique

pr2 � r � q � 0 p∆ � 1� 4pq ¥ 0q
qui admet pour racines 1 (évident) et q{p (s’en déduit immédiatement). Lorsque q{p � 1, la
suite est alors de la forme papxq � a� bpq{pqx avec pap0q � a� b � 1.
 Si q ¡ p, comme p0a est bornée, on a b � 0 et donc p0apxq � a � p0ap0q � 1 : la ruine est

sûre.
 Si q   p, écrivons papxq � pq{pqx�ap1�ppq{pqxq. La solution positive minimale est obtenue
pour a � 0, et donc p0apxq � pq{pqx, notamment la ruine n’est pas certaine.
 Si p � q � 1{2, la solution s’écrit papxq � a� bx. Puisqu’elle doit être bornée, on a b � 0
et finalement p0apxq � a � p0ap0q � 1 : la ruine est certaine.

Remarque. — Voir aussi l’exercice « naissance et mort ».

Rappelons que mA
a pxq désigne ExrTAs le temps moyen d’atteinte de A en partant de x.

Théorème 14. — Le vecteur des temps moyens d’atteinte mA
a � pmA

a pxqqxPE est la solution
positive minimale du système

mapxq � $&% 0 si x P A
1�

y̧PE P px, yq �mapyq si x R A. p2q
La minimalité signifiant que si ma � pmapxqqxPE P RE� est une autre solution positive de (2),
alors mapxq ¥ mA

a pxq pour tout x P E.

Remarque. — Nous rappelons que si A P A est un événement de probabilité strictement
positive et H : pΩ,A,Pq Ñ R est une variable aléatoire intégrable ou de signe constant par
exemple, le réel ErH |As � ErH � 1As{PpAq
est l’espérance de H sachant l’événement A. On constate aisément que c’est l’espérance de
H sous la mesure de probabilité Pp . |Aq. Si pAnqn est un système complet d’événements et
si ErHs a un sens, l’analogue de la formule des probabilités totales s’écritErHs �

ņ

ErH � 1An
s �

ņ

PpAnq � ErH |Ans
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et on convient que cette dernière somme a toujours un sens même si pour certains n, PpAnq �
0, auquel cas PpAnq � ErH |Ans � ErH � 1An

s � 0.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que mA
a vérifie le système (2). Si X0 � x P A, alors

TA � 0 et donc mA
a pxq � 0. Si X0 � x R A, on a alors TA ¥ 1 et ainsi

mA
a pxq � Ex�TA

� �
y̧PE Ex�TA � 1tX1�yu� �

y̧PEPxtX1 � yu � Ex�TA
�� X1 � y

��
y̧PEPxtX1 � yu � Ey�1� TA

� �
y̧PEPxtX1 � yu � �

1� Ey�TA
���

y̧PEPxtX1 � yu �
y̧PEPxtX1 � yu � Ey�TA

� � 1�
y̧PE P px, yq �mA

a pyq
le fait que ExrTA |X1 � ys � Eyr1� TAs résultant de l’application de la propriété de Markov
puisque x R A (revoir l’explication plus détaillée de la démonstration du théorème précédent).

Supposons que ma � pmapxqqxPE soit une solution positive de p2q. On a donc mapxq � 0
pour tout x P A et si x R A

mapxq � 1�
y̧PE P px, yq �mapyq� 1�
y̧PAP px, yq �mapyq �

y̧RAP px, yq �mapyq� 1�
y̧RAP px, yq �mapyq.

En itérant,

mapxq � 1�
y̧RAP px, yq�1� z̧RAP py, zq �mapzq
� 1�
y̧RAP px, yq � ¸

yRA,zRAP px, yq � P py, zq �mapzq� Px
 
TA ¥ 1

(� Px
 
TA ¥ 2

(� ¸
yRA,zRAP px, yq � P py, zq �mapzq.

En itérant encore, on obtient ainsi pour tout n ¥ 1,

mapxq � Px
 
TA ¥ 1

(�� � ��Px
 
TA ¥ n

(� ¸
y1RA,...,ynRAP px, y1q�� � ��P pyn�1, ynq�mapynq.

Puisque tous les mapxq sont positifs, on a alors

mapxq ¥ Px
 
TA ¥ 1

(� � � � � Px
 
TA ¥ n

(
et ainsi

mapxq ¥
ņ¥1

Px
 
TA ¥ n

( � Ex�TA
� � mA

a pxq,
d’où la conclusion. l
Exercice. — Démontrer le résultat utilisé à la fin de la démonstration précédente : si H :pΩ,A,Pq Ñ NY t8u est une variable aléatoire, on aErHs �

ņ¥1

PtH ¥ nu �
ņ¥0

PtH ¡ nu.
On pourra distinguer les cas PtH � 8u ¡ 0 et PtH � 8u � 0.
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Correction. — Si H : pΩ,A,Pq Ñ N est une variable aléatoire entière,

ņ¥0

PtH ¡ 0u �
ņ¥1

PtH ¥ nu �
ņ¥1 ķ¥n

PtH � ku �
ķ¥1

ķ

n�1

PtH � ku �
ķ¥1

kPtH � ku
qui est égale à ErHs lorsque PtH � 8u � 0. Si PtH � 8u ¡ 0, comme pour tout n ¥ 1,PtH ¥ nu ¥ PtH � 8u, les sommes précédentes valent �8, ce qui est aussi le cas de ErHs.

L’interversion des sommes dans ces calculs est possible par le théorème de Fubini–Tonelli.
La seule difficulté est de convenablement indexer la nouvelle double somme obtenue.

Exercice (ruine du joueur, suite). — Montrer que si p   q, on a m0
apxq � ExrT 0s � x{p1�2pq,

et si p ¥ q, on a m0
apxq � 8 (distinguer les cas p ¡ q et p � q � 1{2). On établira une relation

de récurrence entre les m0
apxq.

Correction.—D’après le théorème précédent, m0
a est la solution positive minimale du système

map0q � 0, mapxq � 1� p�mapx� 1q � q �mapx� 1q, x ¥ 1.

Nous connaissons déjà les solutions finies du système homogène

p�mapx� 1q �mapxq � q �mapx� 1q � 0, x ¥ 1.

Cherchons donc une solution particulière de la forme k�pxq � αx. On obtient alors αx �
1 � pαx � pα � qαx � qα soit 0 � 1 � αpp � qq (rappelons que p � q � 1), et alors α �
1{pq � pq � 1{p1� 2pq si p � q ou encore p � 1{2. Ainsi k�pxq � x{p1� 2pq est une solution
positive finie lorsque p � 1{2. Toute solution s’écrit dans ce cas

mapxq � a� bpq{pqx � k�pxq � a� bpq{pqx � x{p1� 2pq � b
�pq{pqx � 1

�� x{p1� 2pq.
puisque map0q � a� b � 0.
 Si p   q, ou encore p   1{2, les solutions sont du signe de b pour x assez grand. Pour

qu’elles soient positives, il est donc nécessaire que b ¥ 0, ce qui est aussi suffisant. La
solution positive minimale est donc obtenue avec b � 0, soit m0

apxq � x{p1� 2pq, x ¥ 1.
 Si p ¡ q, nous savons que p0apxq � PxtT 0   8u   1, par conséquent PxtT 0 � 8u ¡ 0,
ce qui implique que m0

apxq � ExrT 0s � 8 pour tout x ¥ 1. Une autre façon de le voir est
de constater que toute fonction finie mapxq � bppq{pqx � 1q � x{p1 � 2pq est du signe de
1{p1� 2pq   0 pour x assez grand, et donc qu’il n’existe pas de solution positive finie. Le
minimum de l’ensemble vide étant l’infini, on retrouve la même conclusion.
 Si p � q � 1{2, alors on recherche une solution particulière de la forme k�pxq � αx2, soit
αx2 � 1�α{2px2�2x�1q�α{2px2�2x�1q ou encore 0 � 1�α. Les solutions s’écrivent
donc mapxq � a� bx� x2, x ¥ 1, avec a � 0 puisque map0q � 0 et b quelconque. Aucune
de ces solutions est positive puisqu’elles tendent toutes vers �8 en 8. Nous avons donc
m0

apxq � 8 pour tout x ¥ 1.

4. Récurrence et transience

Définition 25. — Soit X � pXnqn¥0 une châıne de Markov de matrice de transition P . On
dit qu’un état x P E est récurrent si et seulement siPxtXn � x pour une infinité de xu � 1.

On dit qu’un état x P E est transient , ou transitoire, si et seulement siPxtXn � x pour une infinité de xu � 0.
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On va montrer que tout état est ou bien récurrent, ou bien transient. On rappelle que le
temps de retour, ou temps d’entrée, T x

r dans l’état x P E est le temps d’arrêt défini par

T x
r pωq � inftn ¡ 0 : Xnpωq � xu, ω P Ω,

où infH � 8. On définit par récurrence la suite pT x
k qk¥0 des k-ièmes temps de retour dans

l’état x par

T x
0 � 0, T x

1 � T x
r , T x

k�1 � inf
 
n ¡ T x

k : Xn � x
(
, � k ¥ 0.

Pour k ¥ 1, on appelle k-ième excursion la suite des valeurs prises par X entre T x
k�1 et T x

k�
Xn : T x

k�1 ¤ n   T x
k

�
,

les inégalités ayant été définies pour que sa longueur soit exactement

Sx
k � "

T x
k � T x

k�1 si T x
k�1   8

0 sinon,

et que les excursions associées à chaque trajectoire forment une partition de celle-ci.

Remarque. — On notera la différence des définitions du premier temps de retour en x

T x
r � inftn ¡ 0 : Xn � xu et de T x � inftn ¥ 0 : Xn � xu

le premier temps d’atteinte de x.

Lemme 1. — Pour k ¥ 2, conditionnellement à tT x
k�1   8u, Sx

k est indépendante de FX
Tx

k�1

et P Sx
k   8 �� T x

k�1   8( � PxtT x
r   8u.

Démonstration. — Dans un premier temps, montrons que pour tout k ¥ 0, T x
k est un temps

d’arrêt : pour k � 0, il est clair que T x
0 � 0 est un temps d’arrêt ; pour k ¥ 1 et n ¥ 0, on a 

T x
k ¤ n

( � ¤
1¤n1 ��� nk¤n

tXn1
� x, . . . , Xnk

� xu
événement qui est égal à la réunion finie — éventuellement vide si par exemple k ¡ n — et
non nécessairement disjointe d’événements FX

n -mesurables, et qui est donc, lui aussi, FX
n -

mesurable, ainsi T x
k est un temps d’arrêt.

Le lemme ne consiste plus alors qu’en l’application de la propriété de Markov forte au
temps T x

k�1 puisque Sx
k est le temps en partant de x à la date T x

k�1 pour retourner en x :

Sx
k � inf

 
n ¥ 1 : XTx

k�1
�n � x

(
. l

Le nombre de visites V x de l’état x P E est la variable aléatoire

V x � 8̧
n�0

1tXn�xu.
Pour y P E, on aEyrV xs � 8̧

n�0

Eyr1tXn�xus � 8̧
n�0

PytXn � xu � 8̧
n�0

Pnpy, xq.
En particulier, on a ExrV xs � 8̧

n�0

Pnpx, xq (potentiel en x).
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On définit la probabilité de retour en x par

prpxq � PxtT x
r   8u

qui est la probabilité qu’étant partie de x, la châıne y retourne à un instant ultérieur.

Lemme 2. — Pour tout k ¥ 0, on a PxtV x ¡ ku � pprpxqqk.
Démonstration. — On suppose X0 � x. Alors tV x ¡ ku � tT x

k   8u. Si k � 0 on a bienPxtV x ¡ 0u � PxtT x
0   8u � Pxt0   8u � 1 � pprpxqq0. Par récurrence, supposons cette

égalité vraie pour un k ¥ 0, alorsPxtV x ¡ k � 1u � Px
 
T x
k�1   8( � Px

 
Sx
k�1   8, T x

k   8(� Px
 
Sx
k�1   8 �� T x

k   8(� Px
 
T x
k   8(� PxtT x

r   8u � pprpxqqk � prpxq � �
prpxq�k � �

prpxq�k�1
.

Par récurrence, la conclusion du lemme s’ensuit. l
Théorème 15. — Soit x P E. On a

(i) ou bien PxtT x
r   8u � 1, et alors x est récurrent et

°8
n�0

Pnpx, xq � 8 ;

(ii) ou bien PxtT x
r   8u   1, et alors x est transient et

°8
n�0

Pnpx, xq   8.

Démonstration. — Si PxtT x
r   8u � prpxq � 1, on a d’après le lemme précédentPxtV x � 8u � lim

kÑ8PxtV x ¡ ku � lim
kÑ8�prpxq�k � lim

kÑ8 1k � 1,

donc x est récurrent et 8̧
n�0

Pnpx, xq � ExrV xs � 8.
D’autre part, si PxtT x

r   8u � prpxq   1, on a, toujours d’après ce lemme,8̧
n�0

Pnpx, xq � ExrV xs � 8̧
k�0

PxtV x ¡ ku � 8̧
k�0

�
prpxq�k � 1

1� prpxq   8.
En particulier, PxtV x � 8u � 0, et donc x est transient. l
Théorème 16. — Soit C une classe communicante pour la châıne de Markov X. Alors, ou
bien tous les états de C sont récurrents, ou bien ils sont tous transients.

Démonstration. — Soient x, y P C, et soient m, n ¥ 0 tels que

Pnpx, yq ¡ 0 et Pmpy, xq ¡ 0

(on rappelle que xú y si et seulement si il existe m, n ¥ 0 tels que PxtXn � yu ¡ 0 etPytXm � xu ¡ 0). Ainsi, pour tout ℓ ¥ 0,

Pn�ℓ�mpx, xq � ¸
z,z1PE Pnpx, zq � P ℓpz, z1q � Pmpz1, xq ¥ Pnpx, yq � P ℓpy, yq � Pmpy, xq,

c’est-à-dire

P ℓpy, yq ¤ Pn�ℓ�mpx, xq
Pnpx, yq � Pmpy, xq .

En sommant sur ℓ ¥ 0,8̧
ℓ�0

P ℓpy, yq ¤ 1

Pnpx, yq � Pmpy, xq 8̧
ℓ�0

Pn�ℓ�mpx, xq.
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Ainsi, si x est transient, la somme de droite est finie, donc celle de gauche l’est aussi, ce qui
signifie d’après le théorème précédent que y est transient. Si y est récurrent, alors la somme
de gauche est infinie, donc celle de droite l’est aussi et x est donc récurrent. Par symétrie du
raisonnement entre x et y, on obtient l’équivalence de la récurrence de x et de y ainsi que
celle de leur transience. l
Théorème 17. — Toute classe récurrente est fermée.

Démonstration.— Soit C une classe qui n’est pas fermée (s’il en existe et qui est alors distincte
de E). Donc il existe x P C, y R C et m ¥ 0 tels quePxtXm � yu � Pmpx, yq ¡ 0.

Puisqu’on a Px
�tXm � yu X tXn � x pour une infinité de nu� � 0

car lorsque Xm � y, X ne retourne pas en x sinon x et y seraient dans la même classe
communicante. Ceci implique quePxtXn � x pour une infinité de nu   1

puisque PxtXm � yu � Pmpx, yq ¡ 0. Donc x n’est pas récurrent. Ainsi la classe C n’est pas
récurrente, elle est donc transiente. Par contraposée de l’implication précédente, on obtient
que toute classe récurrente est fermée. l
Théorème 18. — Toute classe finie et fermée est récurrente.

Démonstration. — Soit C une classe finie et fermée. Supposons que X parte de C, c’est-à-
dire que sa loi initiale est portée par C. Alors pour tout ω P Ω, il existe xpωq P C tel que
Xnpωq � xpωq pour une infinité de n. On en déduit qu’il existe x P C tel quePtXn � x pour une infinité de nu ¡ 0.

Par la propriété de Markov forte au temps T x, la probabilité précédente est égale àP T x   8(� PxtXn � x pour une infinité de nu ¡ 0,

ce qui implique que x est récurrent. Donc, toute la classe C est récurrente. l
Puisqu’il est facile de déterminer les classes fermées, la récurrence ou la transience des

classes finies est elle aussi facile à déterminer.

Exemple. — Dans l’exemple suivant, on constate que la seule classe récurrente est t5, 6u, les
autres classes t1, 2, 3u et t4u sont donc transientes.

1/2 1/2

1/2

1

1/3 1/3

1/3

1/2

1

1

1

2

3

4

5
6

Pour ce type d’analyse, nous n’avons pas besoin de l’information précise des probabilités de
transition si on convient qu’une flêche correspond toujours à une probabilité de transition
strictement positive.
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Remarque. — Si C � E est une classe communicante de cardinal infini (E est alors aussi de
cardinal infini), on a seulement l’implication

C est une classe non fermée ùñ C est une classe transiente,

ce qui n’est jamais que la contraposée de l’affirmation selon laquelle une classe récurrente
est fermée. Comme on pourra le voir dans les exemples suivants, il peut exister des classes
infinies qui soient à la fois fermées et transientes.

Théorème 19. — Supposons la matrice de transition P irréductible et récurrente, c’est-à-
dire qu’il n’existe qu’une seule classe communicante et qu’elle est récurrente. Alors pour tout
y P E, PtT y

r   8u � 1.

Démonstration. — D’après la formule des probabilités totales,PtT y
r   8u �

x̧PEPtX0 � xu � PtT y
r   8 |X0 � xu �

x̧PEPtX0 � xu � PxtT y
r   8u.

Donc il suffit de montrer que PxtT y
r   8u � 1 pour tout x P E. Soit m ¥ 0. Par récurrence

de la châıne pXnqn¥0, on a

1 � PytXn � y pour une infinité de nu ¤ PytXn � y pour un n ¥ mu
et donc on a égalité. Par la formule des probabilités totales, puis la propriété de Markov, on a

1 � PytXn � y pour un n ¥ mu�
z̧PEPytXm � zu � PytXn � y pour un n ¥ m |Xm � zu�
z̧PE Pmpy, zq � PztT y

r   8u.
Puisque

°
zPE Pmpy, zq � 1, on a nécessairement PztT y

r   8u � 1 pour tout z P E tel que
Pmpy, zq ¡ 0. Par irréductibilité de la châıne, soit m ¥ 0 tel que Pmpy, xq ¡ 0. D’après ce
qui précède, on a PxtT y

r   8u � 1. Finalement,PtT y
r   8u �

x̧PEPtX0 � xu � PxtT y
r   8u �

x̧PEPtX0 � xu � 1. l
Exemples. — a) La discussion sur les châınes à deux états est immédiate : si α ¡ 0 et β ¡ 0, la
châıne est irréductible, finie, donc récurrente ; si α � β � 0, les deux classes sont récurrentes ;
si α � 0 et β ¡ 0, la classe t1u est récurrente et la classe t2u est transiente.

b) Pour la matrice de transition particulière à trois états considérée auparavant, puisqu’elle
est irréductible, elle est récurrente.

c) L’urne d’Ehrenfest. — Nous savons que la châıne est irréductible sur un espace d’états
fini, elle est donc récurrente.

d) Marches aléatoires simples sur Z. — Voir travaux dirigés.

Les marches aléatoires symétriques simples dans Zd sont irréductibles, récurrentes en di-
mensions 1 et 2, transientes en dimensions supérieures ou égales à 3. Voir les exercices sur
les marches aléatoires simples dans Z, Z2 et Z3.
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5. Mesures invariantes

Nous rappelons qu’une mesure positive sur E est identifiée à un vecteur ligne indéxé par
E de nombres positifs finis — par mesure positive, nous sous-entendons ainsi mesure positive
σ-finie (plus exactement cela correspond aux mesures finies sur les compacts d’un espace
σ-compact). Une mesure de probabilité sur E est identifiée à un tel vecteur dont la somme
des coefficients est égale à 1.

Définition 26. — Une mesure positive λ � pλtxuqxPE est invariante par une matrice de
transition P si et seulement si

λP � λ, c’est-à-dire
x̧PE λtxu � P px, yq � λtyu pour tout y P E.

Si λ est de plus une mesure de probabilité, on précisera que c’est une mesure de probabilité
invariante.

Notons que si λ est une mesure invariante, tous ses multiples αλ, α ¥ 0, sont des mesures
invariantes. Si λpEq P t0,8u, aucun de ses multiples n’est une mesure de probabilité.

Théorème 20. — Soit pXnqn¥0 une châıne de Markov de matrice de transition P et de loi
initiale π. On suppose que π est une mesure (de probabilité) invariante par P . Alors pour tout
m ¥ 0, pXm�nqn¥0 est une châıne de Markov de matrice de transition P et de loi initiale π.
En particulier Xm est de loi π pour tout m ¥ 0.

Démonstration. — Par la propriété de Markov simple, pXm�nqn¥0 est une châıne de Markov
de matrice de transition P . Puisque la loi de Xm est πPm � π, on a la conclusion. l
Théorème 21. — Supposons que l’espace d’états E est un ensemble fini et qu’il existe x P E
tel que pour tout y P E la suite

�
Pnpx, yq�

n¥0
converge vers une limite πtyu. Alors la suite

π � pπtyuqyPE est une mesure de probabilité invariante par P .

Démonstration. — On a clairement πtyu ¥ 0 pour tout y P E. De plus

y̧PE πtyu � y̧PE lim
nÑ8Pnpx, yq � lim

nÑ8
y̧PE Pnpx, yq � lim

nÑ8 1 � 1.

Donc la suite π définit une mesure de probabilité sur E. De plus, on a

πtyu � lim
nÑ8Pnpx, yq � lim

nÑ8Pn�1px, yq� lim
nÑ8

z̧PE Pnpx, zqP pz, yq �
z̧PE lim

nÑ8Pnpx, zqP pz, yq �
z̧PE πtzuP pz, yq � pπP qtyu,

ce qui montre que π est invariante par P . l
Remarque. — L’hypothèse de finitude de E est importante dans la démonstration de ce
théorème puisqu’elle permet d’intervertir sommes et limites sans hypothèse additionnelle sur
la convergence des suites envisagées.

Exemples. — a) Nous considérons une châıne de Markov à deux états de matrice de transition

P � �
1� α α

β 1� β


 α

β

1− α 1− β1 2
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En supposant α � β ¡ 0, lorsque n tend vers l’infini, on a

Pn � ��� β

α� β

α

α� β
β

α� β

α

α� β

�Æ
���� α

α � β
� α

α � β
β

α � β
� β

α � β

�Æ
� p1� α� βqn ÝÑ ��� β

α� β

α

α� β
β

α� β

α

α� β

�Æ
,
ce qui montre que p β

α�β
, α
α�β

q est une mesure de probabilité invariante.

b) Sur l’espace d’états E � t1, 2, 3u, on considère la matrice de transition

P � �� 0 1 0
0 1{2 1{2
1{2 0 1{2�
.

Nous savons que

Pn � 1

5

�� 1 2 2
1 2 2
1 2 2

�
� B � � i

2

	n � C � �� i

2

	n ÝÑ 1

5

�� 1 2 2
1 2 2
1 2 2

�
.
Ce qui montre que P admet p1{5, 2{5, 2{5q pour mesure de probabilité invariante.

Exemple (marches aléatoires simples sur Z). — Si X � pXnqn¥0 est une marche aléatoire
simple sur Z associée à un paramètre p P r0, 1s et q � 1 � p P r0, 1s, le calcul explicite des
probabilités de transition montre que les suites

�
Pnpx, yq�

n¥0
tendent vers 0 pour tous x,

y P Z. Le vecteur p0qxPZ est invariant par la matrice de transition de la marche mais n’est
bien sûr pas une mesure de probabilité.

Si p � 1{2, la marche est asymétrique. Elle s’écrit Xn � X0 � ξ1 � � � � � ξn, n ¥ 0,
où pξnqn¥1 sont des variables aléatoires indépendantes toutes de loi qδt�1u � pδt1u et donc
d’espérance Erξ1s � �q � p � 2p� 1. D’après la loi forte des grands nombres, on a

Xn

n
� X0

n
� 1

n

ņ

k�1

ÝÑ 0� Erξ1s � 2p� 1 presque sûrement quand n tend vers l’infini.

Puisque cette limite est différente de 0, nous obtenons un équivalent de la suite aléatoirepXnqn¥0 :

Xn � n� p2p� 1q presque sûrement quand n tend vers l’infini.

Ceci montre que, pour toute loi (de probabilité) initiale, pXnqn¥0 tend vers �8 presque
sûrement, et donc qu’il y a convergence en loi vers δt�8u qui n’est pas une mesure de proba-
bilité sur Z (�8 � �8 si p ¡ 1{2 et �8 � �8 si p   1{2).

Pour p � 1{2, la situation est plus délicate, nous y reviendrons à la fin de cette section
pour apprendre que seules les multiples de la mesure uniforme p1qxPZ sur Z sont invariantes
par la marche aléatoire simple symétrique et que cette dernière n’admet donc pas de mesure
de probabilité invariante.

Remarquons que dans tous les cas, la mesure uniforme p1qxPZ — ainsi que ses multiples —
est invariante, mais ce n’est pas une mesure de probabilité.

Variante. — Nous pouvons aussi aborder la question des mesures invariantes de manière
purement calculatoire : π � pπtxuqxPZ est invariante si et seulement si pour tout y P Z,
πtyu � °

xPZ πtxuP px, yq � πty�1uP py�1, yq�πty�1uP py�1, yq � pπty�1u�qπty�1u.
Nous retrouvons une équation récurrente linéaire d’équation caractéristique qr2 � r � p � 0.
Lorsque p � q, ses solutions (finies) sont de la forme πtxu � a� bpp{qqx et aucune ne donne
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lieu à une mesure finie ou de probabilité sur Z. Lorsque p � q � 1{2, elles sont de la forme
πtxu � a�bx, et là, pour avoir une mesure positive, il est nécessaire d’avoir b � 0 et on obtient
alors un multiple de la mesure uniforme sur Z qui ne peut être une mesure de probabilité.

Remarque d’algèbre linéaire. — Supposons que l’espace d’états est fini, par exemple E �t1, . . . , nu. Rechercher un vecteur ligne λ � pλ1, . . . , λnq tel que
λP � pλ1, . . . , λnq ���� P p1, 1q . . . P p1, nq

...
. . .

...
P pn, 1q . . . P pn, nq�Æ
� pλ1, . . . , λnq � λ

ou encore

x̧PE λtxu � P px, yq � λtyu pour tout y P E,
consiste, par tranposition, à chercher des solutions de tP tλ � tλ, autrement dit à trouver λ
tel que tλ soit un vecteur propre pour la valeur 1 de tP . Or P et tP ont même polynôme
caractéristique par invariance du déterminant par transposition :

detpP � x Idq � det tpP � x Idq � detptP � x tIdq � detptP � x Idq.
Mais 1 est valeur propre de P puisque

P ��� 1
...
1

�
� �� 1
...
1

�

ce qui découle du fait que la somme des coefficients de chaque ligne de P vaut 1. Donc tP

possède aussi 1 pour valeur propre, il existe alors au moins un vecteur propre non nul tλ as-
socié. Le problème est alors de savoir si on peut trouver un tel vecteur avec des coordonnées
toutes positives (au sens large). L’algèbre linéaire élémentaire ne suffit pas pour répondre à
cette question car la condition de positivité des coefficients est de nature analytique. Cette
question peut être abordée par des méthodes de l’Analyse, nous le ferons de manière proba-
biliste.

On définit le temps moyen passé en x P E entre deux visites de z P E par

γztxu � Ez�T z

r
�1

ņ�0

1tXn�xu� où T z
r � inftn ¡ 0 : Xn � zu.

Théorème 22. — Soit P une matrice de transition irréductible et récurrente et z P E. Alors

(i) γztzu � 1 ;

(ii) γz � pγztxuqxPE vérifie γzP � γz ;

(iii) 0   γztxu   8 pour tout x P E.

Remarques. — a) Nous rappelons que si E est fini et P est irréductible, alors P est récurrente.
Notons qu’alors γz correspond à une mesure finie non nulle sur E, un de ses multiples
positifs est alors une mesure de probabilité invariante et nous verrons qu’avec l’hypothèse
d’irréductibilité, c’est la seule.

b) Si E est infini, P peut être irréductible sans être récurrente. De plus, γz ne correspond
pas toujours à une mesure finie dans ce cadre.
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Démonstration. — (i) Entre les instants 0 et T z
r , le processus pXnqn¥0 ne passe en z qu’aux

dates 0 et T z
r . On a donc identiquement

T z

r
�1

ņ�0

1tXn�zu � 1

variable aléatoire dont l’espérance est γztzu qui est donc égale à 1.

(ii) Pour n ¥ 1, l’événement tn ¤ T z
r u ne dépend que de X0, X1, . . . , Xn�1 puisqu’il est

égal à tX1 � z, . . . , Xn�1 � zu, donc d’après la propriété de Markov simple au temps n� 1,
on aPztXn�1 � x,Xn � y, n ¤ T z

r u � PztXn�1 � x, n ¤ T z
r u � PztXn � y |Xn�1 � x, n ¤ T z

r u� PztXn�1 � x, n ¤ T z
r u � PztXn � y |Xn�1 � xu � PztXn�1 � x, n ¤ T z

r u � P px, yq.
Comme P est récurrente, on a PztT z

r   8u � 1 donc X0 � XT z
r
� z avec probabilité 1 sous

la mesure de probabilité Pz. Ainsi,

γztyu � Ez� T z

ŗ

n�1

1tXn�yu� � Ez� 8̧
n�1

1tXn�yu � 1tn¤T z
r
u� � Ez� 8̧

n�1

1tXn�y,n¤T z
r
u�� 8̧

n�1

Ez�1tXn�y,n¤T z
r
u� � 8̧

n�1

PztXn � y, n ¤ T z
r u

où on notera que la première égalité s’obtient en distinguant deux cas : si y � z, on a1tX0�yu � 1tXTz
r
�yu � 0, et si y � z, 1tX0�yu � 1tXTz

r
�yu � 1 avec probabilité 1 sous la

mesure de probabilité Pz, on ne change donc rien en sommant de 0 à T z
r � 1 ou de 1 à T z

r .
Pour 1 ¤ n   8, on écrit l’événement tXn � y, n ¤ T z

r u comme la réunion disjointe des
événements tXn�1 � x,Xn � y, n ¤ T z

r u, x P E, pour obtenir

γztyu � 8̧
n�1 x̧PEPztXn�1 � x,Xn � y, n ¤ T z

r u � 8̧
n�1 x̧PE P px, yq � PztXn�1 � x, n ¤ T z

r u
la dernière égalité résultant de la propriété de Markov simple au temps n�1. Puis finalement,
par des manipulations élémentaires,

γztyu �
x̧PE P px, yq � 8̧

n�1

PztXn�1 � x, n ¤ T z
r u �

x̧PE P px, yq � 8̧
n�1

Ez�1tXn�1�x,n¤T z
r
u��

x̧PE P px, yq � Ez� 8̧
n�1

1tXn�1�x,n¤T z
r
u� �

x̧PE P px, yq � Ez� 8̧
m�0

1tXm�x,m¤T z
r
�1u��

x̧PE P px, yq � Ez�T z

r
�1

m̧�0

1tXm�xu� �
x̧PE P px, yq � γztxu �

x̧PE γztxu � P px, yq� pγzP qtyu,
ce qui est le résultat désiré.

(iii) Puisque P est irréductible, pour tout état x P E, il existem, n ¥ 0 tels que Pmpz, xq ¡
0 et Pnpx, zq ¡ 0 et . Alors on a

γztxu �
y̧PE γztyuPmpy, xq ¥ γztzuPmpz, xq � Pmpz, xq ¡ 0
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et

γztxuPnpx, zq ¤
y̧PE γztyuPnpy, zq � γztzu � 1,

et donc finalement 0   γztxu ¤ 1{Pnpx, zq   8. l
Théorème 23. — Soit P une matrice de transition irréductible et soit λ une mesure inva-
riante vérifiant λtzu � 1 pour un certain z P E. Alors λ ¥ γz. Si de plus P est récurrente
alors λ � γz.

Démonstration. — Pour tout y P E, on a

λtyu �
x̧0PE λtx0u � P px0, yq�
x̧0�z

λtx0u � P px0, yq � P pz, yq� ¸
x0,x1�z

λtx1u � P px1, x0q � P px0, yq � �
P pz, yq �

x̧0�z

P pz, x0q � P px0, yq
� ¸
x0,...,xn�z

λtxnu � P pxn, xn�1q � � � � � P px0, yq� �
P pz, yq �

x̧0�z

P pz, x0q � P px0, yq � � � � � ¸
x0,...,xn�1�z

P pz, xn�1q � � � � � P px0, yq
¥ P pz, yq �
x̧0�z

P pz, x0q � P px0, yq � � � � � ¸
x0,...,xn�1�z

P pz, xn�1q � � � � � P px0, yq� PztX1 � y, 1 ¤ T z
r u � PztX2 � y, 2 ¤ T z

r u � � � � � PztXn � y, n ¤ T z
r uÝÑ 8̧

m�1

PtXm � y,m ¤ T z
r u � γztyu quand n tend vers l’infini.

Donc pour tout y P E, λtyu ¥ γztyu, c’est-à-dire λ ¥ γz.
Si P est de plus récurrente, on sait d’après le théorème 23 que γz est invariante. Donc µ �

λ�γ, qui est encore une mesure positive, est elle aussi invariante. Comme P est irréductible,
pour x P E, il existe n ¥ 0 tel que Pnpx, zq ¡ 0, et

0 � µtzu �
y̧PE µtyu � Pnpy, zq ¥ µtxu � Pnpx, zq,

et donc µtxu � 0. l
Définition 27. — Soit x P E un état récurrent, c’est-à-dire tel quePxtXn � x pour une infinité de nu � 1 ou encore PxtT x

r   8u � 1.

Si le temps de retour moyen mrpxq � ExrT x
r s est fini, alors l’état x est dit récurrent positif .

Si mrpxq � ExrT x
r s est infini, l’état x est dit récurrent nul .

Théorème 24. — Soit P une matrice de transition irréductible. Les énoncés suivants sont
équivalents :

(i) tout état est récurrent positif ;

(ii) au moins un état est récurrent positif ;

(iii) P a une mesure de probabilité invariante π.
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De plus, si (iii) est réalisé, on a mrpxq � 1{πtxu pour tout x P E.

Démonstration. — (i) implique (ii) est évident.

(ii) implique (iii). Si x est un état récurrent positif, en particulier x est récurrent, donc P ,
qui est irréductible, est récurrente. D’après le théorème 22, γx � pγxtyuqyPE est invariant.
Mais

y̧PE γxtyu � y̧PE Ex�Tx

r
�1

ņ�0

1tXn�yu�� Ex�Tx

r
�1

ņ�0 y̧PE 1tXn�yu� � Ex�Tx

r
�1

ņ�0

1

� � ExrT x
r s � mrpxq   8.

Donc, en posant πtyu � γxtyu{mrpxq, y P E, on définit une mesure de probabilité invariante
sur E.

(iii) implique (i). Soit z P E un état. Comme π est une mesure de probabilité, il existe un
état x P E tel que πtxu ¡ 0. Comme P est irréductible, il existe n ¥ 0 tel que Pnpx, zq ¡ 0.
On en déduit que

πtzu �
y̧PE πtyu � Pnpy, zq ¥ πtxu � Pnpx, zq ¡ 0.

Soit λtxu � πtxu{πtzu, x P E. La mesure λ est invariante et vérifie λtzu � 1. D’après le
théorème précédent, on a alors λ ¥ γz. On en déduit que

mrpzq �
x̧PE γztxu ¤ x̧PE λtxu � 1

πtzu
x̧PE πtxu � 1

πtzu   8
et z est donc récurrent positif. Comme cela est vrai pour tout z P E, on obtient que (i) est
vérifié.

Pour le dernier point, on reprend les arguments de (iii) implique (i) en utilisant le fait que
que P est récurrente. On a alors λ � γz s’après le théorème 23, et l’inégalité ci-dessus est
alors une égalité. l
Théorème 25. — Soient E un ensemble fini et P une matrice de transition irréductible
sur E. Alors tous les états sont récurrents positifs et P a une unique mesure de probabilité
invariante.

Démonstration. — Nous savons qu’une matrice de transition sur un ensemble fini admet au
moins une classe récurrente. Puisque P est irréductible, l’unique classe E est récurrente et
donc P est irréductible récurrente. D’après le théorème 22, γz est une mesure invariante et
ses coefficients sont finis. Alors

mrpzq �
x̧PE γztxu   8

puisque somme finie de nombres finis. Donc z est récurrent positif pour tout z P E. En posant

πtyu � γztyu°
xPE γztxu

on obtient une mesure de probabilité invariante. D’après le théorème précédent, celle-ci est
l’unique mesure de probabilité invariante. l
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Notations. — Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes : R � E est l’ensemble
des points récurents de E, T � E est l’ensemble des points transients de E, TR � T est
l’ensemble des points x de T tel qu’il existe y P R tel que P px, yq ¡ 0.

Lemme 3. — On suppose l’espace des états E fini. Si x P T , alors l’une au moins des
possibilités suivantes est satisfaite :

(i) x P TR ;

(ii) il existe x1 P TR tel que xù x1.
En particulier R est non vide.

Démonstration. — Notons x �ù x1 si xù x1 est fausse. Soit x0 P T un état transient.
Montrons qu’il existe y P R tel que x0 ù y. Par l’absurde, supposons que ce ne soit pas
le cas. La classe contenant x0 n’est pas fermée. Il existe donc x1 n’appartenant pas à cette
classe tel que x0ù x1 et bien sûr x1 �ù x1 ; on a de plus x0 � x1 et, par hypothèse, x1 est
transient puisque x0 ne mène à aucun point récurrent. Par transitivité de la relation « mener
à », x1 vérifie la même hypothèse que x0 : il ne mène à aucun point récurrent. On continue
ainsi pour obtenir une suite

x0ù x1ù x2ù � � �ù xnù � � �
Pour deux indices différents m   n, on a nécessairement xm � xn ; nous l’avons déjà vu pour
m � 1 � n, et si, pour m � 1   n, nous avions xm � xn, alors on aurait xm ù xm�1 ù� � �ù xm et donc xm�1 ù xm ce qui est interdit par la construction. La suite pxnqn¥0

énumère ainsi une partie infinie de T ce qui est contradictoire avec la finitude de T .
Soit ainsi x P T et y P R tels que x ù y. Il existe alors une famille finie de points

x � x0, x1, . . . , xn�1, xn � y telle que P px0, x1q ¡ 0, . . . , P pxn�1, xnq ¡ 0. Soit xℓ le premier
état récurrent de cette suite. Alors pour tout ℓ ¤ m ¤ n, xm est récurrent par fermeture
des classes récurrentes, et pour tout 0 ¤ m ¤ ℓ � 1, xm est transient. Par construction
x1 � xℓ�1 P TR et xù x1. l
Exercice. — Sur R, la relation « mener à » est une relation d’équivalence.

Correction. — Nous savons déjà que cette relation est transitive sur tout E, elle est donc
transitive sur un quelconque de ses sous-ensembles, en particulier R, et par définition elle
est symétrique puisque tout point mène à lui-même en 0 pas. Pour la symétrie, si x, y P R

vérifient xù y, par fermeture de la classe communicante de x, le point y appartient à cette
même classe, et donc on a aussi yù x. (Vrai pour E fini ou dénombrable.) l
Lemme 4. — Si λ est une mesure invariante telle que pour un x P E, λtxu � 0, alors

yù x ùñ λtyu � 0.

Démonstration. — Soit y P E tel que yù x. Il existe donc y � y0, y1, . . . , yn�1, yn � x tels
que P py0, y1q � � � � � P pyn�1, ynq ¡ 0. On a alors

0 � λtxu � pλPnqtxu � ¸
z0,...,zn�1

λtz0u � P pz0, z1q � � � � � P pzn�1, xq¥ λty0u � P py0, y1q � � � � � P pyn�1, xq,
et donc λtyu � 0. l
Remarque. — Ce dernier lemme est vrai même si E est dénombrable. En particulier, il permet
de voir que si une mesure invariante s’annule en un point d’une classe communicante, elle
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est nulle sur toute la classe ainsi que toutes celles qui peuvent mener à elles. Ce qui est un
résultat assez remarquable.

Théorème 26. — On suppose l’espace des états E fini. Soit λ une mesure invariante. Alors
λpT q � 0. En particulier, pour tout état transient x, on a λtxu � 0.

Démonstration. — On a

λpT q � pλP qpT q �
y̧PT pλP qtyu � y̧PT x̧PE λtxu � P px, yq �

x̧PE λtxu y̧PT P px, yq.
Comme pour tout x R T donc x P R, on a par fermeture des classes récurrentes, P px, yq � 0,
on a donc

λpT q �
x̧PT λtxu y̧PT P px, yq.

Soit x P T . Supposons par l’absurde que λtxu ¡ 0. D’après l’avant dernier lemme, il existe
x1 P TR tel que xù x1 et donc, par le lemme précédent, λtx1u ¡ 0. Mais puisqu’il existe
r P R tel que P px1, rq ¡ 0, on a

y̧PT P px1, yq   1, et, puisque λtx1u ¡ 0, λtx1u
y̧PT P px1, yq   λtx1u.

On a alors

λpT q �
x̧PT λtxu y̧PT P px, yq � ¸

xPT ztx1uλtxu y̧PT P px, yq � λtx1u
y̧PT P px1, yq¤ ¸

xPT ztx1uλtxu � 1� λtx1u
y̧PT P px1, yq   λpT ztx1uq � λtx1u � λpT q.

ce qui est absurde. Donc, pour tout x P T , λtxu � 0, et ainsi λpT q � 0. l
Théorème 27. — On suppose l’espace des états E fini. Alors il y a unicité de la mesure
de probabilité invariante si et seulement si P n’a qu’une seule classe récurrente, les autres
mesures invariantes étant alors multiples de celle-ci.

Démonstration. — Si P a au moins deux classes récurrentes R1 et R2, désignons par P1

et P2 les sous-matrices qui sont les restrictions de P aux classes correspondantes. Ce sont
des matrices stochastiques qui sont irréductibles et récurrentes et nous notons π1 et π2 leurs
uniques mesures de probabilité invariantes. Alors pour tout t P r0, 1s, la mesure de probabilité

πt � t� π1p .XR1q � p1� tq � π2p .X R2q
est une mesure de probabilité invariante sur E. Il n’y a donc pas unicité.

S’il n’y a qu’une seule classe récurrente R � R, alors toute mesure de probabilité invariante
est nulle sur T � Rc et sa restriction à R est invariante par la restriction de P à R et donc égale
à l’unique mesure de probabilité invariante πR de cette restriction. On a donc π � πRp .XRq,
d’où l’unicité. Pour finir, toute mesure invariante λ est finie sur E puisque E est fini, donc λ
est multiple d’une mesure de probabilité invariante, et donc de π. l
Théorème 28. — On suppose l’espace d’états E fini et on note R1, . . . , Rk les classes
récurrentes de P . Alors toute mesure invariante λ sur E s’écrit

λ � ķ

ℓ�1

tℓ � πℓp .X Rℓq avec t1, . . . , tk P R�,
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où, pour 1 ¤ ℓ ¤ k, πℓ est l’unique mesure de probabilité invariante sur Rℓ par la restriction
de P à Rℓ. C’est une mesure de probabilité invariante si et seulement si t1 � � � � � tk � 1.

Démonstration. — C’est immédiat. l
Exemples (marches aléatoires simples symétriques dans Zd). — a) La marche aléatoire simple
symétrique sur Z est irréductible, récurrente. Elle admet la mesure uniforme p1qxPZ comme
mesure invariante, qui n’est pas finie, et nous savons que toute autre mesure invariante est
multiple de celle-ci grâce au théorème 23. Cette marche n’admet donc aucune mesure de
probabilité invariante.

b) De même, la marche aléatoire simple symétrique sur Z2 est irréductible, récurrente.
Elle admet la mesure uniforme p1qxPZ comme mesure invariante, qui n’est pas finie. Cette
marche n’admet donc aucune mesure de probabilité invariante.

c) La marche aléatoire simple symétrique sur Z3 est irréductible mais transiente. On
constate que la mesure uniforme p1qxPZ en est une mesure invariante. Il est possible de
montrer qu’elle n’admet pas de mesure de probabilité invariante, par exemple en la réduisant
en une marche aléatoire sur Z : notons X la marche aléatoire symétrique sur Z3 et Y la
marche obtenue faisant un pas positif sur Z dès que X fait un pas positif suivant l’un des
3 axes, négatif sinon ; Y est alors une marche aléatoire simple symétrique sur Z et si X
avait une mesure de probabilité invariante, c’est-à-dire que sous cette loi initiale les pXnqn¥0

auraient même loi cette loi invariante, on en déduirait qu’il en serait de même pour Y ce qui
est impossible d’après le premier exemple. Dans Z4, on se ramènerait à la marche sur Z2,
dans Zn, on ferait de manière similaire en tenant compte de la parité de n, c’est-à-dire en se
ramenant ou bien à Z ou bien Z2.

d) Considérons une marche simple asymétrique non dégénérée sur Z2, c’est-à-dire, sup-
posons p P s0, 1rzt1{2u. Pour qu’une mesure λ soit invariante on doit avoir

pour tout x P Z, λtxu � pλP qtxu � p� λtx� 1u � q � λtx � 1u.
Grâce à des calculs antérieurs, nous connaissons les solutions finies de cette équation à
l’échange de p et q près. Elles sont de la forme

λtxu � A� Bpp{qqx, x P Z.
Puisque l’ensemble des solutions forme une famille à deux paramètres, la châıne ne peut être
récurrente d’après le théorème 23, mais nous le savions déjà.

Exercice. — Soit F une classe fermée, en particulier si F est récurrente, associée à une
matrice de transition P . Montrer que la sous-matrice de P obtenue en n’en conservant que
les coefficients indexés par F � F est une matrice stochastique et qu’elle est irréductible.
(Cette propriété a été utilisée dans cette section.)

6. Convergence vers l’équilibre

Nous avons vu que si E est fini et qu’il existe x P E tel que
�
Pnpx, yq�

n¥0
converge vers

πtyu pour tout y P E, alors π � pπtyuqyPE est une mesure de probabilité invariante. Une telle
convergence n’est pas toujours assurée. Déjà lorsque E est fini et possède strictement plus
d’une classe récurrente, il existe plusieurs (une infinité de) mesures de probabilité invariantes ;
alors une telle convergence a lieu, l’identification de la mesure limite n’est pas immédiate.
De plus, lorsque P n’a qu’une seule classe récurrente ou mieux est irréductible, ce type de
convergence peut n’avoir lieu pour aucun état initial comme le montrent les exemples qui
suivent.
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Exemples. — a) Considérons E � t1, 2u et
P � �

0 1
1 0


 1

1

1 2

On a P 2n � Id et P 2n�1 � P . Ainsi aucun des coefficients de la suite de matrices pPnqn¥0 ne
converge. Plus encore, si la châıne part de l’état 1 par exemple, elle occupe alternativement
l’état 1 puis l’état 2. La suite des lois ne converge pas vers l’unique — P est irréductible —
mesure de probabilité invariante 1

2
δt1u � 1

2
δt2u.

b) Considérons E � t1, 2, 3u et
P � �� 0 0 1

1 0 0
0 1 0

�
 1

111 2 3

Par le calcul ou en lisant sur le graphique, on a

P 2 � �� 0 1 0
0 0 1
1 0 0

�
, P 3 � Id,

et ainsi

P 3n � Id, P 3n�1 � P, P 3n�2 � P 2 pour tout n ¥ 0.

Nous avons la même situation que précédement : quelque soit l’état initial, la suite des lois
de la châıne converge pas vers l’unique mesure invariante 1

3
δt1u � 1

3
δt2u � 1

3
δt3u.

c) L’urne d’Ehrenfest. — Pour l’urne d’Ehrenfest, on constate que si X0 est pair, alors
Xn a la même parité que n. De même, si X0 est impair, Xn a la parité opposée à celle de n.

d) Marches aléatoires simples sur Z. — Nous savons que si p � 1{2, la marche aléatoire
simple sur Z converge vers �8 presque sûrement et que si p � 1{2, la loi initiale est diffusée
sur tout Z de sorte qu’on obtient à la limite la mesure nulle.

Les deux premiers exemples sont assez extrêmes puisque la dynamique markovienne y est
déterministe. De plus, on constate dans le premier exemple que chaque état est fréquenté selon
une période égale à 2, dans le second, selon une période égale à 3. Cette notion de périodicité
peut être étendue à des dynamiques markoviennes non déterministes. Nous nous contenterons
de définir l’absence de périodicité. L’espace des états E est, sauf mention spéciale, fini ou
dénombrable, et P est une matrice de transition sur E.

Définition 28. — Un état x P E est apériodique si il existe Nx ¥ 0 tel que Pnpx, xq ¡ 0
pour tout n ¥ Nx, c’est-à-dire que Pnpx, xq ¡ 0 pour n assez grand.

Exercice. — Montrer qu’un état x P E est apériodique si et seulement si

nx � pgcd
 
n ¥ 0 : Pnpx, xq ¡ 0

( � 1,

où pgcd est l’opérateur « plus grand commun diviseur ». (Lorsque nx est en entier supérieur
ou égal à 2, l’état x est dit périodique de période nx.)

Lemme 5. — Supposons qu’il existe un état apériodique x P E. Alors pour tous états y, z
dans la classe communicante de x, on a Pnpy, zq ¡ 0 pour n assez grand. En particulier,
tout état y dans la classe communicante de x est apériodique.
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Démonstration. — Puisque y et z sont dans la classe communicante de x, il existe r, s ¥ 0
tels que P rpy, xq ¡ 0 et P spx, zq ¡ 0. Alors

P r�n�spy, zq � ¸
ℓ,mPE P rpy, ℓq � Pnpℓ,mq � P spm, kq ¥ P rpy, xq � Pnpx, xq � P spx, zq ¡ 0

pour n assez grand. On a donc la conclusion. l
L’apériodicité est une propriété des classes communicantes d’après le lemme précédent, on

pourra ainsi parler de classes apériodiques. Une matrice de transition sera dite apériodique
si toutes ses classes le sont.

Théorème 29 (convergence vers l’équilibre). — Soit P une matrice de transition
irréductible et apériodique, et supposons qu’il existe une mesure de probabilité invariante π.
Si pXnqn¥0 est une châıne de Markovde matrice de transition P et de loi initiale λ, alorsPtXn � yu ÝÑ πtyu quand n tend vers l’infini, pour tout y P E.

En particulier,

Pnpx, yq ÝÑ πtyu quand n tend vers l’infini, pour tout x, y P E.

Démonstration. — On utilise un argument de couplage : on introduit une seconde châıne de
Markov Y � pYnqn¥0 indépendante de X � pXnqn¥0 et de même matrice de transition P ,
puis on définit un temps d’arrêt T et considère les deux processus obtenus en recollant X
avant T avec Y après T et réciproquement. Plus précisément, soit pYnqn¥0 une châıne de
Markov pπ, P q indépendante de pXnqn¥0. Fixons un état de référence x0 P E et posons

T � inftn ¥ 0 : Xn � Yn � x0u.
Première étape. — Nous montrons que PtT   8u � 1.

La suite pWnqn¥0 � ppXn, Ynqqn¥0 est une châıne de Markov d’espace d’états E � E, de

matrice de transition rP définie parrP �px, yq, px1, y1q� � P px, x1q � P py, y1q, px, yq, px1, y1q P E � E,

et de loi initiale µ telle que

µtpx, yqu � λtxu � πtyu, px, yq P E �E.

En effet, pour tous px0, y0q, . . . , pxn, ynq P E � E, on a, d’abord par indépendance, puis par
application de la propriété de Markov de chaque châıne,PtpX0, Y0q � px0, y0q, . . . , pXn, Ynq � pxn, ynqu� PtX0 � x0, Y0 � y0, . . . , Xn � xn, Yn � ynu� P�tX0 � x0, . . . , Xn � xnu X tY0 � y0, . . . , Yn � ynu�� PtX0 � x0, . . . , Xn � xnu � PtY0 � y0, . . . , Yn � ynu� �

λtx0u � P px0, x1q � � � � � P pxn�1, xnq�� �
πty0u � P py0, y1q � � � � � P pyn�1, ynq�� �

λtx0u � πty0u�� �
P px0, x1q � P py0, y1q�� � � � � �

P pxn�1, xnq � P pyn�1, ynq�,
on a donc ce qui était annoncé.

Comme la matrice de transition P est apériodique et irréductible, pour tous états x, y, x1,
y1 P E, on a d’après le lemme précédentrPn

�px, yq, px1, y1q� � Pnpx, x1q � Pnpy, y1q ¡ 0
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pour n assez grand, et donc la matrice de transition rP est aussi apériodique et irréductible.
De plus la mesure π̃ définie par

π̃tpx, yqu � πtxu � πtyu, px, yq P E �E

est invariante par rP puisque, pour tout px, yq P E � E,�
π̃ rP �tpx, yqu � ¸px1,y1qPE�E

π̃tpx1, y1qu � rP �px1, y1q, px, yq�� ¸px1,y1qPE�E

πtx1u � πty1u � P px1, xq � P py, y1q� �
x̧1PE πtx1u � P px1, xq
� �

y̧1PE πty1u � P py1, yq
� πtxu � πtyu � π̃tpx, yqu.
Ainsi, d’après le théoreme 24, la matrice de transition rP est récurrente positive puisqu’elle
est irréductible et admet une mesure de probabilité invariante, notamment rP est récurrente.
Puisque T � inftn ¥ 0 : pXn, Ynq � px0, x0qu � inftn ¥ 0 : Wn � px0, x0qu, on a alorsPtT   8 � 1u.
Deuxième étape. — Nous posons

Zn � "
Xn si n   T

Yn si n ¥ T ,

et nous allons montrer que pZnqn¥0 est une châıne de Markov pλ, P q. Il est clair que T
est un temps d’arrêt de la filtration naturelle de pWnqn¥0. La propriété forte de Markov
appliquée à la châıne pWnqn¥0 au temps T fini montre que pWT�nqn¥0 est une châıne de

Markov pδtpb,bqu, rP q indépendante de FW
T . Par symétrie, en remplaçant pXT�n, YT�nq parpYT�n, XT�nq, on obtient encore une châıne de Markov

�
δtpx0,x0qu, rP� indépendante de FW

T .
En posant

Z 1n � "
Yn si n   T

Xn si n ¥ T ,

on en déduit que pW 1
nqn¥0 � ppZn, Z

1
nqqn¥0 est une châıne de Markov

�
µ, rP�. En particulierpZnqn¥0 est une châıne de Markov pλ, P q. (. . .)

Troisième étape. — Pour y P E, on aPtZn � yu � PtXn � y, n   T u � PtYn � y, n ¥ T u.
Ainsi ��PtXn � yu � πtyu�� � ��PtXn � yu � PtYn � yu��� ��PtZn � yu � PtYn � yu��� ��PtXn � y, n   T u � PtYn � y, n ¥ T u � PtYn � yu��� ��PtXn � y, n   T u � PtYn � y, n   T u��¤ Ptn   T u
Puisque Ptn   T u tend vers 0 quand n tend vers l’infini, on constate que PtXn � yu tend
vers πtyu quand n tend vers l’infini. l
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7. Retournement du temps à une date déterministe

La propriété (simple) de Markov consiste en l’indépendance du passé et du futur condi-
tionnellement au présent. La symétrie de cette propriété permet immédiatement d’affirmer
que si pXnq0¤n¤N est une châıne de Markov (dans sa filtration naturelle) alors la châıne

retournée
� pXn

�
0¤n¤N

� pXN�nq0¤n¤N est aussi une châıne de Markov (dans sa filtration

naturelle).

Proposition 11. — Soit pXnqn¥0 une châıne de de Markov, alors
� pXn

�
0¤n¤N

est une

châıne de Markov. Si
�
Pn,n�1

�
0¤n¤N�1

est une suite de matrice de transition de la châınepXnqn¥0, alors toute suite de matrices de transition
� pPn,n�1

�
0¤n¤N�1

vérifiant

µN�ntxu � � pPn,n�1

�px, yq � µN�n�1tyu � �
PN�n�1,N�n

�py, xq, x, y P E,
où µn est la loi de Xn, 0 ¤ n ¤ N , est une suite de matrices de transition de la châınep pXnqn¥0.

Démonstration. — La propriété de Markov pour la châıne retournée est clairement réalisée
par indépendance du futur et du passé conditionnellement au présent. De plus, pour x, y P E,
on a

µN�ntxu � � pPn,n�1

�px, yq � PtXN�n � xu � P pXn�1 � y
�� pXn � x

(� PtXN�n � xu � PtXN�n�1 � y |XN�n � xu� PtXN�n�1 � y,XN�n � xu� PtXN�n�1 � yu � PtXN�n � x |XN�n�1 � yu� µN�n�1tyu � �
PN�n�1,N�n

�py, xq,
d’où la conclusion. l
Remarques. — a) Une telle matrice de transition pPn,n�1, 0 ¤ N ¤ N � 1, est définie par� pPn,n�1

�px, yq � µN�n�1tyu
µN�ntxu � �

PN�n�1,N�n

�py, xq
pour toutes les lignes x pour lesquelles le dénominateur µN�ntxu est strictement positif. Si,
pour un x P E, µN�ntxu � 0, ceci signifie que X ne passe pas par x au temps N � n, et

donc pX n’y passe pas non plus au temps n ; on peut alors remplir la ligne correspondante depPn,n�1 par ce qu’on veut.

b) Si la châıne pXnq0¤n¤N est homogène, lorsque le quotient a un sens, on a� pPn,n�1

�px, yq � µN�n�1tyu
µN�ntxu � P py, xq

ce qui ne définit pas nécessairement une famille de matrices de transition homogène : quand
on inverse le sens du temps, des évolutions qui étaient homogènes, telle que la diffusion de la
poussière depuis un petit tas, deviennent assez peu naturelles ; les règles d’évolution tiennent
compte des états antérieurs et ne sauraient donc être homogènes.

Théorème 30. — Soit pXnq0¤n¤N une châıne de de Markov homogène de matrice de tran-
sition P . Supposons que sa loi initiale π est une mesure de probabilité invariante. Alors,� pXn

�
0¤n¤N

est une châıne de de Markov homogène de loi initiale π et de matrice de transi-

tion pP vérifiant

πtxu � pP px, yq � πtyu � P py, xq, pour tous x, y P E.
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Démonstration. — C’est une application immédiate de ce qui précède. l
Proposition 12. — Soient P une matrice de transition admettant une mesure de probabilité
invariante π et pP une matrice de transition vérifiant

πtxu � pP px, yq � πtyu � P py, xq, pour tous x, y P E.

Alors

(i) la mesure de probabilité π est invariante par pP ;

(ii) si P est irréductible, alors pP est irréductible.

Démonstration. — (i) Nous avons immédiatement, pour tout x P E,�
π pP�txu �

y̧PE πtyu � P̂ py, xq �
y̧PE πtxu � P px, yq � πtxu

y̧PE P px, yq � πtxu,
ce qui montre que π est invariante par pP .

(ii) Soient x, y P E. Comme P est irréductible, la mesure de probabilité π a tous ses
coefficients strictement positifs puisqu’elle est invariante. De plus, pour tous x, y P E, il
existe y � xn, . . . , x0 � x P E tels que P pxn, xn�1q � � � � � P px1, x0q ¡ 0 ; on a alorspP px0, x1q � � � � � pP pxn�1, xnq � πtxnu

πtxn�1u � P pxn, xn�1q � � � � � πtx1u
πtx0u � P px1, x0q� πtxnu

πtx0u � P pxn, xn�1q � � � � � P px1, x0q ¡ 0,

ce qui montre que pP est irréductible. l
Définition 29. — Soit P une matrice de transition. La matrice de transition P , ou la châıne
associée, est réversible par rapport à une mesure µ sur E est si

µtxu � P px, yq � µtyu � P py, xq, pour tous x, y P E.

Nota bene. — Étant donnée une matrice de transition P , rien n’assure sans condition supplé-
mentaire qu’il existe une mesure par rapport à laquelle elle soit réversible.

Remarque. — Il est fréquent d’utiliser l’expression « mesure réversible pour » alors que ce n’est
pas la mesure en question qui est retournée. C’est peut-être un abus commode de langage.

Proposition 13. — Si P est réversible par rapport à une mesure µ, alors µ est invariante.

Démonstration. — Si x P E, on apµP qtxu �
y̧PE µtyu � P py, xq �

y̧PE µtxu � P px, yq � µtxu
y̧PE P px, yq � µtxu,

d’où l’invariance. l
Proposition 14. — Soit pXnq0¤n¤N une châıne de Markov pλ, P q réversible par rapport à

la mesure de probabilité λ. Alors pP � P et la châıne retournée
� pXn

�
0¤n¤N

a même loi quepXnq0¤n¤N .

Démonstration. — Immédiate. Notons que la loi de ces châınes finies est une mesure de
probabilité sur EN�1 et pas simplement une suite de lois de probabilité sur E. l
Corollaire 3. — Si la matrice de transition P est symétrique, alors elle est réversible par
rapport à la mesure uniforme, mesure qui est donc invariante.

Démonstration. — Immédiate. l
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Exemple important. — Un graphe (non orienté) est un ensemble au plus dénombrable de
points E qualifiés de sommets, abstrait ou inclus dans un Rn, et des arêtes reliants ces
sommets, c’est-à-dire la donnée d’une relation symétrique R signifiant que x R y (ou y R x)
si et seulement si les sommets x et y sont reliés par une arête.

On peut dans certains cas convenir que tout sommet x est relié à lui-même, ce qui revient
à demander que la relation R soit réflexive, ou au contraire exclure la réflexivité.

On définit la valence vtxu d’un sommet x P E comme le nombre d’arêtes partant de x,
c’est-à-dire Cardty P E : x R yu. Nous supposerons être en présence d’un graphe tel que
1 ¤ vtxu   8 pour tout x P E, qui est de plus connexe, c’est-à-dire qu’entre deux sommets,
il existe une suite finie d’arêtes joignant ces sommets.

Nous souhaitons définir une matrice de transition P sur E qui tienne compte de manière
homogène de la structure de graphe. Il y a plusieurs manière d’y parvenir, notamment si on
convient, ou non, que chaque sommet est joint à lui-même.

Supposons que les sommets ne sont pas joints à eux-mêmes, et soient p P r0, 1s, q � 1�p Pr0, 1s. Nous définissons une matrice de transition P sur E par

P px, yq � $'&'% q si x � y,
p

vtxu si x R y, autrement dit si x et y sont joints par une arête,

0 sinon.

On constate alors que la châıne est réversible par rapport à la mesure positive v � pvtxuqxPE
puisque pour tous x, y P E, on a si x � y et x R y,

vtxu � P px, yq � vtxu � p

vtxu � p � vtyu � p

vtyu � vtyu � P py, xq
les autres identités pour x et y non joints par une arête étant trivialement satisfaites. Notons
que l’hypothèse 1 ¤ vtxu   8 pour tout x P E se montre essentielle pour avoir cette propriété.
La mesure positive v � pvtxuqxPE est donc invariante.

Pour obtenir une mesure de probabilité invariante à partir de v, nous devons avoir

V �
x̧PE vtxu   8, mais comme CardE �

x̧PE 1 ¤
x̧PE vtxu

puisque tout sommet est de valence supérieure ou égale à 1, cette condition est satisfaite si et
seulement si le graphe est fini, ou encore si et seulement si E est fini. Dans ce cas la chaine est
réversible par rapport à la mesure de probabilité π � pvtxu{V qxPE qui est aussi invariante.

Le cas p � 0 n’est guère intéressant puisqu’alors P � Id et donc tous les points sont absor-
bants. Supposons p ¡ 0. L’hypothèse de connexité du graphe implique que P est irréductible.

Si E est fini, il est clair que P est récurrente, et de plus il existe N ¥ 0 fini tel que
tous sommets x, y P E peuvent rejoints en empruntant au plus N arêtes consécutives. Alors,
en autorisant à demeurer quelques temps en un sommet intermédiaire entre x et y, ce qui
correspond à q ¡ 0 ou 0   p   1, pour tout x, y P E, x et y sont joints par au moins un
chemin partiellement stationnaire de longueur N : il existe x � x0, x1, . . . , xN�1, xN � y P E
tels que

P px, x1q � � � � � P pxN�1, yq ¡ 0.

Ceci montre que la matrice PN a alors tous ses coefficients strictement positifs. On constate
qu’il en est alors de même pour toute PN�n � PN � Pn par simple produit matriciel. En
particulier la matrice P est apériodique.

Si p � 1, l’apériodicité peut ne pas être satisfaite comme le montre, par exemple, le cas du
graphe à deux sommets t1, 2u. Si E est infini, la situation est plus complexe. Nous ne ferons
pas de commentaire à ce sujet.
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8. Un théorème ergodique

Une propriété ergodique affirme grossièrement l’égalité de la limite des moyennes tempo-
relles d’une quantité mesurée sur une unique trajectoire avec la moyenne de la même quantité
mesurée sur toutes les trajectoires à un instant donné.

On peut imaginer énormément de situations où il n’y a pas de propriété ergodique : mesure
du revenu d’un ensemble d’individus au cours de leur vie (des inégalités peuvent perdurer),
billes lancées sur un billard avec trous (une bille finira sa trajectoire dans un trou particulier,
mais en moyenne sur l’ensemble des billes aucun trou n’est privilégié).

Cependant, pour le développement de la Mécanique Statistique à partir du milieu du xixe,
posséder des propriétés ergodiques sur des systèmes complexes (gaz de particules) s’est révélé
assez essentiel pour faire progresser la théorie. Dans les manuels de Thermodynamique de
premier cycle, on trouve souvent l’énoncé d’un théorème ergodique dit de Birkhoff : « Pour un
temps très long, un système isolé passe dans chaque micro-état un temps proportionnel à la
probabilité a priori de cet état ». Par micro-état, il faut simplement entendre qu’on ramène
un espace d’états assez grand (Rn par exemple) à un espace d’états au plus dénombrable ;
par système isolé, il faut entendre qu’il n’y a pas de perte ou de gain de particules ou autre ;
par probabilité a priori, ce qu’on entend est un peu plus flou, mais pour nous ça ne peut être
que la mesure de probabilité invariante si elle existe et est unique.

La recherche de propriétés ergodiques pour des systèmes physiques concrets ou leurs
modèles mathématiques est toujours d’actualité. On appréciera que dans le contexte qui
nous occupe des réponses générales existent. Un premier exemple est la loi forte des grands
nombres que nous énonçons sous une forme qui nous sera utile plus loin.

Théorème 31. — Soit pYnqn¥0 une suite de variables aléatoires positives, indépendantes et
de même loi de moyenne m � ErY1s P r0,8s. Alors,

Y1 � � � � � Yn

n
ÝÑ m quand n tend vers l’infini, presque sûrement.

Démonstration. — Cette propriété est supposée connue lorsque m   8 : c’est un cas par-
ticulier de la loi forte des grands nombres de Kolmogorov. Supposons m � 8. Pour k ¡ 0,
posons Y pkqn � Yn^k. La suite de variables aléatoires obtenues vérifie les hypothèses de la loi

forte des grands nombres (indépendance, même loi, espérance mpkq � ErY pkq
1 s   8). Puisque

pour tout n ¥ 1, on a Y pkq
n ¤ Yn, alors

Y
pkq
1 � � � � � Y pkq

n

n
¤ Y1 � � � � � Yn

n
pour tout n ¥ 1.

le terme de gauche tendant presque sûrement vers mpkq, on a

mpkq ¤ lim inf
nÑ8 Y1 � � � � � Yn

n
presque sûrement.

Or Y
pkq
1 � Y1^ k tend simplement en croissant vers Y1, et par convergence monotone mpkq �ErY pkq

1 s tend en croissant vers m � ErY1s � 8. En faisant tendre k vers l’infini, on obtient8 � lim inf
nÑ8 Y1 � � � � � Yn

n
presque sûrement.

La limite supérieure est alors aussi égale à l’infini, donc la limite existe et est infinie presque
sûrement. l
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Soit pXnqn¥0 une châıne de Markov de loi initiale λ et de matrice de transition p. Le
nombre de visites de l’état x à l’instant n est la variable aléatoire

V x
n � n�1̧

k�0

1tXk�xu,
la variable aléatoire V x

n {n est la proportion de temps passé en x avant n.
Nous en arrivons au théorème ergodique.

Théorème 32. — Soient P une matrice de transition irréductible sur E et λ une mesure
de probabilité sur E. Si pXnqn¥0 est une châıne de Markov de matrice de transition P et de
loi initiale λ, alors

V x
n

n
ÝÑ 1

mrpxq quand n tend vers l’infini, presque sûrement,

où mrpxq � ExrT x
r s est le temps moyen de retour en x.

De plus, si la châıne est récurrente positive, pour toute fonction bornée f : E Ñ R, on a

1

n

n�1̧

k�0

fpXkq ÝÑ f̄ quand n tend vers l’infini, presque sûrement,

où f̄ � °
xPE πtxu � fpxq et π est l’unique mesure de probabilité invariante.

Démonstration. — Si la matrice P est transiente, le nombre total de visites V x8 � limnÑ8
est fini presque sûrement, donc

V x
n

n
¤ V x8

n
ÝÑ 0 quand n tend vers l’infini, presque sûrement,

ce qui est égal à 1{mrpxq puisque mrpxq � ExrT x
r s � 8 par transience.

Supposons la matrice P récurrente. Soient x P E et T � T x
r . On sait que PtT   8u � 1.

Alors par la propriété forte de Markov, pXT�nqn¥0 est une châıne de Markov pδtxu, P q (et de
plus indépendante de FX

T la tribu des événements antérieurs à T ). La proportion asymptotique
du temps passé en x étant la même pour pxnqn¥0 et pXT�nqn¥0, on peut supposer pour la
suite λ � δtxu.

Soit Sx
r la longueur de la r-ième excursion en dehors de x. On sait que les variables pSx

r qr¥1

sont indépendantes, identiquement distribuées, de moyenne mrpxq. D’une part, l’instant de
dernière visite de x avant n est inférieur ou égal à n� 1 ¤ n, c’est-à-dire

Sx
1 � � � � � Sx

V x
n
�1 ¤ n� 1 ¤ n ;

d’autre part, l’instant de première visite de x après n�1 est supérieur ou égal à n, c’est-à-dire

Sx
1 � � � � � Sx

V x
n

¥ n.

On en déduit que
Sx
1 � � � � � Sx

V x
n
�1

V x
n

¤ n

V x
n

¤ Sx
1 � � � � � Sx

V x
n

V x
n

. p�q
Par la loi forte des grands nombres présentée sous la forme précédente, on a :

Sx
1 � � � � � Sx

n

n
ÝÑ mrpxq quand n tend vers l’infini, presque sûrement.

Puis, comme P est récurrente,

V x
n ÝÑ 8 quand n tend vers l’infini, presque sûrement.
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On obtient alors par encadrement

n

V x
n

ÝÑ mrpxq quand n tend vers l’infini, presque sûrement,

ou encore

V x
n

n
ÝÑ 1

mrpxq quand n tend vers l’infini, presque sûrement.

Supposons que P admet une mesure de probabilité invariante π. Soit f : E Ñ R une
application bornée, et on supposera, par commodité, supxPE |fpxq| ¤ 1. Alors pour tout
F � E, on a���� 1n n�1̧

k�0

fpXkq � f̄

���� � ���� 1n n�1̧

k�0

�
x̧PE fpxq1tXk�xu
fpXkq �

x̧PE fpxqπtxu����� ����
x̧PE fpxq 1n n�1̧

k�0

1tXk�xu �
x̧PE fpxqπtxu����� ����

x̧PE fpxqV x
n

n
�

x̧PE fpxqπtxu���� � ����
x̧PE fpxq�V x

n

n
� πtxu
����¤ ����

x̧PF fpxq�V x
n

n
� πtxu
����� ����

x̧RF fpxq�V x
n

n
� πtxu
����¤

x̧PF |fpxq| � ����V x
n

n
� πtxu�����

x̧RF |fpxq| � �
V x
n

n
� πtxu
¤

x̧PF ����V x
n

n
� πtxu�����

x̧RF�V x
n

n
� πtxu
 �

x̧PF ����V x
n

n
� πtxu�����

x̧RF πtxu � x̧RF V x
n

n�
x̧PF ����V x

n

n
� πtxu�����

x̧RF πtxu � 1�
x̧PF V x

n

n
�

x̧PF ����V x
n

n
� πtxu����� 2

x̧RF πtxu � x̧RF πtxu � x̧PF V x
n

n�
x̧PF ����V x

n

n
� πtxu����� 2

x̧RF πtxu � x̧RF�πtxu � V x
n

n


 ¤ 2
x̧PF ����V x

n

n
� πtxu����� 2

x̧RF πtxu.
Soit A � Ω l’événement sur lequel V xpωq{n Ñ π pour tout x P E, ω P A, qui est un

événement de probabilité 1. Soit ε ¡ 0. On choisit F � E fini tel que πpEzF q   ε{4. Ensuite,
soit N (dépendant de l’aléa ω P A) tel que pour tout n ¥ N

x̧PF ����V x
n

n
� πtxu����   ε

4
sur tout A.

Alors on a ���� 1n n�1̧

k�0

fpXkq � f̄

����   ε sur tout A,

ce qui montre la convergence sur A, c’est-à-dire la convergence presque sûre annoncée. l
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Exemple. — Si P est irréductible, récurrente positive, en considérant, pour x P E, fx : y P
E ÞÑ δpx, yq (symbole de Kronecker), on obtient que

1

n

n�1̧

k�0

1tXk�xu ÝÑ πtxu quand n tend vers l’infini, presque sûrement,

c’est-à-dire que la fréquence d’apparition de x dans la châıne tend presque sûrement vers πtxu.
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THÈMES À DÉVELOPPER

De nombreux thèmes d’applications ou de prolongement auraient pu être abordés.
En premier lieu, nous abordons la question de l’estimation des coefficients d’une matrice

de transition. On peut savoir qu’un processus ou une châıne est markovien sans connâıtre la
matrice, ou le noyau, associé. Cette section effleure la question pour donner quelques réponses,
ou justifications, qui tombe sous le coup du bon sens.

Ensuite, nous décrivons quelques algorithmes, ou méthodes numériques, très populaires
utilisant les châınes de Markov (algorithme d’Hastings–Metropolis, recuit simulé). Ceux-ci
sont mis en œuvre et approfondis dans un enseignement spécifique aux Algorithmes Stochas-
tiques. On les classe plus ou moins dans ce qui est appelé algorithmes génétiques alors que
l’inspiration initiale vient clairement de la Thermodynamique. . .

Enfin, nous abordons un peu de théorie discrète du potentiel. La théorie des processus a
été très largement motivée, inspirée, nourrie par la théorie du potentiel. Il serait dommage
de ne pas l’évoquer dans un cours sur les processus stochastiques, même à temps discret.

Il manque bien entendu de nombreuses autres applications ou illustrations, prolongement
plus ou moins immédiats (étude systématique de la périodicité, châınes indexées par �N,
châınes à mémoire finie, châınes de Markov cachées, . . .). Le temps et la place manquent pour
ce faire. Certains d’entre eux seront abordés en seconde année.

A. Estimation statistique des coefficients d’une matrice de transition

Précisons d’abord le vocabulaire des statisticiens et leur thématique. Soit pXnqn¥0 une
suite de variables aléatoires ; certaines lois ou mécanismes régissant cette suite sont inconnus,
par exemple une quantité numérique p qui est dite paramètre.

Définition 30. — (i) Un échantillon est une suite généralement finie de variables aléatoirespX0, . . . , XNq.
(ii) Un échantillon observé est la suite de valeurs prises par ces variables aléatoires pour

un ω P Ω donné, pX0pωq, . . . , XN pωqq � px0, . . . , xnq.
(iii) Un estimateur de p est une simple fonction (mesurable) ΛN � ℓN pX0, . . . , XNq de

l’échantillon ; un estimateur, ou plus précisément une suite d’estimateurs, est consistant si
ΛN converge en probabilité (ou presque sûrement, ce qui est plus fort) vers le paramètre p
lorsque N tend vers l’infini ; il est sans biais si ErΛN s � p.

(iv) Une estimation est un estimateur observé λN � ℓN px0, . . . , xN q.
Il est fréquent dans la pratique que la suite de variables aléatoires pXnqn¥0 soit une suite

de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, auquel cas ce qui intéresse
est de déterminer la loi de X0 ou certaines de ses caractéristiques. Ceci repose le plus souvent
sur la loi des grands nombres pour montrer la consistance des estimateurs.

Néanmoins, il n’est pas rare d’avoir à considérer une châıne de Markov pXnqn¥0 par
exemple avec des modèles biologiques liés aux châınes d’ADN, ou encore certaines évolutions
liées à la vie courante (commerce, finance) admettant une telle modélisation. Ce qui est
intéressant est alors d’évaluer les coefficients de la matrice de transition associée, car, sachant
qu’on est dans tel état à l’instant n, c’est elle qui permettra d’évaluer ce qu’il se passera plus
tard.
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Ainsi, on considère une châıne de Markov pXnqn¥0 de loi initiale π et de matrice de
transition P sur E. Pour un ω P Ω, nous supposons disposer de pX0pωq, . . . , XNpωqq �px0, . . . , xnq qui sont N � 1 observations de la châıne et nous cherchons à l’aide de celles-ci à
estimer les coefficients de P . La mesure initiale π n’interviendra pas.

La fonction de log-vraisemblance d’une matrice de transition Q sur E est une fonction
tenant compte des observations px0, . . . , xN q qui ont été faites. Elle est définie par

ℓpQq � ln
�
Qpx0, x1q � � � � �QpxN�1, xN q�� lnQpx0, x1q � � � � � lnQpxN�1, xN q � ¸

x,yPENpx, yq lnQpx, yq
où, pour tout x, y P E, Npx, yq est le nombre de transitions (en un pas) observées danspx0, . . . , xN q de x à y. Une méthode standard et peu comprise de la Statistique pour trouver

une estimation pP de P à partir des données px0, . . . , xNq consiste à rechercher pP parmi les
matrices stochastiques qui maximisent la fonction de log-vraisemblance ℓ. Le problème ici
est qu’on a affaire à une maximisation avec contrainte (matrices stochastiques). Nous allons
utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Considérons O l’ensemble ouvert des
matrices à coefficients réels strictement positifs. Une matrice Q P O est stochastique si elle
vérifie les contraintes

hxpQq �
y̧PEQpx, yq � 1 � 0, x P E.

Notons C l’ensemble de telles matrices. On définit le lagrangien associé à ce problème de
maximisation par

L : O � RE ÝÑ RpQ, λq ÞÝÑ ℓpQq �
x̧PE λx � hxpQq � ℓpQq �

x̧PE λx�y̧PEQpx, yq � 1



.

Une condition nécessaire pour que pQ, λq soit un extremum local de cette fonctionnelle
régulière est que sa différentielle s’annulle. Pour la partie en la variable λ, c’est

dλLpQ, λq �
x̧PE hxpQq dλx � 0,

donc que hxpQq � 0 pour tout x P E, ce qui assure qu’alors Q est une matrice stochastique.
Pour la partie en la variable Q, on a

dQLpQ, λq � dQ

�
ℓpQq �

x̧PE λx � hxpQq
� ¸
x,yPE dQ

�
Npx, yq lnQpx, yq��

x̧PE dQ

�
λx

y̧PEQpx, yq � 1


� ¸
x,yPENpx, yqdQpx, yqQpx, yq � ¸

x,yPE λx dQpx, yq� ¸
x,yPE�Npx, yqQpx, yq � λx



dQpx, yq.

On trouve alors une unique solution, sous réserve que λx � 0,pP px, yq � �Npx, yq
λx

, x, y P E.
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Il faut ensuite préciser les λx pour obtenir une matrice stochastique

1 �
y̧PE pP px, yq � �

y̧PE Npx, yq
λx

donc λx � �
y̧PENpx, yq,

λx est donc l’opposé du nombre d’apparitions de x dans px0, . . . , xN�1q. La fonction ℓ étant

concave sur l’ouvert convexe O, et les contraintes étant affines, l’extremum pP ainsi trouvé est
un maximum global de ℓ sur C d’après un théorème usuel d’optimisation. AinsipP px, yq � Npx, yq°

zPE Npx, zq � °N�1

n�0
1txn�x,xn�1�yu°

zPE °N�1

n�0
1txn�x,xn�1�zu� °N�1

n�0
1txn�x,xn�1�yu°N�1

n�0

°
zPE 1txn�x,xn�1�zu � °N�1

n�0
1txn�x,xn�1�yu°N�1

n�0
1txn�xu

qui est la proportion de transitions observées de x à y est l’estimation cherchée de P px, yq,
l’estimateur s’obtenant en remplaçant xn par Xn dans la formule ci-dessus.

La méthode ci-dessus ne fonctionne pas si pour un certain x, λx � 0, ce qui signifie que x
n’apparâıt pas parmi px0, . . . , xN�1q. Dans ce cas on se désintéresse de l’état x, que ce soit
pour estimer un P px, yq, ce qui donnerait 0 pour estimation naturelle, ou pour estimer un
P py, xq, puisque si xN � x, alors x n’est pas vu, et si xN � x, xN�1 � y, P̂ py, xq est égal
à 1 divisé par le nombre d’apparition de y parmi px0, . . . , xN�1q ce qui peut être trop peu
représentatif. On fait comme si l’état x n’existait pas. Bien sûr, si pour de plus grands N ceci
cesse d’être le cas, on prend alors en compte x.

Cas de la récurrence. — Supposons la matrice P irréductible et récurrente. Le dénominateur
de pP px, yq � °N�1

n�0
1tXn�x,Xn�1�yu°N�1

n�0
1tXn�xu

est le nombre de visites de x avant n et on sait qu’il tend vers l’infini. On peut réécrire le
numérateur comme la somme des indicatrices de l’atteinte de y après un premier pas au début
d’une excursion hors de x. Puisqu’on sait que les excursions sont indépendantes et de même
loi, ces nouvelles indicatrices sont elles aussi indépendantes et de même loi, la loi de Bernoulli
de paramètre P px, yq. Par la loi forte des grands nombres, on obtient alors la convergence
presque sûre de la suite d’estimateurs vers l’espérance de ces indicatrices, à savoir P px, yq.
Cas de la transience. — Lorsque la matrice P est irréductible transiente — le cardinal de
E est alors nécessairement infini —, il est clair en revanche que cet estimateur est rarement
consistant. En effet, un état x n’étant fréquenté qu’un nombre fini de fois, la suite des estima-
tions est stationnaire et ne donne alors qu’une fraction pouvant s’éloigner notablement de la
probabilité de transition cherchée. Il faut alors changer de méthode. On s’arrange pour faire
suffisamment d’observations pour voir la châıne quitter N fois l’état x, ce qui revient à faire
partir N fois la châıne de l’état x de manières indépendantes. En maximisant dans ce cadre¸

x,yPENpx, yq lnQpx, yq avec
y̧PEQpx, yq � 1,

on obtient alors pour estimateur du maximum de vraisemblancepP px, yq � Npx, yq
N

.
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Comme Npx, yq � Y1�� � ��YN , où Yn � 1 si la n-ième transition va de x à y, et 0 sinon, par
la propriété de Markov forte, les Yn sont des variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées et on a par la loi forte des grands nombrespP px, yq � Npx, yq

N
� Y1 � � � � � YN

N
ÝÑ ErY1s � P px, yq presque sûrement,

d’où la consistance.

Cas de non irréductibilité. — On essaie de combiner au mieux les deux approches précédentes
mais c’est très délicat car si on ne connâıt pas la matrice de transition P , il faut pouvoir tester
si un état est récurrent ou transient. . .

B. Simulation de lois, l’algorithme de Hastings–Metropolis

Soit E un espace d’états au plus dénombrable et µ une mesure finie non nulle sur E.
On souhaite simuler la loi de probabilité π � µ{µpEq. Deux problèmes peuvent se poser.
Le premier est le calcul de µpEq qui est dans certains cas pratiques difficile, le second est
qu’on veut disposer d’une méthode qui ne nécessite pas trop de calculs. Pour notre propos,
on supposera µtxu ¡ 0 pour tout x P E, ce qui revient à ignorer les états de mesure nulle.

Exemple. — Soit E � S10 l’ensemble des permutations σ de t1, . . . , 10u vérifiant
°10

j�1
j �

σpjq ¥ 250. Cet ensemble est fini, et non vide puisqu’il contient notamment l’ensemble des
permutations laissant fixe t7, 8, 9, 10u. Nous souhaitons choisir uniformément une permutation
dans E. Ici µ est la mesure uniforme sur E et µpEq � CardpEq, ce cardinal semblant difficile
à expliciter par des méthodes combinatoires ou autres.

Idée. — Construire une matrice de transition P sur E, irréductible et apériodique et telle
que P soit réversible par rapport à la mesure µ. En effet, on aura alors :

(i) La mesure de probabilité π � µ{µpEq est invariante par P .

(ii) Il y a convergence vers l’équilibre : si pXnqn¥0 est une châıne de Markov pλ, P q, alors,
pour tout x P E, PtXn � xu Ñ πtxu quand n tend vers l’infini.

Construction. — On considère une matrice de transition Q sur E, irréductible et apériodique
telle que Qpx, yq � 0 implique Qpy, xq � 0 — construite par exemple à partir d’un graphe de
sommets E.

Soit D � tpx, yq P E �E : Qpx, yq ¡ 0u et soit α : D Ñ s0, 1s défini par
αpx, yq � min

�
Qpy, xq � µtyu
Qpx, yq � µtxu , 1
,

où on notera l’importance de l’hypothèse de stricte positivité de µ pour cette définition. On
définit la matrice P par

x � y P E, P px, yq � "
Qpx, yq � αpx, yq si px, yq P D,
0 sinon,

et
x P E, P px, xq � 1�

y̧�x

P px, yq.
Ceci définit bien une matrice stochastique : les sommes sur les lignes valent 1 ; les coefficients
non diagonaux sont positifs ; et pour les coefficients diagonaux on a 0 ¤ °

y�x P px, yq ¤°
y�xQpx, yq ¤ 1, et donc P px, xq ¥ 0.
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L’irréductibilité de P est une conséquence immédiate de celle de Q puisque si on a, pour
x0, x1, . . . , xn�1, xn P E,

Qpx0, x1q � � � � �Qpxn�1, xnq ¡ 0 alors P px0, x1q � � � � � P pxn�1, xnq ¡ 0

et réciproquement. L’apériodicité de P résulte aussi de celle de Q puisqu’en utilisant ce qui
précède constate que Qnpx, yq ¡ 0 si et seulement si Pnpx, yq ¡ 0. Nous allons voir que P est
réversible par rapport à la mesure µ. Soient px, yq P D, x � y. Si par exemple αpx, yq ¤ 1,
alors αpy, xq � 1 et on a

µtxu � P px, yq � µtxu �Qpx, yq � αpx, yq � µtxu �Qpx, yq � Qpy, xq � µtyu
Qpx, yq � µtxu� Qpy, xq � µtyu � µtyu �Qpy, xq � αpy, xq � µtyu � P py, xq.

Pour px, yq R D, x � y, on a µtxu � P px, yq � 0 � µtyu � P py, xq. Enfin, il n’y a rien à dire
pour le cas x � y. La matrice P ainsi construite vérifie les conditions imposées.

C. Le recuit simulé

La méthode du recuit provient de la métallurgie et de la verrerie : afin d’éliminer dans
la structure d’un produit (métal, verre) des inhomogénéités ou fractures qui pourraient le
rendre cassant, on le chauffe puis le laisse lentement refroidir afin que sa structure interne se
réorganise de manière plus stable. Ceci a inspiré une méthode probabiliste de recherche de
minima globaux de fonctions. Elle utilise des châınes de Markov inhomogènes, l’inhomogénéité
provenant de l’abaissement progressif de la température, et donc la modification au fil du
temps des règles d’évolution de la châıne.

Soit U : E Ñ R� une fonction positive bornée. Cette fonction sera appelée énergie ou
potentiel sur l’espace des états E, espace toujours supposé au plus dénombrable muni de sa
tribu discrète. On cherche à déterminer l’ensemble EU de ses minima globaux, ensemble qui
peut être éventuellement vide lorsque E est infini dénombrable.

On explore aléatoirement l’espace des états selon une matrice de transition Q sur E
vérifiant#

(i) il existe une mesure λ sur E telle que Q soit réversible par rapport à λ ;

(ii) il existe p P N tel que Qp ait tous ses coefficients positifs.
pPq

La matrice Q permettra de déterminer un nouvel état vers lequel on pourra choisir ou non
de transiter.

Remarque. — La condition (i) implique que λ est une mesure invariante de Q. La condition (ii)
implique que pour tout n ¥ 0, Qp�n a tous ses coefficients strictement positifs ; en particulier,
Q est apériodique. La réciproque est vraie lorsque E est fini.

Exemple. — Lorsque E est un ensemble fini, on peut construire Q à partir d’un graphe
connexe de sommets E, comme il a été vu précédemment. Lorsque E est infini, on peut, par
exemple identifier E à Z, se donner une mesure de probabilité µ sur Z partout strictement
positive, symétrique par rapport à 0, et définir Qpx, yq � µty � xu. La condition (i) est alors
satisfaite avec λ la mesure uniforme sur Z et (ii) est vérifiée avec p � 1.

La température est notée pTnqn¥0 ; c’est une suite numérique, décroissante de nombres
strictement positifs tendant vers 0. Pour tout n ¥ 0, on note βn � 1{Tn l’inverse de la
température. La suite pβnqn¥0 est croissante et tend vers l’infini. On définit de manière
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algorithmique une châıne de Markov inhomogène pXnqn¥0 qui se stabilise lorsque n tend vers
l’infini dans l’ensemble des minima globaux EU de U .

Heuristique1. — Supposons que pour n ¥ 0, l’algorithme soit dans un état Xn � x P E
d’énergie Upxq. Puisqu’on ignore si c’est un minimum global, on choisit un nouvel état y
selon la loi Qpx, . q. Alors

— si Upyq ¤ Upxq, on pose Xn�1 � y ;

— si Upyq ¡ Upxq, alors on choisit

Xn�1 � "
x avec probabilité 1� e�βnpUpyq�Upxqq,
y avec probabilité e�βnpUpyq�Upxqq.

Remarques. — a) On constate que le passage d’un état x à un état y d’énergie strictement
supérieure est d’autant plus difficile que la différence des énergies est grande.

b) Pour des températures proches de 0, c’est-à-dire des βn grands, il est de plus en plus
difficile de passer à un état d’énergie supérieure, il est donc plus fortement probable de passer
dans un état d’énergie inférieure ou de rester dans le même état.

La difficulté est de choisir la suite de température pTnqn¥0 pour que pXnqn¥0 explore
suffisamment d’états et converge vers un minimum global, autrement dit

— pXnqn¥0 est une châıne de Markov (inhomogène) récurrente ;

— pXnqn¥0 converge en loi vers une mesure portée par l’ensemble des minima globaux
de U .

Cas de la température constante. — On suppose la suite pTnqn¥0 constante, il en est donc de
même pour pβnqn¥0. Ainsi, soit β ¡ 0. On considère la châıne de Markov homogène pXnqn¥0

de matrice de transition Pβ définie, pour x et y P E, par

Pβpx, yq � Qpx, yq e�β maxpUpyq�Upxq,0q � "
Qpx, yq si Upyq ¤ Upxq,
Qpx, yq e�βpUpyq�Upxqq si Upyq ¡ Upxq.

Cette matrice correspond à la description faite dans l’heuristique pour une température
constante.

Soit
Zβ �

y̧PE λtyu e�βUpyq.
Si Zβ   8, on définit la mesure de Gibbs , ou mesure de Gibbs–Boltzmann, par

µβtxu � λtxu
Zβ

e�βUpxq, x P E.
C’est une mesure de probabilité associée à la fonction d’énergie U et à la température T � 1{β.
Elle dépend évidemment de l’espace mesuré pE, λq.

1. En optimisation combinatoire, Théorie des graphes et Théorie de la complexité, une heuris-
tique est un algorithme qui fournit rapidement (en temps polynomial) une solution réalisable, pas
nécessairement optimale, pour un problème d’optimisation NP-difficile. Une heuristique, ou méthode
approximative, est donc le contraire d’un algorithme exact qui trouve une solution optimale pour un
problème donné. L’intérêt de l’heuristique étant que pour les problèmes NP-difficiles, les algorithmes
exacts connus sont tous de complexité exponentielle et donc sans aucun intérêt en pratique (ni en
théorie d’ailleurs). On utilise presque systématiquement une heuristique pour obtenir une première
solution réalisable dans un processus de résolution exacte. (Wikipédia)
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Remarque. — La constante Zβ est généralement difficile à calculer. C’est pourquoi les phy-
siciens pour simuler une mesure de Gibbs se servent de la méthode de Hastings–Metropolis,
méthode qui a d’ailleurs inspiré celle du recuit simulé.

Proposition 15. — On suppose que les propriétés pPq sont vérifiées, et que Zβ est fini.
Alors la châıne de Markov pXnqn¥0 de matrice de transition Pβ est irréductible, apériodique,
réversible par rapport à la mesure de Gibbs µβ, qui est donc invariante.

Démonstration. — Puisque Q est irréductible et apériodique, et que le facteur

exp
��βmaxpUpyq � Upxq, 0q� x, y P E,

est toujours strictement positif, Pβ est aussi irréductible et apériodique (voir le raisonnement
semblable pour l’algorithme de Hastings–Metropolis). Il reste simplement à voir que P est
réversible par rapport à µβ . Pour x, y P E, on a

Zβ � µβtxu � Pβpx, yq � �
λtxu e�βUpxq�� �

Qpx, yq e�βmaxpUpyq�Upxq,0q�� �
λtxuQpx, yq�� �

e�βpmaxpUpyq�Upxq,0q�Upxqq�� �
λtyuQpy, xq�� �

e�βpmaxpUpyq,Upxqq�� �
λtyuQpy, xq�� �

Qpy, xq e�βpmaxp0,Upxq�Upyqq�Upyqq�� �
λtyu e�βUpyq�� �

Qpy, xq e�β maxpUpxq�Upyq,0q�� Zβ � µβtyu � Pβpy, xq
du fait de la réversibilité Q par rapport à λ. l
Corollaire 4. — En conservant les mêmes hypothèses qu’à la proposition précédente, pour
toute loi initiale η et tout β ¡ 0, on a

lim
nÑ8� sup

A�E

��ηPn
β pAq � µβpAq��
 � 0.

Démonstration. — Par convergence vers l’équilibre, on sait que pour tout x P E,

ηPn
β txu � µβtxu ÝÑ 0 quand n tend vers l’infini.

Soient ε ¡ 0 et F � E fini tel que µβpF q ¥ 1 � ε{4, ou encore µβpF cq ¤ ε{4. Soit N ¥ 0 tel
que pour tout n ¥ N et tout x P F ,��ηPn

β txu � µβtxu�� ¤ ε

4CardpF q .
On a alors, par l’inégalité triangulaire,��1� ηPn

β pF q�� ¤ ��1� µβpF q��� ��µβpF q � ηPn
β pF q��¤ ��1� µβpF q���

x̧PF ��µβtxu � ηPn
β txu�� ¤ ε

4
� ε

4
� ε

2
,

et ainsi ηPn
β pF q ¥ 1 � ε{2, ou encore ηPn

β pF cq ¤ ε{2. Soit maintenant A � E une partie
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de E. On a��ηPn
β pAq � µβpAq�� ¤ ��ηPn

β pAX F q � µβpAX F q��� ��ηPn
β pAX F cq � µβpAX F cq��¤ ¸

xPAXF

��ηPn
β txu � µβtxu��� ηPn

β pAX F cq � µβpAX F cq¤ ¸
xPAXF

��ηPn
β txu � µβtxu��� ηPn

β pF cq � µβpF cq¤ ε

4CardF
� CardpAX F q � ε

2
� ε

4
¤ ε

4
� ε

2
� ε

4
� ε.

Ainsi, pour tout ε ¡ 0, il existe N ¥ 0 tel que pour tout n ¥ N et A � E, on a
��ηPn

β pAq �
µβpAq�� ¤ ε, ce qui est la propriété annoncée. l
Remarque. — On munit généralement un ensemble E au plus dénombrable de sa tribu discrète
ainsi que de sa topologie discrète. Dans ce contexte, on peut montrer que la convergence d’une
suite de mesures de probabilité pµnqn¥0 vers une mesure de probabilité µ sur E équivaut à la
convergence des suites pµnpAqqn¥0 vers µpAq pour tout A � E (ou encore celle de pµntxuqn¥0

vers µtxu pour tout x P E). Le type de convergence apparaissant dans ce corollaire est donc
la convergence uniforme sur l’ensemble des parties de E, ce qui est un résultat fort.

Avec l’hypothèse pPq, on sait que la mesure λ charge tous les points, c’est-à-dire λtxu ¡ 0
pour tout x P E. Nous notons

m � inftUpxq : x P Eu et rappelons que EU � tx P E : Upxq � mu.
En multipliant le numérateur et le dénominateur par exppβmq, on peut alors réécrire la
mesure de Gibbs sous la forme

µβtxu � λtxu e�βpUpxq�mq
λpEU q �°

yREU
λtyu e�βpUpyq�mq , x P E.

Si on considère cette expression, le comportement de µβ lorsque β tend vers l’infini est
immédiat. Ceci est précisé dans les deux propositions qui suivent.

Proposition 16. — On suppose EU � H. Alors µβ tend vers la mesure de probabilité
déduite de la restriction de λ à EU lorsque β tend vers l’infini :

lim
βÑ8µβtxu � 1

λpEU q � 1EU
pxqλtxu, pour tout x P E.

Démonstration. — S’il est besoin d’une démonstration, celle-ci est laissée en exercice. l
Proposition 17. — Soient ε ¡ 0 et Eε

U � tx P E : Upxq ¤ m� εu. Alors
lim
βÑ8µβpEε

U q � 1.

Démonstration. — S’il est besoin d’une démonstration, celle-ci est laissée en exercice. l
Cas de la température variable. — On montre que le réglage optimal de la décroissance de la
température au cours du temps est inverse logarithmique

βn � 1

C
lnpn� eq, n ¥ 0,
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où e � e1 est la constante de Neper2 dont le rôle est simplement de partir d’une température
strictement positive. Si C est proche de 0, c’est-à-dire pβnqn¥0 croissant rapidement, la loi
limite pourrait ne pas être portée par EU et n’être portée que par des minima locaux au sens
de la matrice de transition Q, et ainsi ignorer d’autres minima, en particulier des minima
globaux. Si C est grand, la convergence peut être très lente, ce qui est pénalisant d’un point
de vue pratique. On définit l’oscillation de U selon la matrice de transition Q par

oscQpUq � maxtUpyq � Upxq : x, y P I tels que Qpx, yq ¡ 0u.
Théorème 33. — On suppose la condition pPq réalisée et U bornée. Soit pXnqn¥0 une
châıne de Markov inhomogène de loi initiale η définie par l’algorithme de recuit associé à la
suite d’inverses de températures

βn � 1

C
lnpn� eq, n ¥ 0, avec C ¡ p� oscQpUq,

où p ¥ 0 est tel que Qp ait tous ses coefficients strictement positifs. Alors, on a

pour tout ε ¡ 0, lim
nÑ8PtXn P Eε

Uu � 1.

En particulier, si E est fini,

lim
nÑ8PtXn P EUu � 1.

Démonstration. — Admise. l
Remarque. — Il n’a été nulle part question dans ces énoncés de vitesse de convergence. Les
questions de ce type sont pourtant fondamentales pour les applications numériques.

Exemple (le problème du voyageur de commerce). — Un voyageur de commerce doit visiter N
villes en partant de l’une d’entre elle et en y revenant à la fin. Le problème est de trouver un
ou des trajets minimisant la distance totale (le point de départ et d’arrivée n’a pas vraiment
d’importance puisque le voyageur fait une boucle). Nous considérons donc N points dans un
certain espace métrique de distance d (ce qui compte est de pouvoir mesurer la distance entre
deux villes). L’espace des états E est l’ensemble des arrangements de ces N villes, il s’identifie
donc à l’ensemble SN des permutations de t1, . . . , Nu qui est fini de cardinal N ! ce qui peut
être trop grand pour examiner chaque état. La fonction d’énergie s’écrit alors

Upσq � N�1̧

x�1

dpσpxq, σpx� 1qq � dpσpNq, σp1qq, σ P SN ,

le dernier terme étant la distance à parcourir pour retourner à son point de départ.

Une structure de graphe connexe simple de sommets SN est obtenue en considérant les
transpositions TN de t1, . . . , Nu qui est un ensemble de cardinal NpN � 1q{2. En effet, on
sait que toute permutation est la composée d’au plus N � 1 transpositions. En considérant
T
1
N � TN Y tIdu qui est de cardinal NpN � 1q{2� 1, on constate que toutes permutations σ

et σ1 peuvent être conjuguées par exactement N � 1 éléments de T1N :

σ1 � τN�1 � � � � � τ1 � σ, avec τ1, . . . , τN�1 P T1N�1.

2. John Napier, plus connu sous son nom francisé Neper, né à Édimbourg en 1550 et mort le
4 avril 1617 au château de Merchiston, est un théologien, physicien, astronome et mathématicien
écossais. (Wikipédia)
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Ceci suggère de définir la matrice de transition Q par

Qpσ, σ1q � #
1

CardT1N � 1

NpN � 1q{2� 1
si σ1 � τ � σ pour τ P TN , ou σ1 � σ,

0 sinon.

La matrice Q est réversible par rapport à la mesure uniforme λ sur E et QN�1 a tous ses
coefficients strictement positifs. Il ne reste alors qu’à choisir convenablement la constante C,
puis de lancer une châıne de Markov pXnqn¥0 depuis un état quelconque, et enfin attendre
en espérant observer assez rapidement des états d’énergie minimale.

Le choix de Q dans ce problème n’est peut-être pas le meilleur envisageable. D’une per-
mutation donnée, on peut passer à NpN � 1q{2 autres permutations ou conserver celle de
départ, alors qu’il y a en tout N ! permutations. Ceci suggère que la transition à l’aide de
Q est très locale et qu’il faut beaucoup de temps pour explorer l’ensemble des cas possibles,
ou, au moins, un sous-ensemble significatif de celui-ci. De plus, le réglage de la constante C
s’avère assez délicat. Elle est très fortement liée au choix de Q et peut s’avérer complexe à
choisir.

D. Théorie du potentiel

Aspects classiques. — Considérons Rn muni de sa base canonique peiq1¤i¤n et de sa structure
euclidienne canonique, D un domaine de Rn, c’est-à-dire un ouvert connexe de Rn, BD sa
frontière (éventuellement vide si D � Rn), ̺ une application sur D (une application de D
dans R, une mesure sur D, une distribution), et une application f : BD Ñ R. Un potentiel
φ : sD Ñ R est une solution de l’équation de Poisson3"�∆φpxq � ̺pxq pour x P D,

φpxq � fpxq pour x P BD,

où

∆φpxq � ņ

i�1

B2φBx2i pxq, x P D,
est le laplacien de l’application φ dans l’ouvert D de Rn. Ce type d’équation apparâıt de
manière centrale en théorie classique de la gravitation, en électrostatique, en thermostatique,
etc. Elle est étudiée lorsque D est une variété riemannienne, un graphe, ou encore toute autre
structure où naturellement apparâıt un laplacien.4

Discrétisation. — Soit ε ¡ 0 petit. On a approximativementBφBxi pxq � φpx � εeiq � φpxq
ε

ou encore
BφBxi pxq � φpxq � φpx� εeiq

ε

et ainsiB2φBx2i pxq � Bφ{Bxipxq � Bφ{Bxipx� εeiq
ε� pφpx� εeiq � φpxqq{ε� pφpxq � φpx� εeiq{εq
ε

� φpx� εeiq � φpx � εeiq � 2φpxq
ε2

.

3. Siméon Denis Poisson (21 juin 1781 à Pithiviers – 25 avril 1840 à Sceaux) est un mathématicien,
géomètre et physicien français. (Wikipédia)

4. Pierre-Simon Laplace, né le 23 mars 1749 à Beaumont-en-Auge et mort le 5 mars 1827 à Paris,
est un mathématicien, astronome et physicien français. Il est l’un des principaux scientifiques de la
période napoléonienne. (Wikipédia)
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Par conséquent,

∆φpxq � ņ

i�1

φpx� εeiq � φpx� εeiq � 2φpxq
ε2

� 2n

ε2

� ņ

i�1

1

2n
φpx � εeiq � φpxq
,

la dernière somme comportant 2n termes. Ainsi, sur εZn, on a

∆φpxq � 2n

ε2
pP � Idqφpxq

où P est la matrice de transition de la marche aléatoire symétrique sur εZn. Une discrétisation
du problème précédent s’écrit alors"

φpxq � Pφpxq � cpxq pour x P D,
φpxq � fpxq pour x P BD,

où D et BD sont deux ensembles au plus dénombrables disjoints, E � DYBD, éventuellementBD � H, P est une matrice de transition sur E, c (égale à ε2{2n�̺) est la fonction de charge
ou de coût, f la condition au bord.

Remarque. — Jusqu’à présent, nous avons fait agir des matrices de transition sur des mesures
de probabilité en multipliant la matrice ligne correspondant à la mesure de probabilité avec
la matrice carrée représentant la matrice de transition ; ainsi on obtient une nouvelle matrice
ligne qui est interprétée comme une mesure de probabilité. Avec cette convention, il est
naturel de voir les fonctions φ : E Ñ R comme des matrices colonnes. En effet, si λ est une
mesure sur E, l’intégrale d’une fonction φ � pφpxqqxPE par rapport à λ s’écrit

λpφq �
x̧PE λtxu � φpxq � p. . . , λtxu, . . .q ����� ...

φpxq
...

�ÆÆ
.
Plus généralement, si pXnqn¥0 est une châıne de Markov de matrice de transition P ,ExrφpX1qs �

y̧PE P px, yqφpyq, et ainsi pExrφpX1qsqxPE � Pφ,

ce qui définit une nouvelle fonction Pφ : E Ñ R qui est toujours vue comme un vecteur
colonne indexé par E. Encore plus généralement, on a bien entenduExrφpXnqs �

y̧PE Pnpx, yqφpyq, et ainsi pExrφpXnqsqxPE � Pnφ.

Soit pXnqn¥0 une châıne de Markov sur E de matrice de transition P , et T le temps d’arrêt

T � inftn ¥ 0 : Xn P BDu P r0,8s
qui est le temps d’atteinte de la frontière, ou bord, BD.

Théorème 34. — On suppose les fonctions c : D Ñ R� et f : BDÑ R� à valeurs positives.
En posant

φpxq � Ex� ¸
0¤n T

cpXnq � fpXT q1tT 8u�, x P E,
alors :
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(i) le potentiel φ : E Ñ R� vérifie"
φpxq � Pφpxq � cpxq pour x P D,
φpxq � fpxq sur x P BD ;

p�q
(ii) si ψ : E Ñ R vérifie"

ψpxq ¥ Pψpxq � cpxq pour x P D,
ψpxq ¥ fpxq pour x P BD ;

p��q
et ψpxq ¥ 0 pour tout x P E, alors ψpxq ¥ φpxq pour tout x P E.

(iii) Si PxtT   8u � 1 pour tout x P E, alors p�q a au plus une solution bornée.

Démonstration. — (i) Il est clair que φ � f sur BD (T � 0). Si x P D, par la propriété de
Markov appliquée à T ¥ 1,Ex� ¸

1¤n T

cpXnq � fpXT q1tT 8u ���� X1 � y

�� Ey� ¸
0¤n T

cpXnq � fpXT q1tT 8u ���� X1 � y

� � φpyq.
Ainsi, en sortant de l’espérance définissant φpxq le terme de la somme correspondant à n � 0,
à savoir cpxq, puis en appliquant la formule des probabilités totales, on a

φpxq � cpxq�
y̧PE P px, yq Ey� ¸

1¤n T

cpXnq�fpXT q1tT 8u ���� X1 � y

� � cpxq�
y̧PE P px, yqφpyq,

et donc p�q est vérifiée.
Remarque. — Si c est identiquement nulle sur D, les solutions de p�q sont appelées fonctions
harmoniques associées à l’opérateur P . Si (iii) s’applique, PxtT   8u � 1 pour tout x P E,
et on a

φpxq � ExrfpXT qs.
Lorsque le temps est R�, pXtqt¥0 un mouvement brownien à valeurs dans Rn (processus de
Markov de générateur la moitié du laplacien de Rn), le résultat analogue est le théorème de
Kakutani.

(ii) Pour n ¥ 0, on pose

φnpxq � Ex� ņ

k�0

cpXkq1tk T u � fpXT q1tT¤nu�.
Par convergence monotone, pφnpxqqn¥0 tend en croissant vers φpxq pour tout x P E. De même
qu’au point précédent, "

φn�1pxq � c� Pφnpxq pour x P D,
φn�1pxq � fpxq pour x P BD.

Supposons que ψ vérifie p��q avec φ ¥ 0 � φ0. Alors ψ ¥ Pψ � c ¥ Pφ0 � c � φ1 sur D et
ψ ¥ f � φ1 sur BD, donc ψ ¥ φ1 sur E. En poursuivant de même, on obtient par récurrence
que ψ ¥ φn pour tout n ¥ 0. Ainsi ψ ¥ φ comme annoncé.

(iii) On va montrer que si ψ vérifie p��q, alors
ψpxq ¥ φn�1pxq � ExrψpXnq1tT¥nus
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avec égalité lorsqu’il y a égalité dans p��q. Cela donnera une nouvelle preuve de (ii). Mais, de
plus, dans le cas de l’égalité, si |ψpxq| ¤M et PxtT   8u � 1 pour tout x P E, alors, quand
n tend vers l’infini, on a��ExrψpXnq1tT¥nus�� ¤ M � PxtT ¥ nu ÝÑ 0,

et donc ψpxq � limnÑ8 φnpxq � φpxq, ce qui prouve (iii).
Pour x P E, on a

ψpxq ¥ cpxq � ¸
yPBDP px, yqfpyq � y̧PDP px, yqψpyq,

et ainsi, par des substitutions successives à droite de cette inégalité sur ψ,

ψpxq ¥ cpxq � ¸
yPBDP px, yqfpyq � y̧PDP px, yqcpyq � � � �� � � � ¸

y1PD,...,yn�1PDP px, y1q � � � �P pyn�2, yn�1qcpyn�1q� ¸
y1PD,...,yn�1PD,ynPBDP px, y1q � � � �P pyn�1, ynqfpynq� ¸
y1PD,...,yn�1PD,ynPDP px, y1q � � � �P pyn�1, ynqψpynq� Ex�cpX0q1tT¡0u � fpX1q1tT�1u � cpX1q1tT¡1u � � � �� � � � cpXn�1q1tT¡n�1u � fpXnq1tT�nu � ψpXnq1tT¡nu�� φn�1pxq � Ex�ψpXnq1tT¡nu�

comme demandé, avec égalité lorsqu’il y a égalité dans p��q. l
Comme nous le verrons plus loin, le résultat du théorème suivant n’est pas sans lien avec

le problème précédent.

Théorème 35. — On suppose la fonction c : E Ñ R bornée. On pose, pour α P r0, 1r,
φpxq � Ex� 8̧

n�0

αncpXnq�.
Alors φ est l’unique solution bornée de

φpxq � α� Pφpxq � cpxq, pour tout x P E.

Démonstration. — Soit C ¥ 0 tel que |cpxq| ¤ C pour tout x P E. Alors,|φpxq| ¤ C

8̧
n�0

αn � C

1� α
.

Donc φ est aussi bornée. Par la propriété de Markov,Ex� 8̧
n�1

αn�1cpXnq ���� X1 � y

� � Ey� 8̧
n�0

αncpXnq� � φpyq.
Ainsi, d’une manière analogue à la preuve du théorème précédent,

φpxq � Ex� 8̧
n�0

αncpXnq�
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y̧PE P px, yq Ex� 8̧

n�1

αn�1cpXnq ���� X1 � y

� � cpxq � α
y̧PE P px, yqφpyq,

et donc φ � α� Pφ� c.

D’un autre côté, soit ψ : E Ñ R bornée et vérifiant ψ � α � Pφ � c. On pose M �
supt|ψpxq � φpxq| : x P Eu   8. Comme ψ � φ � α� P pψ � φq, pour tout x P E, on a|ψpxq � φpxq| ¤ α

y̧PE P px, yq � |ψpyq � φpyq| ¤ α�M.

Ainsi, M ¤ α �M et puisque α   1, on a M � 0 et donc ψ � φ. l
Matrice de Green. — On suppose que BD � H. Le potentiel φ est alors défini par

φpxq � Ex� 8̧
n�0

cpXnq�, x P E,
où c : E Ñ R est par exemple à valeurs positives afin de ne pas rencontrer de problèmes de
sommation et d’intégration. Par le théorème de Fubini, ou au moins formellement, on a

φpxq � 8̧
n�0

ErcpXnqs � 8̧
n�0

Pncpxq � � 8̧
n�0

Pn



cpxq � Gcpxq

où G est la matrice de Green de la matrice de transition P :

G � 8̧
n�0

Pn.

Ainsi, si on sait calculer G, on sait calculer le potentiel φ associés à une charge c. Il est à
noter que les colonnes de G sont elles-mêmes des potentiels puisqu’elles correspondent aux
charges égales à 1 en un point et nulles ailleurs. De plus, si x, y P E, on a

Gpx, yq � 8̧
n�0

Pnpx, yq � 8̧
n�0

PxpXn � yq � 8̧
n�0

Exr1tXn�yus � Ex� 8̧
n�0

1tXn�yu�.
Alors Gpx, yq � 8 équivaut au fait que x mène à y et y est récurrent. En particulier les coef-
ficients diagonaux de G qui sont infinis correspondent aux états récurrents. Plus précisément,
on a

Gpx, yq � PxtT y   8u
1� PytT y

r   8u ,
où T y � inftn ¥ 0 : Xn � yu est le temps d’atteinte de y, et T y

r � inftn ¡ 0 : Xn � yu est le
temps de retour en y.

Résolvantes. — Pour l’équation φ � α� Pφ� c, on a de manière similaire

φpxq � Ex� 8̧
n�0

αncpXnq� � 8̧
n�0

αn ExrcpXnqs � 8̧
n�0

αnPncpxq � � 8̧
n�0

αnPn



cpxq � Rαcpxq

où la famille de matrices pRαq0¤α 1 est la résolvante de la matrice de transition P :

Rα � 8̧
n�0

αnPn, 0 ¤ α   1.
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Contrairement à la matrice de Green, tous les coefficients de Rα sont finis pour 0 ¤ α   1.
De plus, lorsque l’espace d’états est fini, l’identité géométrique permet d’établir que

Rα � pId�αP q�1,

ce qui justifie le nom de résolvante.

Exercice (cas d’une frontière non vide, BD � H). — Soient pXnqn¥0 une châıne de Markov de
matrice de transition P sur un espace d’états E muni d’une partition tD, BDu, T � inftn ¥
0 : Xn P BDu. Soit φ : E Ñ R le potentiel associé à une charge c : D Ñ R et une condition
au bord f : BDÑ R. On pose rX � "

Xn si n ¤ T ,
δ si n ¡ T ,

où δ est un nouvel état. Montrer que p rXnqn¥0 est une châıne de Markov et déterminer sa
matrice de transition.

On définit c̃ : E Y tδu Ñ R par

c̃pxq � #
cpxq si x P D,
fpxq si x P BD,
0 si x � δ.

Vérifier que

φpxq � Ex� ¸
0¤n rT c̃� rXn

�� � Ex�
ņ¥0

c̃p rXn

��
,

où rT � T � 1 � inftn ¥ 0 : Xn � δu. Constater qu’ainsi on s’est ramené à la situation d’une
frontière vide.

Exercice. — Soit c : E Ñ R� une fonction positive. On partage E en la réunion disjointe de
deux sous-ensembles D et BD, et on suppose que les équations linéaires"

φpxq � Pφpxq � cpxq pour x P D,
φpxq � 0 pour x P BD,

ont une unique solution bornée. Montrer que la châıne de Markov pXnqn¥0 de matrice de
transition P est certaine d’atteindre BD.

Considérons une nouvelle partition t rD, B rDu une nouvelle partition de E telle que rD � D.
Montrer que les équations linéaires"

ψpxq � Pψpxq � cpxq pour x P rD,

ψpxq � 0 pour x P B rD,

ont une unique solution bornée et que ψpxq ¤ φpxq pour tout x P E.
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Chapitre II. Généralités sur les processus de Markov . . . . . . . . . . . . . . . 22

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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à espace d’états fini ou dénombrable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1. Matrices markoviennes et représentations graphiques . . . . . . . . . . . . . 31
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