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Chapitre 1

Modélisation et étude des Equations
Primitives de 'atmosphere et de
I’océan

Ce chapitre décrit un certain nombre de résultats ayant pour objet la modélisation et
I’analyse des équations de I'atmosphere et de 'océan, en dimension deux et trois d’es-
pace. Plus précisement deux objectifs sont poursuivis dans ces travaux :

1). En liaison avec les théories phenomenologiques de la turbulence (Kolmogorov [24],
[25], [26], Kraichnan [27]), démontrer la décroissance exponentielle des coefficients de Fou-
rier des solutions de ces équations. Ces résultats montrent I'existence d’une zone de dissi-
pation dans le spectre (”dissipative range” en anglais) dans laquelle 1’énergie cinétique ac-
cumulée est négligeable. Ces résultats sont atteints en démontrant la régularité de Gevrey
des solutions, ¢’est-a-dire que pour o > 0, m > 0 et pour t > 0, >, |tx(t)|? exp(20|k|*™) <
0o. L’obtention de cette regularité de Gevrey pour tout temps nécessite elle-méme de
démontrer la régularité H? (solutions dans L>(0,t;, H?),Vt;), une étude que nous étendons,
avec les mémes outils a tous les espaces H™.

Nous revenons dans l'analyse de I’article [35] sur divers définitions des longueurs de
dissipation semblables a celles de la turbulence classique dont 'inverse définit le début du
spectre de dissipation.

Ces études ainsi que d’autres études décrits ci-dessous (comme 'unicité retrograde des
solutions pour les équations primitives), font I'objet des articles [36], [38], [39], [40], [41],
[42], [35].

2). Une deuxieme préoccupation qui a donné le fil directeur de mes travaux est la
suivante : dans la version sans dimension des équations primitives apparait un nombre
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adimensionnel, dit nombre de Rossby, qui est petit. Sa position en facteur d’un opérateur
antisymétrique fait que ce parametre introduit de grandes oscillations dans les solutions et
ainsi il introduit un bruit indésirable. Dans ce qui suit nous montrons comment la théorie
de la renormalisation permet de “moyenner” des solutions oscillantes, en dimension deux
d’abord et puis en dimension trois d’espace. Les résultats se trouvent dans les articles [37]
et [43].

3). Un article distinct des études ci-dessus mais qui correspond aussi a des préo-
ccupations numériques est Uarticle [30] qui étudie un modele quasi-hydrostatique (par
opposition aux équations primitives qui elles sont hydrostatiques) ; voir ci-dessous.

Les équations primitives sont des équations qui modélisent le mouvement de 'océan
et de 'atmosphere. Elles sont obtenues a partir des lois fondamentales de la physique
en utilisant les approximations de Boussinesq et hydrostatique. Ces lois comprennent :
I’équation de conservation de la quantité de mouvement horizontale, I’équation hydrosta-
tique, ’équation de conservation de la masse, I’équation de la température (conservation de
I'énergie), I'équation de la salinité et I’équation d’état. Les équations s’expriment comme
suit :

(11&) 8t* +<’U V )'v + w az* —l—ka’U _'_préfvp I,uv h’U —|—va7
Ipi, \
(11b) azt*t = _ptot g’
ou*  ov*  ow*
1.1 =
(1.1c) Ox* + dy* + 0z* 0
oT . e ,oT i T
(1.1d) ot + (V- V)T +w 9 Hr nd + Vrgae
oS R L 08 . 028
(1.1f) Pran = P ret [1 = Br(T — Trer) — Bs(S — Srer)].

i v* = (u*,v*) représente la vitesse horizontale, w* est la vitesse verticale, pi . est la
pression totale, T' la température et S la salinité. Les quantités avec astérisques corres-
pondent respectivement a des valeurs dimensionnées et p g, T rs, S ¢f représentent les
valeurs de référence (valeurs moyennes) pour la densité, la température et la salinité; g
est la constante universelle de gravitation et f est le parametre de Coriolis. Une simpli-
fication de ce systeme est obtenue en supposant que Brvyr = Bsvs et Srur = Bsus, et
combinant alors (1.1d)—(1.1f) nous obtenons I’équation suivante pour la densité :

1.2 tot +u* tot _'_U* tot _'_w* tot — *A* * + V* tot )
(1:2) ot O oy R
Les détails concernant la facon d’obtenir ces équations se trouvent dans la littérature
géophysique (voir par exemple, [34], [45]).
Les Equations Primitives sont au centre des études des sciences de I’atmosphere et des
océans et leur intérét pratique a amené de nombreux mathématiciens a les étudier du point




11

de vue mathématique et du point de vue de I'analyse numérique. Nous rappellons ici le
travail fondateur de Lions, Temam et Wang, concentré sur une analogie entre les équations
primitives et les équations de Navier-Stokes incompressibles. Dans ce travail, les auteurs
ont montré 'existence globale en temps des solutions faibles (voir, par exemple, [28], [29]
et article de synthese [42]). Différents auteurs ont ensuite amélioré ces résultats obtenant
en particulier des résultats d’existence et d’unicité pour tout temps en dimension deux
d’espace et pour un temps limité en dimension trois. Une derniére étape importante a été
récemment franchie avec les travaux de Cao et Titi (voir [7]) et de Kobelkov (voir [23])
qui ont montré I'existence globale en temps des solutions fortes en dimension trois, bien
que le terme non-linéaire dans les équations primitives ait une structure plus compliquée
que dans les équations de Navier-Stokes. La différence est liée a la structure de la pression
qui est bidimensionnelle pour les équations primitives de ce fait les équations primitives
tridimensionnelles ont plutot une structure intrinseque bidimensionnelle. Cette différence
est liée au caractere fortement anisotrope des équations primitives.

Les équations primitives en dimension deux d’espace

L’étude du caractere bien-posé des équations primitives commence avec le cas 2D.
Nous allons d’abord considérér le cas ou la densité pj;, est de la forme :

p;:kot(l‘aya 2 t) = pPret + ﬁ(z) + p*(:E,y, Z, t),

ou p = p(z) est le profil de la stratification pour la densité. Nous introduisons la fréquence
de Brunt—Vaisala N*, qui est supposée constante :

(N*)Qz 9 @
pree dz

Cela signifie que le profil de stratification est une fonction presque linéaire. L’équation
d’évolution pour la densité devient :
p* | LOp"  LOp"  LOp"  pra “p*

%p
__N*Q * A* * )
ot* o Ox* v Oy* W Oz g (V)" w™ =y Aqp +Vp82*2

(1.3)

Pour obtenir ce que nous appellons le modele bidimensionnel, nous écrivons les équations
sous leur forme adimensionnée et nous considérons toutes les fonctions comme indé-
pendentes de la variable y. Le modele obtenu est alors le suivant :

ou ou ou 1 10p

(1.4a) E+u%+w&—gv+ga—x:%Au+Su,
(1.4b) %+u%+w%+éu:uvAv+Sv,

(1.4c) %: v

(1.4d) 8—Z+a—f — 0,

(1.4e) 8—+u—+w——?wzy Ap+S,,
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ol (Sy, Sy, S,) est la densité volumique de force extérieure et les parametres adimensionés
sont le nombre de Rossby ¢, ainsi que les inverses du nombre de Reynolds v, et v,. Les
détails concernant I'obtention de ce systéme sont rappelés dans [36].

Dans [36] nous travaillons dans le domaine M = (0, L;) x (—Ls/2, L3/2) et nous
considérons le systeme (1.4) avec des conditions aux limites périodiques; pour garantir
le caractere bien posé du probleme, nous exigeons que u, v, et p soient paires et w et p
soient impaires en z.

Les espaces fontionnels naturels pour ce probleme sont :

(1.5) V ={(u, v, p) € (Hpee(M))?,
u, v paires en z, p impaire en z, f_LZﬁQu(:E, 2"y dz" = 0},
(1.6) H =V dans (L*(M))3.

Ici le point sur le H ou L pour Héer ou L? indique le fait que les fonctions sont & moyenne

nulle sur M. L’espace H est doté du produit scalaire hilbertien :
(1.7) (U, Uy = (u, @) 2 + (v, )2 + 6(p, p)r2,

et sur V' le produit scalaire est :

(19) (0, 0) = ((w, @)+ (v, ) + ({5, 7))
(19) (@00 = [ (Goge+5ogn)

et K est une constante positive (k = 1/N?).

Nous remarquons ici que les variables sont de deux types : les variables pronostiques u,
v et p pour lesquelles il faut prescrire une condition initiale et les variables diagnostiques
w et p qui peuvent étre déterminées a chaque instant de temps en fonction des variables
prognostiques. Ainsi, pour chaque U = (u, v, p) € V, nous trouvons w = w(U) de maniére
unique en utilisant 1’équation de conservation de la masse et la condition w =0 a z =0
(w impaire) :

(1.10) w(U) = w(z, z,t) = —/ ug(z, 2, t) d2.
0
La pression est déterminée en utilisant 1’équation hydrostatique :

(1.11) p(z, 2z, t) = ps(z,t) — / px, 2 1) d2,
0

avec ps = p(x,0,t) la pression a la surface. Nous remarquons que la pression est définie
de maniere unique, a la pression de la surface pres.

La formulation variationnelle des équations primitives en deux dimensions d’espace
est alors :
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Trouver U : (0,t,) — V tel que :

(1.12) %(U, O 4+ b(U,U,U) + a(U,U) + ée(U, U) J J

I
=
3
=

<C
3
m
=

avec

a(U,U) = v, ((u, @) + 1, ((v,0)) + 52, ((p, p)),
e(U,U) = /M(uﬁ — vi) dM+/ (pw — kN wp) dM,

M
~ out ou! ot ovt
ﬁ p— —_— _— 7 e —_— 3]
b(U,U*, ) /M(u o+t uw(U) az>ud3\/[+/M<uax +w(U) az>vd3v[

op* AN
+ Ht[;[<1LEiE'4—1U<l])?§;—)ﬁ7dJVL

L’existence d’une solution faible et globale en temps pour (1.12), dans le sens que
U € L>*Ry; H)N L*0,t,; V), pour tout ¢, > 0 est un résultat deja connu (voir [28],
[29]). Dans 'article [36] nous montrons l’existence et 1'unicité des solutions fortes (dans
tous les espace H* avec k € N) ainsi que I'existence d’ensembles absorbants dans tous les
H* avec k € N.

Nous démontrons d’abord l'existence et 1'unicité des solutions fortes ainsi que 'exis-
tence des ensembles absorbants dans V' :

Théoréme 1.1. Pour Uy € V et S € L®(Ry, H), il existe une unique solution U du
probleme (1.12) avec U(0) = Uy, telle que U € L®(R,; V) N L?(0,t.; H?), pour tout
t, > 0.

De plus, pour tout r >0 on a :

t+r
/ U G2 At < ap, YVt > t(Up),
t

o1 ay est une constante qui dépend des données initiales mais qui ne dépend pas de U.

Pour démontrer ce résultat, les méthodes classiques ne conviennent pas mais on ob-
tient de maniere plus élaborée une suite d’estimations a priori pour les dérivées : nous
COMMENGONS par Uy, PUis Uy, Vs, Uz, Py Po-

De maniere récursive nous démontrons aussi dans [36] que :

Théoréeme 1.2. Soient m € N, m > 1, Uy € V. (H™.(M))? et S € LRy, H N

per

(H™-1(M))?). L’équation (1.12) a une solution unique U et

per

U e LRy, (H™.(M)®) N L0, ., (H™(M))?), Vi, > 0.

per per

En plus, pour tout r > 0, on a :
t+r
/ () g At < @, V> £(T),
t

ou a,, est une constante qui dépend des données initiales mais qui ne dépend pas de Uy.
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Ces résultats montrent ’existence d’ensembles absorbants dans tous les espaces H™,
pour tout m.

Decroissance exponentielle des coefficients de Fourier et regularité Gevrey

Dans [39] nous considérons ensuite un modele pour les équations primitives bidimen-
sionnelles, semblable & (1.4) mais sans stratification (N* = 0), et donc nous remplagons
(1.2) par :

(1.13) %—%u%—l—w%:%Ap—%SP.

De fait, dans (1.13) p n’est plus une variation par rapport au profil de stratification mais
c’est la différence entre la densité totale et sa valeur de référence : p = pyor — pres. Le
modele est complété par des conditions aux limites périodiques et on étudie la régularité
du type de Gevrey pour la solution du systeme. Ce travail a été inspiré par un article de
Foias et Temam [16] ou les auteurs ont montré pour la premiere fois la régularité Gevrey
des solutions des équations de Navier-Stokes.

Les espaces de fonctions avec lesquels nous travaillons sont :

(1.14) DY ={U € H avec |M| Z U2 = |72 U, < oo},

keZ?

ol [Up)? = |uxl® + |v|? + k|px|?, avec k et H comme dans la partie précédente. La norme
hilbertienne sur D(e™(=2)") est donnée par :

(1.15) U preri-aey = |7 Uly, for U € D(e™2)7),

et le produit scalaire associé est :

(1.16) (U, V) perc-arey = (€730, Vy, for U,V € D(e"2)),
Un autre espace de type Gevrey que nous utilisons est :
(1.17)
D((=A)"2e7C") = {U € Havee M| Y_ [K[*e ™ [U]7 = |7 U, < oo},

keZ?

La norme hilbertienne sur D((—A)"/2e7(=2)%) est :

U psserioary = |(~A S U, = =31 D)2
(1.18) = ] S P 2,

kez?
et le produit scalaire associé est :

(U, V)D((—A)1/2e(*A)S) = ((_A)l/QeT(—A)S U’ (_A)l/QeT(—A)S V)H

1.19 s s
(1.19) (T2 U, e A V).
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Pour pouvoir démontrer la régularité de type de Gevrey pour les solutions des équations
primitives, I’idée consiste a écrire les équations primitives comme une équation d’évolution,
de prolonger cette équation dans le temps complexe et d’obtenir des estimations a priori.
Nous pouvons voir que les équations primitives sont équivalentes a une équation d’evolu-
tion abstraite de la forme :

(1.20) U+ AU + B(U,U)+ EU = F, in V),
' U(0) = Uy,

ott Vo = V est la fermeture de V dans H2._ et Vy le dual de V5.

per
Pour obtenir des estimations a priori nous utilisons le résultat suivant :

Lemme 1.1. Soient U, U* et U dans D(Ae™2)), avec 7 > 0. Alors :

- 1/2 A)1/2 A)L/2
(AT B, U, T A TAU | < oo™ (=A) U

1.21
( ) 1/2< A)1/2Uﬁ|1/2‘e AUﬁ|1/2| T(— Al/QAU‘

| T(—=A) 1/2AU‘1/2‘ 7( 1/2
Quand nous essayons d’obtenir les estimations a priori, nous remarquons que, en raison
de la vitesse verticale qui est ici une variable diagnostique, des difficultés supplémentaires
apparaissent par rapport aux équations de Navier-Stokes. Les difficultés techniques peuvent
étre surmontées si on décompose 1’équation d’évolution initiale en une partie linéaire :

aU*

< AUt + EU
(1.22) a AU TEU

U*<O>:U0,

et la partie nonlinéaire restante :
dU 7 T T 7 * * T 7 * Tk
(1.23) E+AU+B(U,U)+B(U,U)+B(U,U)+EU:—B(U,U),
U(0) = 0.
Nous obtenons d’abord des estimations a priori pour le probleme linéaire : soient U, €
D((=A)2) et F une fonction analytique en temps & valeurs dans D(e”*C2"?) avec oy >

0. Soit ¢(t) = min(t, o1), nous appliquons I'opérateur eP(=2)12 5 (1.22) et nous prenons
le produit scalaire avec —Ae?OE22 % dans H. Nous obtenons I'inégalité suivante :

d
GV R A PR
(1.24)
2 o) (—A)/2 )2 2 1/2 _o(t)(—A)/2 1 rxp2
§0—1|€ F‘H‘i‘c—l‘(—A) e U*|%,.

En utilisant le lemme de Gronwall, nous trouvons :

(125)  |(-A) P08 < (AP PR + sup (e F(s) e
0<s<t

qui implique que (—A)l/Qe*"(t)(*A)l/z U* est borné dans L*(0,t,; H) pour tout t, > 0.
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Une fois les estimations a priori obtenues pour le cas linéaire, nous cherchons des
estimations a priori pour la partie non-linéaire de la solution. En utilisant le méme type de
calculs ci-dessus pour les termes linéaires et le lemme précédent pour le terme nonlinéaire,
nous obtenons 'inégalité suivante :

(1.26) % (—A) 2P TR 4 (g — (= A) 2PN 0] ) | Aer O T,
< F)|(—A)2FOCDETR 4 g(2),
ol
f(t)=¢ + c’2|(—A)l/Qew(t)(—A)l/QU*(t)|§{|A o(t)(— I/QU*( )|§{,

A2 s 1/2
g(t) = | (=A)2ePOED U (1) |5 Ae? O TU (@),

Comme U(0) = 0, nous pouvons supposer que sur un certain intervalle de temps (0, )
nous avons :

(1.27) (= A)2epOR2 1, < L
202

Sur (0, %) nous obtenons l'inégalité :

d
(128> E ( A)l/Q p)(—

INRE

Ol + 1|Ae¢<f><-ﬁ>”20|%{

< J(O(=4) PO ET R 4+ (1),

En utilisant le lemme de Gronwall ainsi que les estimations a priori sur U*, nous trouvons :

(1.29) (—A) 2P0 2, < / 9(s) exp( / F(r) dr) ds

Comme f et g sont des fonctions localement intégrables positives, nous définissons t* =
t(F, Uy, 01) comme le premier temps pour lequel nous avons :

(1.30) /Ot* 9(s) eXp(/:* f(r)dr)ds = —~

Nous avons alors trouvé une borne pour (—A)Y2e?OEAY2 [T dans L2°(0, t*, H) et pour
Ae?OENY2 T dans L2(0, %, H).

Nous pouvons montrer plus; en fait nous montrons que la solution des équations
primitives est la restriction a R, d’une fonction analytique complexe :

Théoréme 1.3. Soit Uy donné dans D((—A)Y?) et soit F une fonction analytique en

temps a valeurs dans D(e"l(*A)w) pour o1 > 0. Alors il existe en temps t, qui dépend des
conditions initiales tel que la fonction

t— (=AY 2O (g

soit analytique en temps sur (0,ty).
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Remarque 1.1. Comme t; dépend de la norme de Uy dans D((—A)Y/2) et comme nous
connaissons déja l'existence d’une borne uniforme pour la solution forte des équations
primitives en dimension deux d’espace, nous remarquons que le résultat précédent est un
résultat global en temps.

Solutions z-faibles

Tenant compte du fait que les équations primitives sont souvent comparées aux équations
de Navier-Stokes (de plus nous avons les mémes résultats d’existence et de régularité pour
les solutions des équations primitives 2D que pour les équations de Navier-Stokes 2D),
une question naturelle est de savoir si la solution faible est unique. Ce résultat n’est pas
connu pour les équations primitives mais nous avons tout de méme démontré 1'unicité,
ainsi que 'unicité rétrograde, des solutions faibles dans la direction horizontale et fortes
dans la direction verticale (appellées solutions z-faibles). Les détails pour ce résultat se
trouvent dans [38] ainsi que dans [42].

Nous rappellons ici les résultats principaux : nous introduisons les espaces de fonctions
nécessaires pour le probleme ; tout d’abord

per

ou .
V=A{U=(u,v,p) €V, 2— € (Hy:(M))’},
8l‘3
qui est un espace de Hilbert pour la norme :
ou 2
2 2
U8 = 1012 + [

Un autre espace de fonctions qui sera utile est :

ou :
H = {U = (u, v, p) S H, 8—1‘3 c (Lier(M))fﬂ}’

qui est un espace de Hilbert pour la norme :
oU 2
2 2
|U|7-l = |U|L2 + ’81‘3 }LQ'

Le premier résultat a rappeller ici est I'existence et 1'unicité, globalement en temps,
de la solution z-faible (voir [38] pour plus de détails) :

Théoréme 1.4. Soit Uy € H et soit F' € L>®(0,t,; H) donnés. Alors il existe une solution
unique pour le probléme variationnel (1.12) telle que U(0) = Uy et

U ecC([0,t,];H) N L*0,t,: V).

Nous pouvons aussi démontrer que la solution z-faible des équations primitives bidi-
mensionnelles a la propriété d’unicité rétrograde (voir [38]). Cela veut dire que si deux
solutions z-faibles Uy, U, définies sur I'intervalle [0, T'] coincident en un point ¢, € (0,7,
alors les solutions coincident sur tout 'intervalle [0, t,]. Plus précisement, nous démontrons
le résultat suivant :
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Théoréme 1.5. Soit ' € L*(0,T,V) et soient Uy, Uy deur solutions z-faibles pour les
équations primitives (1.12), Uy, Uy dans C([0,T];H) N L*(0,T;V) telles que Ui (t,) =
Us(ty). Alors Uy = Uy sur Uintervalle [0, t,].

La démonstration du Théoreme (1.5) utilise un résultat technique :

Lemme 1.2. Soient ' € L*(0,T,V), Uy € V et soit U la solution des équations primitives
linéaires :
U'(t)+ AU(t) + EU(t) = F,

(1.31) U0 = U

Pour tout t tel que U(t) # 0, on définit l'application
(A+ E)U@),U(t))n

t— o(t) =
U@
Alors, ¢ est différentiable pour presque tous les t dans le domaine de définition de ¢ et
1F(t)1%
(1.32) #(0) < .
U )

La méme propriété d’'unicité rétrograde peut étre démontrée par des techniques simi-
laires pour les solutions fortes aussi.

Oscillations dans les équations primitives en dimension deux

Une autre question intéressante concernant les équations primitives 2D est 1’étude
asymptotique de ces équations pour les petits nombres de Rossby. Quand le nombre
de Rossby tend vers zéro, la solution exacte présente des oscillations qui peuvent étre
“moyennées” par une méthode provenant de la théorie de la renormalisation. Nous tra-
vaillons ici avec les équations primitives sous la forme (1.4).

La méthode de renormalisation utilisée est celle introduite par Schochet [46] et refor-
mulée dans un contexte mathématique par Ziane [49]. La méthode a été indépendement
introduite par Chen, Goldenfeld et Oono [9] et utilisée dans un contexte mathématique
pour les fluides en rotation et pour les fluides géophysiques, par Chemin [8], Embid-Majda
[13] et Grenier [18]. La littérature mathématique contient de nombreuses applications de la
méthode de renormalisation, voir en particulier Gallagher [17], Babin-Mahalov-Nicolaenko
[1], [2], et les articles de Moise, Temam, Ziane [32], [33].

Dans larticle [37] nous appliquons cette méthode de renormalisation pour obtenir une
approximation d’ordre un. L’approche proposée par Ziane [49] consiste & écrire le systeme
(1.4) comme un probleme d’évolution abstrait de la forme :

U 1

L LU =
(1.33) i TV =70,

U(0) = Uy,

ou € > ( est un parametre petit et L est un opérateur antisymétrique (qui provoque les
oscillations des solutions) ; L correspond a la force de Coriolis. Nous faisons un changement
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de variable, nous écrivons (1.33) dans la variable rapide s = t/e et nous introduisons
F(s,-) = el*F(e1%.). Nous partageons F en sa partie F, indépendante du temps (la
partie résonante) et en la partie restante F,,, dépendant du temps s. Puis nous considérons
I'opérateur :

(1.34) Fop(s,U) = /S F.(s',U) ds.

La solution approchée cherchée est alors de la forme :

(1.35) U'(s) = e L{U(s) + eF,,(s,U(s))},

ou U est la solution de I’équation renormalisée :

dU -

— =¢F,.(U),
(1.36) ds )

U(0) = Uy

Nous montrons d’abord que le systéme renormalisé (1.36) conserve les propriétés du
systéme initial, a savoir la conservation de ’énergie pour le cas sans viscosité (donc la
propriété d’orhogonalité du terme non-linéaire) et de dissipation (coercivité) en présence
de viscosité. En utilisant ces propriétés, nous montrons l'existence et 'unicité pour tout
temps d’une solution faible ou d’une solution tres réguliere pour le systeme (1.36). Outre
I'étude du systeme renormalisé (1.36), un autre probléme important est de montrer que
la solution renormalisée est un bonne approximation de la solution exacte oscillante par
nature. Nous démontrons que :

(1.37) U (t) — U(t)| 2 ~ O(e).

Pour obtenir ce résultat, nous avons besoin d’utiliser des techniques de la théorie des
nombres pour étudier les résonances causées par l'interaction de trois ondes. Dans 'article
nous proposons deux facons différentes de traiter les résonances de trois ondes. Les deux
méthodes conduisent aux résultats suivants :

Théoréme 1.6. Pour tout domaine M = (0, L1) x (0, L3) et pour presque tous les nombres
de Burgers N € R, pour Uy € (H32.(M))? et F € (H2.(M))> NV, la différence entre la

per per
solution U du systéme initial et la solution approchée donnée par (1.35) satisfait :

(1.38) \UH(t) — U®1)|2 < e%ke"t, ¥t>0,
ou k' et k" sont des constantes qui dépendent de N, Ly, Ls, Vj et F.

En estimant différement les résonances des trois ondes, nous obtenons aussi :

Théoréme 1.7. Soient 1 > 0, et Ly, Ls donnés fizés. Soient Uy € (HIL(M))P> NV

per

et F'e (HO(M))>NV. Alors il existe un ensemble ©4(Ly, Ls) de mesure de Lebesgue

per

mes O% (L1, L3) < p tel que pour tous les nombres de Burgers N ¢ ©%(Ly, Ls), la différence
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entre la solution exacte U du systéme initial et la solution approchée U donnée par (1.35)
satisfait :

(1.39) UL (t) —U®t)|2 < e%ke”t, Vt>0,

ot k' et kK" sont des constantes qui dépendent de N, Ly, Lz, u, Uy and F.

Les équations primitives en dimension trois d’espace

Comme mentionné au début du chapitre, nous nous intéressons aussi a I’étude des
équations primitives tridimensionnelles. Les équations considérées s’écrivent :

(1.40a) %+u§;+v§;+w§;—fv+%g—izyAu,
(1.40D) %+u§; +v§;; +w88;’3 +fu+%§—£:uAv,
(1.40¢) s—i = —pg,

(1.40d) 551 + 5;2 + gz =0,

(1.40e) or or +vaT +w o _ pAT + Frp.

E + u@xl 8@ 8x3

La relation entre la température totale et la densité totale est donnée par 1’équation
d’état :

(1.41) prot = po(1 = Br(Tior — Tb)),

et la relation entre les perturbations p et T' par rapport aux valeurs moyennes p, et Tj
est donc :

(1.42) p=—BrpoT.

Pendant plus de 20 ans, ces équations ont été considérées comme plus compliquées que
les équations de Navier-Stokes 3D, et cela en raison des termes non-linéaires qui exigent
plus de régularité car pour les équations primitives la vitesse verticale est une variable
diagnostique qui s’exprime en fonction des dérivées des variables prognostiques. Un pre-
mier pas, fait dans [40], a été de considérer les équations primitives en 3D et d’étudier
la régularité de type Sobolev et Gevrey, localement en temps, pour les solutions. Les
méthodes utilisées sont semblables a celles du cas 2D mais avec des nouvelles difficultés
techniques. Au vu des résultats de Cao et Titi [7] et de Kobelkov [23], qui ont démontré le
caractere bien-posé, globalement en temps, des équations primitives 3D, les résultats de
[40] ont été généralisés dans [41]. Ainsi, en travaillant dans un domaine tridimensionnel
avec des conditions aux limites périodiques en espace, nous avons obtenu 'existence glo-
bale en temps des solutions tres régulieres, ainsi que I'existence des ensembles absorbants
dans tous les espaces de Sobolev H™. La démonstration a pour point de départ 1'idée de
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Cao et Titi de décomposer la vitesse en sa partie barotrope (la moyenne de la vitesse dans
la direction verticale) et sa partie barocline (le reste). On écrit donc pour ¢ quelconque :

Ls/2 B
S =g [ eyl =9

En intégrant dans la direction verticale I’équation de la vitesse dans les équations primi-
tives, nous obtienons 1’équation pour la vitesse barotrope :

ov
8—1;—VA2'U—|—(11 Vo+ (v-V)o+ (V- -0)0+ fEx D
Ls/2
(143) +v[ps<x7y7 +ﬁTp0g_/ / T(a:,y,z',t)dz/} = 07
—L3/2J—L3/2
V-v=0, in (0, Ly) x (0, Lg).

Pour la vitesse barocline, nous obtenons 1’équation suivante :

o0v ? o0v
E—yAfij('v V)v (/_L3V o(z,vy, 2, t)dz)az

+ @ Vo +(V-0)o+ (8- V)o+ (0-V)d+ fRx®

(1.44) —O—V[Fdl T(:L’,y,z/,t)dz’
—L3/2
1 L3/2

— K1— / T(z,y,7,t)d2' dz] =0,
L3 J 1,214

avec k1 = Prg.
Les espaces fonctionnels avec lesquels nous travaillons sont les suivants :

(1.45) V={U=(u,v,T)¢€ (H;er(M))‘?, u, v pair en xs, T impair en x,
Ls/2
/ (uxl(xl,xg,xg)+vm(ajl,x2,xé))dx§) :O}v
—Ly/2
H = la fermeture de V dans (L*(M))?,
(1.46) Vo = la fermeture de V' N (Hlfer(M)) dans (ngr(M))3.

La formulation variationnelle du probleme est celle-ci :

Trowver U : [0,t] — V, tel que,

d
(1.47) dt(U UMy + a(U,U°) + b(U, U, U") + e(U,U") = (F,U")y, YU’ € Vs,
U(0) = Uy,

avec : a : V x V — R bilinéaire, continue :

(1.48) a(U,U°) = v((u, ) + v((v,0") + wu((T, T7)),
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b:V xV xVy— R trilinéaire, continue sur V" x Vo x V :

WU, U*, U?) :/M(u%—fub +v%—“ﬁub +w(U)aa—lju") dM
(1.49) + /M(uaa—ijv|7 + vaa—ljvb + w(U)aa—ijb) dM
+ /Jv[(u%—jo" +v%j:Tb +w(U)%—T;T) dM,
e:V xV — R bilinéaire, continue :
(1.50) e(U,U") = f/M(uvb —v’) dM — gBT/MTw(U") dM.

Dans [7] les auteurs observent que la pression de surface n’apparait plus dans I’équation
(1.44) et nous pouvons donc obtenir des estimations pour © dans L%(M) semblables
aux estimations pour 1’équation de la chaleur. Nous allons rappeller ici les étapes de la
démonstration, en tenant compte des améliorations proposées par Ju [22]. Tout d’abord,
des estimations sur T et © dans L°(M) sont obtenues en multipliant respectivement
I’équation (1.40e) et 'équation (1.44) par T° et |0(¢)|[*0(t) et en intégrant sur M. Nous
obtenons en outre l'existence des ensembles absorbants pour T et © dans L5(M).

L’étape suivante pour pouvoir obtenir des estimations a priori pour la solution forte est
d’estimer v dans H'(M). Ensuite, nous obtenons des estimations & priori pour v,, dans
L*(M) et finalement nous pouvons estimer Vzv dans L?(M) et en déduire I'existence
d’un ensemble absorbant pour v dans H'(M). Dans I'article de Cao et Titi [7] le résultat
obtenu est le suivant :

Théoréme 1.8. Soit Uy € V et F € L®(Ry; H), alors il existe une unique solution
U = U(t) définie sur Ry , pour les équations primitives tridimensionnelles (1.47), telle
que :

U e C(Ry; V)N L20,t; (H2,. (M), V' > 0.

per

Dans [22], Ju a aussi démontré l'existence d’un attracteur global pour les solutions
fortes des équations primitives.

Dans 'article [41], nous montrons I'existence des ensembles absorbants pour U dans
tous les espaces de Sobolev H™(M), l'existence d'un attracteur global est ensuite une
conséquence de la théorie générale des attracteurs globaux.

Pour obtenir des estimations a priori dans H*(M), nous multiplions (1.40a) par (—A)?u,
(1.40b) par (—A)?v, nous ajoutons ces équations et nous intégrons sur M. Nous trouvons :

Ld

5 dt\A'v|2 + / (v-V)v- (=A)vdM + / w('v)aa—v(—A)z'v dM

M M Z3

2 1 2
+f/M(ff><v)-(—A) 'UdMJr%/MVpS-(—A) vdM
—i—/ﬁ/MV(/O T(z) dz) S (—A)?w dM+y|(—A)3/2fu\2

= / F, - (—A)?v dM,
M

(1.51)
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ol F' est une force extérieure introduite pour la généralité mathématique (ou pour traiter
des problémes avec conditions aux limites non-homogenes, ce qui n’est pas developpé ici).
En estimant chaque terme, nous arrivons a l'inégalité suivante :

1d

oV
S =rlvl + vio < “Zlofk + a(t)lol + A,

(1.52)

ou « et § sont les fonctions suivantes :

a(t) = alTl3+ e,

B(t) = 5| vag| Lo + 02y 117

Pour pouvoir utiliser le lemme de Gronwall uniforme dans (1.52) et pour obtenir des
bornes uniformes pour v dans H%(M), nous devrons d’abord estimer la norme de v, dans
L5(M). L’équation pour ¥, est :

0V,

(1.53) ot

ov,,

—vAv,, + (v - Va)va, — (/0 Vs - v(€) dé)a—x?’
+ (v:l?s ’ VQ)’U - <v2 : v>v1'3 + f/'f'l_jmg + k1 VT = 0.

En multipliant (1.53) par |v,,|*v,, et en intégrant sur M, nous obtenons :

1d

aplvslts £ [ (90 Plonl+ [F]on P Plos, ) dde

+ f/ KX Uy« | Vs |0y M + / (V- Vo) Vuy + [V [* 0y, AM
M
v,

(1.54) / / Vi v dé“) oy, |0, AM

+/ (Vay - Vo)U - |V, [0y, AM — / (Va - 0) vy, - |Vgy |02, dAM

M M
/{1/ VQT . |’Ux3|4’l)x3 dM = 0.
M

Apres avoir estimé chaque terme dans (1.54), nous trouvons l'inégalité suivante :

(155) 6&|v$3|%6 + 9

2 19200 Plos [ 0 < (ol + [Tl ol
Appliquant le lemme de Gronwall uniforme, nous trouvons une borne uniforme pour
|v,| s et donc une borne uniforme pour v dans H*(M). Par le méme type d’estimations,
nous montrons l'existence d'un ensemble absorbant pour T' dans H?(M).

Nous montrons aussi l’existence des ensembles absorbants dans H™ (M) pour m > 2.
La démonstration est directe, on prend (—A)™U comme fonction test dans la formulation
variationnelle des équations primitives et apres une estimation assez technique du terme
non-linéaire on trouve l'existence d’une borne uniforme pour la solution U dans H™(M).

Nous concluons avec le résultat suivant [41] :
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Théoreme 1.9. Soient m € N, m > 2, Uy € VN (HZ.(M))? et F € LR ; H N

per
;. m—1 3 , . . . . , . . ..
(Hper H(M))?) donnés. Alors il existe une unique solution des équations primitives (1.47)

telle que :

(1.56) U € C(Ry; (HT: (M)*) N L2(0, ¢ (HeH (M))*), V' > 0.
De plus, si Uy € V et F € L*(R;; HN (Hg;l(M))?’), alors la solution U appartient a
C(RS H, ().

Grace aux résultats démontrés auparavant sur ’existence des solutions fortes globales
en temps, nous pouvons démontrer que sur tout intervalle (0,¢) avec ¢ > 0, la solution des
équations primitives tridimensionnelles est la restriction d’une fonction complexe analy-
tique a valeurs dans un espace de Gevrey.

Par des méthodes similaires a celles du cas bidimensionnel, nous montrons en fait qu’il
existe un temps ¢’ qui dépend de la force F' (supposée analytique en temps & valeurs dans
D (et A* (ZA)/2) avec o1 > 0) et de la donnée initiale Uy tel que :

(1.57) el A PAU(se?) [} < 1+ 2] AT}, V0 < s < t(F, ),

avec ¢(t) = min(t, o1).

Comme nous connaissons l'existence d'un ensemble absorbant dans ngr(M) pour la

solution U (et soit M une borne uniforme pour U dans ngr(M)), nous pouvons réitérer

I'argument précédent pour tout temps. Nous obtenons alors le résultat suivant [41] :
Théoréme 1.10. Soient Uy donné dans 2,
valeurs dans D(e”* 2" (—=A)Y2) quec oy > 0. Alors Uunique solution des équations pri-
mitives tridimensionnelles est analytique en temps sur (0,t,) avec t, = min(oy, t,(F, M)),
a valeurs dans D (PO (ZA)Y2) quec o(t) = min(t, oy, t.(F, M)) et analytique en
temps sur (t,, +00) d valeurs dans D(e72)"* (—A)1/2).

(M) et F une fonction analytique en temps a

Modes et points déterminants et théorie de la turbulence

Dans [35] nous montrons comment représenter les solutions des équations primitives
en dimension trois d’espace a ’aide d’un espace de dimension finie. L’idée est de voir si,
comme dans le cas des équations de Navier-Stokes, les modes correspondants aux hautes
fréquences décroissent rapidement si bien que ’énergie est en fait donnée par les basses
fréquences. Cette question, dans le cadre des équations de Navier-Stokes, a été traitée par
Foias et Temam [15] et ensuite par Constantin, Doering et Titi [10], par Doering et Titi
[12], par Jones et Titi [21], etc. Un travail de synthése peut étre aussi trouvé dans Foias,
Manley, Rosa et Temam [14].

Dans le cadre des équations primitives, nous cherchons a déterminer le nombre de
points (appellés points déterminants) ou le nombre de sous-cubes (appelés volumes déter-
minants), nécessaires pour pouvoir suivre ’évolution du fluide et bien le représenter.
Une autre question intéressante est le nombre de basses fréquences (appellées fréquences
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déterminantes) dont nous avons besoin pour pouvoir detérminer le comportement des
fréquences restantes.

Nous considérons F' et GG des forces qui ont le méme comportement asymptotique en
temps, plus exactement nous supposons que :

(1.58) lim / F(2,1) — G, £)] M — 0,
t—o0 M

ou bien

(1.59) lim / |F () — G, )] dM = 0.
t—o0 M

Nous considérons un ensemble de N points distribués uniformément dans le domaine
dans le sens que le domaine M peut étre couvert par N cubes identiques @1,...Qn tels
que chaque cube contient un et un seul point z° :

(1.60) E={z', 2% .. 2"}

Nous disons que £ est un ensemble de points déterminants si U; et U; étant des
solutions de (1.40) correspondant respectivement aux forces F' et G qui vérifient (1.58)
ou (1.59), le fait que U; et Uy ont le méme comportement asymptotique dans les points
de &, c’est-a-dire :

(1.61) ' IITlQaXN|U1(ZL‘j,t) — Uy(a?,t)] = 0 quandt — oo,
J1=1,4,...,
implique :
(1.62) lim / |Uy(z,t) — Us(x,t)| dM — 0.
=00 [\t

Nous allons montrer en fait que :

(1.63) lim/ (=AY, (2,1) — (—A)Us(x,£)| M = 0.

t—o0
La démonstration nécessite le résultat technique suivant :

Lemme 1.3. Nous supposons que le domaine M est couvert par N cubes identiques de
type @ = (0,1) x (0,1) x (0,1) avec Il > 0 et nous considérons l’ensemble des points
E = {at, 22, ..., 2N Yuniformément distribués dans chaque cube. Alors pour toute fonction

f € D((=A)?), f satisfait :
[Af[Z200 < el n(f)? + lP|(=2)*2 fl72 00,

avec n(f) = maxy, x| f(27)].

Nous utilisons aussi une généralisation du lemme de Gronwall (voir [14] pour une
démonstration) :
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Lemme 1.4. Soient a = «a(t) et 5 = ((t) des fonctions localement intégrables sur [0, 00)
satisfaisant les conditions suivantes pour un certain T > 0 :

1 t+T
lim inf T/ a(r)dr > 0,
t

t—o00

1 t+T
lim sup —/ a (1)dr < o0,
T/

t—o0

t+T

ot o (t) = max(—a(t),0) et f7(t) = max(S(t),0). Soit & = £(t) une fonction absolument
continue positive, définie sur [0,00) qui satisfait I’inégalité suivante presque partout sur
[0,00) :

dg

(1.64) oAt <P

Alors, £(t) — 0 quand t — oo.
Nous démontrons alors le résultat suivant [35] :

Théoreme 1.11. Nous supposons que le domaine M est couvert par N cubes identiques
de volume I3 et soit € I'ensemble des points dans M, € = {z*, 22, ..., 2N}, uniformément
distribués dans chaque cube. Soient F' et G deux forces dans L*(0,00; V) satisfaisant
(1.59). Alors, il existe une constante C = C(F,G, v, u, M) telle que si

172> C(F,G, v, u, M),
E est un ensemble de points déterminants.

Par une approche similaire nous pouvons étudier le nombre de volumes déterminants
nécessaires mais le probleme est que nous n’obtenons pas alors une constante satisfaisante
du point de vue physique. Suivant l'idée de Constantin, Doering et Titi [10] pour les
équations de Navier-Stokes tridimensionnelles, nous pouvons par contre trouver des esti-
mations locales sur la longueur de volumes déterminants et les estimations sont données
en terme du taux moyen de dissipation de 1’énergie.

Dans cette démarche nous avons besoin de la version suivante de I'inégalité de Poincaré
(voir par example [10]).

Lemme 1.5. Soit u € H'(M), alors u satisfait les relations suivantes :
\u\%2(QJ) < 2‘@j‘2l3 + Cll2‘VU|%2(Qj),

|u|%2(3vt) < 2(7(u))*I + CllQWU‘%%M),

_ 1
U =7 /Q u(zx) dx,
J

est la moyenne de la fonction u sur le cube Q); et n(u) = (Zﬁvzl |ﬂj|2)1/2.
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Nous obtenons le résultat suivant [41] :

Théoreme 1.12. Nous supposons que le domaine M est couvert par N cubes identiques
de volume I3 et que | soit suffisament petit pour que :

t+s
/ Va2 ds),
t

/L2 t+s
7% > inf (lim sup m/ VT3 ds'),
t

>0 400 VLS

/T2

S2 o e ce L
72 > inf (lim sup 21
s>0 t—00 ves

(1.65)

ot U = (u,v) et U = (4,T) est la solution des équations primitives et ¢j, ¢; sont des
constantes absolues. Alors, pour toute solution V telle que n(U(t) — V(t)) — 0 quand
t—o00, onal|lU—-V|g—0 quand t — oo.

Nous remarquons ici que 'estimation obtenue est locale dans le sens qu’elle dépend
d’une solution individuelle.

Remarque 1.2. Le résultat donné par le Théoreme 1.12 peut étre réécrit de la maniere
suivante : nous définissons le taux moyen modifié de dissipation de 1'énergie par e,, =
max(e, £9) avec

1 t+s
g1 = vinf(limsup — / |Vl o ds’),
t

>0 {400 S

et
2 t+s

g9 = vinf(lim sup rr |V T3 ds').

Nous définissons aussi

1 3\ 1/2
(1.66) zmziL(”—> .

\/clc’l €0

Alors, si les cubes sont de volume [? avec [ < [, les cubes sont des volumes déterminants.

Nous remarquons que [, est une expression semblable a la longueur de dissipation clas-
sique de Kolmogorov pour les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles. Le résultat
n’est pas surprenant car méme si nous travaillons avec les équations primitives tridimen-
sionnelles nous avons vu dans la démonstration du caractere bien posé globalement en
temps pour les équations primitives tridimensionnelles que le modele a plutot une struc-
ture bidimensionnelle.

Dans le méme travail [35] nous montrons aussi I’existence des fréquences déterminantes.
Pour cela nous considérons {\,, },, les valeurs propres correspondant aux vecteurs propres
{W,,} pour Popérateur GFD-Stokes, qui forment une famille compléte orthonormale. Soit
P,, la projection orthogonale associée aux m-premieres fréquences et soit Q,, = [ — P,,.
Nous considérons F' et G deux termes de forgage dans L>°(0, 00, H) et nous supposons
que F' et GG ont le méme caractere asymptotique quand ¢t — oo :

(1.67) / |F(t,7) — G(t,x)]*dM — 0, quand t — oo.
M
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Soient alors U et V les solutions correspondant respectivement aux force F' et GG. L’en-
semble {W;}™, est appelle une famille de fréquences déterminantes si (1.67) et

(1.68) / |PoU(t,x) — P,V(t,z)?dM — 0 quand t — oo,
M
entrainent
(1.69) / \U(t,z) — V(t,2)]?dM = 0 quand ¢ — oo.
M

Nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 1.13. Soit m € N tel que A, > K(co, F, G, M), avec K une constante qui ne
dépend que du domaine M, de la viscosité et des forces F et G. Alors les m-premiéres
fréquences sont déterminantes dans le sens défini ci-dessus.

Oscillations dans les équations primitives en dimension trois

Une continuation naturelle des travaux existant pour les équations primitives bidi-
mensionnelles est d’étudier le comportement asymptotique des équations primitives tri-
dimensionnelles quand le nombre de Rossby tend vers zéro. Ce travail est en cours, en
collaboration avec R. Temam et D. Wirosoetisno. Comme pour le cas bidimensionnel, nous
considérons les équations primitives tridimensionnelles sous leur forme adimensionnelle :

(1.70a) Up + ULy + VU + WU, — V/E+ pyfe = vy Au+ S,
(1.70b) v + uvy + vuy + wu, +ufe + pyle = v, Av+ S,
(1.70c) p. = —Np,

(1.70d) Uy + vy +w, =0,

(1.70e) P+ ups +vpy +wp, — Nw/e =v,Ap+ S,

ol ¢ est le nombre de Rossby et N une constante liée a la fréquence de Brunt—Vaisala.
Nous travaillons dans le domaine M = (0, L1) x (0, Ly) X (—L3/2, L3/2) et nous considérons
des conditions au bord périodiques. Les espaces fonctionnels avec lesquels nous travaillons
sont les mémes que dans (1.45).

Les équations primitives tridimensionnelles peuvent étre écrites comme une équation
d’évolution abstraite :

dU 1

—+ A B -LU = :
(1.71) T U+ B(U,U)+ - U =S5, dans Vi,

U(O) = Uo,

ou A, B et L ont les propriétés suivantes :
(1.72) < AU,U >y v> oo||U||?, < B{U,U),U >y y=0,< LU,U >y =0,

et S est le terme de forcage.
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Le systeme peut donc étre écrit sous la forme :

(1.73) v lLU FU),
dt
avec F(U) =S — AU — B(U,U).

En appliquant la méthode de renormalisation décrite dans la premiere partie du cha-
pitre, dédiée aux équations primitives bidimensionelles, nous cherchons a déterminer la
partie résonante F,. (qui ne dépend pas explicitement du temps) et la partie nonrésonante
F, (qui dépend explicitement du temps) dans F(s,-) = e F(e %), ol s = t/e est la
variable de temps rapide. Pour cela, nous écrivons les équations pour chaque mode de
Fourier.

Pour k3 # 0, nous trouvons :

vlK)? 0 0
(1.74) A = 0 v, |k 2 0 ,
0 0 1/p|k:’|2
0 —1 —k/ K}
(1.75) L, = 1 0 —kL /K5 |
NE K, NEL/ES 0
et

E]Jrl il — — 0} l’)u]ul +> = R (ly — 532‘lg>vjul
(176) Bk = E]Jrl Lt (l 5 [ )U]Ul + E]Jrl k(l/ 5?[&)1@'1)[ s
Zﬁl g i(lh — 5 l')ujpl + Z]H k(l/ 5]2'15)%'/)1
avec _ _
0, = Ki/ky pour i = 1,2, si ki # 0 et 0;, =0 si k3 =0,
et k; = 27k;/L;, pour j =1,2,3.
Les valeurs propres et les vecteurs propres de Ly sont :
Si k' = (kj,kb) # 0, alors les valeurs propres sont wi = =i|k'|y/k} avec |K|y =

N (K> + k5?) + k4* et w) = 0 et les vecteurs propres correspondants sont

1 kY 1 —kbkS ik K|
1.77 XP=— |-k |, XFf=—c"s| KK, Liki|K
( ) k |k3/| ,1 » \/ﬁ‘k/Hk/‘ 13 ~/22| |
K 7
Si k' = (K;, ki) = 0, alors les valeurs propres sont w = dsgn(ks)i et w? = 0 et les
vecteurs propres correspondants sont :

1 0 1 !
(1.78) X)) = Tl 0 X = 7 +isgn (k)
sgn(ks) 0
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Pour k3 = 0, nous savons déja que pr = 0 et kjug + kbvr = 0, donc l'espace des
solutions est de dimension un et Ly = 0. Pour avoir une formule générale valable pour
tous les k4 et pour k’ # 0, nous prennons wi) = 0, wi" = 0 et

a e
1.79 X0= — | =k | , X&F=—+— [ £&,
( ) k ‘k/| O1 k \/§|/{Zl‘ 12

Apres le calcul, nous trouvons le systeme renormalisé suivant :

Pour k3 # 0 :
%_i_y (k)‘k/|2 + i BS182+X+ X 52,,581,,52
1 + vt ik vy
51+w52:wk+
(1.80) s .
+ Z B;llk?+X+ XOUSI 0+ Z B;JlskﬁrXJr X Slvovlsl_S]:r7
sl—;t s] =%
d,U_];+ (k’)|k’,|2 —+ i lesg—X—_X S92 .81,.82
% vy, ik <k vl
w;1+wl82:w;
(1.81) et
Z B Xy XPosh) + Z B X - Xt = S
slj:i k Sll :; k
(152) B WP+ 13 ot
dt MlLd

Pour k3 = 0 nous trouvons :

doy) R k:

(1.83) —+1/ AR Z ; ||l||l€| v) = Sy,
avec

vi (k) = vok's + v (K + K3),
(1.84) v_(k) = vk’ + v (K5 + K3),

vo(k) = v,k + v, (K + K'3).

Dans les équations ci-dessus, > est la somme cyclique 7 +1 =k, >." est la somme
quand j3 # 0, I3 # 0, k3 # 0 et I Ak = l1ky — loky. Les coefficients B;;;QS?’ satisfont les
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relations de symétrie suivantes :

~ oy L
Bt = ———{jj' N —ig - U] +Z|J’\2|J’\ﬁ},
3

V2|j ’|| /|
—++ _

N - I
Bt = AU +iag - TN —al7))5 12,
ik V2l ’|| ,|{J3J 3" U =l ‘jé}

. 0++ __ !
W85)  pr= Ling.

+++ +—+ 40+ +-+0 +-0 _ p++— _ p+—— _ p+0-

B]lk lek lek B]lk lek - lek - lek - lek )
Nttt _ p—++ _ p——+ _ +0 _ p—0 _ p—+— _ p—— _ R—0—

B]lk lek - lek - B]lk B]lk lek - lek - lek - lek ’
0++ _ pO0—+ _ 1000 0+— _ p0——

B]lk B]lk lek B]lk lek '

Nous remarquons d’abord que I'équation pour v} est découplée des autres équations
en vy et v, . En introduisant le potentiel quasi-géostrophique gx = |k|vf) comme nouvelle
inconnue, on trouve :

dg - l~’/\j’
(1.86) O Pa+ i3 Tag = SK

Cette équation est connue sous le nom d’équation quasi-géostrophique tridimension-
nelle et elle a été étudiée par Babin, Mahalov et Nicolaenko [3]. Pour cette équation nous
connaissons 'existence de solutions globales en temps dans tous les espaces de Sobolev
H?, avec s > 0, ainsi que 'existence des ensembles absorbants dans les espaces H®.

Nous remarquons d’abord que nous ne nous intéressons pas au cas ou la constante
de Briint-Vaisala tend vers zéro ou l'infini. Pour étudier le systéeme renormalisé complet,
nous supposons que la constante de Briint-Vaiséla est choisie de telle maniere que le cas
des interactions a trois fréquences est exclu, donc nous ne pouvons pas avoir :

S1 S2 __ S3
w; +w® =wg.

Pour cela nous montrons de la méme maniere que dans le cas des équations primitives
bidimensionnelles, que pour exclure le cas des interactions de trois fréquences, nous devons
exclure une famille dénombrable de valeurs possibles de la constante de Briint-Vaisala.
Avec ces hypotheses simplificatrices, le systeme renormalisé devient :

(1.87)
dv}f
WP Y B XN 3D BRI Xl = ST,
R L
dv,
— T =B P+ + Z B Xy XD + Z B Xy - X0t = S
_; ' .

N AR +ZZ‘ Hk\mv ) =59
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Connaissant les résultats sur la régularité de v, nous pouvons obtenir des bornes uni-
formes pour v et v~ dans tous les espaces de Sobolev. Plus exactement, nous démontrons
le résultat suivant [43] :

Théoréme 1.14. Soient m € N, Vy = (vi, vy, v3) € H?.(M) et S € H” (M). Alors, le

per per
systéme (1.87) posséde une unique solution V' telle que :

V = (vt v7,0%) € LR, H™ (M) et V(0)=V,.

per

De plus, tt+r V(s)|Z1ds < bp, Vit>to(Vo), ot by, est une constante qui ne dépend

pas de la condition initiale.

La difficulté technique du probleme consiste a estimer I’erreur entre la solution exacte
des équations primitives et la solution approchée, donnée par :

(1.88) Vi(s) =e LV (s) + eF,,(V, s)],

ot V est la solution du systéme renormalisé (1.87) et F,, est la primitive de la partie
non-resonante F,, de F.

L’erreur W (s) = V(s) — V(s) satisfait :

d 3 5
d—V: + LW + AW + eB(W, W) + eB(V!, W) + =B(W, V') = £2R.,
W(0) =0,

avec

R. = —Ae**'F,, — B(e*V e **F,,) — B(e **F,,, e *LV)
—eB(e™*FF,,, e *FF,,) — e IV F,, - F (V).

Nous voulons d’abord borner la norme de W dans L?*(M). Mais quand nous essayons
de faire cela, nous avons une difficulté technique qui est de trouver une borne supérieure
pour les termes dans F,,, contenant les integrales en s de ek s, eilr! +“JS'2)S, il Hew s
La principale difficulté technique est de borner :

1
S1 59 537
Wy +wj + w;

ce qui est équivalent & borner : I' = 1/|N%0y + Noy + 03|, avec
o1 = 2|j P IPEKs + 205755 kIR0 + 200PEIR 1R 55 — 151 15ks — (k[ jsks — IKIG50;
oz = 2(|jPl5ks 3 + 1PEds ks + [k[Pk3505),
03 = 3]§l§k§7
et ou N’ est le nombre de Burgers.
Pour surmonter cette difficulté, nous adaptons une idée de Babin, Mahalov et Ni-

colaenko [4] (voir aussi [37] pour la renormalisation appliquée aux équations primitives
bidimensionnelles).
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Nous trouvons que si n > 0 et u > 0 alors pour tous Ly, Ly, L3 € R il existe un
ensemble ©#(Ly, Ls, L3) dont la mesure de Lebegue mes ©#(Ly, Ls, L3) < u, tel que pour
N ¢ ©#(Ly, Lo, L3) nous avons w;' +w;?+w;* # 0 pour tous les j, I, k tels que j+I+k = 0,
et

1

W+ W g

k! -/ ! 3
< max (2, OV, Ly, L Lo, ) T LED v,
1

Nous obtenons le résultat suivant [43] :

Théoreme 1.15. Sotent p > 0, Ly, Lo, L3 des constantes données, fixées et Vy €
(HIEL(V))P NV, S e (HS.(M)*NV. Alors pour tout N ¢ ©"(Ly, Ly, L), Uerreur entre
la solution V' des équations primitives et la solution approchée V' donnée par (1.88)
satisfait :

Vit) = V(t)|2. < e, Vi>0,

ou k' et K" sont des constantes qui dépendent de N, Ly, Lo, L3, p, Vg, S.

Nous pouvons aussi estimer 'erreur dans tous les espaces de Sobolev H™ avec m > 1.
Nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 1.16. Soient p > 0, m > 0, Ly, Ly, L3 des constantes données, fizées et
Vo € (Hy ™M) NV, S e (HF™(M))* N V. Alors pour tout N ¢ ©*(Ly, Ly, Lg), et
pour tout t, > 0 il existe e, > 0 tel que pour tout € < g4, ’erreur entre la solution V' des

équations primitives et la solution approchée V' donnée par (1.88) satisfait :
Vi) = V(t)|%m < &%k, ¥Vt € [0,t,] V>0,

ou Kk est une constante qui dépend de N, Ly, Lo, L3, pu, Vo, S et t,.

Equations primitives quasi-hydrostatiques

Dans un travail en collaboration avec K. Lucas et A. Rousseau [30] nous avons étudié
les équations primitives quasi-hydrostatiques, un nouveau modele de circulation océanique
a grande échelle. Les modeles numériques pour la circulation océanique cherchent, pour
simuler ’écoulement d’un fluide, a trouver le meilleur compromis entre les cotits de calcul
et la réalité physique. D’une part, les équations de Navier-Stokes completes contenant
tous les processus dynamiques pouvant décrire de maniere exacte le phénomene physique
sont trop coliteuses a implémenter dans un grand domaine. D’autre part, les équations
primitives hydrostatiques répresentent un bon compromis entre un modele viable du point
de vue calcul scientifique mais aussi du point de vue de la réalité physique.

Les équations primitives sont, comme nous avons déja vu dans ce chapitre, plus simples
que les équations physiques completes. Nous rappellons ici qu’elles sont obtenues en uti-
lisant ’approximation hydrostatique, qui prend en compte le fait que la longueur L du
domaine et beaucoup plus grande que sa profondeur H, en fait le rapport ¢ = H/L est
typiquement d’ordre 1072 pour le modeles de circulation océanique a grand échelle. Dans
les équations de conservation du mouvement, nous négligeons aussi les termes de Coriolis
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contenant 2() cos @, ou 0= Q(cosh,sin0,0) est le vecteur de rotation de la Terre a la lati-
tude 6. Des études numériques ([31], [48]) montrent que les équations primitives gardant
les termes de type €2 cos 6 fournissent de meilleurs résultats. Ces équations sont appellées
les équations primitives quasi-hydrostatiques.

Dans ce qui suit, nous allons d’abord justifier par une analyse d’échelle 'obtention
du modele des équations primitives quasi-hydrostatiques (QHPE) et ensuite nous allons
montrer le caractere bien-posé du modele.

Nous partons des équations de Navier-Stokes régissant le mouvement d’un fluide in-
compressible en rotation :

(1.89a) % + (Vs - V)u— fo+ ffw+ % — vy Apu — Vv% = 0,
(1.89Db) % + (Vs - V)v+ fu+ Z—Z) — UvApv — I/V% = 0,
(1.89¢) %—sz—F(Vg'V)w—f*U‘i‘% _,UvAhw_Vv% = _£g7
(1.89d) %*%*% = 0,
(1.89¢) 88—1; + (V3 - V)T — pr AT — I/T% = Fr,
(1.89f) %—f + (V3 V)S — usApS — Vsa;?g ~ 0.

Ici Vg = (u,v,w) est la vitesse tridimensionnelle, p la densité, T' la température, S
la salinité, ¢ la pression renormalisée (¢ = p/po). Les constantes f et f* sont définies
par f = 2Qsinf et f* = 2Qcosf. Le vecteur 0= Q(cosf,sind,0) répresente le vecteur
rotation de la Terre a la latitude 6, g est la constante de gravité universelle et py désigne
la densité moyenne du fluide. Les constantes (i, pr, pis) et (v, v, vs) représentent les
viscosités respectivement horizontales et verticales et Fr est un terme lié a la chaleur
externe.

L’équation d’état complete le systeme et nous donne la relation entre la densité, la
température et la salinité :

(1.90) p=po(l = Br(T = T) + Bs(S — 57)),

ou 1™, S* sont respectivement des valeurs moyennes pour la température et la salinité et
Br, Bs sont deux constantes positives.

Pour pouvoir faire une analyse d’echelle et sélectionner les termes a négliger, nous
regardons les valeurs des parametres physiques (longuer et profondeur du domaine, vitesse
angulaire de la rotation de la terre, vitesse horizontale et vitesse verticale). Les ordres de
grandeur considérés ici (voir le Tableau (1.1)) correspondent au mouvement planétaire,
par exemple a une configuration réaliste pour l'océan Atlantique Nord et nous avons
WL/UH =1 (voir aussi [6]).

Le rapport entre la profondeur et la longueur du domaine est :

_H_W

~ 1073,
TITTU
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Hauteur (H) 1000 m
Longueur (L) 1000 km
Vitesse horizontale (U) 1.0m-s!
Vitesse verticale (W) 1073m-s™!
Temps (T'=L/U) 10%s
Vitesse de rotation terrestre () | 7.107°rad - s !

TABLE 1.1 — Les ordres de grandeur pour l'océan Atlantique Nord

Si nous comparons la dérivée totale :

dw Ow

avec le terme de Coriolis f*u dans I’équation du mouvement verticale (1.89c), nous re-
marquons que le rapport entre les deux termes est :

w/T 5 _.
20cosOU 2T cosb ’

(1.91)

ce qui justifie que nous négligeons les termes contenant la vitesse verticale.

Les équations primitives hydrostatiques sont obtenues en négligeant le terme f*w car
il est petit par rapport a fv (W est comparable a £U) ; pour des raisons de conservation
de I'énergie nous allons aussi négliger le terme f*u dans I’équation pour la conservation
de la quantité de mouvement horizontale.

Si nous comparons les termes que nous avons négligé, le terme le plus grand est celui
qui contient cos#. Si nous comparons le terme f*w avec le terme du/dt dans (1.89a), le
rapport entre ces termes est :

20 2eQ)
;JO/SY?W = ; cos 6 = 14% cos 6,

donc il est désirable de garder le terme f*w. Dans ’équation pour la conservation de la
quantité de mouvement verticale nous proposons de garder le terme 22 cos 6 u. La raison
pour garder ce terme n’est pas liée exclusivement a la conservation de 1’énergie mais aussi
au fait que si nous comparons ce terme avec 0¢/0z, le rapport de magnitude est :

2Q cosO0 U B 2eQ) cos OU
P/pH —  UQ/e

= 2e cosf.

Ce rapport est petit mais pas aussi petit que le rapport entre dw/dt et d¢/0z qui
est d’ordre £2/70. Nous pouvons donc dire que nous gardons dans le nouveau modele les
termes d’ordre 0 et ceux d’ordre €, en négligeant les termes d’ordre 2. Nous obtenons
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alors les équations primitives quasi-hydrostatiques :

(1.92a) % + (Vs - V)u— fo+ ffw+ % — Uy Apu — 1/\,% = 0,
(1.92b) % + (Vs - V)v+ fu+ g—i — Uy Apv — 1/\,% = 0,
(1.92¢) —ffu+ % = —é 9
(1.924) e =0
(1.92e) %—f + (V3 - V)T — ur AT — I/T% = Fr,
(1.92f) % + (V3 -V)S — usApS — VS?;TE = 0.

Comme l'équation pour la salinité a la méme structure que celle pour la température
et n’apporte pas de difficulté mathématique supplémentaire, nous allons négliger cette
équation dans tout ce qui suit.

Nous considérons les équations dans un domaine cylindrique M = M’ x (—h,0), ou

M’ est un domaine borné régulier dans R? |, comme dans la Figure (1.1) :

FIGURE 1.1 — Le domaine cylindrique pour les équations QHPE

Les conditions au bord pour ce systeme sont :

ov or
. r,. Y~ —0, & — —ap(T—T"
(1.93a) sur Iy : =~ hr, w=0, o ar( )
ov or
(1.93Db) sur Iy : 520, w =0, 2% =0,
ov or
(1.93c) surTl:V-n:0,8—n><n:O,8—n:O,
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ol v est la vitesse horizontale (u,v), n est le vecteur normal et 7 est la contrante de
cisaillement du vent (mais sans perte de généralité mathématique nous pouvons supposons
que 7 =0 et 7" = 0). Dans (1.93) nous avons utilisé les notations suivantes :

Ly ={(z,y,2) € M|z =0},
Iy ={(x,y,2) e M|z = —h},
I ={(z,y,2) e M|(z,y) € OM'}.

Le modele (1.92) est complété par les conditions initiales :
(1.94) v(t=0)=vo(z,y,2), T(t=0)=T(zy,2)

De la méme maniere que pour les équations primitives hydrostatiques, nous montrons
le caractere bien-posé, globalement en temps, pour le modele (1.92), (1.93), (1.94). Plus
précisément, nous introduisons les espaces suivants :

0
V={U=(v,T)e (Hl(M))3|/ Vy-vdz=0,v=0sur ', UL},
~h

0 0
H:{U:(V,T)G(LQ(M))3|/ Vg-vdz:(),nh-/ vdz =0 sur I';}.
—h

—h
Nous démontrons 'existence de solutions faibles [30] :

Théoréme 1.17. Soient t; > 0, Uy = (vo,Ty) dans H et Fr dans L*(0,t,, L*(M)). Alors
il existe une solution faible U de (1.92) avec la condition initiale U(t = 0) = Uy, telle
que :

U e L™0,t, H)N L*(0,t, V).

Nous démontrons aussi, de la méme maniere que pour les équations primitives hydro-
statiques (voir Théoreme 1.8), I'existence globale en temps et 1'unicité des solutions fortes

[30] :

Théoreme 1.18. Soient Uy = (vo,Ty) dans V et Fr dans L>®(R,, H). Alors il existe
une unique solution U pour (1.92), définie sur Ry, et telle que :

UecCR4, V)N L0, t, (H*(M))?), Vi, >0.
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Chapitre 2

Modélisation des conditions aux
limites pour les équations de Saint
Venant dans un domaine borné

L’étude de 'évolution régionale de la météorologie et du climat conduit a l'introduction
de modeles dans des régions limitées (LAM-Limited Area Models). En général les régions
considérées n’ont pas de signification physique particuliere et il n’y a donc pas de lois
physiques naturelles permettant d’écrire des conditions aux limites sur la frontiere du
domaine de calcul. Les spécialistes pensent qu’a moyen terme, les méthodes employées
actuellement ne seront plus valables lorsque les ordinateurs permettront d’utiliser des
discrétisations nettement plus fines. Ce probleme est largement ouvert dans le cas des
équations primitives de 'océan et de ’atmosphere considerées au chapitre 1 ; voir [29] pour
une explication detaillée de I'importance du probleme pour la prévision du temps. Notons
aussi que le probleme a été résolu dans [25] dans le cas des équations primitives linéarisées,
mais le cas non-linéaire reste largement ouvert, bien que les simulations numériques de
[25] laissent penser que les conditions aux limites du cas linéaire sont encore valables dans
le cas non-linéaire dans des conditions proches du linéaire.

Les articles décrits dans ce chapitre portent sur la modélisation des conditions aux
limites pour des équations plus simples que les équations primitives, a savoir les équations
de Saint-Venant (Shallow Water equations en anglais), sans viscosité. Les équations de
Saint-Venant constituent en effet un modele simplifié pour les équations primitives sans
viscosité : dans le développement modal vertical introduit dans [20] et [27], il apparait en
fait une infinité de modes ot chacun est sensiblement identique aux équations de Saint-
Venant (lorsque les modes sont découplés).

Les équations que nous considérons sont les équations sans viscosité. Rappelons un
point de terminologie pour justifier notre motivation. Il est d’usage, depuis déja von
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Neumann [8], de faire la différence entre la prévision du temps et celle du climat. La
prévision du temps cherche a prévoir I’évolution par exemple du vent, des températures et
de I'’hydrométrie sur des périodes courtes de quelques jours a deux semaines. La prévision
du climat cherche a prévoir ’evolution de tendances sur de longues périodes de quelques
mois a des centaines ou milliers d’années. On considere que les effets de viscosité ne se
font pas sentir pour les échelles de temps correspondant a la prevision du temps et il est
donc d’'usage d’utiliser dans ce contexte des équations sans viscosité.

Nous commencons par justifier par des simulations numériques 'importance du choix
des conditions aux limites; les résultats présentés ici sont issus de l'article [5]. La question
principale que nous adressons dans cet article est le fait que les équations de Saint-Venant
sont des équations hyperboliques qui générent des ondes qui se déplacent librement de
I'interieur vers 'exterieur du domaine et vice-versa. Nous nous sommes intéressés a trouver
des conditions aux bords pour lesquelles le probleme est bien-posé et qui n’introduisent
pas des effets indésirables et des reflexions artificielles d’ondes a la frontiere. Dans la
littérature mathématique des conditions aux limites qui ne produisent pas des reflexions
artificielles sont appelées des conditions aux limites transparentes. Nous avons concentré
notre attention aux conditions aux limites transparentes dans le contexte des équations
de Saint-Venant, qui est un modele pour le mouvement de I'atmosphere et de 'océan,
mais la question des conditions aux limites fictives apparait et joue un role fondamental
dans beaucoup d’autres domaines scientifiques, notoirement en électromagnétisme. Pour
plus de références nous renvoyons le lecteur intéressé a, e.g., 2], [3], [9], [10], [13], [18],
[19].

Nous présentons a present des simulations numériques faites sur les équations de Saint-
Venant non-visqueuses bidimensionnelles dans un rectangle. Précisons tout d’abord que
I’étude théorique du caractere bien-posé de ces équations dans un rectangle accompagnées
des conditions aux limites que nous proposons, n’est pas disponible présentement car le
rectangle est un domaine non-régulier. Nous allons présenter plus loin dans ce chapitre
des résultats théoriques sur le caractere bien-posé des équations de Saint-Venant sur un
intervalle, en considerant d’abord des conditions de type Dirichlet pour la vitesse et ensuite
des conditions au bord transparentes. Ensuite, pour I’étude numérique, nous considérons
comme condition initiale le soliton équatorial de Rossby, qui est un test classique dans la
littérature et nous comparons les résultats obtenus en utilisant des conditions aux limites
de type Dirichlet et des conditions aux limites transparentes. Du point de vue experimental
(numérique), nous allons remarquer que les simulations montrent des réflexions artificielles
dans le premier cas. Par contre, pour le deuxieme cas, 'onde solitaire équatoriale de
Rossby sort du domaine sans réflexion, ce qui confirme que les conditions sont vraiment
transparentes dans ce cas, contrairement aux conditions de type Dirichlet.

Les simulations numériques sont faites en utilisant la méthode des volumes finis avec
un schéma saute-mouton.

Nous considérons les équations de Saint-Venant bidimensionelles avec force de Coriolis,
écrites sous la forme suivante :

0
(2.1a) a—ltl+(u-V2)u+ggrad2h+f/Zx u=0,

(2.1b) % + divy(hu) = 0,
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ou h est la hauteur du fluide par rapport au fond du domaine (supposé plat ici), u =
(u,v) est la vitesse bidimensionnelle du fluide, g est 1'accélération gravitationnelle (dans
notre cas, g = 1), f est le parametre de Coriolis, égal & fy + fy avec f; = 0 et
f = 1. Les équations et les quantités sont adimensionelles, considérées dans le domaine
{M = (—24,24) x (—8,8)} x {0 <t < T}, avec M illustré dans la Figure 2.1

(-24,8)

(-24,-8) (24,-8)

FIGURE 2.1 — Domaine M pour le soliton de Rossby

Nous considérons la condition initiale suivante :

<_9 + 6y2) 6—y2/2

p

u(z,y,0) = o(x)

4 b)
(2.2) v(z,y,0) = 2y¢/ (z)e /2,
2
ha,9,0) = o(n) ST o2 1y
\
avec .

¢(z) = Asech®Bu,

¢'(x) = —2Btanh(Bx)¢,
ol

B =0.395 A=0.77T71B.

Nous nous plagons dans le cas sous-critique (subsonique), c.a.d. le cas d’'un régime
pour lequel les valeurs de référence (moyennes) satisfont u-n— gh < 0 et les vitesses sont
positives; ici n représente la normale exterieure a la frontiere du domaine.

Les conditions aux limites de type Dirichlet s’écrivent :

ha/\/l = ]-7
(2.3) Usm = 0,
Vom = 0.

Les conditions aux limites transparentes sont de deux types différentes, des conditions
sur les frontieres Nord et Sud et des conditions sur les frontieres Est et Ouest.
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Nous écrivons, pour commencer, les équations (2.1) sous forme vectorielle :

ou ou ou

2.4 — 4+ AU)— + B(U)— =
(2.4 AW+ BO)YS +CW) =0,
ouU = (u,v,h) et
u 0 g v 0 0 0 —f O
(2.5) AU)=[ 0 w 0 |,BU)=|0 v g |, CU=Ff 0 0
h 0 u 0 h v 0 0 O

Pour déterminer les conditions sur les frontieres Est et Ouest, nous cherchons les
valeurs propres (appelées aussi les vitesses caractéristiques) pour la matrice A(U) et les
vecteurs propres correspondants. Les valeurs propres sont :

Alzu_\/giha >\2:u7)\3:u+\/97h7

et les vecteurs propres associés ont pour composantes :

1 0 1
(26) X1 - 0 5 X2 - 1 5 X3 = 0
—\/g/h 0 g/h

En faisant les combinaisons des équations (2.1) correspondant aux composantes des
vecteurs propres X, X5 et X3, nous arrivons au systeme suivant :

ou g Oh ou g Oh B

ov ov

(2.7b) a—i—)\g%—i—... =0,

qui peut étre réécrit sous la forme :

(2.8a) %+)\1%+... =0,
(2.8b) 8ﬁajE + A2 8§2E +...=0,
(2.8¢) ag?+)\36g;+... =0.

Les points du suspension correspondent aux termes nonderivés ou ceux associés a la
dérivées 0/0y. Ici a9F, BOF et 4OF les variables charactéristiques données par :

aOE:g_@a

(2.9) BOF =,

V0P = S+ V/gh.

En supposant le régime sous-critique, nous avons seulement besoin d’imposer la va-
leur de a®¥ sur la frontiere Est et les valeurs de S9F, 9% sur la frontiere Ouest. Nous

proposons les conditions aux limites suivantes :
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e Frontiere Est :

(a9 = O‘g/av
650E
(2.10) e =0
a OF
\ Oz
e Fronticre Ouest :
0P
=0
ox ’
2.11
(2.11) BOE — BOE
7 = ns

avec agiy = tuam/2 — vghom By = vom, Yoa = o/ 2+ Vghor et uaa, var et han
donnés par (2.3).

Pour les frontieres Nord et Sud nous raisonnons de fagon analogue pour la direction y
en utilisant la matrice B(U). Les valeurs propres de B(U) sont :

)\1:'0—\/97}% >‘2:Ua )‘3:U+\/97h7

et les vecteurs propres associés s’écrivent :

0 1 0
(212) X1 == 1 5 XQ = 0 5 X3 == 1

—/g/h 0 Va/h

Dans ce cas, les variables caractéristiques sont :

(2.13) NS =

Y

WNS=g+\/97h-

En supposant toujours le régime sous-critique (subsonique), nous avons seulement
besoin d’imposer la valeur de o™ sur la frontiere Nord et les valeurs de 8V, V9 sur la
frontiere Sud ; nous proposons les conditions suivantes :

e Frontiere Nord :

( aNS::aga’
8ﬁNS
(2.14) oy
o NS
fy — 0’
. Oy
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Conditions de Dirichlet Conditions transparentes
h at t=20.0 h at t=20.0
1.28e+00 1.28e+00
0} — 1.24e+00 20} — 1.24e+00
1.19¢+00 1.19¢+00
100 — 10} —
1.15e+00 1.15e+00
11le+00 11le+00
of 1 of 1
1.07e+00 1.07e+00
—10p 1 1.03e+00 —10p 1 1.03e+00
9.84e-01 9.84e-01
—20} 1 —20} 1
9.42¢-01 9.42¢-01
-30 —20 -10 0 10 20 3 9.00e-01 -30 -20 -10 0 10 20 3 9.00e-01
hat t=23.5 hat t=23.5
1.28e+00 1.28e+00
0} — 1.24e+00 20} — 1.24e+00
1.19¢+00 1.19¢+00
100 — 10} —
1.15e+00 1.15e+00
11le+00 11le+00
of 1 of 1
1.07e+00 1.07e+00
—10p 1 1.03e+00 —10p 1 1.03e+00
9.84e-01 9.84e-01
—20} 1 —20} 1
9.42¢-01 9.42¢-01
-30 —20 -10 0 10 20 3 9.00e-01 -30 -20 -10 0 10 20 3 9.00e-01
h at t=41.65 h at t=41.65
1.28e+00 1.28e+00
0} — 1.24e+00 20} — 1.24e+00
1.19¢+00 1.19¢+00
100 — 10} —
1.15e+00 1.15e+00
11le+00 11le+00
of 1 of 1
1.07e+00 1.07e+00
—10p 1 1.03e+00 —10p 1 1.03e+00
9.84e-01 9.84e-01
—20} 1 —20} 1
9.42¢-01 9.42¢-01
-30 —20 -10 0 10 20 3 9.00e-01 -30 -20 -10 0 10 20 3 9.00e-01

FIGURE 2.2 — Evolution en temps du soliton , t=(20, 23.5, 41.65)



Conditions de Dirichlet Conditions transparentes

h at t=55.5 hat t=55.5
1.28e+00 1.28e+00
20f — 1.24e+00 20| g 1.24e+00
1.19e+00 1.19e+00
10} g 10 g
1.15e+00 1.15e+00
111e+00 111e+00
of 1 of 1
1.07e+00 1.07e+00
—10p 1 1.03e+00 -10p 1 1.03e+00
9.84e-01 9.84e-01
—20} 1 20} 1
9.42e-01 9.42e-01
-30 —20 -10 0 10 20 3 9.00e-01 -30 =20 -10 0 10 20 30 9:00e-01
h at t=60.0 h at t=60.0
1.28e+00 1.28e+00
20} E 1.24e+00 20| g 1.24e+00
1.19e+00 1.19e+00
10} g 10 g
1.15e+00 1.15e+00
111e+00 111e+00
0 1 of 1
1.07e+00 1.07e+00
=or 1 1.03e+00 -10p 1 1.03e+00
9.84e-01 9.84e-01
—20} 1 20} 1
9.42e-01 9.42e-01
-30  -20 -10 0 10 20 30 9:00e:01 -30 20 -10 0 10 20 30 - 00001
h at t=64.6999999999 h at t=64.6999999999
1.28e+00 1.28e+00
20f — 1.24e+00 20| g 1.24e+00
1.19e+00 1.19e+00
10} g 10 g
1.15e+00 1.15e+00
D
111e+00 111e+00
of . 1 of 1
o 1.07e+00 1.07e+00
—10p 1 1.03e+00 -10p 1 1.03e+00
9.84e-01 9.84e-01
—20} 1 20} 1
9.42e-01 9.42e-01
-30 —20 -10 0 10 20 3 9.00e-01 -30 =20 -10 0 10 20 30 9:00e-01

FIGURE 2.3 — Evolution en temps du soliton, t= (55.5, 60, 64.7)
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e Frontiere Sud :

a NS
o 0,
Oy
2.15
( ) BNS — Bé\f/\i’
T = vone

avec ) = vam/2 — Vghom, Bhi = vor: Yory = Vom/2+ vV ghor et uoam, vor et hou
donnés par (2.3). Une fois les valeurs de «, § et v connues sur la frontiere ou dans une
cellule fictive de calcul, nous pouvons récupérer facilement h, u et v par inversion des
équations (2.9) ou (2.13).

Les résultats des simulations numériques se trouvent dans les Figures 2.2 et 2.3, la co-
lonne de gauche correspondant aux conditions aux limites de type Dirichlet et la colonne
de droite correspondant aux conditions aux limites transparentes. Comme escompté, le so-
liton a le méme comportement dans le deux cas jusqu’au moment ou il atteint la frontiere,
au temps t = 41.65. Une fois la frontiere atteinte, le comportement differe de maniere fon-
damentale, des grandes valeurs de h apparaissant sur les frontieres de gauche et de droite
(r = £24) dans le cas des conditions aux bords de type Dirichlet. Nous remarquons au
temps t = 64.69 qu’une partie importante de ’onde est refléchie dans la colonne gauche,
par contre dans la colonne droite le soliton quitte le domaine sans faire apparaitre une
quelconque réflexion. Apres t ~ 65, les simulations numériques pour le cas des conditions
Dirichlet ne sont plus valides et elles nous donnent l'indication que la solution explose
et que les équations de Saint-Venant ne sont pas bien-posées lorsqu’elles sont associées a
des conditions aux limites de type Dirichlet. Par contre, dans la colonne droite le soliton
continue de sortir du domaine jusqu’a sa disparition complete.

Les équations de Saint-Venant en dimension un d’espace
avec des conditions de type Dirichlet sur la vitesse

Apres avoir justifié expérimentalement I'importance des conditions aux limites pour les
équations de Saint-Venant non-visqueuses, nous nous intéressons a présent aux aspects
théoriques (c’est-a-dire montrer le caractére bien-posé des problemes aux limites), en
considérant différentes conditions aux limites. Le premier résultat dans cette direction,
obtenu dans [21], consiste & montrer le caractére bien-posé, localement en temps, pour les
équations de Saint-Venant en dimension un d’espace, en imposant une condition au limite
de type Dirichlet pour la vitesse. Du point de vue physique ce type des conditions aux
bords (Dirichlet pour la vitesse et Neumann pour la pression/la hauteur) correspond a
imaginer un domaine avec des murs latéraux. Nous notons ici que nous étudions le cas ou
la hauteur A reste toujours strictement positive, l’annulation de la hauteur introduisant
de nouvelles difficultés mathématiques non abordées dans ces travaux (valeurs propres
doubles ou triples).

Les équations de Saint-Venant non-visqueuses en dimension un d’espace, sur l'inter-
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valle 0 < x < 1, s’écrivent :

x hy = )
(2.16) Ut + Uy + g 0
(I)t + (Uh)x = 0,

ou v est la vitesse, h la hauteur et le parametre g représente ’accélération gravitationnelle.
Les conditions intiales s’écrivent :

(2.17) u(0,2) = up(x), h(0,z)= ho(x),
et les conditions aux limites sont :
(2.18) u(t,0) = u(t,1) = 0.

Nous considerons le cas ou la hauteur initiale hq est strictement positive ; plus exacte-
ment, nous supposons que ho(z) > hy > 0, Vo € (0,1). Nous notons ici qu’a priori il n'y
a pas de condition initiale sur la hauteur, mais nous notons tout de méme le fait que les
conditions h,(t,0) = h,(t,1) = 0 (donc une condition de type Neumann sur la hauteur)
sont impliquées par (3.56)-(3.58).

Dans [21] nous montrons que le probleme (2.16)-(2.18) est localement bien-posé. Plus
exactement, nous obtenons :

Théoréme 2.1. Soit (ug, ho) donnés dans (H*(0,1))* avec ho(z) > hy > 0, Vz € (0,1).
Alors il existe un temps T, > 0 qui dépend de |ug| gz et |ho|g2 et une unique solution (u, h)
du probléeme (2.16)-(2.18) sur (0,T}), tels que :

(2.19) (u, h) € L>=(0,T,, H*(0,1)?).
De plus, h(z,t) > hy/2, YVt e (0,T%).

Pour démontrer ce résultat, nous avons construit une suite de solutions approchées et
nous avons montré la convergence de cette suite vers la solution du probleme (2.16)-(2.18).
Nous commengons par définir u°(t, z) = ug(z), h°(t,z) = ho(z) et nous construisons de
maniere itérative u**!, R comme les solutions du probléme linéaire suivant :

(2.20) { A utu 4 gyt =0,

Ryt hRkt gkt = 0,
avec les conditions aux limites :

(2.21) uF Tt 0) = Tt 1) = 0,

et les conditions initiales :

(2.22) uF 0, 2) = uo(x), K0, 2) = ho(z).

Nous supposons que u”, h* € L>(0,T; H*(0,1)),uf, hf € L°°(0,T; H*(0,1)) et h*(t, z) >
ho et nous montons que u**1, A*! jouissent des mémes propriétés.
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Tout d’abord nous obtenons des estimations a priori pour u**!, h¥*! dans L>(0,T;
L*(0,1)). Pour cela, nous multiplions (2.20), par u**'h* et (2.20), par g®**!, nous ajou-
tons les équations obtenues et intégrons sur M. Apres calcul, nous trouvons 'inégalité
d’énergie suivante :

d
(2.23) 07O < eon* O (),

ot I¥T! est la fonction suivante :

1 1

(2.24) 15 (t) = / OF (v 2de —|—/ g(®"™)2dz,
0 0

et n* est donné par :

(2.25) n’“(t) = |Uk|H2(o,1) + |(I>k|H2(O,1) + |uk|H2(0,l)|(I>k|H2(0,1) + |(I)f|H1(o,1)-

En utilisant 'hypothese faite sur u* et h*, nous pouvons appliquer I'inégalité de Gron-
wall et nous obtenons :

(2.26) IEFH(E) < IFT(0) exp(co /t n"(2)dz).

Ensuite, nous obtenons des estimations a priori pour u**1, h*** dans L>°(0, T, H'(0,1)).
Nous dérivons ’équation (2.20) par rapport a x et nous obtenons :

(2.27) { i ugul o ututt + ghitt =0,

k+1
hit  hEuSH - Rl kRS 4 uPRE =0,

En multipliant (2.27), par h*uf*! et (2.27), par gh®™! | rajoutant les équations obtenues
et intégrant le résultat sur M, nous trouvons, apres calcul, 'inégalité d’énergie suivante :

d

(2.28) ST < e (O 1),
oll n* est comme ci-dessus et
1 1
(2.29) () = /O OF (ul ) ?dx + /0 g(®F)da.

Les hypotheses sur u* et h* nous permettent d’appliquer I'inégalité de Gronwall & (2.28)
et nous obtenons :

(2.30) IF() < IF70) exp(c /Ot n"(2)dz).

De la méme maniére, nous obtenons des estimations a priori pour v**! et h¥*! dans
L>(0,T; H*(0,1)). Nous arrivons a I'estimation d’énergie suivante :
d

(2.31) T2 Sean OB + et ()0 (),
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avec 1* donné par (2.25) et

(2.32) It = /quk( k1) dx+g/0 (@41 da.

En appliquant I'inégalité de Gronwall a (2.31), nous trouvons :

I5TH(E) < IFT(0) exp (@ /Ot n’“(z)dz)

+ /Ot can" (2) I (2) exp (—02 /t nk(S)dZ) dz,

et, utilisant (2.30), I'inégalité (2.33) devient :

(2.34) 1511 < (1§+l(0) + s I51(0) /0 t 0377k(z)dz) exp (04 / ’ nk(z)dz) .

(2.33)

Nous avons aussi besoin des estimations analogues pour uF™! et h¥*!. Pour estimer

ubt™ et A dans L°°(0,7T; L?(0,1)) nous utilisons directement 1’équation (2.20). Nous
arrivons a montrer que :

t
235) i < e (I T 1) 1O (o [ 0¥ )
0
et
t
(2.36) |hk+1|L2(0 1) < G (|U H2(0,1) |hk H2(0, 1)) If“(()) exXp (01/ ﬁk(z)dz) :
0

Finalement pour pouvoir estimer u¥** et A" dans L>(0,T; H'(0, 1)), nous avons be-
soin d’estimer les normes de uf;™! et A dans L°(0, T; L?(0, 1)). En utilisant les équations
(2.27), nous obtenons :

t
|“kle %2(0,1) < C6|U |H2 0 1)]k+1(0)exp </ Clnk(z)dZ)
0

(2.37) t
+c6I5T(0) exp </ 0277k(z)dz),
0
et
t
1 o) < o {10 o + Wi } {11720 0w ([ s +
(2.38) 0

+ IF(0) exp ( /0 t cznk(z)dz) } :

Nous montrons ensuite par récurrence l’existence de bornes uniformes pour u**! et h*+1.
Soient A et B deux constantes telles que :

A B

(2.39) Coo|u0|§{2(071)|h0|H2(0,1) -1 et |h0|H2 01) = g’
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oll ¢ est tel que |u|r=(1) < Cooltt|mr(o1) pour tout u € H'(0,1). Nous montrons par
récurrence que, pour un temps 7' = T}, suffisamment petit, qui ne dépend que de A et B,
Nous avons :

(2.40) ol T 0. m20,10) + 91 e (0. 1smr20,1)) < A+ B,

et

A+B\ A+ B
‘uf+1‘%°°(0,T*;H1(0,1)) < (c5 + ¢o) (1 + h ) )
Iy

(2.41)

k
‘htJrl‘%oo(O,T*;Hl(O,l)) < (c5+ ¢o) (1 + A
Ry
En choisissant T, suffisament petit (avec T, qui ne dépend que de A et 13), nous montrons
aussi que :

WLt z) > by, Vt€0,T.], Vo e M.

Nous avons donc montré que I’hypothese de réccurence persiste sur toute la suite des
solutions approchées (u*, h*). Nous voulons ensuite démontrer la convergence forte de la
suite des solutions approchées (u*, h¥); pour cela nous montrons que la suite (u*, h*) est
Cauchy.

Nous ecrivons

WL = Bk R — Rl k.
ol wkt!, ®FF1 satisfont :
(2.42) wf P bl 4 @t =0,
) oFH 4 WFORHT kR 4 Bkt bk =

avec les conditions initiales :

(2.43) w1 (0,2) =0, ®*(0,2) =0,
et les conditions aux limites :

(2.44) wh(t,0) = w* Tt 1) = 0.

De maniere classique, nous obtenons des estimations a priori sur w**!, ®**! dans
L>=(0,T,, H*(0,1)). Nous notons :

1 1
MéﬁLl(t):/O hk(wk+1)2d:c+g/0 ((I)k+1)2d.§lf,

et en utilisant I'inégalité de Gronwall et le fait que M**1(0) = 0, nous trouvons :

ME®) < er [ M)z exp( [ e (2)de)
(2.45) /0 /0

< K(A,B)exp(c2K(A, B)t) /t ME(2)dz.



En choisissant T, suffisament petit pour avoir ¢;T,K (A, B) exp(c.K (A, B)T,) < 13,
nous obtenons :

C
(2.46) hol [ Fa0) + 919 [fa0) < gy EEO.T] VR

De la méme maniere, nous obtenons des estimations a priori sur :

1
MEFL(t) = / OF (w1 2da + ¢ / (Rt 2d.
0 0

En utilisant le lemme de Gronwall, nous trouvons :

MY () 4+ Mg (t) < 012/ n*(7)(M{ (1) + M (7)) d7 exp (/ can*(7) dr)
(2.47) 0 . 0
< ey K (A, B) exp(cy K (A, B)T.) /0 (ME(r) + ME () dr.

ce qui implique :

(2.48)  MFFH(t) + METH(E) < s K(A, B) exp(cs K (A, B)T,) T, sup (M7 (t) + ME(t)).

0<t<Tx

En reduisant encore T pour que c4T, K (A, B) exp(c11 K (A, B)T,) < 1/2, nous trouvons
que pour tous k :

1
(2.49) MEFHE) + METH(t) < 5 sup (MF(t) + M (1)),
0<t<Ty
et done :
(2.50) ﬁ0|warl %{1(01 +g|q)k+1 HL(0,1) = M{Hl(t) + M(?H( ) < W’w € [0, ..

La relation (2.50) implique que (u*)y et (h*);, sont des suites de Cauchy dans C([0,T.],
H'(0,1)), donc (u*) et (h*);, convergent dans C([0, 7], H(0,1)), quand k — oo, vers la
solution (u, h) du probléme de Saint-Venant (2.16). L’existence des solutions suit. L’ unicité
de la solution est classique et immédiate ce qui conclut la démonstration du théoreme (2.1).

Les équations de Saint-Venant en dimension un d’espace
avec des conditions aux bords transparentes

Comme mentionné au début du chapitre, les conditions aux bords transparentes sont
tres intéressantes du point de vue physique et de la simulation numérique. Dans [22] nous
proposons des conditions aux limites pour lesquelles les équations sont bien-posées et les
simulations numériques présentées dans [5] et rappelées au début du chapitre (voir les
Figures (2.2) et (2.3)), confirment que les conditions proposées sont transparentes dans
les cas considérés.

Les techniques employées dans [22] suivent la théorie générale sur les conditions aux
bords de type UKL (en anglais uniform Kreiss-Lopatinsky conditions) et nous renvoyons
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le lecteur intéressé a [4] pour plus de détails, ainsi qu’aux nombreuses références qui y
sont citées. Pour une approche physique sur les conditions aux bords transparentes pour
les équations de Saint-Venant, nous renvoyons le lecteur intéressé a [28] par exemple.
Le caractere bien-posé des équations de Saint-Venant non-visqueuses est une question
importante. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [15], [14] et [16] ou le fluide est considéré
dans tous l'espace et a [24] ou les auteurs considerent les équations dans un domaine
périodique de dimension un. Le cas caractéristique est traité dans [17] et [11].

Nous considérons ici a présent le cas des équations de Saint-Venant sur un intervalle
en dimension un d’espace et avec la hauteur étant toujours strictement positive. Dans [22]
nous considérons les équations de Saint-Venant en dimension un d’espace dans l'intervalle
O<z<L:

x hx = 07
(2.51) {“t T + g

hy  +(hu), =0,

ou u est la vitesse, h la hauteur et g I'accélération gravitationnelle.

Nous considérons (U, H ) une solution constante stationnaire qui est sous-critique (sub-
sonique), donc pour laquelle U? — gH < 0. Plus exactement, nous supposons U? — gH <
—cet 2hy < H < 2hg, ol co, h et ho sont des constantes positives, données.

Les conditions initiales sont :

(2.52) u(0,2) = up(x), h(0,z) = ho(z),
ou ug et hg satisfont les relations suivantes :

(2.53) ug(r) — gho(z) < —ca, ¥V x€(0,L),

(2.54) 2hy < ho(x) < 2hg, V x€(0,L).

Pour trouver les conditions aux limites, nous procédons de la maniere suivante : le
systeme (2.51) peut s’écrire de maniere équivalente sous la forme vectorielle :

oU oU

(2.55) S HAU) S =0,

h
A+ = u £ \/gh. Pour diagonaliser A(U), nous faisons les combinaisons (1,4+/g/h) des

équations (2.51) et nous obtenons :

avec U = (u,h) et A(U) = ( o Z ) . Les valeurs propres de la matrice A(U) sont

Les équations (2.56) peuvent s’écrire sous la forme :

gt:t + )\:I:éu;:t - 07
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ol £F sont les inconnues caractéristiques u =+ +/2gh. Comme A_ < 0 et A, > 0, nous allons
imposer une condition sur la vitesse caractéristique u—+/2gh a * = L et une condition sur
la vitesse caractéristique u + +/2gh a x = 0. Les conditions aux bords que nous proposons
sont :

(2.57) {u +2v/gh = U + 2\/gH + go(t) at

x
u —2y/gh=U —2/gH + g.(t) at z = L,

ou go(t) et gr(t) sont des fonctions données, vérifiant certaines conditions précisées ci-
dessous.

Pour pouvoir démontrer le caractere bien-posé du probleme, nous avons besoin de
certaines conditions techniques. D’abord, nous demandons que (U, H) soit solution du
probleme (2.51) avec la condition aux limites (2.57) at = 0 et avec (U, H) comme condition
initiale. Cela implique que :

(2.58) 90(0) =0, gr(0) = 0.

Ensuite, nous imposons des conditions de compatibilité entre les données a la frontiere
et les données initiales, exigées par le niveau de régularité désiré des solutions. Nous posons

(2.59) bo(u, h) =u+2v/gh, br(u,h)=u—2+/gh,

pour que la solution construite soit C? jusqu’a la frontiere et, pour p = 2, les conditions
suivantes doivent étre vérifiées. Pour p = 0, la condition de compatibilité est :

(260) bo(Uo, ho) = bo(U, H) axr= O, bL(Uo, ho) = bL(U, H) ax= L,
pour p = 1 nous avons besoin de

()—dbo(uoaho) (Oeu(z,0), 0th(z,0))
)~ ( (

(2.61) = dbo(uo, ho) - (—uouo — ghOma houg)) & x =0,
91.(0) = dbr(uo, ho) - (Gyu(x,0), dph(x,0))
= dbL(Um ho) ( UoU0,2 — gho P (hOUO)m) ar=1L,
et similairement pour p = 2. Dans ce travail nous recherchons des solutions C? du
probleme.

Nous montrons le résultat suivant (voir [22]) :

Théoréme 2.2. Soient ug et hy donnés dans H'/?(0, L) satisfaisant (2.53) et (2.54) et
90, gz, donnés dans H/?(0,T) satisfaisant les conditions de compatibilité (2.60), (2.61) et
la condition analogue pour p = 2. Alors il existe un temps T, > 0 dépendant des données
au bord et initiales et une solution unique (u,h) pour le probléme (2.51), (2.52), (2.57)
sur (0,T%), tels que :

(u, h) € (H*((0, L) x (0,T%)))*

et
(u|1'=07 h‘:BZO)u (u‘llJ:ln h’|$=L> € (H3(07 T*))2
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Nous rappelons ici les étapes principales de la démonstration. D’abord nous donnons
une formulation équivalente pour le probleme initial. Le probleme (2.51), (2.52), (2.57)
est équivalent au systeme :

~ ~ ~ il _
(262 { @y + (i + U)lis + ghs = 0,

he + (@ + U)h, + (h + H)ii, = 0,

ol @ et h sont des perturbations par rapport au profil (U, H). Nous posons u = @ + U
et h = h+ H dans (2.51), (2.52), (2.57) et nous travaillons avec (i, h). Le nouveau
systeéme (2.62) a 'inconvénient d’avoir les données intiales non nulles; pour revenir a des
données initiales nulles, nous allons contruire une fonction de relevement (u,, h,) pour la
condition initiale (g, ho), telle que uq(z,0) = dg(x), he(z,0) = ho(z). Nous construisons
les fonctions u, et h, telles que :

|ua(, 1) — to ()

|
(263) ha(, )  Fola)

pour un ¢ > 0 suffisamment petit, choisi tel que si
(2.64) a(z,t)| <6, |h(z,t)] <6, YV (x,t) € (0,L) x(0,T),

alors (comparer a (2.53), (2.54)) :

_ 1
(2.65) (ug +u+U)* — g(ha + h+ H) < —§c§ vV (z,t) € (0,L) x (0,7),
et
(2.66) ho < ho(x,t) + h(z,t) + H < 3hy V(x,t) € (0,L) x (0,T).

Les équations de Saint-Venant sont alors équivalentes au probleme suivant :

(2.67) { (tq + )i + (ta + U + @) (tq + @)y + g(ha + )z = 0,

(ha + )¢ + (g + U + %) (he + h)s + (H + by + h) (U, + @), = 0,
avec les conditions initiales :
(2.68) u(0,2) =0, h(0,z) =0,

et les conditions aux limites :

(2.69) { Uo + 1+ 2v/g(ha + h+ H) = 2(/gH + go(t), &z =0,

U+ U —2v/g(ha + h+ H) = =2/gH + g(t), A x = L.

Pour simplifier les notations, nous écrivons désormais (u, h) a la place de (u, h).
L’existence des fonctions de relevements (ug, h,) est assurée par un résultat technique
(voir [4], Lemme 11.2 pour plus de détails).
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Pour résoudre le nouveau probleme (2.67), (2.68), (2.69), équivalent au probléme ini-
tial, nous construisons de maniére récursive une suite de solutions approchées (u*, h¥).

Nous commencons par définir u’(t, ) = wug(z), h°(t,x) = ho(z) et nous construisons
uFt1 hE1 comme la solution du probleme linéaire suivant :
(2.70) U (g U Ul ghE = T (i, BE),

' h’“+1 + (uq + uP + U)RF 4 (hy + BF + H)ub = Fy(uk, b,

avec Fi(u, h) et Fo(u,

h)
Fi (u7 ) (ua +u+ U>ua,:v - gha,:v — Uq,pt,
Folu,h) = —(ug +u+U)ugy — (he + h+ H)hgy — hay.

données par :
(2.71)

Les conditions initiales pour (2.70) sont :

(2.72) uftt =0, =0

[t<0 — [t<0 —

et les conditions aux limites s’écrivent :

uFH Uk Bk
+ k ,h) at x =0,
(273) \/h +h "
/ k
=L,
h—i—hk+H (uk, h¥) at

ot Go(u, h) et Gr(u, h) sont définies par :

Go(t, h) = —tig + 1| ——F— b — 23/ glha + b+ H) +2/gH + g0,
hy +h+ H
(2.74)
— ./ 9 H) —2\/gH
Gr(u, h+h+Hh+ Vg(he +h+ VogH + gr.

Pour pouvoir étudier le probleme linéaire (2.70), (2.72), (2.73), il nous faut connaitre
les propriétés des fonctions Fi(u, h), Fa(u, h), Go(u, h), G (u, h). Pour cela, nous utilisons
un résultat de [4] qui nous donne :

Lemme 2.1. Soit Ty > 0 fizé. Pour tout T € (0,Ty] et tous (u,h) € H*(Mr) de norme
plus petite que 6 /vs, ayant une trace ¢ x =0 et ¢ v = L appartenant a H3(—oo,T) et tels
que (u, h)|i<o = 0, alors :

(2.75)  OfFi(u, h)li=o = 0,07 Fa(u, h)|i=o = 0,97 Go(u, h)|=0 = 0,0 Gr(u, h)|i=0 = O,

pourp =0,1,2. Ici 0 est choisi comme dans (2.63), (2.64), et v3 est la norme de l'injection
H3((0,L) x R) dans L*>°((0, L) x R) et My = (0,L) x (—o0,T).

De plus, pour tout M € (0,6/v3) il existe Cy = C1(M) et Cy = Co(M) tels que pour
tout T' € (0,Tp], la relation |[(w, h)||g3(myy < M implique :

(2.76) 2w, W)l amgy < CrM), || Fo(u, D)3 pmr) < Co(M),

2.77)  1Go(u, M) i3 (—co,r) < TCo(M) + &(T), [|GL(u, 1) 3 (—c0,r) < TC2(M) + (T),

ot (T) > 0 est une constante indépendante de M et qui tend vers zéro quand T tend
vers zéro.
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Nous pouvons a présent commencer a étudier le probleme linéaire (2.67), (2.68), (2.69).
Ce probleme peut s’écrire sous la forme matricielle :

Mt i ian B fl(uk, hk)
(278> (hk+1)t + A(u ,h ) hE+1 i - .Fg(Uk, hk) )
et (2.78) est associé & la condition initiale (u*™ A*1)|,.o = (0,0) et aux conditions aux
limites
(2.79) Bl B (@, B = (Golult, 1), G, 1)),

ou

g R
wy + T T W2 ar = 0,
(2.80) B(u*, h¥) (wy, wy) = VI f;ﬁ i
w1—1/mw2al’:[u

Le probleme (2.67), (2.68), (2.69) jouit de deux propriétés essentielles pour la suite
qui sont décrites dans les remarques 2.1 et 2.2 :

Remarque 2.1. L’opérateur A(u*, h*), défini sur [0, L] x (—oo,T] est symétrisable au
sens de Friedrichs avec

k
(281) S(](Uk, hk) _ <ha + f(L) + H 2)

comme symétriseur de Friedrichs.

Remarque 2.2. Les conditions aux limites (2.79) sont strictement dissipatives, c’est a
dire qu’il existe ag > 0 et By > 0 tels que :

(2.82)  (So(u®, W) A(u®, B*)w, w) > allw]]* — fol[B(u*, )l Vw e R* az =L,
et

(2.83)  (So(u®, WF)A(u®, hF)w, w) < —ap||w||® + Bo||B(u", K¥)wl||* Vw € R* & x = 0;
ici || - || est la norme euclidienne dans R?.

Démonstration. L’existence de la suite étant acquise de maniere classique par des tech-
niques typiques aux systemes hyperboliques linéaires, pour la convergence de la suite des
solutions approchées vers la solution du probleme initial, nous supposons par induction
que (u®, h¥) € H3(Mr) et que

(uF, h¥)| =0, (u*, hF)| o= € H3(—00,T) avec :
|(uk>hk)|H3(MT) <M, |(uk7hk)|$:O|H3(foo,T) <M, |(uk7hk)|x:L|H3(foo,T) < M,

(2.84)

pour un M plus petit que ¢/v3 et nous cherchons a démontrer les mémes propriétés pour
(uk+1 hk+1).
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Avant d’obtenir des estimations & priori sur (u**!, h¥+1) nous introduisons l'espace
de Sobolev avec poid H'(Mr), correspondant & :

(2.85) [l Brnary = 3 P10l By
la]<m

ol v est un multi-entier o = (o, g, ai3) et |a| = g + az + as.

Pour obtenir des estimations a priori sur (u**!, h¥*1) dans L?(M), nous multiplions
I’équation (2.78) par Sp(u¥, h*) et nous prenons le produit scalaire dans L? avec (uf1, h*1).
Nous trouvons :

(2.86)
1d .
2dt {/ (ha +R* + H)(uk+1)2dx+/ g(th)de} _ 5/ (hast + hE) (b 1)2dz
M M "
+/ (So(uk’ hk)A(uk7 hk><uk+1’ thrl)x’ (ukJrl’ hk+1)>dx
M
— ((ha + B* + H)FF, uF*Y) 4+ (gFE, B,

Apres des estimations a priori successives et en utilisant la propriété de stricte dissi-
pativité pour les conditions aux bords, nous trouvons :

1
Cr a {10 )1 + [ L) + [AM10, 6)]* + |RFH(L, 1)}
sy 24t ;
< (Cl(MHZ)Ié““+§ﬁo{|gé“|2+|g |2}+—{|f’“ 2+ |73l )

ot Cy (M), c¢(M) sont des constantes qui dépendent de M, de la norme de (uq, h,) dans
H*(Mp7) et de hy, ho,co, U, H, g.

Nous multiplions (2.87) par e=27*

et nous obtenons :

d 3
AR (7” - 201<M>) eI+ ap {[uf 0, ) 2+ [u (L, )2
+ |hk+1<0,t)‘2 + |hk+1(L t)‘Q }672715

<o {1Gsl* +1GL P} e + {IJE + | Fplia} e

En choisissant 7 tel que 3v/2 — 2C1(M) > ~, ce qui est équivalent a v > 4C; (M) = v,
nous obtenons l’estimation suivante :

d
E{Igﬂrlef?yt} + ,yef%/tléwrl + a0{|uk+1<07 t)‘Q + |uk+1(L, t)‘Q
(2.88) + [0, 6) 7 + [RFFH(L, 1) P

<Go{IGs* +1GF Py " + (7 D) (1P oy + IFEau e

Pour pouvoir obtenir des estimations & priori pour (u**', hA**!) dans H3(My), nous
devons obtenir des estimation sur toutes les dérivées d’ordre 3. Nous commencons par
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des estimations sur les dérivées en temps; pour cela nous écrivons uf*! = 9ouF*! et
R+t = 9ohk+1 avec a < 3, a entier. L’équation satisfaite par (uf*! hk“) est obtenue en
dérivant 1’équation (2.78) « fois par rapport au temps. Nous trouvons :

uk+1 ukt1 ]:ka UkJ;l
s (jin) +a k) (1) = (F0) - 2 Contat s (i ).
« t T 2,a 0<B<a B,z

Les conditions aux limites associées aux équations (2.89) s’écrivent :
(2.90)

( (a=8)
k41 / g pR+L — C / Ry 2 =0
ua =+ h +hk+H a gOa Oq;a ,5( h +hk+H> B ax )
k+1 g pk41 g (=9 k+1
Ly U — —_ hEtl a o= L.
U, ,/h +hk‘+HO‘ gLa+0<;acaﬁ<”ha+hk+H) 5 acx
\

Les fonctions (uf*1) h5 1) satisfont une estimation d’énergie similaire & (2.88) et apres
intégration par rapport au temps sur Uintervalle (—oo, T'], nous trouvons :

v [ {(ha B+ H) (gt + g (R e d My
Mt

T
o [ {007 + LR + PO + REL DR e s

(2.91) oo
= 50/ {1Bo(us™, W + By (uf ™ B} et

M
+C(’y )/ {| ak+1|L2+| ak+1|L2}6_27tdt.

Nous multiplions & présent (2.91) par 726~ et nous sommons ces inégalités pour
o = 1,2, 3, pour obtenir une estimations sur («"*!, h¥*) dans L*(M, H3(—o0,T)). Apres
avoir estimé les termes dans le membre de droite de (2.91), nous arrivons a :

(2.92)
min(hy, ) 7 (65 B B es ooy + 00 {0, ), 0L ) By

IO, ) B (L D s oo |

c(M
<60 {1098, 0D By ey + S N0, B L g i

(M) k+1 pk+1y((2 ko k(|2
+ 2 A B By oty + 1P P igonnn |-
Nous choisissons un ~ suffisamment grand pour que

— Boe(M) /7" > ao/2,
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soit y2 > 2By¢(M) /ap, et nous trouvons :

k+1 pk+1
h

min(hg, ) v || (u )||%2(M,H§/(700,T))+

«
(293) + 70 {||(uk+1(07 ')7 uk+1(L7 ))H?—[?Y(foo,T) + ||(hk+1(07 ')7 hk+1(L7 ))||§-L§/(700,T)}

M
< Boll(Go Gz (—oorry + it

k41 3 k+1y((2 T IE
(" R )||H§(MT) + [|(A 7F2)||H§,(MT)'
Nous devons aussi obtenir des estimations a priori pour les dérivées qui contiennent
0,. Nous commencons par estimer les dérivées de type 0,07, pour o < 2. Pour obtenir
des estimations sur (9,08u**t, 9,0°h 1), nous dérivons « fois par rapport a ¢ la relation

U’;Z“ A=l k 1k -Ff Ufﬂ
(2-94) (h’;+1)_A (Uah) ]_—5 - hf“ )

ou
(2.95)

A—l(uk hk): 1 ua+uk+U -9
’ (Ug +uk +U)? — g(hg +hk + H) \—(ha + W+ H) ug+u"+U)"

Nous trouvons :

N uk+1 3 Fka B uk—f—l
007 (jia ) =4~k (T4 ) - Attt (i)

a+1

(2.96) o k+1
#for ) () - fop aa) ().
2 t
-, -] désignant le commutateur [P, Q] = PQ — QP.
Nous prenons la norme L?(M7) de la relation (2.96) multipliée par e~ et nous faisons
la somme de toutes les inégalités correspondant a o < 2. Apres estimations des termes
du membre droit de (2.96), nous arrivons a :

(2.97)
)|t aa (M)
’7272(2 )||€ 7tat am(ukﬂa hk“)H%%Mﬂ < TH('F{C7‘F§>||%Q(M,H§{(—OO,T))
a2
(M)
+ C(M)VH(UkHa hk+1)||%2(M,H§(—OO,T)) + 7 ||(Uk+1> th)H%Q(M,Hg(—OO,T))
< (en utilisant (2.93))
c(M) k Tk (M), k k ok
< TH(EJQ)H?{;;(MT) + T”(“ LR B gy + cDINGs, G52 (—o0,1)-

Pour estimer les termes de type 2077 (u*+1, h**1), avec j = 2,3, nous pouvons pour-
suivre directement ou par réccurence. Nous avons préféré 'argument réccurent car il
permet la généralisation du résultat a la régularité H™(Mr), avec m > 3, sous la condi-
tion que les données initiales soient assez régulieres et compatibles. Nous supposons que
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I'estimation suivante soit vraie :

v Y P e ol (uF T, B R
a<3—j

c(M
1FE P B gy + S0

(2.98) < (M)

(", th)Hgﬁy(MT)
+e(M)I1(G55 Gz (at

pour a, j tels que a + j < 3. Nous voulons montrer cette méme propriété pour &9,
quand a4+ 5+ 1 < 3.

La dérivation de (2.94) par 8° = 999%, ot B = (j,a) est un multi-entier tel que
|IB] = a+ j < 2, conduit a :

§itlpe ut ALk BE ]:f,g —AY(WE RO utt!
x t k+1 | — (u ) ) k (’LL ) ) t k+1
h F3g h
B A-L(yk BE -Ff B AL (yk Bk Uf“
+ [8 ) (U 7h )} Féc - [8 ) (U 7h )} hf+1 .

Apres estimation des termes provenant du membre droit de (2.99), nous obtenons :
M ) By + e {0, 04 (L, ) By

0, ), AL s oo )

co(M

Bacan + 0N Ay

+ es(M)[(95, G5 5 @)

(2.99)

(2.100)
S 01<M) ||(uk+1’ hk—f—l)

v

avec ¢; = ap/(2min(hy, g)).
En prenant ~ suffisamment grand pour que v — ¢;(M)/y > ~/2 soit v > ~ =
2C1 (M), nous trouvons :

v
B B+ {10, () By
(2101) + ||(hk+1(07 ')7 hk+1(L7 ))||§-L§/(700,T)}

co(M)
< 27 1FE, P s r) + es(M)I(Gs, GDI3s -

La relation (2.101) entraine le caractere bien-posé du probleme (2.78) et, apres avoir
pris v proportionnel a 1/7", nous obtenons :

1
@B sy + 110, ), (L ) s oem)

(2.102) (R0, ), R L ) oy
<CUM) T ||(FE, FE) 2y + Co(M)[[(GE, G Eraccrpy.

avec C1 (M), Cy(M) des constantes qui dépendent de M et des données initiales mais sont
indépendantes de k et de T'.
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En utilisant les majorations (2.76) et (2.77) du Lemme 2.1, la relation (2.102) donne :

(2.103)
1

Al B sy + 110, )u Ly ) s ooy
+ (R0, ), L ) s (-ooy < C1(M)T + Co(M)e(T).

Comme ¢(7T) introduit en (2.77) tend vers 0 quand 7" — 0, nous pouvons choisir T
suffisamment petit pour que :

(2.104) 1 B D) s 0y < M,
et
(2.105)  [[(@ 10, ), L, )| s(-ooiry < M IR0, ), BEHL ) ar3(-o0m) < M.

Nous avons donc construit la suite des solutions approchées (u*, h*);, satisfaisant (2.84),
pour tout k.

Pour pouvoir montrer la convergence forte de la suite des solutions approchées vers la
solution des équations de Saint-Venant non-linéaires, nous montrons que la suite (u*, h*),,
est de Cauchy et donc convergente. Pour cela, nous cherchons a obtenir des estimations
a priori pour

(2.106) T L T A A

Le probléme satisfait par (w*+1, ¢**+1) séerit

(2.107) {wz: F ot u: ' U)U:;T A j L k+1 w
i (U H Ut + U)o+ (ha + BY 4+ H)wi ™ = FY,
avec
Fl = —wru? — whu, ,,
Fi = —wh® — ¢Fuk —wh, , — " ug ..

La condition initiale pour (2.107) est :
(2.108) w0, z) = 0,0, 2) = 0,

et les conditions aux limites s’écrivent :

k+1 g k+1 _ cw 3 =0
(2.109) RVl Gy, aw=0,
' g w s

wk“—‘/—h +hk+H¢k+1:gL’ Ar=L,

w g L _
= -2 kL H 2 k=1 1
Yo \/ha+hk—1 +H¢ Vg(he + ¥+ H) +2+/g(hy + W1 + H),

avec

w g k —_
- & +23/g(he + 0¥ + H) — 2y/g(hy + h—1 + H).
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Nous recherchons le méme type d’estimations d’énergie que pour le probleme linéaire
(2.78) et nous obtenons la relation suivante :

d
% {jok+1€—2«/t} +,ye—2wtjok+1 + ap {‘ uk+1 0 t) uk’Ll(L t))|2+
(2.110) + (@0, 1), 6" HL )P} < Bo {IG5' 1> + IGE P} 7
C<k) w |2 w |2 —2~t
+ S {|]:1 Z20m) + 12 ‘LQ(M)} e,

avec

ijrl / (ha+hk+H><wk+l>2dx+g/ (¢k+1)2d$€.
M

M

Apres estimation du membre droit de (2.110), nous intégrons en temps sur (—oo,T’)
pour obtenir :

1
Fl @ G T2y + L1 0, ) w0 L Do,y

(2.111) (0,7, UL NP ery}
<er (M)e(T)]1( @80, ), *(Ly Doy + 2(M)T || (0", )220y

ot ¢1(M), co(M) soient des constantes qui dépendent de M et des données mais pas de
T.

En prenant T suffisamment petit pour que c¢; (M )e(T), co(M)T, c¢i(M)e(T)T et co( M)T?
soient inférieurs & 1/2, nous obtenons :

1™, ¢ )2y < 27F V1, 60| z2ur)
[|(w ’““,( ) WLy )z (oory < 27FFIN@O(0, ), w (L, ) 22(-o0,m)s
1610, ), 6" 1L, Dl z2oery < 27FD[I(6°(0, ), °(Ly )| z2(-o0,1)-

Nous avons alors montré que (u*, h¥); est une suite de Cauchy dans L?(Mr) et que
(uk(0, ), u* (L, ))x, (R*(0,-),h*(L,-))r sont des suites de Cauchy dans L?(—oco,T). Nous
notons (u, h) la limite de (u*, h*); dans L*(Mzy) et (ug, u;) and (hg, h;) les limites respec-
tives de (u*(0,-), u*(L, )y et (h¥(0,-), h¥(L,-)) dans L*(—oo, T). Comme la suite (u*, h*);,
est uniformement bornée dans H*(M7), sa limite (u, h) appartient aussi & H*(Mr). De
fagon similaire, (ug,u;) et (hy, h;) appartiennent & H*(—oo,T).

Par un argument d’interpolation entre L? et H3, (u*, h*), converge fortement vers
(u, h) dans tous les espaces H*(Mr), avec s < 3 et donc nous obtenons que (u(0, -), u(L,-)) =
(QovﬂL) et <h<07 ')7 h'<L7 )) = (ﬁoth)'

Nous pouvons conclure que (u, h) est une solution du probleme (2.67) et donc (u +
uqg+U, h+ h,+ H) est une solution pour le probleme de Saint-Venant (2.51). L unicité de
la solution est aisée et nous pouvons conclure la démonstration du Théoreme 2.2. Pour la
démonstration complete du Théoreme, nous renvoyons a [22].
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Les équations de Saint-Venant en dimension un d’espace en régime supersonique
et avec topographie

Dans [12] nous considérons les équations de Saint-Venant en dimension un d’espace,
dans le cas d’un régime supersonique. Nous allons voir que cette nouvelle configura-
tion nécessite des conditions aux limites différentes de celles considérées dans [22]. Plus
précisément, nous considérons que le fluide occupe le domaine 0 < x < L, et que de plus
le régime reste constament supersonique, et que la hauteur et la vitesse dans la direction
x restent toujours positives. Nous montrons que la solution reste, dans un temps petit,
proche d’une solution stationnaire.

Les équations de Saint-Venant non-visqueuses, qui prennent en compte la force de
Coriolis et la topographie du fond du domaine, sont les suivantes :

Uy + uuy + ghy — fv = —gB,,
(2.112) vy + uv, + fu =0,
hy + uh, + hu, = 0;

ounz € M =(0,L),t € (0,T), ou u et v sont les composantes horizontales de la vitesse,
B = B(x) est une fonction qui décrit la topographie du fond, h est la hauteur de 'eau, g
I’accélération gravitationnelle et f le parametre de Coriolis.

Les équations comprennent les deux composantes horizontales de la vitesse mais toutes
les quantites ne dépendent que de x, ce qui correspond a un ecoulement dans le domaine
0, < L,y € R, B < z < B+ h, invariant par translation en y. Les deux premieres
équations sont obtenues a partir des équations de conservation du moment horizontal en
effectuant une moyenne dans la direction verticale 0z et la troisieme équation exprime la
conservation de la masse pour une colonne verticale de fluide de hauteur h.

Comme déja indiqué ci-dessus, nous cherchons une solution proche d’une solution sta-
tionnaire et donc nous commengons par construire la solution stationnaire (u,v,h) =
(us, vs, hs). Les fonctions (u, v, h), indépendantes du temps, satisfont les équations sui-
vantes :

uly + gh, — fv = —gB,,
(2.113) uvy + fu =0,
(uh), = 0.

Nous déduisons de (2.113) que :

uh = Ko,
v=—fr+ K,
u? +2gh = —f22® — 2gB + 2f k1% + Ko,

ou kg, K1, ko sont des constantes arbitraires.

En choisissant x; = 0, k3 = 1, nous trouvons h = u~!

U= —fx et

29
u

(2.114) u? + =2 = —29B — f*2® + k.
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Comme —2¢gB — f22? est borné dans M, nous pouvons choisir & suffisamment grand
pour que la solution u de (2.114) soit supérieure a g en tout point = de (0, L) et bornée
supérieurement. Nous exigeons aussi que si u est solution de (2.114), u~! ne peut s’annuler
et que u? — gh > ¢g* — 1 partout sur (0, L).

Les calculs nous donnent une solution stationnaire ug, vy, hs qui satisfait une forme
forte de la condition de régime supersonique (u? — gh > 0 et u > 0,h > 0), c’est-a-dire,
nous choisissons ug, vs, hs tels que :

u? — ghs > 3c3,
(2.115) us = 3ag,
3&0 S hs S EO)

ou ¢y, ag, ﬁo,ﬁo sont des constantes données, positives.

Nous écrivons © = ugs+u,v = vs+0,h = hy+ h et nous substituons dans (2.112) pour
obtenir un nouveau systeme en les variables u, v, h. Nous renongons aux tildes (v = 1,
v =10, h = h) et nous obtenons :

up + (U + us) (ug + us,:r) + g(he + hs,m) — f(v+ws) = —gB,,
(2.116) v+ (U A+ us) (Vg + Vsz) + fu+us) =0,
he + (u 4 us)(hy + hs i) + (B + hs)(ug + us,) = 0.

Le systeme (2.116) est complété par les conditions initiales et aux limites suivantes :

u(0, ) = ug(x), u(t,0) = g,(t),
L.C. { v(0,x) = vo(x), B.C. L v(t,0) = gu(%),
h(ov :L‘) = hO(x)> h(t> 0) = gh(t)'

Nous remarquons que dans le cas d’un régime supersonique nous imposons des condi-
tions aux bords a x = 0 seulement, contrairement au cas subsonique ol nous avons imposé
une condition & x = 0 et une condition a z = L.

La condition initiale est choisie proche de la solution stationnaire de facon a satisfaire
les relations suivantes :

(UO + u5)2 - g(hO + hs) Z 20%7
(2.117) ug + ug > 2ay,
2hy < ho + hs < 2hg.

Pour mieux comprendre le choix des conditions aux bords, nous écrivons le systeme
(2.116) sous la forme matricielle suivante :

oUu oUu
— + A(U 4+ Us)— = ¢(U + Usy),
ot ox

(2.118) Ulio = Uo,

Ula=o = G(?),
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ou ici,
U fv_gB$
U= v ; (b(va): _fu ;
h 0
gu(t) u 0 g
Gt)y=[gt) |, AU)=10 u 0
gn(t) h 0 u

Calculant les valeurs propres de la matrice A(U), nous trouvons :

(2.119) A =u—+/gh, \a=v, I3=u++\/gh,

et donc le probleme (2.118) est équivalent au systeme :

(2.120) % 1 5,% _

RS Ve U N

les inconnues caractéristiques &;, ¢ = 1,2, 3, sont égales a u 4+ v/2gh et v.

Dans le cas supersonique, les trois valeurs propres sont positives et donc nous avons
besoin d’'imposer des conditions aux bords sur les trois inconnues caractéristiques a x = 0
seulement. Connaitre les valeurs des inconnues caractéristiques a x = 0 est équivalent a

connaitre (u,v,h) a x =0, d’ou le choix des conditions aux bords.

Pour pouvoir résoudre le probleme, nous imposons les conditions de compatibilité
naturelles entre les données a la frontiere et les données initiales, conditions en concor-
dance avec le fait que la solution contruite sera dans H™(Qr), donc dans C™~! jusqu’a la

frontiere. Nous écrivons la premiere équation de (2.118) sous la forme :

Ui+ AU + U)U, = ¢(U + Uy, z) — A(U + U)U,, = H(U + U,),

équivalente a :

(2.121) U, =HWU+Us) — AU + Us)U,.

Dérivant (2.121) par rapport au temps, nous trouvons que V; := 9/U satisfait :

(Vo= U,

(2.122) k=1 j1+-+jr=i

k=1 j1+-+jr=l
_A(U + US)‘/i,Jra pour tout 7 € {17 T, M= 2}a

Vi+1 = 8Z+1U = Z Z Cj17~~~,jk(dkH(U + US)) ’ (‘/}17 T 7‘/;/%)

i . l
a ; C) YD e ndAUFU)) - (Vi Vi) Victa
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ol ¢j, ... j, sont des coefficients donnés par la formule de Faa di Bruno ([7, 6]).
Les conditions de compatibilité s’écrivent ainsi :

(2.123) RG(t)|t=0 = Vp(t =0,2=0),Vp € {0,--+ ,m — 1}.

Une condition similaire a (2.58) nous donne aussi G(0) = 0.

Comme pour le cas subsonique, les conditions initiales ont comme inconvenient de ne
plus étre nulles. Pour avoir a nouveau des conditions initiales nulles, nous allons construire
une fonction de rélevement U, = (uq, vq, hy) choisie de telle maniere que U, (z,0) = Up(x)
et telle que si :

(2124) |ua_u0|7 |Ua_U0Hha_h0| <5,
ul, [v],|h] < 9,

alors :

(ua +U+US)2 - g(ha + h+ hs) Z 0(2)7
(2.125) Ug + U+ ug > ag,

ho < hg + h+ hy < 3h.
La condition (2.125) nous garantit que le régime reste supersonique.

Nous cherchons alors la solution du probleme initial (2.112) sous la forme Us+ U, + U,
et donc nous voudrions trouver U, solution du systeme suivant :

ou ou

o FAWU+U+ U)o = FY,
(2.126) Uli—o = 0,

Ulpmo = —U, + G(t) =1 G°(t),
ou

L’existence d’'une solution pour le probleme (2.126) sera établie par la construction,
comme pour le cas subsonique, une suite de solutions approchées qui convergent vers la
solution du probléme non-linéaire (2.126). La méthode itérative est initialisée par U° = 0
et nous construisons U**! de maniere réccurente, comme la solution du probléme linéaire
suivant :

aUk+1 aUk‘Jrl
o+ AU+ UF + U) = — = F7", (2,1) € My,
(2.128) UM,c0 = 0,

Ut ,—o = —U, + G(t) = G°(),t < T.

Nous remarquons ici que le probleme linéaire est muni des mémes conditions aux
limites que le probleme non-linéaire, ce qui n’etait pas le cas pour le régime subsonique.
La simplification vient du fait que les conditions proposées ici sont linéaires par rapport
aU.

Nous montrons le résultat suivant sur le probleme linéaire :
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Théoréme 2.3. Soit U¥ € H™(Mr) pour m > 3,U*|,<o = 0, satisfaisant :

J
(2.129) U™ g (pmgy < M, avec M € (0,—],

Um

ot § est choisi comme dans (2.124) et vy, est la norme de l'injection H™((0, L) x R) dans
L=((0,L) x R).

Si G(-) € H™(I7) et U, € H™ 1 (Mqg), alors le probléme (2.128) posséde une solution
unique UR! telle que :

(2.130) U g gy < M.
De plus, nous avons :

(2.131) U] oo iy < 6.

Nous renvoyons a [12] pour la démonstration du Théoréeme 2.3, nous remarquons le fait
que, contrairement au cas subsonique, nous n’avons pas besoin d’obtenir des estimations
a priori dans des espaces de Sobolev avec poids, la simplification étant liée au fait que
dans notre cas les conditions aux limites sont données a z = 0 seulement.

Nous pouvons conclure en démonstrant le résultat suivant sur le probleme non-linéaire
(voir [12] pour les détails de la démonstration) :

Théoréme 2.4. Soit Uy = (ug, vo, ho) dans H™2(Q) satisfaisant la condition (2.117), B
le profil du fonds donné dans H™(Q) et G(-) = (gu(*), 95(+), gn()) donné dans H™(Ir)
avec G(0) = 0 et satisfaisant les conditions de compatibilité (2.123).

Alors, il existe un temps T, > 0, qui dépend des données initiales et de la solution
stationnaire U, tel que le systéme (2.116) posséde une solution unique U = (i, 0, h) sur
(0,T,) qui satisfait :

(2.132) U e H™((0,L) x (0,T.)).
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FIGURE 2.4 — Les modele de Saint-Venant a deux couches

Les équations de Saint-Venant a deux couches

Dans [23] nous considérons les équations de Saint-Venant a deux couches et nous
étudions le caractere bien-posé des équations munies de certaines conditions aux limites.
Des simulations numériques qui se trouvent dans [5] (voir également ci-dessous) montrent
le fait que les conditions aux limites proposées sont transparentes.

Les équations de Saint-Venant a deux couches représentent un modele qui suscite
beaucoup d’intérét de la part des mathématiciens et des scientifiques en géophysique.
En effet, outre 'intérét mathématique et théorique des questions liées au modele, les
équations de Saint-Venant a deux couches décrivent assez bien les écoulements des fluides
géophysiques dans les océans, ceux-ci étant en premiere approximation constitués de deux
couches, une supérieure et une inférieure, séparées par une zone (appelées thermocline)
ou le gradient de température est tres important. Il est donc naturel de s’intéresser a
des modeles multi-couches et d’utiliser pour la modélisation des mouvements de l'océan,
des modeles possédant au moins deux couches. Un autre intérét, mathématique celui-ci,
des modeles de Saint-Venant multicouches est qu’ils ne sont en general pas hyperboliques
partout, ce qui rend le choix des conditions aux limites considérablement difficile comme
pour les écoulements transsoniques.

Nous considérons deux couches distinctes de fluide dans un canal de longueur L, avec
largeur variable b(z) et avec la topographie du fond donnée par B(z) (voir Figure 2.4).
Les deux couches sont immiscibles, chaque couche étant décrite par la vitesse u; du fluide,
qui ne dépend que de la position horizontale, la densité constante p; et la hauteur h;, avec
1=1,2.

Les équations de Saint-Venant sont alors données par :

L’équation de continuité pour chaque couche :

o 10
ot box

(2.133) (bu;hy), i =1,2.

Les équations de conservation de la quantité de mouvement :

8u1 8’&1 . 8
(2.134) +u— = 95

Ohs
EIRT ot ho) +975,
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et
8u2 8u2 8
2.135 — — = —g—(hs + hy1 + B).
( ) ot +u28:p g@x(2+ 1+ B)
La constante ¢’ représente la gravité réduite, donnée par :
g = =)
P1
Nous pouvons écrire ces équations sous forme matricielle :
ou -~ oU
2.136 — 4+ AU)— =F(U
(2136) e AW) = F(U),
avec
(VA 0 hl 0
. ~ . 0 U9 0 hg
U_ (h17h27u17u2>7 A(U> - g g_g/ Uy 0 )
9 49 0 up
et

1 1 B B
F(U) = (—E’ul}h%, _EUQhQ%, _gaa—gj" —gg—x)

La difficulté des équations de Saint-Venant a deux couches, écrites sous cette forme,
est que le systeme n’est pas nécessairement hyperbolique (voir par exemple [1]).

Pour surmonter cette difficulté, nous considérons un modele voisin approché. Le canal
est considéré avoir des miurs droits et un fond plat, donc nous nous placons dans le cas
ou b est constant et la topographie B est nulle. Comme remarqué dans [19], si ¢ << g,
les modes barotrope et barocline sont faiblement couplés. Nous posons

hyuy + hous

h:h1+thtu:4h )

et nous négligeons les termes ou ¢’ apparait et supposons que u; &~ us. Nous obtenons
alors un systeme en (h,u) qui décrit le mode barotrope. Les équations obtenues décrivant
le mode barotrope s’écrivent :

on + 2(hu) =0,
' ou ou oh

En + u% +g P 0.
Nous remarquons que le systeme décrivant le mode barocline est exactement le systeme
de Saint-Venant a une seule couche. Le caractere bien-posé des équations (2.137) avec des
conditions aux bords transparentes a été étudié dans [22] et [12] et rappelé ci-dessus en
distinguant les cas ou I’écoulement barotrope est sous ou super-critique.

Les inconnues qui décrivent le mode barocline sont (par exemple) v = u; — ugy et hy.
Les équations s’écrivent :

Oh 0 hih
L (uhy +0—2) =0,
ot ox h
(2.138) 9
@+2( +M+ ’h)_()
ot  Ox b 2h g =5
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avec ho = h — hy.

Nous considérons les deux modes séparément. Nous connaissons déja les bonnes condi-
tions aux limites pour le mode barotrope, grace aux études sur les équations de Saint-
Venant a une seule couche. Une fois (h,u) connus, nous cherchons a déterminer le mode
barocline. Pour simplifier les calculs, nous supposons a présent que h et u sont des fonc-
tions constantes et le systeme (2.138) devient :

8}1,1 hl 8}1,1 h% ov N
(2.139) 2

@+(u+v—2@)@+( '—U—)%—O

ot now Y T W o

Le systeme peut aussi s’écrire sous la forme vectorielle :

ov ov
2.140 — +AV)— =0
(2.140) W an %=
avec V = (hy,v) et
2
u+v—21)E hl—E a b
(2.141) A(V) = s N ho :( )
v c a
g — — u+v— 20—
h 2

Les valeurs propres pour la matrice A(V') sont les solutions de ’équation :
(2.142) (a—N\)? —be=0;

donc les valeurs propres sont :

hy 1
(2.143) A2 :aﬂ:\/%:quv—QU#iﬁ\/hlhg(g’h—zﬂ),

et la condition que nous imposons pour assurer I’hyperbolicité du mode barocline est :
(2.144) gh—v*>0.

Si nous faisons les combinaisons (1/v/b, +1/1/c) des équations (2.139), nous trouvons
le systeme diagonalisé :

hlt V1t hla: U,
2.145 L) 4 SE S -0,
- (\/hlh—h% \/g’h—v2> . <\/h1h— 03 \/g’h—v2>

qui peut s’écrire :

% + )\1% — 0’

ot ox
(2.146) ot ot

_2 + )\2_2 — O’

ot or
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avec

- 1 . v
— arcsin ——
h gh’

h — 2h1 . v
+ arcsin ——.
g'h

&1 = arcsin
(2.147)

& = arcsin

Tout comme pour le mode barotrope, le mode barocline peut étre sous ou sur-critique
et donc quatre combinaisons sont possibles pour décrire les équations de Saint-Venant a
deux couches. Le critere pour qu'un régime barocline soit sous-critique ou sur-critique est
lié au signe des valeurs propres \; et A, :
Le régime est sous-critique si :

h hih
(2.148) (u+v— 2171)2 < %(g’h —v?),
et le régime est sur-critique si :

h hih
(2.149) (u+v— 2@%)2 > ;22 (¢'h —v?);

nous renevons plus bas sur ces conditions.

Nous commengons 1'étude du mode barocline en considérant Vs = (hq s, vs) une solution
stationnaire constante pour le mode barocline, telle que g'hy s —v2 > 0. Comme la vitesse
barocline est la différence entre u; et us et nous avons supposé que cette différence est
petite, c’est naturel de choisir v = 0.

Le premier cas correspond a une solution stationnaire subsonique ; cela revient a vy = 0
et (voir (2.148)) :

o his(h—hay)

2.150 —Lenn The),
(2.150) w? < g :

Plus exactement, nous exigeons que :

hoo(h — hy. ,
(2.151) u? — j% < —2 et 2hy < hys < 2hy,

ol ¢, by, ho sont des constantes données, positives.
Les conditions initiales pour le mode barocline dans le régime sous-critique sont :

(2152) Vb = (hLo,’Uo),
ou hy o et vy satisfont les conditions (a comparer avec (2.148) et (2.150)) :

(u + vo () — 2vo(x) hl’?l(x))z _ h170<x)<hh; hio(x))

(2.153) gh—vi(z) > %g’h,V:ﬂ € (0,L),
2hy < hio(x) < 2ho,Va € (0, L),

(9'h = v3(x)) < =3,

ol hg est choisi tel que h — 3hy > 0.
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Pour trouver les conditions aux bords, nous étudions le signe des valeurs propres de la
matrice A(V'). Si la vitesse caractéristique \; est positive, cela signifie que 'onde corres-
pondante a &; se propage de gauche a droite et rentre dans le domaine, donc nous avons
besoin d’imposer une condition au bord sur &; a z = 0. La deuxieme vitesse caractéristique
Ao est alors négative et donc nous imposons une condition au bord pour & a x = L. Les

conditions aux bords pour le mode barocline sous-critique s’écrivent donc :
(2.154)

arcsin <L) + arcsin <w) = arcsin (%> +gr(t), az=1L
NG o) h gt E =

L) — arcsin (M) = —arcsin (%> +go(t), ax=0
Vol - T

h h
De maniere intuitive, les conditions aux bords nous disent qu’a la frontiere, le régime
est une perturbation par g = (go, gr) de I'état stationnaire.

arcsin (

Pour le cas sur-critique, nous commencons par considérer une solution stationnaire
Vi = (h1s,0) telle que (voir (2.149)) :
"his(h — hy s
Wl > gni, (h 1 )

Plus exactement, nous demandons a la solution stationnaire de vérifier :

hoo(h — hy. _
(2.156) u? — y% > et 2hy < hyy < 2h,

ol ¢g,hy,ho sont des constantes données, positives.
La condition initiale est :

(2.157) Vo = (h1,0, o),

(2.155)

avec hq o, v, satisfaisant les conditions suivantes :
hl,o(fb’))Q _ hag(@)(h = hip(x))
h h?

gh—vi(z) > %g'h, Ve (0,L),

2@0 < hLQ(SL’) < 2%0, Ve (O,L),

(w+vr() = 20(x) >, Vae(0,L),

(2.158)

ol hy est choisi tel que h — 3hy > 0.

Dans le cas sur-critique, les deux valeurs propres de l'operateur A(V') sont positives.
Cela signifie que nous avons besoin de deux conditions aux limites a x = 0, donc les
conditions aux limites naturelles sont :

(2.159) V=V,+g(t), az=0,

avec g(t) = (61(1), 92(1)).
Par des méthodes similaires a celles utilisées dans [22] et [12], nous montrons que

le mode barocline des équations de Saint-Venant a deux couches est bien-posé avec les
conditions aux limites proposées. Plus précisément, nous montrons dans [23] le résultat
suivant :
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Théoreme 2.5. Soit Vy = (hy1o,v0) donné dans (H7/2(O,L))2 satisfaisant (2.153) et g
donné dans (H/2(0,T))? satisfaisant certaines conditions de compatibilité du type (2.123).

Alors, il existe un temps T, > 0 dépendant des données initiales et une solution unique
V' = (hqy,v) pour le probléeme (2.139), (2.152), (2.154) (ou (2.159)) sur (0,T%) tels que :

Ve (H*((0,L) x (0,T2))™

Nous présentons deux exemples qui ont été utilisés en [5] pour tester par simula-
tions numériques les conditions aux limites que nous avons proposées. Dans tous les cas,
I’accélération gravitationnelle est de g = 9.812m/s?, la gravité reduite est ¢’ = 1m/s? et
la longueur du domaine est 103 km. Les simulations numériques présentées ici ainsi que
d’autres exemples se trouvent dans l'article [5]; voir aussi [26].

Exemple : Petite perturbation d’un état stationnaire

La topographie du fond est donnée par la fonction B suivante :

L
— + —cos , 8l |lr——=| <K,
(2.160) B(z)=<2 2 2
0, sinon,

ou 0 controle la hauteur de la bosse et k mesure la largeur de la bosse. Dans cet exemple,
la hauteur est § = 5 x 103 et la largeur est x = L/10.
La condition initiale est une petite perturbation de la solution stationnaire :

u(z,0) = ug, v(z,0) = v,
Ba(2,0) = huo — B(x), h(z,0) = {h° " B@)teho, sin<z<an,
’ ho — B(x), sinon.
Ici ug =0m/s, vg=0m/s, hyo=7000m, hy = 10* m décrivent la solution station-
naire et le parametre constant €, qui controle 'amplitude de la perturbation est € = 0.2
ou —0.2. Dans cet exemple les modes barocline et barotrope sont tous deux sous-critiques
et nous considérons les conditions aux limites correspondantes.

Les figures 2.5 et 2.6 montrent les surfaces libres h + B(x) et h; + B(z) a differents
instants de temps. Le temps de calcul est T" égal a 24000 secondes, soit environ 7 heures.
Dans toutes les simulations numériques le nombre de noeux est M = 400 et le nombre de
pas en temps est N =5 x 10°. Les résultats illustrent les deux cas e = —0.2, 0.2.

Dans les figures 2.5 et 2.6, nous pouvons voir que la petite perturbation initiale pro-
voque l'apparition de deux ondes (une barocline et une barotrope) qui se propagent avec
les vitesses caractéristiques 4=/gh et respectivement 4=+/g’hihs/h, respectivement vers la
droite et vers la gauche. Apres approximativement 3210 secondes, I'onde barotope devient
stationnaire et il ne reste plus que 'onde barocline. Comme la vitesse de ’onde barocline
est plus petite que la vitesse de 'onde barotrope, 'onde barocline prend plus de temps
pour quitter le domaine. Finalement les deux ondes sortent librement le domaine sans
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provoquer de reflexions a la frontiere et le fluide atteint 1’état stationnaire. Cela montre
que les conditions aux limites que nous avons proposées dans [23] sont bien transparentes
dans ce cas.

Exemple : Petite perturbation globale d’un état quasi-stationnaire

Dans cet exemple nous considérons un régime quasi-stationnaire pour lequel uh est
une constante non-nulle dans le mode barotrope avec une petite perturbation globale (a
comparer la Figure 2.5 ou la Figure 2.6 a ¢ = 0, ou nous pouvons voir la perturbation
locale, avec la Figure 2.7 a t = 0, ou la perturbation est globale). Dans les simulations
numériques pour le mode barocline sous-critique et le mode barocline sur-critique, nous
choisissons des valeurs différentes pour u.

Les conditions initiales sont données par :

( Ug 2rmx

1+8(1—|—€COS( 7 ),
v(z,0) = vy,
h1<.§U, 0) = h’l,O - B(l’),

ho 2rmx
h(x,O)—1+€(1+5cos( 7 ),

u(z,0) =

(2.161)

\

ou ¢ est un parametre qui controle l'intensité de la perturbation (¢ = 0.1), et m = 20 est
la fréquence de 'onde perturbée. Les autres constantes sont :

uy =10 ou 60 m/s, wvo=0m/s, hio=7000m et hy = 10*m,

et la fonction B(z) qui d’ecrit la topographie du fond est donnée par (2.160) avec § =
4 x 10> m et k = L/10.

Quand ug est égal a 10 ou 60 m/s, le régime est barotrope sous-critique et barocline
sous-critique ou, respectivement, barotrope sous-critique et barocline sur-critique.

Les figures 2.7 montrent les surfaces libres h + B(x) et hy + B(z) a différents instants
de temps dans le cas d’un régime ot le mode batrope est sous-critique et le mode barocline
est sous-critique. Le temps de calcul T" est de 36000 secondes.

Les figures 2.8 montrent les surfaces libres h + B(x) et hy + B(x) a différents instants
de temps dans le cas d’un régime ou le mode batrope est sous-critique et le mode barocline
est sur-critique. Les temps de calcul T" est de 60000 secondes. Dans toutes les simulations
numériques le nombre de pas en espace est M = 400 et le nombre de pas en temps est
N =5 x 10°.

Dans les figures 2.7, nous remarquons que les ondes barotropes et baroclines générées
par la perturbation induite par la condition initiale sortent librement du domaine sans
générer de reflexions aux frontieres et le résultat est similaire avec celui montré dans le
premier exemple.

Dans les figures 2.8, nous observons que les ondes barotropes ont une réponse rapide
et elles sortent librement du domaine. En raison de la présence de la bosse, les ondes
baroclines forment une onde de choc qui sort du domaine plus lentement. Apres un certain
temps, toutes les ondes ont quitté le domaine.
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FIGURE 2.5 — Hauteur des surfaces libres h + B(x) et hy + B(x) aux différents temps,
indiqués lorsque ¢ = 0.2. La ligne pleine représente la topographie du fond, les deux
autres lignes représentent la surface libre h + B(z) (le haut de la couche supérieure) et
respectivement la surface libre hy + B(z) (le haut de la premiere couche).
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FIGURE 2.6 — Hauteur des surfaces libres h + B(z) et hy + B(x) aux différents temps,
indiqués lorsque ¢ = —0.2. La ligne pleine représente la topographie du fond, les deux
autres lignes représentent la surface libre h + B(z) (le haut de la couche supérieure) et
respectivement la surface libre hy + B(z) (le haut de la premiere couche).
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FIGURE 2.7 — Hauteur des surfaces libres h+ B(z) et hy + B(z) aux différents temps dans
le cas d’un régime ou les modes barotrope et barocline sont sous-critiques. La ligne pleine
représente la topographie du fond, les deux autres lignes représentent la surface libre
h 4+ B(x) (le haut de la couche superieure) et respectivement la surface libre h; + B(x)
(le haut de la premiere couche).
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FIGURE 2.8 — Hauteur des surfaces libres h + B(x) et hy + B(z) aux différents temps
dans le cas d'un régime ou le mode barotrope est sous-critique et le mode barocline est
sur-critique. La ligne pleine représente la topographie du fond, les deux autres lignes
représentent la surface libre h + B(x) (le haut de la couche superieure) et respectivement
la surface libre hy + B(x) (le haut de la premiére couche).



Bibliographie

[1]

[10]

[11]

[12]

[13]

E. AuDUSSE, A multilayer Saint-Venant model : derivation and numerical validation,
Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. B 5 (2005), no. 2, 189-214.

E. BLavyo ET L. DEBREU, Reuvisiting open boundary conditions from the point of
view of characteristic variables, Ocean Modelling (2005).

A. F. BENNETT ET P. E. KLOEDEN, Boundary conditions for limited-area forecasts,
J. Atmospheric Sci., 35(6) (1978), 990-996.

S. BENZONI-GAVAGE ET D. SERRE, Multidimensional hyperbolic partial differential

equations, First-order systems and applications, Oxford Mathematical Monographs.
The Clarendon Press, Oxford University Press, Oxford, 2007.

A. BousQueTr, M. PErcu, M.C. SHIUE, R. TEMAM ET J. TRIBBIA, Boundary
conditions for limited area models, en préparation.

L. CoMTET, Advanced combinatorics, D. Reidel, Dordrecht, 1978.

F. FAA DI BRUNO, Note sur une nouvelle formule de calcul differentiel, vol. 1, Lon-
don : John W. Parker and Son, West Strand, 1857.

J. G. CHARNEY, R. FJORTOFT ET J. VON NEUMANN, Numerical Integration of
the Barotropic Vorticity Equation, Tellus, (1950) 2, pp. 237-254.

B. EncqQuisT ET L. HALPERN, Far field boundary conditions for computation over
long time, Appl. Numer. Math. 4 (1988), no. 1, 21-45

B. ENGQUIST ET A. MAJDA, Absorbing boundary conditions for the numerical si-
mulation of waves, Math. Comp. 31 (1977), no. 139, pp. 629-651.

O. GUES, Probleme mizte hyperbolique quasi-lineaire caracteristique, Comm. Partial
Diff. Eq., 15 (1990), pp. 595-645.

A. Huang, M. PETcU ET R. TEMAM Supercritical Shallow Water equations with
topography, a paraitre dans Annals Univ. Bucharest

L. HALPERN ET J. RAUCH, Absorbing boundary conditions for diffusion equations,
Numer. Math. 71 (1995), no. 2, pp. 185-224.



84

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[20]

[27]

A. MAJDA, Vorticity and the mathematical theory of incompressible fluid flow, in
“Frontiers of the Mathematical Sciences : 1985,” (New York, 1985), Comm. Pure
Appl. Math., 39 (1986), S187-5220.

A. J. MaAJpA, “Compressible Fluid Flows and Systems of Conservation Laws in
Several Space Variables,” Springer-Verlag, New York, 1984.

A. J. Majpa ET A. L. BERTOZZI, “Vorticity and Incompressible Flow,” Cambridge
texts in applied mathematics, Cambridge University Press, New York, 2002.

A. MAJDA ET S. OSHER, [nitial-boundary value problems for hyperbolic equations
with uniformly characteristic boundary, Comm. Pure Appl. Math., 28 (1975), pp.
607-675.

A. McDONALD, Transparent boundary conditions for the shallow water equations :
testing in a nested environment, Mon. Wea. Rev., 131 (2003), pp. 698-705.

J. NYCANDER, A. McC. Hocc ET L. M. FRANKCOMBE, Open boundary condi-
tions for nonlinear channel flow, Ocean Modelling, 24 (2008), pp. 108-121.

J. OLIGER ET A. SUNDSTROM, Theoretical and practical aspects of some initial
boundary value problems in fluid dynamics, STAM J. Appl. Math., 35 (1978), pp.
419-446.

M. PeETcuU ET R. TEMAM, The one dimensional shallow water equations with Diri-
chlet boundary conditions on the velocity, DCDS-S, 4(1), (2011), pp. 209-222.

M. PeETcU ET R. TEMAM, The Shallow Water equations with transparent boundary
conditions , a paraitre dans Mathematical Methods in the Applied Sciences.

M. PeTcu ET R. TEMAM, An interface problem : the two-layer Swallow Water
equations, en préparation

J. M. RAKOTOSON, R. TEMAM ET J. TRIBBIA, Remarks on the nonviscous shallow
water equations, Indiana University Mathematics Journal, 57 (2008), pp. 2969-2998.

A. RoOUSSEAU, R. TEMAM ET J. TRIBBIA, Boundary value problems for the inviscid
primitive equations in limited domains, in Computational Methods for the Oceans
and the Atmosphere, Special Volume of the Handbook of Numerical Analysis, P. G.
Ciarlet, Ed, R. Temam and J. Tribbia, Guest Eds, Elesevier, Amsterdam, (2009), pp.
377-385.

M.-C. SHIUE, J. LAMINIE, R. TEMAM ET J. TRIBBIA, Boundary value problems

for the shallow water equations with topography, Journal of Geophysical Research-
Oceans, 116 (2011).

R. TEMAM ET J. TRIBBIA, Open boundary conditions for the primitive and Bous-
sinesq equations, J. Atmospheric Sci., 60 (2003), pp. 2647—-2660.



85

28] G. B. WHITHAM, Linear and nonlinear waves, Pure and Applied Mathematics (New
York). A Wiley-Interscience Publication. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1999.

[29] T. WARNER, R. PETERSON ET R.TREADON, A tutorial on lateral boundary condi-

tions as a basic and potentially serious limitation to regional numerical weather pre-
diction, Bull. Amer. Meteor. Soc., 78(11) (1997), pp. 2599 — 2617.






Chapitre 3

Applications et méthodes
numériques

Ce chapitre décrit un certain nombre de résultats numériques, obtenus au fils des années.
Les sujets ne sont pas liés : le premier résultat propose un algorithme parallele pour
calculer la solution d’une équation différentielle. L’algorithme a des applications diverses
dans plusieurs domaines comme les mathématiques financieres, la robotique, la biologie,
I'ingénierie, etc. Les autres résultats sont des études numériques adaptées a un probleme
spécifique issu de la physique, comme 1’étude les fluides géophysiques ou les problemes de
changement de phase.
Nous commencons par décrire chaque article séparément :

Un algorithme pararéel modifié pour les EDOs d’ordre deux

L’algorithme pararéel est une méthode d’intégration en parallele pour les problemes
d’évolution. Il a été introduit par Lions, Maday et Turinici dans [21], dans le but de calculer
plus rapidement, en utilisant plusieurs processeurs, les solutions approchées d’équations
différentielles ordinaires (EDOs). L’avantage de la méthode est qu’elle nous donne des
approximations de la solution a un instant donné, avant de calculer une bonne approxi-
mation aux pas de temps antérieurs, mais la précision globale de la méthode apres quelques
itérations est comparable a la précision donnée par une méthode séquentielle, en utilisant
une discrétisation fine en temps.

Etant donné le grand nombre d’applications dans des domaines différents (voir [1], [8],
etc.), la méthode a regu I'attention de nombreux auteurs et elle a été écrite sous plusieurs
formes : Farhat et Chandesris [8] ont écrit la méthode sous la forme d’un algorithme appelé
PITA (en anglais Parallel Implicit Time Integrator), et Gander et Vanderwalle [17] I'ont
écrit comme une méthode de tir multiple. Dans [15], [1], [8], les auteurs montrent que
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I’algorithme pararéel produit une acceleration importante pour les EDOs d’ordre un, par
contre la méthode n’a pas le méme potentiel pour certaines EDOs d’ordre deux (voir aussi
[17]). Dans [9] les auteurs proposent un algorithme de PITA modifié, adapté aux EDOs
d’ordre deux.

Dans [16], nous montrons I’équivalence pour les problemes linéaires, entre ’algorithme
proposé par Farhat et al. [8] et la méthode de tir multiple et nous proposons une méthode
de tir multiple adaptée aux ODEs d’ordre deux, méthode qui est équivalente pour le cas
linéaire a l'algorithme de PITA modifié, introduit dans [9].

Nous présentons d’abord la méthode de tir multiple sous la forme introduite par Gan-
der et Vandewalle dans [17] et nous montrons que pour les problemes linéaires cette
méthode est équivalente a l’algorithme de PITA introduit par Farhat dans [8].

La motivation de 'algorithme pararéel est de calculer en parallele une solution ap-
prochée pour le systeme des EDOs :

(3.1) u'(t) = f(ut), t€(0,T), u(0)=u,

avec f:RM 5 RM et u: R — RM,

L’algorithme utilise deux propagateurs : le propagateur G(7,,, T,,_1, ) qui donne une
approximation grossiere pour u(7,), u étant la solution exacte du probleme (3.1) avec
u(T,—1) = x comme condition initiale et un propagateur fin F'(T,,,T,_1, ) qui donne une
approximation plus fine pour u(7,).

Plus exactement, nous commengons par décomposer l'intervalle de temps 2 = (0,7) en
N sous-domaines Q,, = (T,,_1,T,) avecn =1,2,...,N et T,, — T,,_; = AT. L’algorithme
opere de la facon suivante :

e Pas 0 : L’algorithme est initialisé avec une approximation initiale {U°},, n =0, N,
qui peut étre trouvée en utilisant le propagateur grossier de maniere séquentielle :

(3.2) Ul = G(Tyi, T, UY), U = uy.

e Pas (k+1) : La solution approchée est réévaluée en utilisant a la fois le propagateur
fin et le progateur grossier :

(3.3) UM =G(Ts1, T, U™ + F(Tyyi1, Ty, UF) — G(Tpir, T, UF).

Nous remarquons qu’au pas initial ’algorithme est séquentiel mais il n’est pas cotiteux
car nous utilisons un propagateur grossier. Pendant I'itération (3.3), ’approximation peut
gagner en précision car nous utilisons le propagateur fin F. [’avantage significatif de la
méthode par rapport a une méthode séquentielle utilisant un propagateur fin uniquement
est le cott de calcul. Plus exactement, au pas k41 nous connaissons déja toutes les valeurs
U*. pour tous les n, donc le calcul cotiteux de F(Ty, 1, Ty, U¥) peut étre fait en parallele
et (3.3) est réduit & un calcul séquentiel au cofit comparable a celui de G(T,,, 1, T,,, UF1).

Nous rappelons un résultat sur la convergence de la méthode, demontré dans [15] :

Théoreme 3.1. Soient G une méthode numérique satisfaisant la propriété de Lipschitz :

(3.4) G(t+ AT, t,v) — G(t + AT, t,w)| < (1 + CAT)Jv — wl,
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et un propagateur fin F' qui est en fait exact, le progateur G étant donné par une méthode
d’ordre p :

(3.5) F(Tn, Ty1,v) — G(T, Tp1,0) = cpyt (V)ATPT 4 ¢ o (0) ATPT2

Alors Uerreur au pas k, pour l'algorithme pararéel, satisfait [’estimation suivante :

k
T — k <O (Tn) i CQ(Tn*Tk+1)ATp(k+1)

Nous présentons aussi I'algorithme de PITA introduit par Farhat et al. dans [8]. Nous
considérons le systeme des EDOs linéaire suivant :

(3.7) u'(t) = Au(t) + b(t),

avec A € My(R) et b(-) € RY.

L’intervalle de temps [0, T'] est divisé en N sous intervalles €2,, de longueurs égales AT,
qui forment la grille grossiere. Chaque sous intervalle est divisé en J sous intervalles de
dimension At, formant la grille fine. L’algorithme PITA est le suivant :

e Pas 0 : Nous nous donnons une approximation initiale U%, 0 < n < N pour la
solution, en appliquant une méthode séquentielle sur la grille grossiere.

e Pask+1:

— La solution approchée UF est utilisée comme condition initiale pour le probleme
sur chaque €2, et on applique une une méthode séquentielle sur chaque grille
fine dans €, :

(uF) (t) = AuF(t) + b(t), dans Q,,

n

uk (T,,) = Uff.

n

(3.8)

Les calculs peuvent étre faits en parallele pour chaque sous-intervalle.

— Evaluer le saut :

(3.9) SF = f

n n—

(T) = UE, 1 <n < Ny,

sur la grille grossiere.

— Résoudre sur la grille grossiere le probleme de correction :

(ep)(t) = Acy(t),
(3.10) (T =0
c (T,) = 02—1<Tn) + Sﬁv

n

et calculer les corrections C* = c&_ (T;,).
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— Réévaluer la solution en utilisant la formule :
(3.11) UM =l _(T,) + CF = UF + SE + CF, pour tous lesn, 1 <n < N.

Nous montrons le résultat suivant (voir [16]) :

Proposition 3.1. Pour le probléme linéaire (3.7), la méthode de PITA est équivalente a
la méthode de tir multiple (3.2), (3.3).

Démonstration. Nous remarquons d’abord que les premiers pas pour les deux méthodes
coincident. Nous pouvons réécrire la méthode de PITA en utilisant les deux propagateurs
et nous trouvons que les sauts sont calculés avec la formule :

Sk = F(T,,T,_,U" ) = U".

Comme les sauts sont propagés sur la grille grossiere, les corrections sont données par :
(3.12) Ck = G(Thi1, T, CF + S — G(Ty44, T, 0).
En utilisant la formule (3.11), nous trouvons que la nouvelle solution est :
(3.13) Uttt =t (T,) + Ck =UF + SF + CF,
et donc nous avons :
(3.14) Sk Cck =kt — gk,

Réécrivant la formule (3.11) a I’aide du propagateur fin et utilisant la linéarité, nous
obtenons la formule suivante :

Ur]fjr_ll - ( n+1, Tnv Uk) + Cr]er
= F(Tos1, T, Uy) + G(Tr, T, Gy + S3) = G(Tos1, T, 0)
- F( n+1, Tn7 U ) + G<Tn+17 Tn7 U1];:+1 - U:) - G<Tn+17Tn7 0)
= F( n+1, Tna U ) + G(Tn-i-la Tna U1§+1) - G(Tn-i-la Tna U,li),
qui coincide avec la formule (3.3) pour la méthode du tir multiple. O

Quand l'algorithme pararéel est appliqué aux EDOs d’ordre deux

(3.15) M¢"+ Dq + Kq= f(t), q(to) =q., d(to)=q);

avec M, D, K € RN*N' Talgorithme perd de son efficacité (voir [9], [26]). Pour com-
prendre la source de cette difficulté, nous considérons f(t) = 0 et nous écrivons (3.15)
sous la forme équivalente d’'une EDO d’ordre un (en supposant que la matrice M est
inversible) :

(3.16) v = Au, u(Ty) = uy,
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avec

e ( —~M~'D —M‘lK)
Id O ’
et up = (qh,q0) € RN, N =2N'.

La solution exacte de (3.16) est donnée par une superposition des fréquences naturelles
du systeme et quand les valeurs propres de la matrice A sont purement imaginaires, un
phénomeme de battement/résonnance, d’interférence entre deux fréquences légeérement
différentes apparait dans le calcul de la solution approchée. Supposons que a et [ sont
deux fréquences naturelles qui apparaissent dans U™ et UF. La différence UM — UF
est caractérisée par les fréquences (o + )/2 et (o — 5)/2. Si av et B sont tres proches,
(v — B)/2 est tres petit et (a + 5)/2 est tres proche de a et 3, donc le résultat pour le
calcul de G(Ty 11, Tr,, UK — G(Ty41, Tr,, UF) ne sera précis que dans le cas ot AT est
tres petit.

Pour éviter cette difficulté, nous proposons dans [16] un algorithme pararéel modifié,
adaptant une idée présentée dans [9]. Nous calculons G(T}, 41, Ty, Ut — U¥) de maniere
plus précise, sans rajouter des cotits de calcul suplémentaires. Nous calculons 1’évolution
de UM — U* en utilisant le propagateur fin pour la partie du vecteur pour laquelle
I’évolution est déja connue et utilisons le propagateur grossier pour la partie restante.
Plus exactement, nous définissons 1’espace :

(3.17) S¥ =span{U; 0 <1<k, 0<n< N},

et au lieu de calculer G(T,,, 1, T,,, UF! — UF), nous calculons K (T, 1, T, U —U¥), avec
K le propagateur hybride :

(3.18) K(Th41,1,,V) = F(Tpi1, T, PeV) + G(Thi1, T, (I — Pp)V).

Ici P est la projection orthogonale sur I'espace Sy.
Pour les équations homogenes, I’algorithme pararéel modifié devient :

e Pas 0 : Commencer 'algorithme avec une approximation initiale {U°}, n =0, N :

U3+1 = G(Tn+1,Tn, US), Ug = Ug.

Construire 'espace Sy = span{U?}, et la projection orthogonale Py sur S.

e Pas (k+1):
— Calculer en parallele les F(T,,.1,T,, UF).
— Calculer :
(3-19> Urlfjrrll = F<Tn+1u Tnu PkUrIerl) + G<Tn+17 Tna (I - Pk)U:+1)'

— Nous avons besoin de calculer UF!] :
Calculer les coefficients {aﬁﬁj}u qui donnent

l

k
PULT = Z Z aﬁﬂj U’lﬂj’

=0 5=0

ou les Ulij sont les vecteurs formant une base de I'espace Sy.
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On peut alors calculer

(3.20) Ukt = F(Tyi1, T, PLUF™) + G(Tyia, Ty (I — P)UETY).

n

— Définir de maniere itérative 'espace Siy1 et la projection Pj,q. Trouver une
base pour Si4q :

Sk = Vect {U;,, 1,j CO, ... k+1}.

Pour le cas non-homogene, nous procédons de la méme maniere, mais nous avons
besoin d'un pas de calcul avant le pas 0 :

e Pas -1 : Calculer les quantités F(T,.1,T,,0) et G(Tp11,Ty,0),

pour pouvoir réévaluer la solution UFf] (comparer & (3.20)) :

(3.21)  UFH = F(T41, T, PUF™) + G(Tyi1, T, (I — P)UFTY) — G(T,44, T, 0).

n

Nous montrons que l'algorithme de PITA modifié, décrit dans [9], est équivalent dans
le cas linéaire a la méthode de tir multiple modifiée que nous proposons (la démonstration
du résultat est similaire & celle pour la Proposition 3.1). L’algorithme de PITA modifié
differe de 'algorithme classique par la maniere de calculer les corrections, cette fois-ci en
utilisant a la fois la grille grossiére et la grille fine. La formule (3.10) est remplacée par :

cr=o,

3.22
(3:22) CE = (FP* + G = P)(CE + 55,

ou F' et GG sont les matrices qui décrivent respectivement les propagateurs sur la grille fine
et grossiere et Py la projection sur l'espace S*.

Une analyse mathématique de la méthode de tir multiple modifiée est donnée dans
[16]. Nous montrons aussi un résultat de convergence de la méthode en temps fini :

Théoréme 3.2. La méthode de tir multiple modifiée converge dés que S*—' = S*.
L’étude des erreurs est donné par le résultat suivant :

Théoreme 3.3. Soient F' et G deux propagateurs d’ordre p, alors l’erreur de la méthode
de tir multiple modifiée satisfait, au pas k, l’estimation suivante :

Tnk+1

CQ(Tn_Tk+1)ATp(k+1) C.T. CQATAtP

(3.23) [u(T) - UE|l < Gy

ou Cy, Cy, C3 sont des constantes indépendentes des pas de temps At et AT.

Les démonstrations des Théoremes 3.2 et 3.3 se trouvent dans [16].

Simulations numériques
Nous considérons comme modele treés simple le probleme u” + u = 0 avec les conditions
initiales u(0) = 1 et «/(0) = 0. L’intervalle de temps est [0,20], le pas de temps sur la
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FIGURE 3.1 — Les premieres itérations avec ’algorithme pararéel original et avec 1’algo-
rithme modifié.
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FIGURE 3.2 — Les premieres itérations avec ’algorithme pararéel original et avec 1’algo-
rithme modifié.

grille grossiere est AT = 1 et le pas de temps sur la grille fine est At = 1/6. Nous compa-
rons la solution, en utilisant d’abord I’algorithme pararéel original et ensuite I’algorithme
modifié. Nous remarquons que, quand nous utilisons l'algorithme pararéel classique, la
solution converge lentement et la convergence se détériore aux temps grands (les résultats
sont plus satisfaisants pour des temps tres courts). Par contre, avec 1'algorithme pararéel
classique, la solution converge apres une seule itération. Ce résultat est une illustration
du Théoreme 3.2 : comme le probleme a une dimension réduite, la solution fine est déja
contenue dans le sous-espace de projection apres une seule itération.

Nous considérons aussi le modele v” + Ku = 0 ou K est une matrice arbitraire de
dimension 100 et © € R'%’. Nous comparons la premiere composante de la solution, en
utilisant d’abord l'algorithme pararéel original et ensuite ’algorithme modifié. Comme
espéré, la solution obtenue en utilisant 1’algorithme pararéel modifié converge rapidement
(voir la Figure 3.11).
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Le deuxieme sujet présenté dans ce chapitre est I’étude numérique d’un modele décrivant
I'influence des frontieres dans les processus de séparation de phases dans les mélanges bi-
naires :

Analyse numérique des équations de Cahn-Hilliard
avec des conditions dynamiques sur le bord

Dans l'article [3] nous considérons les équations de Cahn-Hilliard avec des conditions
aux limites dynamiques :

(3.24) u = Aw, t>0, e,

(3.25) w = f(u)— Au, t>0, x e,

(3.26) (1/Tous = o:u — Au — gs(u) — Opu, t>0, zel,
(3.27) dow = 0, >0, zel,

ou 2 est le domaine toroidal correspondant a des conditions aux limites périodiques :
Q=01 (R/(LiZ)) x (0,Lg), L;>0,i=1,...,d, d=2ou3,
avec la frontiere réguliere :
[ =00 =1 (R/(LiZ)) x {0, La}.

Dans (3.24)-(3.27), I's > 0, o5 > 0, Ay > 0 sont des constantes données, A est le
laplacien et A est 'opérateur de Laplace-Beltrami sur la frontiere I', n est la normale
extérieure sur I et f et g, sont des fonctions dans C*(R) satisfaisant les conditions de
dissipativité suivantes :

(3.28) liminf f'(v) > 0, lim inf ¢’ (v) > 0.

|v]—00 |v]—00
Un choix typique est :
. V) =v"—0 an gs\V) = KU — hyg NS ,
3.29 f 3 d k h R

ou ks > 0 et hy € R sont des constantes. Le probleme d’évolution (3.24)-(3.27) est
complété par une conditions initiale u(0) = ug. Un tel modele a été considéré dans la
littérature physique pour décrire la séparation de phases dans des systemes confinés (voir
[11,12], [20]).

L’équation de Cahn-Hilliard avec conditions dynamiques sur le bord est dérivée de
I’énergie libre :

(3.30) S(u):/Q <%\Vu|2—|—F(u)) d:c—l—/F <%|V”u|2+%\u\2+(}’s(u)> do

ol F' est une primitive de f et G5 une primitive de g;. La premiere intégrale est 1’énergie
de volume du matériau et la seconde intégrale est I’énergie de surface.
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Si u est une solution réguliere de (3.24)-(3.27), alors nous avons une dissipation de
I’énergie &, car :

1
(3.31) i5@@)):—/ \Vw\de——/|ut|2da, £ 0.
dt 9] Fs I

De plus, la masse totale de u est conservée :

/Qu(t) dz = /Qu(O) dz, t > 0.

L’étude théorique du probleme (3.24)-(3.27) a été considérée dans [4], [13], [14], [18],
23], [24], [25], [28], etc, ou les auteurs ont établi I'existence et I'unicité des solutions, la
convergence vers 1’équilibre ainsi que I'existence d’attracteurs exponentiels, dans différents
cas de nonlinéarité (différentes fonctions f et g).

Du point de vue numérique, des schémas numériques ont été considérés dans [11], [12],
[20] pour le probleme (3.24)-(3.27), sans démontrer la convergence des schémas. Dans
[3], nous proposons une discrétisation en espace par des éléments finis et nous étudions
la convergence en temps et en espace du schéma. La discrétisation en espace considérée
est une adaptation du schéma introduit par Elliott, French et Milner [7], pour le cas des
équations de Cahn-Hilliard classiques.

Nous commencons par introduire le probleme discrétisé en espace. Nous remarquons
d’abord que les conditions de dissipativité (3.28) impliquent :

(3.32) F(v) > c1v* — ¢, Gs(v) > cv? — ey, Vv € R,
pour des constantes ¢; > 0 et ¢ > 0. Au vu de (3.30) et (3.31), nous introduisons l'espace :
V={veH(Q), yreHT)},

qui est un espace de Hilbert pour la norme hilbertienne :

1/2
el = (o3 + 1ol

Les conditions au bord périodiques se retrouvent dans la définition de V. Par exemple,
pour d = 2 une fonction v € H'(Q) est L;-périodique dans la direction z; et vyr € H'(I')
si et seulement si v(-,0) € H. (0, Ly) et v(-, La) € H..(0, Ly).

per per
Nous considérons aussi (-, -) le produit scalaire dans L?(2) et | - |o la norme de L*(12).
De méme, pour k € N, || - ||z est la norme dans H*(Q2) et | - | la semi-norme associée :
Yoe HYQ), olli= ) 10%l5 et [oli= ) |07l
<k ik

La formulation variationnelle du probleme (3.24)-(3.27) est celle-ci :

Trouver (u,w) : [0,T] — V x V tels que :

(U}, X) = (f(u)7 X) + (vu7 VX) + JS(V”U, VHX)F + )‘S<u7 X)F
(3.34) +(gs(u), X)r + Ty (ug, X)r,
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pour tout ¢ € HY(Q) et pour tout x € V.

Pour la discrétisation en espace, nous considérons une famille de décompositions quasi-
uniformes {2} pour ML, [0, L;] en d-simplexes, en prennant en compte les conditions au
bord périodiques sur Q, telle que {Q2"} est une triangulation pour 2. La triangulation Q"
de Q induit une triangulation I'* de " en (d — 1)-simplexes. Pour une triangulation donnée
O" = Upean T, nous définissions V" comme l'espace des éléments finis conformes P? :

vh={v" e C°(Q), vjy affine VI € Q"}.
h

Nous notons que pour tout v" € V" la restriction " = U sur la frontiere est un

élément fini conforme P! sur espace H'(T'), construit sur la triangulation I'*. Nous ap-
pelons Vi cet espace de trace discret. Nous avons V" C V et V" peut étre vu comme la
discrétisation conforme de V'; V" est utilisé en méme temps comme discrétisation pour

H'(Q) et pour V.
La formulation discrete de (3.33)-(3.34) est celle-ci :

Trowver (u", w") : [0,T] — VP x V" tel que :

(335) (uszl) SO) = _(vwh’ V@)a \V/SO S Vh7
(W', x) = (f"),x)+ (Vu", Vx) + os(Viu", Vix)r + As(u", x)r
(3.36) +(gs(u"), X)r + T (), X)r, - Vx € VM

Dans [3], nous montrons d’abord 'existence et 1'unicité de solution pour (3.35)-(3.36),
ainsi qu'une estimation d’énergie pour la solution discrete :

Proposition 3.2. Pour tout ul € V", le probléeme (3.35)-(3.36) admet une solution
unique
(u", w") € CH([0, +00); V" x V)

telle que u"(0) = ul. De plus,
t

(3.37) E(ul(t)) +/ (W[} + T up g ds < E((0)), Vit >0.
0

Nous montrons aussi la convergence de la solution discrete, quand ¢ — oo, vers un
état stationnaire. Plus exactement, nous appelons solution stationnaire pour le probleme
(3.35)-(3.36) avec la condition initiale u2, un couple (@",w") € V" x V" telle que :

(@ 1) =

uiol7 1)7
(" x) = (f(

(
(f ah>7 X) + (vah7 VX) + O'S(V”ﬂh, VHX>F + )‘S<ah7 X)F
+(gs(ﬂh)7X)Fa VX € Vh'

Alors, nous démontrons le résultat suivant :
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Proposition 3.3. Le champ S"(t)ul = u"(t) est un champ de gradient pour € dans
Uespace affine {vh € V* : (v 1) = (ub, 1)} :
dé :
(i (1), ") = === (" () + ap")jazo, V20, Vip € VP,

oti (-, ) est un produit scalaire convenable sur V.
De plus, si f et g, sont réels analytiques, il existe une solution stationnaire (", w") €
Vh xR telle que :
(u"(t), w"(t)) — (a",@") quand t — +oo.

Si nous supposons que f et g; ont une croissance sous-critique, plus exactement si :
(3.38) If(o)| <c(1+|off™), VoeR,
pour p € [2,6] quand d = 3 et p > 2 arbitraire quand d = 2 et
(3.39) |95(0)| < c(1+]0]™), Vo €R,
pour d = 3 et ¢ > 2 arbitraire, alors nous montrons le résultat suivant (voir [3]) :

Théoreme 3.4. Soient f, g, € C'(R,R) satisfisant (3.28), (3.38) et (3.39). Siug € V et
ul € VP sont tels que ul — vy dans V' quand h — 0, alors pour tout T > 0 nous avons :
u"  — w *faible dans L°°(0,T; H*(Q)) et fortement dans C°([0,T]; L*(Q)),
(") — up *faible dans L=(0,T; H'(T)) et fortement dans C°([0,T]; L*(T)),
w" — w faible dans L*(0,T; H*()),

avec (u,w) la solution unique de (3.33)-(3.34) telle que u(0) = ug et

(3.40) ue L™0,T;V), wre WY (0,T; L*T)) et w € L*(0,T; H'()).

h

Pour établir les estimations d’erreur sur u” —u et w" —w dans certaines normes, nous

écrivons la décomposition suivante :
ul(t) — u(t) = 6%(t) + p“(t), avec % = u" —a", p* =" —u,
w'(t) —w(t) = 6“(t) + p*(t), avec % = w" — ", p* =" — w,

pour tout ¢ € [0,7], ot w" = w"(t) et @" = u"(t) sont les projections elliptiques de
w = w(t) et u=u(t) définies par :

(VW,VX) (Vw,Vx), vy e V7,

(Vuh VX) + O’S(V”u VHX)F + As ( ,X)p = (Vu, VX) + US(VHU, VHX)F
+ As(u, Xr,
pour tout xy € V",

L’existence d'une solution unique @w" € V" des équations (3.41),-(3.41),, solution
associée a chaque w € H'(Q) est assurée par le théoreme de Lax-Milgram et I'inégalité
de Poincaré. De maniére analogue, étant donnée une fonction u € V, I’équation (3.41)
définit un unique " € V",

Nous montrons le résultat suivant (voir [3]) :
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Théoréme 3.5. Soit (u,w) une solution de (3.33)-(3.34) telle que :

(3.42) U, Up, uy, w, wy € L*(0,T5 H*(Y)) et wr, (u)r, (ug)r € L*(0,T, H*(T)),
et soit (u, w")la solution de (3.35)-(3.36). Si

(3.43) 6"(0) = 0 et 6°(0) =0,

alors le schema est d’ordre 2 dans L? et d’ordre 1 dans H', et plus précisement,

M=o+ U —ufor + [Jup — wel| g+ uf — wlor) < CR,

T
( N wuads)

Sup (”“h —ull; + Huh - UHl,F) < Ch,
(0,7

sup (|u
[0,7]

1/2

IA

Ch2,

1/2

T
([ 1t =l =l ot = wlpas) <
0

Nous abordons aussi I’étude du probleme totalement discrétisé. Pour la discrétisation
en temps et en espace, nous utilisons un schéma d’Euler implicite en temps pour le schéma

semi-discrétisé en espace. Le pas de temps est 6t > 0, fixé. Alors, pour ul € V" et
n =1,2,..., nous cherchons (u},w?) € V" x V" tel que :
(3.44) (Oup, ) = —(Vwy, Vo), YoeV",
(Wi, x) = (fug),x) + (Vug, V) + 0o (Vyjug, Vir
(345) ~|>(§]S(UZ), X)F + Ps_l(au;iv X)Fa \V/X € Vha

avec 0 l'opérateur qui a la suite (v"),>0 associe la suite définie par

B " — Un—l

4 "= > 1.
(3.46) v 5 =2

Nous définissons aussi :
gs(0) = As0 4+ g5(0), Vo eR.
Nous notons que la condition de dissipativité (3.28) implique que ,
(3.47) f'(v) > —=C; et g(v) > —Cs, pour tout v € R,

ou Cy >0 et Cg > 0 sont des constantes positives.

Nous montrons les résultats suivants sur 'existence, la stabilité et I'unicité de la suite
(g, W) -
Théoréme 3.6. Pour tout u) € V", il existe une suite (u}, w}),>1définie par (3.44)-
(3.45) qui satisfait l’estimation d’énergie suivante :

(3.48) E(up) + 2_&|uh —up P+ mhﬁh —up for <€), Vn>1.

De plus, si 0t < §t* avec §t* = min {4/C%,1/(TsCs) }, alors la suite est définie de maniére
UNIQUE.
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Comme conséquence, nous avons le résultat suivant qui est une version completement
discrétisée de la Proposition 3.3 :

Proposition 3.4. Si f et g, sont réelles analytiques, alors pour tout uf € V", toute suite
(U, wi)p>1 définie par (3.44)-(3.45) et qui satisfait l’estimation d’énergie (3.48), converge
vers une solution stationnaire quand n — oo.

Simulations numériques

Nous illustrons d’abord le cas du schéma semi-implicite d’Euler, donc un schéma de
type (3.44)-(3.45) mais avec les termes non-linéaires implicites f(u}) et gs(u}) remplacés
pas les termes explicites f(u} ') et gs(u;~'). Dans les Figures 3.3-3.5, le domaine est
L, x L, = 80 x 10 et la triangulation est obtenue en divisant le domaine en 256 x 50
rectangles qui sont divisés aussi en deux triangles le long de la méme diagonale. Les termes
nonlinéaires sont donnés par :

(3.49) f)=v*—v/2 et G,(v) =\ +k)v—hs,, vER,

avec \s + ks = 1 (par exemple A, = 0.5), hy = 0; I'y = 10, 05 = 0.1 et le pas de temps est
0t = 0.1. La condition initiale est une distribution aléatoire uniforme d’amplitude +0.01.
Dans chaque figure, le maximum et le minimum de u sont colorés en blanc et en noir
respectivement et les valeurs intermédiaires de u correspondent a différents niveaux de

gris.

FIGURE 3.3 -t =10

FIGURE 3.4 — ¢t = 100

EEEER

FIGURE 3.5 — ¢t = 250

Pour les Figures 3.6-3.7, nous considérons le cas d'un schéma de Crank-Nicolson
linéarisé qui s’écrit de la maniere suivante :
Pour n = 2,3, ..., trouver (ull,w?) € V* x V" tel que :
(3.50) (Oup, ) = —(Vag, Vo), YpeVh
(@, x) = (Fap™),x) + (Vitg, VX) + o (Vyig, Vix)r
(351) +(§8(Iaz—1)a X)F + Fs_l(au;LLa X)F7 VX € Vh7
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FIGURE 3.6 -t =0.25

]
i

FiGURE 3.7 — ¢t = 0.50

ott O est 'opérateur défini par (3.46) et

n n—1
Uy, + Uy,
2 )

-1
wy + wy o 3
hfh, et uy 1:—uh — —u

~MN

_ N
Up, = Wy =

La valeur initiale u) € V" est donnée et (u},w}) est calculé en utilisant une méthode
e . y oo 1,0 1
de type prédiction-correction. Ainsi, nous commencons par définir (uh’o, wh’o) eVh xVvh
satisfaisant :

(352> ((uilio - U%)/ét, 90) = - (V’UAJ#O, VSO)7 V()O S Vh7
(,°,x) = (f(uf), x) + (V@,°, VX) + 05 (Vi Vix)r
(3.53) + (gs(uh), X + T ((uy® — ) /6t X)r, Vx € V",

avec o o
b 0 b 0
L1,0 U Ty L1,0 Wy Fwy
i, = L—" et W, =-L—""
2 2

Ensuite, nous définissons (u},,w}) € V* x V" tel que :

(3.54) (Ouy, 0) = —(Viy, Vo), VoeVh
uy” 4 uf
(3, x) = (F(Z—)%) + (Vitg, V) + 0u(Vyit, Vx)r
ul’o + u? =
(355) +(§S(hTh)7X)F +F;1(8U}L7X)F7 \V/X € Vha
Les nonlinéarités considérées sont données par (3.49), avec (As + ks) = —4 et hy = 0.

Le domaine est L, x L, = 80 x 40, qui est divisé d’abord en 400 x 200 rectangles et
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ensuite chaque rectangle est divisé en deux triangles le long de la méme diagonale. Le
pas de temps est 0t = 0.01; I'y = 10, o, = 5 et la condition initiale est une distribution
aléatoire uniforme d’amplitude £0.01.

Pour la Figure 3.8 nous utilisons le méme schéma que pour les Figures 3.3-3.5, avec
0t = 0.001 mais en considérant une géometrie différente pour le domaine. Le domaine est
un disque de rayon 80, centré en (0, 0), dans lequel nous découpons un disque de rayon 40,
centré en (20,0). La frontiere externe est divisée en 600 intervalles et la frontiere interne
est divisée en 400 intervalles. Les parametres sont les suivants : A\, + k; = —4, hy = 0,
I'y = 10, 0, = 5 et la condition initiale est une distribution aléatoire uniforme d’amplitude
+0.01.

Dans toutes les figures hy = 0 donc dans tous les cas considérés aucune des phases
n’est préférentiellement attirée par les parois.

FIGURE 3.8 —t = 0.50 (hs; = 0)

Nous abordons a présent le troisieme theme annoncé pour ce chapitre :

L’analyse de certains schémas numériques de type volumes finis
pour des systemes hyperboliques liés a la géophysique

Le but du travail [10] est 1’étude des erreurs introduites par certains schémas numériques
de type volumes finis dans ’étude des fréquences d’onde, dans le contexte des systemes
hyperboliques utilisés pour la météorologie et 1’'océanographie. Nous remarquons, en plus
des problemes bien-connus dans la propagation de phase et dans le calcul des vitesses de
groupes, que les erreurs de discrétisation induisent la formation de caustiques artificielles
dans la partie du spectre correspondant aux ondes d’inertie-gravité.

Les résultats sont une extention des résultats obtenus par Grotjahn et O’Brien [19]
dans le contexte des discrétisations de type différences finies, ou les auteurs montrent
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que les méthodes de différences finies introduisent des erreurs importantes de module et
angulaires dans le calcul des vitesses de groupe, pour des modeles issus de I'océanographie
et que les méthodes ont une précision raisonnable seulement pour les ondes longues;
Vichnevetsky [27] a aussi étudié les erreurs introduites par des discrétisations en temps et
en espace, ainsi qu’a la frontiere ; Blayo [2] a étudié lerreur introduite par des schémas de
type différences finies d’ordre supérieur dans le cas des ondes d’inertie-gravité ; David et al.
[5], [6] ont examiné le mécanisme de dispersion par la concentration d’erreurs et 1’existence
des caustiques artificielles dans les cas des équations de propagation discrétisées.

Notre motivation pour considérér 1’étude des méthodes de type volumes finis est que les
méthodes de volumes finis différent de maniere conceptuelle des méthodes de différences
finies par le fait que les estimations sont faites sur des fluxs aux interfaces entre les volumes
finis, contrairement aux techniques de différences finies ou les estimations sont faites sur
les dérivées des inconnues.

Nous étudions les équations de Saint-Venant linéarisées avec des conditions aux bords
périodiques :

ou ou ou od

(356) E—Fﬂo%"—ﬁoa—y—i‘g% —fUZO,
ov _ Ov _ Ov 0P B
(357) E+u0%+voa—y+g8—y+fu—0,

(3.58) o Ty g 050+

qui peuvent étre écrites sous la forme :

9q 99 - 9q
3.59 —+A—+B—+4+Cqg=0
(3:59) ot + Ox + dy +oe=0,
ou q(z,y,t) = (u(z,y,t),v(x,y,t),®(z,y,t)), g est Paccelération de la pesanteur et les

matrices A, B et C sont définies par :

0P 0P oo B, (@ 8v) _o,

i 0 g % 0 0 0 —f 0
A= p Ug 0 s B= 0 ’l:]o g s C= f 0 0
Dy 0 1w 0 @y vy 0 0 O

Un cas d’intérét particulier est g = vg = 0 et f = const., cas qui décrit les ondes
d’intertie-gravité. Les ondes d’inertie-gravité sont importantes pour décrire par exemple
le phénomene d’ajustement dynamique se produisant lorsqu’un équilibre dynamique de
grande échelle entre les forces de pression et 'accélération de Coriolis n’est pas satisfait.
Lorsque cet équilibre est rompu, 'atmosphere tend a y retourner en émettant des ondes
d’inertie-gravité (on parle d’ajustement géophysique).

Le cas continu. Pour trouver la rélation de dispersion dans le cas continu, nous rem-
placons ¢ dans I'équation (3.59) par l'onde ¢(z,vy,t) = (@, v, ®)el**+W=+) et nous trou-
Vons :

(3.60) (—iwI+ikA +i/B +C)q =0,
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oui=+/—1etIestla matrice identité. L’équation de dispersion a comme solutions les
fréquences d’onde :

(361&) Wo = k?ﬂo + lf@o, W4+ = Wo + f R%HQ + ]_,

ot k = Vk? + (2 est le module du nombre d’onde, et Rp est le rayon de Rossby de
déformation, Rp = v/ Pog/f.

Les vitesses de groupe sont v, = (g, Tp) pour wy et pour wy NOUS avons :

2
ke 4
ol Yo 2 2
Rpk* +1

Les ondes d’inertie-gravité. Pour décrire les ondes d’inertie-gravité, nous considérons
les équations (3.56)-(3.59) avec 1y = vy = 0 et f = const. La relation de dispersion nous
donne les fréquences d’onde en fonction du module x du nombre d’onde et les fréquences
sont les mémes que dans (3.61a) avec uy = 99 = 0. La racine wy = 0 correspond a
I'état stationnaire et les deux racines wy = +f+/R%k? 4+ 1 correspondent aux ondes de
propagation appellées des ondes de Poincaré.

Le comportement des ondes de Poincaré est une interaction entre les ondes de gravité
(quand f = 0, donc en absence de la rotation) et des oscillations inertielles ; les ondes sont
aussi connues sous le nom d’ondes d’inertie-gravité. Nous pouvons voir cela facilement :
pour k grand (ce qui correspond a une onde courte) nous trouvons x > 1/Rp, qui se
traduit par le fait que la longeur d’onde est trop petite pour resentir la rotation et donc la
gravité domine. Pour k petit (donc pour une onde longue), nous trouvons k < 1/Rp et
donc 'onde est beaucoup plus longue que le rayon de Rossby de déformation et le terme
inertiel domine.

Les fréquences w_, wy et w, sont représentées dans la Figure 3.9 en fonction de Rp/Ax.

Les parametres Con51deres sont f=15-10"%*s"1 g = 9.8ms2, L = 6000km, ®y = 10km
et Az (= Ay) tels que Rp/Az =20,10,5 (i.e. Az = L/60,L/30 et L/15). Les vitesses de
groupe sont représentées dans la Figure 3.10.
La relation de dispersion pour le cas discret. Nous rappellons d’abord le contexte
des volumes finis. Pour discrétiser le domaine périodique Q2 = (0,L,) x (0, L,), nous
utilisons des rectangles identiques de dimension AxzAy avec MAx = L, et NAy = L, ou
M et N sont des entiers donnés. Nous avons M N volumes, définis par :

Kij = (ZL‘Z;;,I‘ ) (y]——vijr )
avec
xi+%:z’Ax, pouri=0,M et yj+%:jAy, pour 7 =0, N.

Les discrétisations de type volumes finis que nous utilisons peuvent s’écrire sous la
forme :
2At (/B +1 ﬁ(ﬁ - 1)qz] (2 /B)ql_] ) + A <F;+ j F;—%j) _'_ A—y<GU+% o Gij_’>

(3.63) + Cql =0,

=
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x107°
-05

FIGURE 3.9 — Ondes d’inertie-gravité : w_ (en haut) et wy (en bas) en fonction de kAz /7
et [Ay/m (avec Az = Ay) pour Rp/Az=20, 10, 5.
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FIGURE 3.10 — Ondes d’inertie-gravité
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ou
1
o= x,y,nAt)dxd 1=1,..,. M, 7=1,.,N, n=1,..,N,
QZ] AZL'Ay/”q< ' Yy ) Y, PR ) J IR IR 3 ey AV
et
F;_’:%j GZ]+—
F’:FQJ FZ;QJ et GZ‘JF% - Gngf
FH2] sz+2

sont les fluxs numériques.
Les discrétisations en temps dépendent de la valeur de 3 ; pour 5 = 2 nous trouvons
le schéma d’Euler et pour 5 = 1 nous trouvons le schéma saute-mouton (Leap-Frog).

La discrétisation saute-mouton en temps avec des fluxs centrés. La relation
de dispersion discrete est obtenue quand les fluxes numériques sont calculés avec une
approximation centrée :

(3.64) o A(M) ot G :B<M)
. . |

z+2] 1]+2 2

Pour les termes a la frontiere, nous avons Fj, 1 1 = F 1, ce que signifie en prennant un
controle fictif, que qar41; = q1; et qoj = qurj pour j = 1 ,IN.

Nous remplagons ¢;; par 'onde discrete (u, v ,Pe ‘(k’A“l]Ay*“’"At)dans le schéma numérique
(3.63) et nous obtenons la relation de dispersion :

(3.65) det (—I@+A/§+Bi—ic) —0,

avec1=+v—1 et

(3.66) = L sin(wAY), k= ——sin(kAz), 1= ——sin(iAy)
. W—AtSlnw s —AxSIH T —AySln Yy).

Les fréquences d’onde sont :

1 - -
(3.67a) Wo = A7 arcsin(Atwy), avec @y = kg + [,
1 - -
(3.67b) Wi =R arcsin (At (&JO + f1/RLR? + 1)) , avec B2 = k% 4+ I°.

Les vitesses de groupes discretes vy, = (Owy/0k, Owy /0l) sont données par :

R% f sin(2kAz)

2Az+\/R%LR? + 1}

R% f sin(2[Ay) ’

2Ay\/R%LR? + 1}

1
—{cos(kAx)uy +
(3.68) vy = | 7%

1
—{cos(lAy)vy £
0+
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2
avec 0y = \/1 — A2 (d}oif\/R%/%Q + 1) )

Nous voulons étudier les erreurs numériques introduites par les propriétés dispersives
du schéma numérique. Le mécanisme dispersif consiste en une concentration d’erreurs
et donc une croissance brusque d’erreur. Le phénomene est connu sous le nom de caus-
tiques fictives (en anglais spurious caustic phenomenon). Nous remarquons que la solution
exacte du modele continu n’a pas des caustiques, par contre la solution discrete admet
des caustiques, introduites par le schéma numérique.

Du point de vu mathématique, cette concentration d’erreurs se traduit par 'existence
d’un point d’extremum pour la vitesse de groupe. Nous cherchons donc le nombre d’onde
k. pour lequel :

9vy

(3.69) o

(kt:) =0.

Pour le cas continu, il n’y a pas des caustiques car la vitesse de groupe est :

R% [k
REK2+ 1

et donc il n’y a pas de point k. pour lequel la derivée de la vitesse de groupe

A, R f R3P+1
ok p (VRERZ + 1)3

s’annule.
Pour le cas discret, nous remarquons l'existence des caustiques qui correspondent a
I’état stationnaire

1
wo = —— arcsin(Atdy).

At

Effectivement, la premiere composante de la vitesse de groupe est :

g cos(kAx)
Vgd = —F——=—,
- AP

et donc la derivée

8’1}9 d fboAl‘ . At2fbol;?/(:}0
L — sin(kAg) + ——20 0
ok \/1- At%g{ sin(kAr) + 77 A2

admet un extremum pour k& = 0 et { = 0. Le résultat est illustré dans la Figure 3.11, pour
le cas des ondes d’inertie-gravité.

En comparant la Figure 3.10, ou les vitesses de groupe exactes sont représentées, et
la Figure 3.12 qui montre les vitesses de groupe approchées, nous remarquons que des
erreurs angulaires et directionnelles importantes sont présentes pour les ondes courtes, le
schéma étant précis seulement pour les ondes longues.
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FIGURE 3.11 — Ondes d’inertie-gravité calculées avec une discrétisation de Leap-Frog en
temps et une interpolation linéaire pour les fluxs : ||vy _||2 (en haut) et ||v, 1 ||2 (en bas)
en fonction de kAx /7 et [Ay/m (avec Ax = Ay) pour Rp/Axz= 20, 10, 5.
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FI1GURE 3.12 — Ondes d’inertie-gravité calculées avec une discrétisation de Leap-Frog en

temps et une interpolation linéaire pour les fluxes

: vy_ (en haut) et v, (en bas) en

fonction de kAx/m et IAy/m (avec Ax = Ay) pour Rp/Ax= 20, 10, 5. A comparer avec

la Figure 3.10.
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La discrétisation d’Euler en temps avec des fluxs de Lax-Wendroff. Les fluxs de
Lax-Wendroff sont calculés par les formules (voir aussi [10]) :

(3.70)
. At Q?+1j + CJZ At n
FZ+2] = <A — T(AC + CA)) ( 5 — QASL’A (qurlj - qz‘j)

At mn n n mn mn n n n
- STyAB ((Qi—l—lj-i—l - Qi—f—lj) + (Qij—l—l - Qij) + (Qi—i—lj - qi+1j—1) + (Qij - qij—l)) )

(3.71)
n A Qz]—i—l + qz] At 2 n n
G”Jr <B — 7 (BC + CB) ) < — 2AyB (Qij—f—l - Qij)
At n n n n n
~3A,BA (@Fs1j0 = @5n) + (@ — 65) + (G — Ghaj) + (@ — aity) -

Nous obtenons le schéma suivant :

L. " (AC+ CA) "
At (q2]+1 - qm) 2A (A At#) (QH—M Qi—lj)
1 (BC+CB), , , . C?
+ 2Ay(B At 9 —) (qij—H - qij—l) (C— At—)qw
At 2 n n n At 2 n n n
- —QAxQA (qz‘+1j - 2%]‘ + Qi—lj) - —QAyQB (Qij—‘,-l - 2%‘ + Qij—l)

At

(3.72) - SAxAy(AB +BA) (qz'n+1j+1 — Qo1 — Q1 T qz‘n—lj—l) =0,

avec les matrices :

AC+CA=| 2fae, 0O fg |, BC+CB=| 2f5, O 0 ,
0 —f® 0 f®, 0 0
a2+ 9%y 0 2g1iy va 0 0
A% = 0 u? 0 , BP=| 0 92+gPy 2900 ,
2710&)0 0 fL(Q) + g(i)o 0 2170&)0 @g + g‘io

2"&91_)0 g(T)O 2g1_}0 —f
AB+BA=| g% 2uty 29u |, C’=| 0 —f*0
2(130170 2(130710 2@0@0 0 0 0
En remplagant ¢ dans (3.72) par l'onde discréte (u, 0, ®)ellkidztliAy—wnAl)
trouvons la relation de dispersion :

, nous

(3.73) det N = 0,
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FIGURE 3.13 — Ondes d’inertie-gravité avec une discrétisation d’Euler en temps et des
fluxs de Lax-Wendroff : v, _ (en haut), v, (au milieu) et v, (en bas) en fonction de
kAz/m et IAy/m (avec Ax = Ay)pour Rp/Ax= 20, 10, 5. A comparer avec la Figure 3.10.

avec
1 : At - At -
N = KtI(e*mt —1) +i (A - (AC+ CA)) k+i (B - (BC+ CB)) l
At At o5 At_,s At -
(3.74) + <C - 702) - 7A2k + 7321 + 5 (AB+BA) K,
et

- 4 9 :___é__‘ 9
k= A2 Sin (kAz/2), 1= A sin“(IAy/2).

Dans la Figure 3.13 nous illustrons les vitesses de groupe numériques, pour les ondes
d’inertie-gravité. Nous remarquons, en comparant la Figure 3.13 avec la Figure 3.11,
que les ondes courtes et moyennes présentent des erreurs angulaires et directionnelles
importantes dans le calcul des vitesses de groupe. Nous mettons en évidence I'existence
des caustiques fictives dans le cas numérique, en représentant les vitesses numériques en
fonction de kAx /7. Les vitesses exactes ne présentent pas des extremas locaux, par contre
dans la Figure 3.14 les vitesses approchées ont des extremas locaux périodiques.

La discrétisation de Leap-Frog en temps avec des fluxs ”upwind”. Pour pouvoir
introduire le schéma "upwind”, nous commencons par diagonaliser les matrices A et B :

A =PAAAPA ! and B = PgAgPg !
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FIGURE 3.14 — Ondes d’inertie-gravité avec une discrétisation d’Euler en temps et des
fluxs de Lax-Wendroff : ||v,_||2 (en haut) et ||v,+||2 (en bas) en fonction de kAz/7 et
[Ay/7 (avec Az = Ay) pour Rp/Axz= 20, 10, 5.
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ouA, (respectivement Ap) est la matrice des valeurs propres de A (respectivement de
B):

Aa = Diag(iip — /oy, o, Uo + vV Pog), Ag = Diag(ty — v/ Pog, vo, To + vV Pog),

et Pa (respectivement Pg) est la matrice des vecteurs propres :

1 0 1 1 0 0
Pa = 0 1 0 CPp=|0 1 1
—V®/9 0 /®o/g 0 =V /g VPog
En définissant les matrices Ay T = maxz(Aa,0) et Aa~ = max(—Aa,0), nous pouvons

introduire les matrices suivantes :
AT =PAAATPA et Bt =PgAgT P,
A™=PjsApr Ppolet Bf =PgAg P!,
A=AT-A etB=B"-B",
|A|=AT+A et |Bl=BT+B".

Les fluxs numériques "upwind” sont alors :

N Qi1 + i Al n
(3.75) FH%j = A (#) T (qi+1j - Qij) )

. Gy T Gj Bl . n
(3.76) Gij+% = B <%) ~ 5 (@0 — @) »

et nous obtenons le schéma suivant :

AL (qijJrl — G 1) + AL (%’Hj - qzelj) + 27y (qij+1 - qijfl) + quj
(3.77) - 2Ar (qi-i-lj — 2q;; + Qi—lj) - —2Ay (Qij—l—l — 2¢;; + qij—l) = 0.

La relation de dispersion est donnée par :
~ = = A =A
(3.78) det (—i@l+ikA+ilB+C+ |A|k:7x + |B|l7y> = 0.

Dans la Figure 3.15 nous illustrons les vitesses de groupe numériques, pour les ondes
d’inertie-gravité. Comme dans les cas précédents, le schéma est plus précis pour les ondes
longues mais pour les ondes courtes et moyennes nous remarquons l'existence d’erreurs
angulaires et directionnelles importantes. L’existence des caustiques fictives, introduites
par le schéma numérique, est mise en évidence dans la Figure 3.16 ou la norme de la
vitesse de groupe approchée est représentée en fonction de kAz/w. La Figure 3.16 montre
I’existence des extremas locaux pour la vitesse approchée, contrairement au cas continu.

Conclusion. En mettant en évidence dans [10] Papparition des caustiques fictives, nous
avons illustré le caractere dispersif des schémas numériques considérés. Cette propriété
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FIGURE 3.15 — Ondes d’inertie-gravité avec une discrétisation de Leap-Frog en temps et
des fluxs "upwind” : v, _ (en haut), v, (au milieu) et v, 4 (en bad) en fonction de kAx /7
et [Ay/m (avec Ax = Ay) pour Rp/Axz= 20, 10, 5. A comparer avec la Figure 3.10.
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FIGURE 3.16 — Ondes d’inertie-gravité avec une discrétisation de Leap-Frog en temps
et des fluxs "upwind” : ||v,_||2 (en haut), ||vg0ll2 (au milieu) and ||v, || (en bas) en
fonction de kAx/m et [Ay/m (avec Ax = Ay) pour Rp/Ax= 20, 10, 5.
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dispersive est une source d’erreurs angulaires et directionnelles importantes, erreurs que
nous remarquons dans le calcul des vitesses de groupe.

Dans le cas de la discrétisation de type Lax-Wendroff, nous avons une méthode d’ordre
plus élevée mais la précision de la méthode est troujours faible, en fait la méthode est la
moins adaptée au probleme.

Nous notons aussi que pour les deux derniers schémas présentés, nous avons obtenu
des fréquences complexes pour le cas discret, approchant des fréquences réelles, ce qui est
une source d’erreur car la partie imaginaire de la fréquence génere des croissances et des
décroissances d’amplitude.

Nous pouvons conclure par le fait que la nature dispersive des schémas numériques
considérés introduit des erreurs importantes. Les schémas implicites sous-évaluent les os-
cillations, contrairement aux schémas explicites qui sur-évaluent les oscillations ; les seules
ondes pour lesquelles les schémas sont adaptés sont les ondes longues. Nos conclusions
sont similaires a celles obtenues par Grotjahn et O’Brien pour le cas des discrétisations
en différences finies. A notre connaissance, I’apparition des caustriques fictives n’a pas été
mise en évidence auparavant.
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