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Petite chronologie (personnelle)

1989-1995, Amsterdam. Développement du logiciel ‘LIiE’.

2002. Congres “Théorie de Lie Algorithmique” & Montréal ;
Le projet ‘Atlas of Lie groups and Representations’ formé.

@ 2003. Invitation de Fokko du Cloux a rejoindre ‘Atlas’.

@ 2004. Fokko termine la partie “structure” du logiciel atlas.
@ novembre 2005. Fokko termine “polynémes de KLV”.
décembre 2005. Réunion ‘Atlas’ a Boston. Maladie Fokko.
@ juillet 2006. Atlas workshop. Prototype nouvelle interface.
@ 10 novembre 2006. Déces Fokko.

@ décembre 2006. Version modulaire “crack Eg” d’'atlas.

@ 9 janvier 2007. Polynémes de KLV pour Eg(R) calculés.

@ 19 mars 2007. Annonce du résultat.



Limitations

On ne peut pas tout expliquer dans une heure.
Je ne parlerai pas de

la théorie de groupes de Lie réels (non compacts),
leurs représentations (de dimension infinie),

°
°
@ la signification des polynémes de Kazhdan-Lusztig-Vogan,
°

les applications du résultat trouvé,
@ le but ultime du projet ‘Atlas’.
Par contre j'espére expliquer
@ Qu’est-ce qui est désigné par «Eg» ?

Je mettrai 'accent sur les aspects discrets.



Définition

Un groupe de Lie G sur R ou C est un ensemble muni a la fois
des structures de groupe et de variété différentielle, telles que
la composition (x, y) — x.y soit de classe C?(G x G, G).

Tout groupe peut étre vu comme un groupe de Lie de
dimension 0 en le munissant de la topologie discreéte ;
ce n’est guére instructif.

Il est donc raisonnable de prendre pour point de départ un
groupe de Lie connexe.



Algébre de Lie d’'un groupe de Lie

Pour un groupe de Lie connexe G, I'étude de son espace
tangent g = T¢(G) a I'élément neutre est treés informatif.

La dérivée seconde du commutateur (x,y) — x.y.x~ .y~

fournit une application bilinéaire g x g — g notée (a, b) — [a, b].

Lespace vectoriel g muni de ce crochet de Lie vérifie les
axiomes d’une algébre de Lie (sur R ou C) :

° [b7 a] = _[av b]v

® [[a,b],c] +[b,c],a] + [[c,a], b] = O.

G agit sur g comme un groupe d’automorphismes.



Classe de groupes de Lie considérée

Deux cas extrémes sont relativement simples a traiter :
@ algébres de Lie commutatives, pour lesquelles [g, g] = 0,
@ algébres de Lie semisimples, pour lesquelles [g, g] = g,

Pour ne pas exclure G = GL(n, C), on définit une classe de
groupes de Lie «sympathiques», dont I'algébre de Lie peut
mélanger (en somme directe) que ces deux cas.

Pour point de départ, at 1as prend les groupes de Lie
complexes connexes réductifs.



Sous-algebres de Cartan

Soit G un groupe complexe réductif.
La notion de sous-algébre de Cartan de g est telle que

@ il en existe toujours au moins une,
@ elles sont (toutes) maximales commutatives,
@ leur ensemble forme une orbite sous 'action de G.

Alors sans état d’ame, on fixe une sous-algebre de Cartan .



Action du groupe de Weyl sur b

Laction d’un g € G peut envoyer ) — b de fagon non-triviale.

Le groupe qui représente ce résidu de 'action de G est fini.
C’est le groupe de Weyl W = Stabg(h)/ Zg(h).

Exemple.
G = GL(n,C), g = M,(C), h = {matrices diagonales}.

Pour g € G, les éléments de g - h sont diagonalisables sur g(&),
image par g de la base canonique £ = {ey, ..., en}.

Posons CE = {Cey,...,Ce,} (ensemble de n droites dans C"),
alors W = Stabg(C€)/ (N7, Stabg(Ce;) = Sp.
W = S, agit sur h par permutation des coefficients diagonaux.



Racines

Comme h est commutatif, on peut décomposer g comme
somme d’espaces propres simultanés pour les opérations
adh=1[h,-]:g— gpourtout heh.

Un tel espace propre V est caractérise par son poids A : h — C
tel que ad h(x) = [h,x] = A(h)x pourtout he het x € V.

En plus, dim V), <1, sauf pour A =0 € h* (ou V) = b).
Les X # 0 avec dim V), = 1 sont les racines de g dans §.
Les racines forment un ensemble fini ¢ C ph*.

OnadimG=dimg=dimbh+ #o.



Systemes de racines

Propriétés de ¢ :

@ Lensemble ¢ est stable par I'action du groupe W sur h*;

@ Pour chaque « € ¢ I'action de W contient une réflection s,
avec s,(a) = —a;

@ Les s, engendrent l'action de W sur bh*;

@ Pourtout g € ® ona s,(f3) — 8 € Za (condition
cristallographique) ;

e dN2d =10.

Un ensemble avec de tels propriétés est appelé un systeme de
racines (dans I'espace vectoriel h* muni de I'action de W).

Dans I'étude de @, on peut limiter les scalaires a R (ou a Q).
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Groupes de Coxeter

Pour n = dim(®)g, I'action de W peut étre représentée dans R”
comme engendrée par n réflections s; : x — x — 2p;(x)e;, ou
v; est une forme linéaire telle que yj(e;) = 1.

On peut supposer que p;(e;) = pj(e;); pour que s;.s; soit
d'ordre fini m;; > 2, il convient de prendre ¢;(e;) = — cos )
Ces réflections engendrent le groupe de Coxeter déterminé par
I={1,...,n} etle systeme symétrique de coefficients (m; ;).
Posant m;; = 1 pour / € /, ce groupe est celui avec la
présentation abstraite W = (sj:ic l|(s;s)™i=e (i,jel))

Question fondamentale : dans quels cas le groupe W est-il fini ?



Diagramme de Coxeter

La matrice (m;;); je/ se visualise par un graphe sur /, avec le
nombre m; ; comme étiquette sur 'aréte entre j et j. Si m;; = 2
cette aréte est absente; les étiquettes 3 ne seront pas écrites.

La finitude de W se teste séparément sur les composantes
connexes du graphe.

Le groupe W est fini si et seulement si la matrice symétrique
(—cos %,)h/el est définie positive.

Ainsi un grand nombre de graphes est a exclure comme
sous-graphe :

00 ii 4 4



Groupes de Coxeter irréductibles finis

Al o0—o0——o0iim—o—0 (I > 1 vertices)
B it o (I > 2 vertices)
D; o__o__o._..._o___o<c (I > 4 vertices) type Ordfe
Be oo An (n+1)!
o : B, nlt 27
A S Dy n! 21
By o ° Eg 51840
E; 2903040
° Egs 696729600
oo F, 1152
Gz === Go 12
Hs = H3 120
Hy  odooo H, 14400

Ta(p) o——o(p=D50rp=T). /2(p) 2p



Polytopes réguliers

Les groupes de Coxeter et leur action interviennent dans la
classification des polytopes convexes réguliers (généralisation
de la notion de solide platonicien, en dimension d quelconque).

Le group de symétrie d’un tel polytope permute transitivement
les faces, et le stabilisateur d’'une face (un polytope régulier de
dimension d — 1) comporte toutes les symétries de celle-ci.



Domaine fondamental

Pour obtenir un domaine fondamental pour I'action du groupe
de symétrie sur la surface du polytope, on choisit une face, une
face de cette face (c’est-a-dire une aréte si d = 3), etc., jusqu’a
un sommet (au total on choisit un drapeau).

Ce domaine fondamental est borné par

d hyperplans de réflection, pour des réflections

qui chacun stabilisent toutes les composantes

sauf une du drapeau. Ces réflections

engendrent un groupe de Coxeter dont le

diagramme est linéaire et ordonné, et qui

correspond au type du polytope. Les étiquettes

forment le symbole de Schéfli du polytope. 4 3



Classification des polytopes convexes réguliers

diagramme
p

3 3

4 3

3 4

5 3

3 5

3 3 3
4 3 3
3 3 4
3 4 3
5 3 3
3 3 5

polytope
p-gone

tétraédre
cube
octaedre
dodécaédre
icosaédre

4-simplexe
4-hypercube
4-hyperoctaedre
24-tope
120-tope
600-tope

groupe
l(p)

ordre
2p
24
48
48
120
120

120
384
384
1152
14400
14400



Classification des systemes de racines

Pour un groupe de Coxeter fini agissant sur R”, il faut choisir
des racines dans R” qui vérifient la condition cristallographique.

Contrairement a la situation pour les polytopes, / n’est pas
ordonné. Le diagramme n’est pas nécessairement linéaire, ni
connexe, mais les points suivant doivent étre pris en compte :

@ Pour tout i # j il faut avoir m;; € {2,3,4,6} ;
@ Sim;; € {4,6}, l'aréte entre i et j devient orientée, pour
indiquer le rapport des longueurs des racines associés.

Donc les types L(p) (pour p =5 ou p > 7) sont exclus, ainsi
que Hs et Hy ; l'orientation de 'aréte étiquetée 4 distingue les
types B, et C, pour n > 3 (mais B, Go, et F4 restent seul).



Classification des systémes de racines irréductibles

diagramme type #o indice
— - — A1 n(n—1) n
— e — e Bn 2P 2
-~ e - - e Ch 2 2
— e —_ D, 2n(n—-1) 4
= Es 72 3
— E; 126 2
— Eg 240 1
Fy 48 1
—_— Go 12 1



Systémes de racines classiques

type racines

Ao {ei—elije{l,...,n}i#]}

By {xeixte|ije{l,...,n}i<jlU£E

Cn {xeixe|ije{l,...,n}i<jlu£2E

D, {ie,ie,|ije{1 ynhi<j}
oué=A{elie{l,. n}}est Ia base canonique de R".

85 O B



Un systeme de racines exceptionnel

Lindice d'un systéme de racines est 'indice [X : Y] des réseaux
Y=(P)zetX={ve(P)gp|Vaecd:s,(v)—Vvela}.

Lensemble +& est un systéeme de racines de type (A+)", qui
est d'indice 2" (car Y = Z" et X = (3Z)").

Si I'on veut rajouter des éléments de X — Y a &, comme
racines de la méme longueur dans un systéeme plus grand, il
faut que n > 4. En effet pour n = 4 on peut former

®g = ££ U {—%,+4}*, qui est un systéme de racines avec
#dy = 24. Ce systeme est 'ensemble des vecteurs unité dans
le réseau Z* U ((3. 5. 5, %) +Z%).



Ce d, est d’'indice 4. (Comme l'indice du systéeme A4 est 5,
&, donne une meilleure fagon d’«empiler des boules» en R%.)

En effet &y est de type D,, avec comme «racines simples» :

a; (0, 0, 0, 1) 2

a2 (o> Oa 15 0) 4 1
as (0, 1, 0, 0)

o (+3 <3~ D) :

Mais ce n’est pas la forme «habituelle» du systéme de racines
de type D4, quiest &y = {+e; £ ¢ |1 <i<j<4}. Une
bijection ¢y — &1 est donnée, en identifiant R* avec H, par
multiplication par un élément de ¢ comme 1 +i.

®p U &4 est un systéme de racines de type F4, et le groupe de
Weyl correspondant fournit toutes les symétries du systeme .



Un systéme de racines encore plus exceptionnel

Une construction similaire est possible a partir des systémes
de racines de type D,. Le systéeme
={xe+e|ijc{l,...,n};i<j}engendre le réseau
P=(®)z={velZ"|> ,vic2Z}. Leréseau
X={ve(P)g|Vaecd:s,(v)—velZa}estégala
Z"U(($....,5)+2Z"), dou lindice [X : P] de ¢ est 4.

Une possibilité d’étendre ® avec un élément de X — P se
produit uniquement quand n = 8. Dans ce cas l'orbite de
v=(%2%5% %55 1) sous laction du groupe de Weyl de ¢
est formée des 128 vecteurs obtenus en changeant les signes
d’'un nombre pair de coordonnées de v. Ces vecteurs rajoutés
aux 2 x 8 x 7 = 112 racines de ¢ constituent les 240 racines

d’un systéme de racines V¥ de type Eg.



Les racines simples du systeme de type Eg

On peut décrire ¥ comme I'ensemble de vecteurs de longueur
v2dans le réseau PU ((%,3.3.5.%.3.3.3) + P) dans R®.

o (0, 0, 0 o0 o0 o0 1 -1 [

az (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1) 1 2
oz (0, 0, 0 0 0 1, -1, 0 -
Qg (Oa Oa 0, 0, 1, -5 0, O) 4
a5 (07 07 07 17 - b 07 07 0)

a6 (Oa Oa 15 L) 07 07 07 0) ’
a7 (0, 1, -1, O, 0, 0, 0, 0) 6
AT R s i A I
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