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Exercice 1. On pose T? = R%/Z%. Soit a € T? et soit f: T¢ — T donnée
par f(z) =z + a.
1. Montrer que la mesure de Lebesgue est invariante.

2. Montrer qu’elle est ergodique si et seulement si la famille 1, o, ..., aq
est libre sur Q.

3. Montrer que f est alors uniquement ergodique.
Exercice 2. Soit M une matrice d x d a coefficients entiers. On suppose

que det(M) # 0. On définit fas: T? — T par far(r(z)) = 7(Mz) pour tout
z € R% ot m: R* — T4 est la projection canonique.

1. Montrer que fjs est bien définie puis que fys et surjective.

2. Montrer que fy; préserve la mesure de Lebesgue £¢ sur T¢.
On suppose désormais que M ne possede pas de valeur propre qui soit racine
de l'unité.

3. Monter que pour toutes ¢ et ¢ appartenant a L?(T¢, £?) on a

im [ o5 vie)de = ( [ o) ([ vio)do)

Indication : Utiliser la base de Fourier.

4. En déduire que pour tous Boréliens A et B de T¢ on a
lim £(f,,"(A) N B) = £L4(A)L(B).

On dit que fys est mélangeante.
5. En déduire que fys est ergodique.

6. Réciproquement montrer que si fjs est ergodique alors M n’admet pas
de valeur propre qui soit racine de 'unité.



Exercice 3. Soit « irrationnel. On considere f: T? — T? donnée par
flay) = (@ +a,z+y).

1. Montrer que f préserve la mesure de Lebesgue.

2. Montrer que la mesure de Lebesgue est ergodique.
3. Montrer que f est uniquement ergodique.
4

. Application : Montrer que pour tout polynéme P de degré 2 et de
coefficient dominant irrationnel la suite (P(n)) est équirépartie modulo
1.

Question subsidiaire : Reprendre les questions précédentes avec f: T¢ — T¢
donnée par

flz1,...,zq) = (z1 + o, 21 + 22,22 + 23, ..., Tg—1 + Zq),

et montrer que pour tout polynéme P non constant et de coefficient domi-
nant irrationnel la suite (P(n)) est équirépartie modulo 1.



