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Exercice 1. Soit (X, d) un espace métrique. Soit ¢: X — X une application
continue. On suppose qu’il existe N € N tel que ¢V est une contraction.

1. Montrer qu’il existe une distance D sur X, qui engendre la méme
topologie que d, et pour laquelle ¢ est une contraction.

2. Si (X, d) est complet, montrer que ¢ admet un unique point fixe, qui est
asymptotiquement stable, et dont le bassin d’attraction est X entier.
Exercice 2. Soit V' un champs de vecteur complet sur une variété M et
soit ¢ le flot associé.
1. Pour x € M on pose
w(z) = ({e*(@), s > 1}.
>0
Montrer que w est un ensemble invariant pour le flot ¢.
2. Montrer que si f: M — Ry est une fonction de Lyapounov alors f est
constante sur w(z).
Exercice 3. On considere le champs V (z,y) = (y, —z — %) sur R2.
1. Le linéarisé permet-il de statuer sur la stabilité asymptotique de 07
2. En considérant la fonction f(x,y) = 22 + y? montrer que 0 est asymp-

totiquement stable.

Exercice 4 (Pendule amorti). On considére le systeme

T=y
Y= —sinx —yy
sur S' xR, oi1 7y est un parametre strictement positif. On notera V,, le champs
de vecteur donné par V. (z,y) = (y, —sin(x) — vy).
1. Quels sont les points fixes du systeme.

2. Discuter de leur stabilité en considérant la différentielle de V.



3. Montrer que la fonctionnelle d’énergie E(z,y) = — cos x+4?/2 est une
une fonction de Lyapounov.

4. En déduire que toute trajectoire converge vers un point fixe. Est-il vrai
que toute trajectoire converge vers un point fixe stable ?
Exercice 5. Soit A une matrice d X d. Montrer ’équivalence entre :
(i) Toutes les solutions de I’équation linéaire &(t) = A-x(t) sont bornées;

(ii) La matrice A est diagonalisable dans C et ses valeurs propres sont
imaginaires pures ;

(iii) Il existe un produit scalaire pour lequel A est antisymétrique.
Exercice 6 (Rayon spectral). Soit A une matrice d x d réelle ou complexe

et soient A1,..., Ay ses valeurs propres, comptées avec multiplicité. On note
p(A) le rayon spectral de A :

p(A) = max{|Ai[}.

Rappelons qu’on dit qu'une norme | - || sur My(R) ou My(C) est dite subor-
donnée 'l existe une norme | - | sur R% ou C? respectivement, telle que

|All = sup {|Az|}.

|z[<1
1. Montrer que pour toute norme subordonnée || - || on a p(A) < [|4].
Montrer par un exemple qu’il n’y a pas forcément égalité.
2. Montrer que p(4) <1 & A" — 0.

3. En déduire que pour toute norme || - || (pas forcément subordonnée)
on a p(A) = lim || A™||}/™.

4. Montrer que pour tout € > 0, il existe une norme subordonnée || - ||
telle que || Al < p(A) +e.
Indication : Etant donnée une norme | - | sur R” ou C", on pourra
considérer une nouvelle norme de la forme

n . .
lzll =) of|A%a],
=0

avec « et n bien choisis.



