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Introduction

[’étude de stabilité et ’analyse de sensibilité de la solution optimale par rapport
aux perturbations directionnelles d’un parametre des problemes d’optimisation ont
recu l'intérét de plusieurs chercheurs ces dernieres années. Considérons le probleme
d’optimisation non linéaire suivant :

min F(z,y)
P o
) { G(z,y) € K,
ou F' est la fonction-objectif définie de X x Z dans IR, (G est une application de
X x Z dans Y, K est un cone convexe fermé de Y et y est un parametre dans 7 un
espace topologique; X, Y sont deux espaces de Banach.
Le but de ce travail est de répondre a la question suivante:

Sous quelles conditions sur f, la fonction y — x(y) solution optimale de P(y)
satisfait-elle la stabilité de type Holder et de type Lipschitz au voisinage de yq :

Il 2(y) = 2(yo) IS ki ||y —vo |7, 0 < a <1,

[ 2(y) = 2(yo) [I< k2 | y — yo |l;

ot x(yo) est la solution optimale de P(yo), k1 el ky sont respectivement les constantes
de continuité Holder et de continuité Lipschitz et || . || désigne une norme quelconque

de X7

Dans notre étude, on s’intéressera a la stabilité de la solution optimale au voisi-
nage de l'origine du probleme de programmation mathématique élémentaire:

min f(z),
P) { Az e y+ K,

ou f est une fonction convexe continue pas nécessairement différentiable, A est un
opérateur linéaire de X dans Y, y est un parametre; X et Y sont deux espaces de
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dimension finie et K" est un cone polyédral de Y = IR™ défini par:

K={yeR"y;=0(1<i<r),y;>0(r+1<i<m)}

En dimension finie et dans le cas différentiable, la stabilité de la solution optimale
a été traitée par Robinson [29, 30], Fiacco [12] et autres, cette analyse utilise un
théoreme généralisé des fonctions implicites. En fait, sous la condition d’indépen-
dance des gradients des contraintes actives et de la condition suffisante d’optimalité
du second ordre et pour y assez petit au voisinage de yo, le probleme P(y) a une
unique solution z(y) lipschitzienne et directionnellement différentiable. Des résultats
de continuité avec de petites perturbations dans le cas convexe ont été obtenus par
Aubin [1] et par Cornet, Vial [10]. Les propriétés lipschitziennes et holderiennes avec
des perturbations directionnelles ainsi que la dérivée de la fonction valeur ont été
étudiées notamment par Janin-Gauvin [14] et par Auslender, Cominetti [2].

Supposons que la condition de Mangasarian-Fromovitz soit satisfaite en zg solu-
tion optimale de P(0):

(a) Al (1 <7 <r)sont linéairement indépendants.

(b) 3z € IR" tel que A'2=0(1<i<7r), Az > 0,1 € I[(x),

ou I(x) désigne I’ensemble des indices des contraintes actives et supposons que la
fonction-objectif f satisfasse les hypotheses de croissance suivantes:

dp,e >0, f(x) > flzo) + Df(xo, 2 — 20) + g | © —xo ||2, V& € B(xo,€), (0.1)

R
AR, e >0, f(z) < f(xo) + Df(xo,x — x0) + > | 2 — 0 ||, V2 € B(zo,€), (0.2)

Lemaréchal et Sagastizabal [24] ont étudié le reste du développement a I'ordre un
d’une fonction convexe et les relations entre primal et dual; ils ont montré que la
condition de croissance (0.2) est satisfaite si et seulement si le sous différentiel asso-
cié vérifie la condition de croissance linéaire. Les mémes auteurs [25] ont utilisé cette
condition dans ’étude de la régularisée de Moreau-Yosida d’une fonction convexe,
le résultat principal est une relation entre I’existence d’un développement du second
ordre de la fonction et le Hessien de sa régularisée.

Bonnans et Cominetti [3] ont montré que si la solution optimale satisfait a la conti-
nuité Lipschitz alors nécessairement le programme ”linéarisé” au voisinage de la
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solution optimale xg possede une solution optimale. Moyennant une hypothese sup-
plémentaire, comparable a notre hypothese de majoration de la croissance, Shapiro
[32] a montré que I'existence de la solution optimale du programme "linéarisé” était
suffisante pour obtenir la continuité Lipschitz.

[’existence d’une solution du programme “linéarisé” est assurée lorsque le pro-
gramme dual (Rockaffelar [31]) est stable. La condition obtenue par nous garantit la
stabilité du programme dual donc 'existence d'une solution optimale, mais apporte
en plus une évaluation des constantes de Holder et de Lipschitz.

Bonnans, loffe [8] ont caractérisé la croissance quadratique pour un probleme min-
max convexe a données C? avec solutions multiples en dimension finie. Dans [18],
I'auteur a fait ’étude dans un espace de Banach pour les problemes avec contraintes
en les écrivant sous forme de problemes sans contraintes via I’optimisation composite.

Dans [6, 7, 33], I'introduction des conditions d’optimalité du second ordre des pro-
blemes non perturbés en utilisant les concepts des ensembles tangents et des en-
sembles d’approximation supérieure a joué un role tres important dans I’étude de la
stabilité. Bonnans, Cominetti et Shapiro [34, 4, 5] ont traité les problemes d’optimi-
sation avec parametre dans un espace de Banach quand la condition de qualification
de Robinson est vérifiée suivant une direction et quand les multiplicateurs de La-
grange existent et satisfont faiblement la condition suffisante du second ordre.

La premiere partie de cette these (chapitre 2) est réservée a la majoration du reste
du développement a 'ordre deux de la fonction valeur définie par:

v(y) =, inf f(z) (0.3)

Arey+K

au voisinage de 'origine sous la condition de Mangasarian-Fromovitz et 'hypothese
(0.2) de majoration de la croissance d’ordre p (pour une norme /), cette majoration
est en fonction du cone tangent :

[xroz{yEIRm7 yZZO(l §1§T)7y2207161(1‘0)}

En choisissant la norme £, de telle sorte qu'on ait un "théoreme de Pythagore” et
en utilisant une sous matrice Ay, de A, nous obtenons une majoration du terme:

v(y) —v(0) — Dv(0,y).

Si de plus f satisfait 'hypothese de minoration de la croissance d’ordre ¢ (pour une
norme /), p et g étant deux réels > 1, nous obtenons alors une stabilité holderienne
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de la solution optimale dans le cas ou p < ¢ et la réponse a la premiere partie de la

question est a = 2—) et la constante de continuité Holder est donnée en fonction de

>(f,y) sous-ensemble de df(xo):

P Lol N
ky = g_ 1"’ . Aﬁ 2(71 9 ®7
= (! oS T = Ao = ) 1A 2
R .
= ()" a3 08 s S(fy) =0,

nous récupérons la stabilité de type Lipshitz dans le cas ou p = ¢, plusieurs idées
s’appuient sur le travail récent de Janin et Gauvin [21].

Dans le cas de contraintes égalité (K = {0}), Janin et Gauvin [20] ont obtenu un ré-
sultat de stabilité de type Lipschitz de la solution optimale suivant des perturbations
directionnelles du parametre y sous les conditions de croissance sub-quadratique et
super-quadratique :

dp >0, f(z) > flzo) + Df(zo, 7 — x0) + g | z — z0 ||?, V2 € X,

AR >0, f(x) < f(xo) + Df(xo, 2 — 20) + g | z — 0 ||*, V2 € X.

Nous montrerons dans le chapitre 3 que cette dépendance reste valable dans le cas
hilbertien, I'introduction d’un sous-ensemble de df(xg) joue un réle important dans
cette étude:

Y= {U S af(l'o), (07 Aﬁy> > Dv(y()?y)},

A¥ = AT(AAT)! étant le pseudo-inverse de A. Comme démarche, on donnera des
résultats du second ordre d’un probleme dont la fonction-objectif est la somme d’une
fonction sous linéaire et d’un terme quadratique ce qui nous ramenera a établir une
estimation du terme:

lim — 2 < (ty) —v(0) — tDv(O,y)).

N0 12

Comme application, on étudiera le probleme de Mossolov-Miasnikov en dimension
un avec des conditions non nulles au bord:

Minimiser J(v 2/ |v'(z)|*dx —I—B/ [v'(z)|dx —/ F(z)v(z)dz,v € H,

sous la contrainte : Av = (v(0),v(1)) = 0 € IR?,

on démontrera au passage ’existence et 1'unicité de la fonction de Green pour un
probleme elliptique. Nous terminerons ce chapitre par un résultat de stabilité de
type Lipschitz avec une hypothese super-quadratique plus faible.



Chapitre 1
(Généralités

Dans ce chapitre, nous donnons quelques résultats d’analyse convexe [31, 9, 17]
concernant la fonction polaire et la fonction valeur d’un probleme d’optimisation a
contraintes égalité et leurs propriétés.

1.1 Fonction polaire et fonction valeur

Soient X et Y deux espaces de Hilbert munis du produit scalaire (.,.), on iden-
tifiera X et Y avec leurs duals, f : X — IRU{+o0} une fonction convexe continue
et A un opérateur linéaire de X dans Y.

On considere le programme élémentaire convexe suivant :

Minimiser f(2) sous la contrainte Az = y. (1.1)

Définition 1.1.1 La fonction valeur associée au probléme (1.1) notée v est définie
par:
o(y) = inf f(o) (1.2
T=y
Définition 1.1.2 La fonction polaire de f notée [* est définie par:
f(y) = sup{(x,y) — f(x)/x € X},Vy € X~. (1.3)

On note df(x) le sous-différentiel de f au point x, ¢’est 'ensemble des sous-gradients
de f en x, ou encore :

f(x) ={z" € X*/(y —z,2") + f(x) < fly), Yy € X}. (1.4)
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On a aussi la caractérisation suivante du sous-différentiel d’une fonction convexe,

Voir (I Proposition 5.1 [13]):
f(z) ={a” € X7/f(27) + f(2) = (27, 2)}.
On remarquera quelques propriétés de la fonction polaire:

Si fi < fyalors fi > f5. (1.5)
(inf f;)" = sup f7 et (sup f;)" <inf f7, (1.6)
el icl el el

I étant un ensemble quelconque.

(Af)*(p) = Af"(p/A), YA > 0. (1.7)
1 1
S5 (2) = Sl (1< p < oo) alors 1(2) = Sl (15)
ou ¢ est le conjugué de p (l + ! =1).
P 9

Définition 1.1.3 Soient g et h deux fonctionnelles sur X, on définit l'inf-convolution
de g et h noté gVh par:

(gVh)(z) = inf{g(e) + h(z —2)}.

Si fi et fy sont finies et continues en g € X, alors:

(it ) = AV (1.9)
La fonction polaire de la fonction valeur définie par (1.2) est donnée par (Voir X

Theorem 2.1.1 [17]):
Théoreme 1.1.1 Si Im A* N Dom f* # 0, alors v* = f* o A*.

Lemme 1.1.1 St v est continue au point yo de Y, alors le sous-différentiel de v en
Yo est donné par:

dv(yo) = {n €Y/ A™n € 0f(x0)}-

Preuve. Soit n € dv(yo) ce qui est équivalent a: v*(n) + v(yo) = (7, Yo),

or: v* = f*o A* et v(yo) = f(x0), par conséquent :

T (A™) + f(zo) = (A™n,20), soit encore, si et seulement si: A™n € Jf(xg) et la
démonstration du lemme est achevée. a
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La dérivée directionnelle d’une fonction convexe est liée au sous-différentiel par la
relation suivante, voir (VI Théoreme 6.4.8 [23]):

Théoreme 1.1.2 Si f est convexe et si f est continue en xq, alors:

Df(xo,h) = max{(¢,h)/§ € Of (o)}

Pour plus de détails sur les autres propriétés de la fonction valeur d’un probleme
convexe, voir [17, 31] dans le cas de dimension finie et [9, 35] dans le cas de dimen-
sion infinie.

Si f est différentiable, alors V f est continue de X dans X. Dans le cas non différen-
tiable, ce gradient devient un ensenble df qui possede des propriétés de continuité
[17], nous nous contentons de rappeler deux propriétés qui nous seront utiles dans
ce manuscrit, voir (I Proposition 5.6 et Proposition 5.7 [13]):

Théoreme 1.1.3 Soient fi et fo dans I'(X) et . € Domfi N Domfy ot fi ou fs
est continue, alors, Ve € X, on a:

I fi + f2)(x) = Dfi(x) + Dfa(x). (1.10)

St f continue et finie en By., ou B est un opérateur linéaire de Y dans X, alors
YyeyY, ona:
o(f o B)(y) = B0f(By). (1.11)
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Chapitre 1.

Généralités
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Chapitre 2

Analyse de stabilité d’un probleme
convexe perturbé non
différentiable

Dans ce chapitre, nous donnons une majoration du reste du développement a
I'ordre deux de la fonction valeur au voisinage de 1’origine d’un probleme convexe
en dimension finie avec des contraintes inégalité dans le cas non différentiable. Par
la suite, nous démontrons des résultats de stabilité de la solution optimale de type
Holder et de type Lipschitz sous des hypotheses de croissance.

2.1 Position du probleme et hypotheses

Dans cette étude, on se place dans le cas de dimension finie (X = IR" et Y =
IR™), on considere le probleme perturbé suivant :

min /(). .
A @)

ou [ est une fonction convexe continue, A est un opérateur linéaire surjectif de X
dans Y (on notera par A’ les vecteurs lignes de A) et K désigne le cone polyhédral

de IR™ défini par:

On fait les hypotheses suivantes sur f
H1: (Condition de minoration de la croissance d’ordre )
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dp > 0, tel que, f(x) > f(xo) + Df(xo, 2 — x0) + g | 2 — 2o ||2, V& € B(xo,€),

H2: (Condition de majoration de la croissance d’ordre p)
R
AR > 0, tel que, f(z) < f(xo) + Df(xo,x — x0) + > | 2 — o ||p, Vo € B(wo,¢€),

1
ou: Df(xo,h) = 1‘{% ?(f(xo + th) — f(z0)), xo est une solution optimale du pro-

bleme (2.1) associée a y = 0, B(xg,¢) la boule ouverte de IR" de centre zq et de
rayon €, || . ||, et || . ||, sont respectivement les normes {(p) et {(q) par rapport
a une base de IR" formée de vecteurs base de KerA et de vecteurs base de I'mA*,
p et q étant deux réels tels que ¢ > p > 1 et A* = AT(AAT)~! le pseudo-inverse de A.

Remarque 2.1.1 On prend une norme {(p) (ou ((q)) de telle sorte qu’on a un
“théoreme de Pythagore” :
Si X =X1D Xy, o Xy = KerA et Xy =1ImA* et si x = 21+ x5 avec ;1 € X3,
19 € Xy, alors:

2 l5=Il 2o 15+ 1 2 [I5 -
L’ égalité précédente n’est pas valable pour les autres décompositions de X .
On suppose que la condition de Mangazarian-Fromovitz (CMF) est réalisée pour xq
solution du probleme (2.1) associée a y = 0, i.e:
(a) A" (1 <4 <r) sont linéairement indépendants.

(b) 3z € IR" tel que
Az=0(1<i<r), Az>0,i€ I(x),
ou I(x) désigne I’ensemble des indices des contraintes actives:

I(z)={i,r+1<i<m, Az =0}.
Sous la condition (CMF), il existe des multiplicateurs de Lagrange Kuhn-Tucker,
le:
INe Kt ={Ae R™, MNu>0,Yu € K}, tel que:
ATX € 0f (x0), AT Azg =0, (2.2)
ol encore

Xi > 0,5 € I(x0), Y NAT € f(w0), Az =0, (1 <i < m). (2.3)

=1
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On note
A(zo) = {X € IR, X satisfait (2.3)}.
o) = it fo)

Arey+K

S(f,h) = {a € 0f (o), (0, Ah) > (A, h), ¥\ € A(;z;o)}.

On vérifie que (voir [31]):
0v(0) = Axo).

2.2 Stabilité de type Holder

Les deux lemmes qui suivent donnent une majoration du reste du développement
a l'ordre deux de la fonction valeur au voisinage de 1’origine.

Lemme 2.2.1 Sous la condition (CMF) et Uhypothése de majoration de la crois-
sance d’ordre p, il existe § > 0, tel que pour toute perturbation y vérifiant ||y ||< 4,
la fonction valeur du probléme (2.1) satisfasse :

R
< i = P
v(y) <v(0)+  min {Df(xmh) + }
ou

Ko=1{ycIR", v, =01 <i<r),y;>0,1€ I(x0)}

Preuve. Soit ¢ > 0 tel que € < e.

Comme z(.) est continue au point y = 0, voir [21] , alors

de; > 0, tel que, pour || y ||< €1, on ait z(y) € B(xo, €).

D’apres 'hypothese H2, Vi € B(0,¢') tel que A(xg+h) € y+ K,

Mwﬁf@wwwﬁﬂmHJN@mm+§th7

ce qui implique

v(y) —v(0) <

R
i = P
N hEB(va’)vilrgL’?-l-h)Ey—l—K {Df(xo’ h)+ p | 7 Hp }

On peut choisir ¢ tel que

{z € IR", x € B(xo,¢), Av € y+ Ko} = {x € IR", v € B(xg,€), Az € y + K},
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en effet, notons le premier ensemble par Tj et le deuxieme par 7.
Il est clair que Ty C Ty, car K C Kp.
Inversement, on pose
a = min A'z,
i¢I(wo)

a
pour € = o, soit @ € B(xo,€) tel que

| A = 0)| < 2, Vi ¢ I (o),
soit alors = et y tel que
|y [I< €2, x € B(xo, '), Ax € y + Ko,
pour 1 ¢ I(xo),
Aix—yi:Ai($—$0)+Ai$0—in —%—I—%—I—a>07

donc Az € y+ K et alors Ty C Ty pour un € bien choisi.
Soit €5 = min{eq, €2}, pour || y ||< €3, on a

o(y) < v(0) + {Dfao )+ 201 )
P

min
heB(0,e'),A(zo+h)ey+Ko

A(zg+ h) € y+ Ko est équivalent a: Ah € y — Azg+ Ko.
Comme — Az € Ky donc —Azg+ Ko = Ko, par conséquent, pour || y ||< €3, on a

R
< (0 i Df(zo,h) + | b | }
v(y) < v(0) + hEB(O,cr’gglr}LEy-l-Ko{ Fwo, h) + P 711

Puisque h(y) qui minimise le deuxieme terme de 'inégalité précédente est continue
au voisinage de y = 0 et comme h = 0 est la solution pour y = 0, alors il existe
€4 > 0 tel que || A(y) [|[< € pour || y ||< €4, on déduit alors le lemme 2.2.1.

Lemme 2.2.2 Sous la condition (CMF) et Uhypothése de majoration de la crois-
sance d’ordre p, il existe § > 0, tel que, pour toute perturbation y vérifiant ||y ||< 4,
la fonction valeur du probléme (2.1) satisfasse :

) R »
v(y) <v(0)+ max min {(U, h)+ E | A Hp }

o€ f(zo) Ah€y+Ko
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Preuve. Comme f convexe, continue en zg, alors

Df(ro.h) = max (o.h).

en utilisant le lemme 2.2.1, on obtient

) R »
v(y) <v(0)+ min_ max {(U, h)+ E | A Hp }

Ah€ey+Kqy o€0 f(zo)

R
La fonction h i> (o,h)+— || h Hg est convexe et vérifie IIhlllim o(h) = 400 et la
P ——o00
R
fonction o i> (a,h) 4+ — || b ||} est concave sur le compact df(zo), en utilisant le
théoreme du point selle (VII Theorem 4.3.1 [17]), on obtient
. R . R
min  max {(U, h)+— 1 h| } = max min {(U, h)+— 1| },
p p

Ahey+ Ky creaf(l’o) creaf(l’o) Ahey+ Ky

ce qui acheve la démonstration. a

Le théoreme suivant donne une majoration du reste du développement a 'ordre
deux de la fonction valeur au voisinage de I'origine sous la condition de majoration
de la croissance d’ordre p.

Théoreme 2.2.1 Si f satisfait la condition de majoration de la croissance d’ordre
p et sila (CMF) est réalisée, alors, il existe § > 0, tel que, pour toute perturbation
y vérifiant ||y ||< 8, on ait

1) 1l existe ¢ € df(xo), N € IR™, \; > 0,1 € [(xg) et une sous matrice Ay, de A,
tels que

rgAp = rgA, A%/\ =5, (A Arze) =0, Dv(0,y) = (o, AﬁLy).
2) Si on pose:
S-(f.h) = {0 € 0f(xo), (0. Ah) > (A, h), YA € A(z0)},

Ualternative suivante est vérifiée :

Soit >(f,y) =0, dans ce cas

R
v(y) —v(0) < Dv(0,y) + > | ALy |5
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Soit >(f,y) # 0, dans ce cas

R (U_&7Aﬁy> P
o 0 S D 07 + = Aﬁ p_l_ L 9
()= v(0) < Do(0.y) + {1 Ak I ae%ﬁ,y><|\ T

ot px est le conjugué de p et I Uopérateur identité de IR".

Preuve. D’apres le lemme 2.2.2, il existe § > 0 tel que, pour || y |[|< §, on ait

) R ’
v(y) <v(0)+ max min {(U, h)+ E | A Hp }

o€ f(zo) Ah€y+Ko

On a
Dv(0,y) = AT
v(0,y) = max Aly,
il existe & € df(x0) tel que
Dv(0,y) = max{\Ty, ATA =&, \; > 0(i € I(x0))}, (2.4)

le terme de droite de 1’égalité dans (2.4) est un probleme linéaire de maximisation,
le probleme dual associé est

min& €,
A=y (1<i<r), (2.5)
A >y (1 € I(20)),

Soit S I’ensemble des solutions admissibles du probleme (2.5) et F = I'mA* le sous
espace orthogonal a KerA. S est convexe, fermé et polyhédral, on peut écrire

S=8SNF+ KerA.

La fonction-objectif de (2.5) est linéaire, donc le minimum est atteint et il est unique,
soit & ce minimum, & est extrémal et vérifie m = rg(AT). Soit Az, la sous matrice
corespondante a A, donc

fo=Abyet Aby+ KerA C {h,Ah € y+ Ky}.

On obtient alors:

o(y) = o(0) < max  min {(a,h)+§|\h|\g}. (2.6)
p

a€d f(xo) heAﬁLy—I—I(erA
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On a

: R i : R .
min {(m QR L3 } = (oo ALy) + min, {(m A+ A+ }

heA y+KerA

La remarque 2.1.1 nous permet d’écrire:

. R R, . . . R
min {( b+ b7 b= Ay I+ A+ min {0+ < .

heAl y+KerA

Pour o fixé dans df(x¢), considérons I"application ¢ définie de KerA dans IR par

o) = (0,2) + f |2 = gi(2) + galx),

R
e 1() = (00) = (T = Ay Ar)oa) et gu(o) = [ |
On a ﬁ
gi(z) = ES}}pA{(ZJ) —((I = ALAL)o,2)}
- 0 siz=(I—ALAL)a,
o 400 sinon,
% 1 %

et g3(2) = g = 15

En utilisant (1.9), la fonction polaire de g est donnée par

g(z) = (6iVg)(2)

1 %
- Rp*—lp* ” Z = ([_ AﬁLAL>U ng

donc
min {02+ 20121} = ~g(0)
ZEIX"lel;’lA 7,2 p ~ p B 9 )

= g | = A A |

Par conséquent

1
Rp*— lp*

R *
oy) = () < | Ajy [+ max { (o, 47y) - (7= A3 Ao |1z .

o€ f(zo)
Soit & € F tel que Dv(0,y) = (&, AﬁLy), on peut écrire alors
R
v(y) = v(0) < Dv(0,y) + | Ay b+

1
Rp*— lp*

max {(0‘ — 7, AﬁLy) —

T At A W}.
e (7= A An)o Iz
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Posons

F = max {(U—&,AﬁLy)—

I— AL Ap)o |7 }
o€ f(x0) I ( rAL)o Hp*

Rp*—lp*
Comme (I — A% A;)5 = 0 alors (I — A% Ap)o = (I — AL Ap)(0— &) et par conséquent

1

E: max {(0-_5-7AﬁLy>_RpTlp*

o€ f(mo)

(1= A3 ALY (o — &) |12 }.

Le sup sur df(xg) peut étre étendu au sup sur & + IRT(9f(x¢) — &), donc
p*

~ iy U= 4300 |22

E < sup sup {t(a -0, AﬁLy)
o€ f(zg) 120

ou encore
0 si (0 — &, Aby) >0,

E S (U B 5-7 AﬁLy> b .
< 7 — > sinon,
| (I = ALAL) (o —5) [[px

ce qui acheve la démonstration.

Théoreme 2.2.2 Si f satisfait les conditions de majoration et de minoration de la
croissance d’ordres respectifs p et q (1 < p < q) et si la (CMF) est réalisée, alors, il
existe § > 0, tel que, pour toute perturbation y vérifiant || y ||< 6, on ait Ualternative
suivante :

Soit Z(f, y) # 0, dans ce cas:

Lo =5l b E
ot =20 < (204 sup )} AL AN 1
T et 1= AR A7 = ) [

Soit > (f.y) =10, dans ce cas:

qR q B B
I atw) = 2o < (7)1 4% 10w 1.

. Az
o | A= sup LAZIe
llall=0 | @ |l

Preuve. D’apres ’hypothese H1, on a

g | 2(y) — o |[7< f(2) — f(20) — Df(20, 2 — x0) pour x € B(xo, €).
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Pour 2(y) € B(xg,€), on a

gHw@%ﬂmMéf@@D—fWQ—IU@mﬂm—wd

Comme

Df(l'o, Zl?(y) - Ll/’o) = 56%1121’(0)(57 Ll/’(y) - 21}0)7

g | 2(y) = o [[4< f(2(y)) — flzo) = (£, 2(y) — x0), VE € Df (o).
On choisit les £ € df(xo) tel que € = ATX avec \ vérifiant (2.2), donc

g | 2(y) = zo < v(y) — v(0) — (ATA, 2(y) — o),

ol encore

g | 2(y) — 2o [[7< v(y) — v(0) — (A, Az(y) —y) — (A y) + (A, Azo),

comme (A, Azg) = 0 et (A, Az(y) —y) > 0, alors

g | 2(y) — 2o [|2< v(y) — v(0) — (A, y), pour A € Jv(0).

0O it : Dv(0,y) = d
n sait que: Dv(0,y) aé%%f%)(a’y)’ onc

§HMM—momswm—wm»—Dwmm.

En appliquant le théoreme 2.2.1, on obtient
dans le cas ot »_(f,y) =10,

P R f
o 2@ = lles 1l Azy [

et dans le cas ou Z(f, y) # 0,

(0 =5, ALy) )}

P R f
“ ) —no i< —{ N ALyl + s ( N
q o LT | (I — AL AL) (0 =) ||,

o€y (fw)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on acheve la démonstration.
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2.3 Stabilité de type Lipschitz

Supposons dans cette section que les conditions de majoration et de minoration
de la croissance sont de méme ordre (p = ¢), le résultat suivant donne une stabilité
de type Lipschitz de la solution optimale.

Théoreme 2.3.1 Si f satisfait les conditions de majoration et de minoration de la
croissance avec (p = q) et si la (CMF) est réalisée, alors, il existe & > 0, tel que,
pour toute perturbation y vérifiant ||y [|[< 4, on ail

1) 1l existe ¢ € df(xo), N € IR™, \; > 0,1 € [(xg) et une sous matrice Ay, de A,
tels que

rgAp =rgA, ATA =5, (A Apzo) =0, Du(0,y) = (5, ALy).

2) L’alternative suivante :

Soit Z(f, y) # 0, dans ce cas:

D14 Dl

o —a |5

o) = < (S04 sup : -
P et I (T = A AL — ) T

Soit > (f.y) =0, dans ce cas:

R\¥
I 2w) = 2o ll,< ()71 A ol -

Preuve. Méme démonstration que celle du théoreme 2.2.2 avec p = q.
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Chapitre 3

Stabilité directionnelle dans un
espace de Hilbert

3.1 introduction

Apres avoir étudié la dépendance de type Lipschitz de la solution optimale d’un
probleme convexe élémentaire en dimension finie sous les deux hypotheses de la
convexité forte et de la croissance quadratique supérieure [20], nous démontrons le
résultat de dépendance dans un espace de Hilbert en utilisant les mémes techniques
qu’en dimension finie. Par la suite, nous donnons un exemple illustratif dans le cas
hilbertien. Il s’agit du probleme de P.P. Mossolov et V.P. Miasnikov [13, 28] en di-
mension un sur l'espace H'(]0, 1]).

On se place dans le cadre fonctionnel du probleme (1.1) et on fait les hypotheses
suivantes:
H1: (Condition de croissance super-quadratique)

dp > 0 tel que Vo € X, f(z) > f(xo) + Df(xo, 2 — x0) + g|x — 20/%.
H2: (Condition de croissance sub-quadratique)

I 2
AR > 0 tel que Vo € X, f(z) < f(xo) + Df(xo, 2 — 20) + §|LL' — 20|,

avec: Df(xo,h) = l{%%(f(xo + th) — f(x0)) et zo est une solution optimale du

probleme (1.1) associée a y = yo.
On note A% = A*(AA*)~" le pseudo-inverse de A.

Puisque zq est optimal, une condition nécessaire et suffisante d’optimalité du pre-
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mier ordre est donnée par:

Of (o) 1 AX(Y) # 0. (3.1)

Pour h € W, on note:

> (f.h) = {0 € df(x0), (o, A*h) > Duv(yo, h)}.
On note sgn la fonction définie de IR dans {—1,0,1} par:

sgne =1 stz >0, sgnx = —1 si < 0 et sgn0 = 0.

3.2 Stabilité dans le cas différentiable

Contrairement a la dimension finie, I’étude de stabilité en dimension infinie se
heurte a plusieurs problemes, en particulier ceux qui sont liés a la compacité de la
boule unité et a la géométrie du cone qui définit les contraintes. Un probleme non
linéaire de programmation mathématique a contraintes cone peut s’écrire sous la
forme

min f(z,y),
P {g@,y) K

ou K est un cone convexe fermé et y un parametre. On suppose que zg est une
solution associée a yq.

Le probleme en dimension infinie ne peut pas étre étendu directement a partir du
probleme analogue en dimension finie. En plus des problemes qu’on a cité avant, si-
gnalons que I'indépendance des gradients des contraintes actives (IGC) et les condi-
tions suffisantes d’optimalité du second ordre (CSQO) sont stables pour les petites
perturbations en dimension finie, ces propriétés jouent un role essentiel dans ’ana-
lyse de sensibilité ce qui n’est pas le cas en dimension infinie. Malanowski [26] a
prouvé que si (IGC)' et (CSO) sont stables pour de petites perturbations alors
z(y) est lipschitzienne. De plus, si le cone des contraintes est polyhédrique, alors
la solution optimale est directionnellement différentiable et cette dérivée est bien
caractérisée, voir [27].

1. (IGC) en dimension infinie est connue sous le noms de la condition de régularité de Robinson
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3.3 Résultats du second ordre

Définition 3.3.1 f : X — IRU {+oo} est dite sous linéaire si [ est convezxe et
positivement homogene, autrement dit

[ est convexe et f(tz)=1f(x), Vo € X, VI > 0.
Remarque 3.3.1 5i f est sous linéaire alors
I™ = Xz

.
On considere la fonction particuliere: g(z) = w(x) + §|£L'|27 ot w(.) est une fonction

sous linéaire continue, avec dw(0) = B. En utilisant (1.8), (1.9) et la remarque 3.3.1,
la fonction polaire de g est donnée par:

. 1. .
g (p) = 5y inf{lp—al*/q € B}.
Nous nous intéressons a l’expression :
(970 A™)*(y) pour y € Y.

Lemme 3.3.1 Pour tout oo € BN A*(Y'), on a:

ko, 1 _
(970 A") (y) = (00, A'y)+ 5| A'y[*+sup {(0—007 Ayt ol (Ix =AY (o —a0)|*, o € B}-

Démonstration. Par définition :
(970 A (y) = sup { (7, 9) = (9" 0 A")(m) , m € Y }.

Puisque inf = (—)sup(—) et AA* =1y , alors

1 _
(g0 A")*(y) = supq(my)— %IA*W —o|*,0c€B, 7€ Y}

= sup

1 .
(o, A¥y) + sup{(A*m — o, Aly) — %Vl*w —o’,meY}, o€ B}

—

(o, Aly) + glAﬁyl"2 +sup{|A'r —o —kAW[? €Y}, 0 € 3}7

= sup

car: |A*r — o — kA% |? = |A*r — o|® + K} A%y|? — 2k(A*m — o, A%y).
Comme Ay € A*(Y), les applications 7 — A*m — kA'y et 7 — A*m ont méme
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image et donc

k . 1 .
(970 47 = sup { (0, A%y) + SIAY + sup{— | Am o m €V}, o € B,
le deuxieme sup de la formule précédente est atteint pour 7 = (AA*)~' Ao, donc
* *\ * f k 1,12 1 f 2
(9" 0 A%) (y):sup{(U7Ay)—|-§|Ay| —g(lX—AA)d , 0 € B}.
Choisissons 09 € BN A*(Y) (on suppose qu’'un tel sous-gradient existe), tel que
AﬁAUO = 09g.

Par conséquent

koo 1 _
(g70A") (y) = (00, Aly)+ 5 [A*y[*+sup {(0—007 Aty) =l (Ix=AFA) (0 —00)[*, o € 3}7

le lemme 3.3.1 est donc démontré.
Lemme 3.3.2 Supposons que BN A*(Y) # 0, alors, on a Ualternative suivante

i) Soit 0 € B, (0, A'y) > D(g* 0 A)*(0,y), dans ce cas:
M 2 * E R * E R * E RS
lim = ((g" 0 A7) (1y) = (470 4" (0) = 1D(g" 0 A (0.9)) =

t\0 12
- Aty) — D(g" 0 A*)*(0,y))?
= k(] Aty)? {[(U’ ’
<| y[sup ((Tx — APA)o|?

ii) Soit o € B, (0, A'y) < D(g" 0 A*)*(0,y), dans ce cas:

o€ B, (0, Aly) > D(g*oA*)*(o,y)}>.

M .2 * E R * ERE * E RS y

lim 5 (67 0 A7) (t) = (970 A" (0) = 1D(g™ 0 A (0,9)) = kI A%y "
Démonstration. On déduit le ii) en appliquant le lemme 3.3.1.
Démontrons maintenant le i).

Comme B = dw(0) = dg(0) alors dg(0)N A*(Y) # 0, 0 est un optimum du probleme

min g(x) sous la contrainte Az = y (perturbation y = 0).

La fonction valeur du probleme précédent est (¢* o A*)* et sa dérivée directionnelle
est donnée par:

D(g= o A7)(0,y) = max{({,y)/ A™¢ € dg(0)}
= max{(c,A%y) /o € BN A*(Y)}.
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On a pour tout o € BN A*(X) tel que (0o, A*y) = D(g* 0 A*)*(0,y):
(970 A")"(ty) — (g7 0 A7)"(0) — tD(g" 0 A")"(0,y) =

SN 4 sup {10 — 00, A%y) — (L — AXAYo — o) 0 € B).

Y
2k

Considérons 'expression :

1 . .
sup {St(a — 09, Aly) — %52|(1X — A*A) (o — 0p)]?, s > 0} =
0 si (0 — ag, Aly) <0,
=< k t2|(o — o0, Aly)|? X
2| (Ix — ATA) (o —ao)2 O

0 est atteint pour s = 0 et le second terme est atteint pour

kt|(o — a9, A%y)|
[(1x — A*A)(0 — 00)?

Il est clair que

(57 0 A (1) = (67 0 A (0) = 1D(g" 0 A7) (0,)) <

o= o APy
(Tx — APA) (7 — o))

ou le sup est sur les o dans le sous-ensemble

k(lAﬁyl"2 + sup

Ay = {7 € B. (0. 4%) > D(g" o 4 (0.)}.
En prenant la lim sup, on obtient

timsup = (g7 0 A7) (1) — (4" 0 A°)(0) ~ tD(g” 0 A°)(0,9) ) <
1NO

- — a9, A'y)|?
k(Aﬁ 24 gy |(U 0o, >
At e T = W) (o — o)

Soit n > 0 et o € A(y) tel que:

[ ) . Y0 ) |

[(Tx = A A) (o —00)F ~ seaty I(Lx — AFA) (7 — 0o




26 Chapitre 3. Stabilité directionnelle dans un espace de Hilbert

[(1x — A*A)(o — 00)|?
k(o — oo, Aly) ’

Pour t < on a

— f
OSS: kt(o- 0-07Ay> 5 §17
|(1x — A*A)(0 — 00)]

donc og + s(0 — 0g) € B car B convexe et alors
(g7 0 A")(ty) — (g7 0 A")"(0) —tD(g" 0 A7)"(0,y) =
k . . 1 . .
§t2|Aﬁy|2 + ts(o — oo, A'y) — %52|(1X — A*A) (o — a9)%.

Par conséquent :

(970 A7) (ty) = (g7 0 A7)7(0) = tD(g" 0 A7)*(0,y) >

kt(o — og, Aly) 1 k(o — 09, Aly)?

o — o9, Aly) — — > =
(1x —AﬁA)(a—UO)P( Ay) - o 1y — A2 A) (0 — og) 2

k. .
§t2|Aﬁy|2 4t

12 (o0 — oo, Aﬁy)2
2 |(1x — A*A) (o — 00)|? —

t2

12 . (0 — o9, Aly)?
—k( Alyl? + su ’ — >
A o i — Ao — oo "

En prenant la lim inf, on obtient

g int (97 0 A7) (1) — (97 0 A°)7(0) = tD(g" 0 A)(0.9)) =

~ — ag, Aly)?
k(Aﬁ 24 su (7 = o, __ )
AW e Ty = Ao — o)

ceci pour tout n > 0.
Par conséquent :

Do

lim = (970 A" (1) = (97 0 A°)(0) = 1D(g" 0 A(0,0)) =

_ 2 [(07 Aﬁy> B D(g* o A*)*(()? y)]2
— k{lAﬁyl +a§§z){ (Tx — AiA)o|? }}.

Le lemme 3.3.2 est donc démontré.
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3.4 Stabilité

Dans cette partie, on donne un résultat de stabilité de type Lipschitz de la
solution optimale du probleme (1.1).
On note o = 2(yo) et x(y) la solution optimale associée a y.

Théoreme 3.4.1 Supposons que les hypothéses H1 et H2 soient satisfaites pour
xo = x(0) et que A soit surjectif, alors, on a lalternative suivante :

i) > (f,y) # 0, dans ce cas:

[(o, Ay) — Du(0, y)]z}} <

p{lAﬁyl"“r sup  { :
ey |(Ix — AFA)a]?

lim 2 <v(ty) —v(0) — ¢t Dv(0, y)) <

N0 12
: [(07 Aﬁy> B DU(()? y)]2
R[4+ sup | e
ety |(Ix = AFA)af?

i) > (f,y) =0, dans ce cas:

Pl < Jim = (o(ty) — 0(0) — 1D0(0,y) ) < RIAYP.

Démonstration. D’apres les hypotheses H1 et H2

1(2) = Df(z0.2) + H[ol? > f(a+ 20) = f(a0) > ga(a) = Df(wo. ) + Llaf”.
Posons F(z) = f(x + x0) — f(x0).
F*(p) = sup{Ep,x) — flz 4+ 20) + f(20), x € X}

= sup{(pr -+ 40) — (2 + o) — (p,20) + F(z0), 7 € X}
= 7 (p) = (P, x0) + f(0),
donc F* = f* — (., x0) + f(20)-

De méme

(F*o A)*(y) = sup{(p.y) — (F* o A%)(p), pe Y}
= sup{(p,y) — (f* 0 A*)(p) + (A*p,z0) — f(20), p €Y}
= sup{(p,y) — (f* o A*)(p) + (p, Axo) — f(x0), p € Y},

or Arg =0 et f(xo9) = v(0), donc
(F* o A")" = (f" 0o A")" — v(0).

~— —’
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Montrons maintenant que
991(0) = 9g2(0) = 0 (o), (3.2)
7€ 0901(0) = q(z) = q(0) +(v,7), Vo €X
<~ Df(zg,2)+ §|x|2 > q1(0) + (v,2), Yo € X,

on remplace = par L (% > 0), on obtient

R

2
Y€ 090(0) = EDf(zo,a)+ Lol > 01(0) + £(5.0), Vo€ X

— Df(zo.2)+ Elal* 2 :(0) + (7.2), Yo € X
= 7€ Jdg(0),

donc 9¢1(0) = 0¢2(0) et comme dg2(0) C If(x9) C Ig1(0), on déduit facilement
(3.2), par conséquent

Dv(0.y) = D(gi o A°)"(0,) = Dig; o A" (0, y).

Le théoreme 3.4.1 est une conséquence du lemme 3.3.2. O

En dimension finie, la continuité lipschitzienne de la solution optimale avec des
petites perturbations a été étudiée par Aubin [1] dans le cas convexe, des résul-
tats analogues sont obtenus par Vial et Cornet [10]. Les propriétés holderiennes et
lipschitziennes de la solution optimale avec des perturbations directionnelles et la dé-
rivée de la fontion valeur ont été traitées dans [19, 15, 22], le théoréme suivant donne
un résultat de stabilité de type Lipschitz de la solution optimale d’un probleme a
contraintes égalité dans le cas hilbertien.

Théoreme 3.4.2 Supposons que les hypothéses H1 et H2 soient satisfaites pour
o = x(yo) et que A soit surjectif, alors on a lalternative suivante :

i) > (f,h) #0, dans ce cas:
|[2(yo +1h) — 2(yo)| _

lim sup
N0 t

R o — ool?
J—u+ up o= ool y it

p cex (s [(1x — A*A) (0 — 00 |?

ou 0y est un sous gradient de f en xq tel que: (o0, A*h) = Dv(yo, h).
ii) Y (f,h) =10, dans ce cas:

lim sup |2(yo + th) — 2(yo)| < \/E | At Il |A].
p

1NO t
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Démonstration. D’apres 'hypothese H1
dp>0tel que Ve X, f(z)— f(xo) > Df(xo, 2 — 20) + g|x — z0|?.
Pour @ = 2(yo + th) on a

g|1'(yo +th) — xo|* < f(x(yo + th)) = f(zo) — Df(xo,2(yo + th) — o).
Soit & € df(xg) donc f(x) > f(xo) + (& 2(yo + th) — x0), Yo € X.

Comme

D f(zo,(yo + th) — x0) = gefgﬁfgo)(f? z(yo + th) — o),

Sla(wo + th) = wol” < f(x(yo + th)) = f(z0) = (€. 2(yo + th) = o).
d’apres le lemme 1.1.1, on choisit les & € df(xg) tel que £ = A*X avec A € Jv(yo),
donc

Cl(yo + th) = zol” < v(yo + th) = v(ya) — (AN, (y + th) — o).
On fait le changement: V(y) = v(y + yo), par conséquent
g|x(y0 +th) — zol? < V(th) — V(0) — (A, Az(yo + th) — Axo)
ou encore pour t > 0

lalint ) =l - (v - vio) - e,

On sait que: DV(0,h) = Dv(yo, h) = rgla(x )(U, h), donc
o €Iv(yo

plelyo+ th) — ol _ 1

: . < <V(th) —V(0) = tDV(0, ).

En appliquant le théoreme 3.4.1, on obtient
dans le cas i)

lim tlz <V(th) —V(0) — tDV(0, h)) <

o, A'h) — DV(0, h)]?
|(1x — AtA)o|?

§{|Aﬁh|2 + supf Ll : o€ Df(wo), (o, Ath) > DV(OJL)}},

dans le cas ii)

1 R .
. B B i 2
1‘{% 7 <V(th) V(0) tDV(O,h)) < 3 |A*R|.
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En choisissant un oo € 9 (o) tel que (o0, A*h) = DV(0,h) = Dv(yo,h) et en

appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on acheve la démonstration.

3.5 Application au probleme de Mossolov

On considere dans cette partie le probleme de Mossolov :
Minimiser J(v / |v"(z)|*d> + [3/ [v'(z)|dx — / F(z)v(z)dz,v € H,

sous la contrainte : Av = (v(0),v(1)) = 0 € IR?,
ou « et (3 sont deux constantes strictement pos1t1ves et F' e L*(]0, 1[)

On munit H' du produit scalaire: ((u,v)) = / x)dx —I—/ z)dx et L?

du produit scalaire usuel (.,.), on notera ||.|| et |. | les normes associées respective—
ment aux produits scalaires ((.,.)) et (.,.).

En dimension deux, les trajectoires des particules dans un milieu visqueux plastique
sont rectilignes au niveau de la pipe et leurs vélocité (vitesse) v(x,y) est parallele
aux axes de la pipe. Mossolov et Miasnikov [28] ont étudié I’existence et I'unicité des
solutions du probleme avec des conditions nulles au bord. Ekeland et Temam [13] se
sont interéssés au primal et au dual du probleme. Dans notre étude [16], nous trai-
terons la stabilité de la solution optimale du probleme de Mossolov en dimension un.

La fonction valeur du probleme de Mossolov, notée V est définie de IR* dans H'
par:

V(0) = inf{J(u)/Au = (u(0),u(1)) = 0}.

On suppose que ug est une solution du probleme de Mossolov associée a la valeur 6,

et on note:
L7 (uo) = {v € L™/|v(t)| < Bp.p sur{uy=0}et
v(t) = Bsgnug(t) p.p sur {uy # 0}}
1
On considere la fonction ® définie de L? dans IR par: ®(u) = [3/ [u(z)|dz et la
0

fonction @ définie de H' dans IR par: ®,(u) = 3 / |u(z)|dz.
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3.5.1 Fonction de Green

Considérons le systeme

L= S0k 5} gl0),

les fonctions k, g, h sont dans L*>(Ja,b]). Uy et U, désignent deux formes linéaires
homogenes en x(a), 2'(a), x(b) et 2'(b).
Nous supposons que A n’est pas égale a une valeur propre du systeme homogene.

Définition 3.5.1 La fonction de Green associée au probléme (3.3) est toute fonc-
tion G(t,7), a < 7 < b possédant les propriétés suivantes :

o(i(t, ) est continue par rapport a t dans (a,b).

o o (I(.,7) est dérivable et sa dérivée est continue dans {t € (a,b),t # 7} el au

point T, %G(.ﬂ') présente un saut :

1 15 0
W) 5,0 (T4, 7) = 5 G(7-, 7).
2
ooowG(., 7) existe sauf au point t = 7 et la fonction G(.,T) satisfait formellement

(au sens des distributions) au systéme homogéne associé a (3.3).

3.5.2 Existence et unicité dans le cas de dimension un

Théoreme 3.5.1 (Théoréme d’existence et d’unicité)
Le systéme homogéne associé a (3.3) admet une fonction de Green et une seule.

Preuve. Soient x(¢) et x5(¢) deux solutions linéairement indépendantes de Lz +
Mh(t)z = 0, comme G(.,7) est une solution de cette équation dans Ja, 7[ et |7, 8],
alors, on a:

G(t,7) = Arz1(t) + Asxa(t) pour a < t < 7,

G(t,7) = Biz1(t) + Baas(t) pour 7 <t < b.
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o ¢t e® donnent :

(Ar — Bu)ah(r) 4 (As — By)a(r) = — (3.4)

{ (A1 — By)x1(7) + (A — Ba)as(r) =0,

Comme x1(1) et x5(t) sont linéairement indépendantes, x1(7)ay(7) — x2(7)2'(7) # 0,
donc le systeme (3.4) admet une solution unique:

(Al - Bl) = Cl?
(AQ - Bz) - CQ.
En faisant intervenir les conditions aux limites, on peut écrire alors U; et U, sous la

forme
Ur(z) = vi(x) + wi(x),
{w@zw@+m@7 (36)

(3.5)

avec !

wi(x) = 32 (b) + i (b) (3.7)

G/(t, ) satisfait aux conditions aux limites U;(G) = v;(G) + w;(G), 1 = 1,2, ot v; et
w; étant linéaires :

Ayvi(zq) + Aswi(22) + Biwi(zq) + Bow;(22) =0, 1 =1,2.

En remplacant B; par A; — C; (i = 1,2), on obtient:

{ Ap(vi(2r) + wi(zr)) + As(vi(a2) + wi(x2)) = Crwy(x1) + Cowy(s), (3.8)

Aq(va(2r) + walz1)) + As(va(a2) + wa(x2)) = Crwa(xy) + Cowa(y).

Si on remplace les seconds membres de (3.8) par 0, les équations expriment que la
fonction Ajxy + Agxy satisfait les conditions aux limites Uy (2) = Uz(2) = 0. Comme
nous avons supposé que A n’est pas une valeur propre du systeme homogene, on
ne peut donc trouver aucun couple de nombres A;, Ay non tous nuls tels que les
équations homogenes en Ay, As déduites de (3.8) soient vérifiées, en d’autres termes,
le systeme (3.8) est de Cramer, donc (3.8) admet une solution unique en Ay, As,
ceci démontre 'existence et I'unicité de la fonction de Green de (3.3). O

Prenons maintenant ’équation non homogene
{ Lz + Mh(t)x = f sur Ja,b],

Ui(z) =0, (3.9)
Us(z) = 0.
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Théoreme 3.5.2 La solution générale de (3.9) est sous la forme :

(t) = / LGt ) f(r)dr (3.10)

Preuve. On a

dz b9

E(t) = aG(LT)f(T)dT.
2
Pour calculer T o0 doit tenir compte de la discontinuité de %G(.ﬂ') au point
t = 7. En écrivant :
dx tQ b9
S = [ G+ [ oGl f(r)dr (3.11)

Les deux intégrales sont continues dans les deux intervalles d’intégration, on peut
donc appliquer la formule classique de dérivation sous le signe somme.
Posons

0 gt ) sta<t<or,
aG(t’ﬂ - { g(t,7) siT<t<b.

g1 et go sont continues, multiplions (3.11) par k(t) et dérivons sous le signe somme,
on obtient :

SRS = [ SOk 200,77 + OOt 1)~ (11 (3.12)
D’apres e @ o, on en déduit Lz + Ah(t)x = f(1).

D’autre part G(¢,7) satisfait aux conditions aux limites homogenes, il en est de

b
méme pour / G(t,7)f(7)dr, la fonction définie donc par (3.10) est la solution du
systeme (3.9)(.1 a

Soient &1(t) et &(1) les solutions respectives de:

Lz + Mh(t)x = f sur Ja, b],
{ Ui(z) =1, (3.13)
Us(z) = 0.

Ui(z) =0, (3.14)
Uy(z) = 1.

Théoreme 3.5.3 La solution de (3.3) est donnée par

o(1) = AG () + B&() + [ Gl f(r)dr

{ Lz + Mh(t)x = f sur Ja, b],
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Preuve. Il suffit de remarquer que L& + Ar(1)E = 0 pour i = 1,2 et que Uy(&;) =
Uz (&) = 0.

3.5.3 Etude de stabilité par rapport aux conditions aux
limites du probleme de Mossolov

Lemme 3.5.1 Le sous-différentiel de ® en w € L? est donné par:
0®(w) = {-v e L™ /|v(x)| < Bp.p sur{w=0} et
v(z) = Bsgnw(x) p.p sur {w # 0}}

Démonstration. Par définition, la fonction polaire de ® est donnée par:

*(v) = sup{(u,v) — B(u)/u € [}
= sup{ [ [o(a)u(x) = Blu()l)defu € 17},

o*(v) = { 0 sifo(@)[<Bpp.

Donc:

+o00  sinon.

Comme ®(w) et (v,w) sont finis, et &*(v) + P(w) = (v, w) alors
O*(v) < oo = P*(v) =0 = |v(z)| < Bp.p.
Par conséquent : 9®(w) = {v € L= /®(w) = (v,w) et |v(x)| < B p.p},

ol encore:

00(w) = {v € 1/ [ [3lue)| = o(w)ul@)de = 0ct Jo(z)| < Fpp}.

Or Blw(z)| —v(z)w(z) > 0p.p car [v(x)| < [ p.p, donc le lemme 3.5.1 est démontré.

Lemme 3.5.2 Le sous-différentiel de ®en ug est donné par:

ch. 1

9P (uo) = {«P emfol) ==+ Sh(l—y)'v(y)der/o' ch (.—y)o(y)dy,v € L,?(Uo)}-

Démonstration. @, est la composée de ® et V, ici V désigne 'opérateur dérivée
défini de H' dans L2

Comme @ est continue au point Vug = uy et ®(ug) < oo, alors:

0P (ug) = V*OO(uy).
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L’opérateur V* est défini de L? dans H' par:
(V*w,u)) = (w,Vu), Yw € L*,Yu € H'. (3.15)

(3.15) est équivalente a
1 1
) <(V*w)'(m)u'(m) + (V*w)(m)u(m))dw = [ wle'(e)de, Y € 12, Yu € H'.
0 0
Posons T'(z) = /$(V*w)(t)dt et intégrons par partie:
0

/OI(T"(CL') —T(z) — w(z))u'(x)dz + T(1)u(l) = 0.

Comme u est arbitraire, on en déduit T'(1) = 0 et T est alors solution du systeme:

{_T//_I_T:_

7(0) = T(1) = 0. (3.16)

D’apres le théoreme 3.5.2, la solution générale de (3.16) est sous la forme:

1
T(x)= / G(z,y) f(y)dy, ou G(z,y) est la fonction de Green du systeme homogene,
0

elle est donnée par

1
——(shzsh(l —y) —shlsh(z —y)"), (voir tomel [11], p734).

sh1
, . L oG
Donc V*w est donnée par: (Vw)(z) = —/ a—(x,y)w(y)dy.
x

En utilisant le lemme 3.5.1, on obtient le résultat.

G(z,y) =

Théoreme 3.5.4 Le sous- dzﬁerentzel de J en ug € H' est donné par:
0.7 (u0) = {0 € ' /() = =S (R4 [ sh (1= y)(w(y) +aui(y) + Foy))dy) +

/0' ch (. — ) (w(y) + ard(y) + Fo(y))dy, w € L (up) et Fo(.) = /0 F(t)dt}.

Démonstration. Considérons la fonction W, définie de H' dans IR par:

/ |u'(2)|*dz.

U, est la composée de U et l'opérateur V défini comme au lemme 3.5.2, avec ¥
définie de L* dans IR par: ¥(u) = %|u|2
D’apres (1.7) et (1.8), la fonction polaire de W est donnée par

. o, v . 1 .
v (U) = 5'5'2 = %Mz?
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car a > 0, donc

D)= {o € I [ ool + Shul? = (w0},

1 . . .
—|v]? + _g|u|2 = (u,v) = |v]* + |au|* — 2a(u,v) = 0 <= v = au.
a

OV (ug) = V*OU(uy)
= {oem o) = a5 [Msh (1~ yily)dy +a [ b (-~ yuiydy )

1
Considérons la fonction v définie de H' dans IR par: v(u) = / F(z)u(x)dz,
0

~ est linéaire continue, d’apres le théoreme de représentation de Reisz-Fréchet :

Jv € H' unique, tel que ((v,u)) = v(u), Yu € H'.
En posant Fy(x) = / F(t)dt, vo(x) = / v(t)dt et en utilisant une intégration par
0 0
partie, v est alors donnée par

chx chx

o) = RS+ S5 [ oh (=) Ry)dy — [ eh (@~ ) Fo(y)dy.

Comme les applications ®;, U; et v sont dans I'(H'), continues en uy € H', en
utilisant le théoreme 1.1.3, on a

aJ(Uo) = 3@1(u0) + aklll(uo) - a’)/(uO)7
le théoreme 3.5.4 est alors démontré. O

Dans la suite, on note pour v € LF (uo):
ch x

Bu(w) = S ([ sh (1= 9)(o(w) + au(y) + Falw))dy ) -

/: ch (z —y)(v(y) + aup(y) + Fo(y))dy, Y= €]0,1].

Lemme 3.5.3 Le sous-différentiel de la fonction valeur V en 0y est donné par

1 1 1
W) = =gy ma g e =gy ¥ gyl
1 1 1 1
=Rl S = gy e~ Rl S = gyl
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_ . _l_ . — _l_ — . —_
avec my = Uenglof(’uo)Bu(O ), ma Uezgo%o)Bu(O ), ms vEE%{uo) B,(17),

my= sup B,(17).
UEL;’;’(uO)

Démonstration. L'opérateur A* est défini de IR* dans H! par:
Aun = ((u, A*n)), ¥y € IR* Yu e H',

hz—1 h
donc: A*n est un élément de H' défini par: (A™n)(z) = < (;21 >771 + chi;ng.
E E

D’apres le lemme 1.1.1: 9 V(0y) = {n = (m,m2) € IR*/A*n € 8 (uo)}-

A € 0J(up) < g € dJ(up) telle que A*n(z) = g(x), Yz €]0,1],
autrement dit h( ) ) )

ch(x — chx chx
Jv € Lgo(uo), telle que —1 + = —Fo(1)— a1 B,(x), Va €]0,1].
En donnant a x les valeurs 07 et 17, on obtient un systeme d’équations qui a pour
solution

n thlB (O+> + sélB (1_>7
e = —Fo(1) + 57 B,(0%) — 5 Bu(17),
et la démonstration du lemme 3.5.3 est achevée.
Théoreme 3.5.5 [ assertion suivante est vérifiée : Z(J, 0) = 0.

Démonstration. DV (6, .) est la fonction d’appui sur 9V (), donc:
DV (8o,0) = max{£.0/ & € OV (0o)}, VO € IR,

DYV (00,0) =
(_ﬁ my + ﬁ m4)91 + (_F0(1> ‘|‘ - ﬁ m3)9~2 Sl 91 Z 0792 Z 0
(_ﬁm‘z + $m3)91 + (= Fo(1) + 5 - $m4)92 510, < 0,0, <0
(=7 me+ 57 ms)d + (= Fo(1) + - — grma)fy sib; <0,0,>0
(_ﬁ my + ﬁ ma)0y + (= Fo(1) + - — ﬁ ma)fy sib; > 0,0, <0

. h -1 h
A" est définie de IR? dans H' par: (Aﬁﬁ)(x) = (;21 >91 + Shfe"z .V €]0,1].
s s

Soit g € 0.J(ug) <= v € LF(uo), g(x)= _F0(1)521 — B,(z), Yz €]0,1].
(g 4%0)) = [ (A0 (2)g/(w)do + [ (A0)(2)g(r)da.

Posons L(x) = _ch (;2; 1>91 + CZ;IHQ et intégrons par partie, on obtient
1 1 1 1
f I + - - _ - -
({92 440)) = (——— B0 )+ = B (1) + (= Fo( 1)+ = B, (0) =~ B, (1)1

Donc ((g, A*9)) < DV(00,0), V0 € IR?* ce qui donne > (1,0)=10.



38 Chapitre 3. Stabilité directionnelle dans un espace de Hilbert

3.6 Stabilité avec une hypothese plus faible

On change I’hypothese super-quadratique H1 par une hypothese plus faible:
H1': ( Condition de croissance super-quadratique sur le noyau de A)

.k .
Ip>0eth >0/ Vo€ X, f(z)> f(;z;o)—l—Df(;z;O,;z;—xo)—l—g|x—xo|2—§|A;ﬁ—A$0|2.

Le résultat de dépendance de type Lipschitz de la solution optimale peut alors se
formuler sous la forme suivante :

Théoréme 3.6.1 Supposons que les hypothéses H1' et H2 soient satisfaites pour
o = x(yo) et que A soit surjectif, alors on a lalternative suivante :

i) > (f,h) # 0, dans ce cas:
|2(yo + th) — x(yo)|

lim sup <
N0 t
R+ k[[A]]? o — ool
L+ sup A% |R],
\‘ P ( o€y (f.h) [(1x — A*A) (0 — ‘70)|2>

ou 0y est un sous gradient de f en xq tel que : (o0, A*h) = Dv(yo, h).
ii) Y (f,h) =10, dans ce cas:

th) — / k||A]|?
£N\O t P

Démonstration. On pose fi(z) = f(z)+ §|LL'|2 et on notera v* la fonction valeur

associée au probleme

{ rj;nfﬁ (3.17)

xg est solution du probleme (1.1) est équivalent & g solution du probleme (3.17).
D’apres ‘H1' et ‘H2, on obtient

gi(x) < frlz + 20) — fr(zo) < ga(z),

. . R+ Ek||Al]?, .
oit () = Dfi(r0.2) + LJal|? ot go(z) = Dfelao. ) + AL

Puisque > (fr,y) = >_(f,y), alors, en appliquant le théoréme 3.4.1 & la fonction
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[, on obtient :

Dans le cas ott »_(f,y)#0:

g.,12 [(07 Aﬁy> — DU(()? y)]2
i+ s CET ) <

lim = (w(ty) — v(0) — D0(0,5) ) + klyl? <

\O t
2 4,12 [(U7Aﬁy>_DU(07y>]2
(R4 kAN 147y + o S e H

et dans le cas ot Y _(f,y) =0:
LA < T = (0(ty) — 0(0) = 1D0(0, ) ) + Kllyll* < (R + k| AIP) A%y,

kt* .
ceci car v¥(ty) = v(ty) + 7|y|27 v™(0) = v(0), et Dv™(0,) = Dv(0,y).
D’apres 'hypothese H1'
dp>0et k>0 tels que
5 k .
Vee X, f(x)— flzo) > Df(xo,2 — x0) + g|x — x0]* — §|ALL' — Axol®.
Pour @ = 2(yo + th), on a

. kt? .
g|3?(y0‘|'1fh)—1'0|2 < flz(yo+th))—f(wo)—Df(zo, x(y0+th)—$0)‘|‘%|Ax(y0+th)—f4$0|2~

Soit & € df(x) donc f(x) > flxo) + (£, 2(yo + th) — x0), Ve € X

et comme

D f(zo,(yo + th) — x0) = (X )(57 z(yo + th) — o),

oo+ 1h) — wof? < (o -+ 1)) — (o) — (€2l + th) — 7o) + "o |h["

D’apres le Lemme 1.1.1, on choisit les £ € df(xq) tel que & = A*X avec A € Jv(yo),
donc

_ kt* .
Lle(yo + th) — ol < v(yo +th) = v(yo) = (AN, 2(yo + th) — z0) + —- A"
On fait le changement: V(y) = v(y + yo), par conséquent

_ kt?
Ll + th) = wol* < Vi(th) = V(0) = (A, Aw(yo + th) — Azo) + —|h[*,
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ou encore pour t > 0

th) — x> 1 k.
plelon O = 0ol < L)~ Vi(0) — 10, h) 4 S
2 12 2 2
On sait que: DV(0,h) = Dv(yo, h) =

= max (o,h), donc
o€dv(yo)

o~

Iz 5 (V(th) = V(0) = tDV(0,h)) + k[A[*

En choisissant un oo € 9f(zo) tel que (o9, Ah) = DV(0,h) = Duv(yo,h) et en
appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on acheve la démonstration.
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Notations

Soit X et Y deux espaces de Hilbert munis d’un produit scalaire (.,.), K un cone
convexe fermé de Y, on note

|.| la norme déduite du produit scalaire (.,.).

X* I'espace des formes linéaires continues sur X.
Kt={yeY, (z,y) >0, Yz € K} le cone polaire & K.
0 six € K,

XK(x) - +00  sinon.

1x lopérateur identité de X.

I'(X) I'ensemble des fonctions a valeurs dans IR U {400}, partout définies sur X,

convexes, semi-continues inférieurement.

Soit A un opérateur linéaire, on note

A* Topérateur adjoint de A, on le notera AT en cas de dimension finie.
I'mA I'image de 'opérateur A.

KerA le noyau de 'opérateur A.

& désigne la somme directe de deux sous espaces vectoriels quelconques de X.
Soit © un ouvert borné de IR", on note

L' : = L'(Q) espace des classes de fonctions intégrables sur Q, a valeurs dans

IR.
Lr: =LP(Q)={f:Q — IR, f mesurable et |f|P € L'}, 1 < p < +c0.
Lo =1L2(Q) ={f:Q — IR, fmesurable et ¢ > 0tel que |f(x)| < ¢ p.p surQd}.

s = Q) = W(Q) = {f e 12 9L c 12 vi <i<n).

Soit f une fonction de X dans IR, on note

Dom f le domaine effectif de f.
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