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ABSTRACT — We give a classification for a kind of nilpotent elements, the compact
elements, in simple Lie algebras and we show that this classification is strongly related
to a property of the codimension of the orbit in its closure (Vogan property).

RESUME — Nous donnons une classification de certains éléments nilpotents, appelés
nilpotents compacts, des algebres de Lie simples et montrons que cette classification
est liée a une propriété de la codimension de 'orbite de 1’élément dans son adhérence
(propriété de Vogan).

Soit g une algebre de Lie semi-simple sur un corps commutatif algébriquement
clos de caractéristique nulle. Soit e € g un élément nilpotent et {2, son orbite

(nilpotente) sous I'action de G. On note g, le centralisateur dans g d’un élément
x de g.

Définition — On appelle élément compact, un élément e de g qui appartient a
(9, 9]

Cette terminologie est justifiée par les analogies avec les éléments compacts
et précompacts des groupes de Lie étudiés dans [1]. Tout élément compact est
évidemment nilpotent.

On note G le groupe adjoint de g. On sait classer les orbites nilpotentes a I'aide
des classes de conjugaison de sl(2)-triplets de g, c’est-a-dire des triplets (h,e, f)
d’éléments de g tels que [h,e] = 2e, [h, f] = —2f, [e, f] = h ol e est un élément
nilpotent (théoreme de Jacobson-Morozov). Soit h une sous-algebre de Cartan de
g, A le systeme de racines du couple (g,h) et B = {a1,...,a,} une base de A
ou r désigne le rang de g. Si (e, f,h) est un sl(2)-triplet alors h est le conjugué
par G d’un élément h’ de h tel que «a;(h’) € {0,1,2} pour 1 < i < r et la suite
Cq, ={n;=a;(h'); i=1,...,r} est appelée la caractéristique de 1'orbite 2. La
correspondance entre orbites et caractéristiques est bien connue (cf. [2]).

Soit (e, f, h) un sl(2)-triplet avec e nilpotent. L’opérateur ad(h) étant diagonali-
sable avec des valeurs propres entieres, on note g(k), k € N le sous-espace propre
de valeur propre k (g(k) = {0} si k n’est pas valeur propre). Enfin, on pose

ge(k) = g(k) N ge.
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Les algebres g(0) et g.(0) sont réductives, le sous-espace g.(2) est un g.(0)-
module complétement réductible et e est un élément g.(0)-invariant de g.(2), donc
e & [8:(0),8.(2)]. Cet argument montre que e est compact si et seulement si e
appartient & [g.(1), ge(1)].

La classification, qui se réduit au cas des algebres de Lie simples, est simplifiée
par le lemme suivant:

Lemme — 5i e est un élément nilpotent compact de g, la caractéristique de son
orbite n’est composée que de 0 et de 1.

DEMONSTRATION —  Soit h une sous-algebre de Cartan de g et A = {a}
un systeme de racines positives associé. On convient de noter X,, Y, = X_,
et H;, 1+ =1,..., r our est le rang de g, les éléments d'une base de Chevalley
associée au systeme de racines A et a la sous-algebre de Cartan h. On a alors
[ Xo, Xg] = NaopXats avec N, g entier et [H;, X,| = a(H;)X,. Supposons que
pour le triplet (f,h,e) on ait [h, X,] = 2X, pour une racine « simple. Notons
e = ZCBXB. Puisque [g(0),e] = g(2) on voit que, remplacant e par un vecteur

3
¢/ dans lorbite Gg.e de e sous laction du groupe adjoint Gy de g(0), on peut
supposer que ¢, # 0. Mais si on suppose e € [g(1), g(1)], e est combinaison linéaire
d’éléments X, 15 donc « ne peut pas étre racine simple. g

La classification des éléments nilpotents compacts.
Pour les algebres de type A,, B, C, et D,, les orbites nilpotentes sont
classifiées par certaines suites d’entiers I > Iy > --- > [ telles que Zli soit

i
égal a n+ 1 pour A,, 2n + 1 pour B,,, 2n pour et C,, D,, (cf. [2] Chap. 13). Avec
ces notations, la classification est la suivante:

Théoreme 1 — La suite l{ > Iy > -+ > [, représente une orbite constituée
d’éléments nilpotents compacts si et seulement si [, = 1 et pour tout p entier
compris entre 1 et ly, il ewiste au moins un indice j tel que l; = p.

Remarque 1 — Soit e un élément d’une algebre de Lie semi-simple. Nous dirons
que e possede la propriété de Vogan si la codimension de .\, est strictement
supérieure & 2, Q. étant ’adhérence de 'orbite .. Les orbites nilpotentes de ce
type ont été classifiées, dans le cas des algebres de Lie classiques par D. Vogan
(communication privée), qui nous a fait remarquer que la classification du théoréme
1 coincide avec celle des orbites ayant la propriété de Vogan.

Pour I'étude des algebres simples exceptionnelles, nous remarquons tout d’abord
que si A est une sous-algebre de B, tout vecteur nilpotent compact de A est aussi
nilpotent compact de B. La recherche de ces éléments s’est alors effectuée avec
’aide des tables connues ([2],[3]) et de calculs directs a 1’aide des bases de Chevalley
obtenues dans [4]. Nous avons ensuite vérifié ces calculs en utilisant un programme
sur ordinateur et le logiciel de calcul formel Axiom.

Nous donnons pour chacune des algebres exceptionnelles la caractéristique des
orbites d’éléments nilpotents compacts en utilisant les notations de [4] ainsi que
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sa notation usuelle (cf. [2] et [3]). De plus, nous utilisons le fait que Eg C E7,
E; C Eg et que ces inclusions conservent le type compact ou non compact des
orbites nilpotentes.

Théoreme 2 — La classification des éléments nilpotents compacts des algebres
de Lie stmples exceptionnelles est la suivante:

Algebre de type G2 avec le diagramme de Dynkin : =0
(1 0)=a

Algebre de type Fy avec le diagramme de Dynkin : o : ~ o
(00 1 0) = Ar+44 (0010 0) = A+4
(000 1) = A (1 000 = A

Algebre de type Eg:

(00000):141 (10001):2141
1 0
(00(1)00):3,41 (10(1)01):14%%‘1
<01810)2A2+2A1 (10(1)01):21424“41

Algebre de type E7:
En plus des éléments provenant de Fg il y a les éléments de caractéristiques
suivantes :

(00(1)001):4141 (10(1)010):A4+A1

Algebre de type Fg:
En plus des éléments provenant de E; il y a les éléments de caractéristiques
suivantes :

(0 1 8 000 O):A2—|—3A1 (O 0 é 000 O)=A3+A2+A1
(1081000>:2A3 (00&0001):144+QA1
(0 0 8 0 10 0):2A2+2A1 (0 0 (1) 00 0)=A4+A3
(0 1 8 000 1):A3+2A1 (0 0 (1) 0 10 O>:D4(a1)+A1

Remarque 2 — En utilisant la description explicite de la relation “x > y si
et seulement si Q, D Q,” pour des éléments nilpotents z et y (cf. [5]), et le
calcul de la dimension des orbites nilpotentes des algebres exceptionnelles de [3],
nous avons classifié tous les éléments nilpotents ayant la propriété de Vogan (cf.
Remarque 1). Comme dans le cas classique, les deux classifications coincident.
Il serait évidemment intéressant d’expliquer cette relation entre la propriété de
compacité et la propriété de Vogan.

Les auteurs remercient J.L. Brylinski et D. Vogan pour d’intéressantes discus-
sions.
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