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Exercice 1 )
1-a) Soit P(X) = aX?+ bX + c un polyndme dans F. On a XQP(?) =a+bX +2X?€ E.llen

P4

résulte aussitot que u(P) € F. La linéarité de u résulte du calcul suivant :
SoientP, e £, B, e F, aeR

WP+ aPy) = X ((P1 + apg)(§)> } LX) + aPy(X)
= XQPl(%) +P(X)+a (XQPQ(%) + PQ(X)>
= u(Py) + au(Pz)

1-b) Pour obtenir la matrice de « dans la base B, on calcule les images des vecteurs de la base par u.

u()=X*+1 u(X)=2X w(X?)=1+X?

d’ou la matrice

10 1
020
10 1
1-c)Ona
1—-Xx 0 1
det(M—-X)=| 0 2-X 0 |=-X2-2))?
1 0 1-2A

Il'y a donc 2 valeurs propres 0 (de multiplicité 1) et 2 (de multiplicité 2). X est vecteur propre évident
de valeur propre 2, de méme que X2 — 1 est vecteur propre de valeur propre 0. On peut aussi remarquer
que u(X? + 1) = 2(X? + 1) et que ce polynéme X2 + 1 est non colinéaire a X2 — 1. On en déduit que
le sous-espace propre de valeur propre 2 est de dimension 2 (égale a la multiplicité de la valeur propre)
ce qui suffit pour affirmer que M est diagonalisable. Une matrice diagonale semblable a M est donc

200
D=0 2 0
0 00

avec pour matrice de passage possible déduite des vecteurs propres trouvés :

1 0 -1
P=10 1 0
10 1
et
L[ 01
P'=-1l0 20
2 .1 0 1

1-d) Pour calculer les puissances de M on écrit D = P~'MP donc M = PDP~ ! et M™ =



PD™P~1. Or il estimmédiat que

2" 0 0 2.0 0
D=0 20 0] =210 2 0
0 0 0 00 0

donc pour tout n, M"™ = 2"~ 1 M.
Exercice 2

2-a) On remarque que z et y sont périodiques de période 27, donc la courbe compléte est obtenue

pourt € [0, 2x]. De plus z(t) = z(—t) et y(t) = —y(—t) d’ou une symétrie par rapport a I’axe des z. Il
suffit donc d’étudier la courbe pour ¢ € [0, ] et de compléter par cette symétrie.

2-b) On fait un développement limité de = et y au voisinage de ¢t = 3 par exemple en calculant les

dérivées successives de ces fonctions :

o'(t) = ~2sint + 2sin(2t) 5 a'(5) =0

y'(t) =2cost+2cos(2t) ; o %) -0
2"(t) = —2cost + 4cos(2t) ; m”(ﬂg) - _3
y//(t) = —2sint + 4Sin(2t) : y//(g) _ _3\/§
:C[3](t) = 2sint — 8sin(2t) ; x[B](%) — 33
yl (t) =2cost+ 2cos(2t) ; y[3](§) -3

Un vecteur tangent est donc 7 = —3 (\}5) et le vecteur dérivé troisiéme W = 3 (-\1/5) n’est pas

colinéaire & T Le point correspondant est donc un rebroussement de premiére espéce.
2-C)Ent = 0onaz'(0) = 0ety'(0) = 4 donc la tangente est verticale en ce point de coordonnées

(1,0). Ent = =, le point est stationnaire comme il résulte du calcul des dérivées. Or z"(7) = 0 et
y”(7) = 6. On a donc une tangente horizontale au point de coordonnées (-3, 0), d’ou, compte tenu de
la symétrie, un point de rebroussement de premiere espece.

2-d) Tableau des variations :

t |0 5 T
z' |0 + 0 - 0
3
2
1 -3
y |4 + 0 — 0
3v/3
2
0 0

De ce tableau et des questions précédentes, on déduit le tracé de cette courbe paramétrée.

2



2*cos(t5 - cos(Z’:*t), 2*sin(|t) + sin(2|*t) —

I I I 1 I I i I I I
-3 -2.5 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15

2-¢) Calcul de la longueur L de la courbe. sit € [0, Z[, il n’y a pas de point singulier. On a donc

= /OE Ve (O + v (02dt

Mais on a
() +y' (1) = (- 2sin(t) + 251n(2t))2 + (2cos(t) + 2COS(2t)>2 = 8(1 + costcos2t — sin tsin 2t)
= 8(1 + cos(3t))
3
= 16 cos® (=t
6 cos (2 )

. 3 . T
Donc, puisque Cos(ﬁt) >0si0<t< 3

(1) L= /0g 4cos(gt)dt
(2) = 4% [sin(;t)]:
© =2



