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Exercice 1

1) a) z(t) = z(—t) et y(t) = —y(—t) ce qui indique une symétrie par rapport a l’axe des
abscisses et permet de réduire I’étude a U'intervalle [0, ].

b) De méme, z(m — t) = —z(t) et y(m —t) = y(t), d’ott une symétrie par rapport a 'axe des
ordonnées et une réduction de 'intervalle d’étude a [0, T].

c) Enfin, z(§ —t) = y(t) et y(§ —t) = z(t), correspond & une symétrie par rapport a la droite
y = x (échange les coordonnées). On peut encore réduire 'intervalle d’étude & [0, [ et tracer
la courbe compléte en utilisant ces 3 symétries.

2) les fonctions z et y sont dérivables :

z'(t) = —3sintcos’t
y'(t) = 3costsin?t

On peut remarquer dés maintenant que (z'(t),y'(t)) = 3sintcost(— cost, sint) ou le vecteur
v(t) = (— cost,sint) est unitaire.

Sur l'intervalle d’étude [0, 5], on a /() < 0 et ¢/(¢) > 0, d’ou le tableau des variations de «
et y
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Au point de paramétre %, onaz' (g) = —y (%) # 0, donc la tangente au point correspondant a

pour pente —1 et c’est un point ordinaire. Au point de paramétre ¢ = 0, on a z'(0) = ¢'(0) = 0.
On peut calculer les dérivées secondes :

2" (t) = —3(cos t cos® t — 2sin’ cost) = —3 cos t(cos> t — 2sin’ 1)

y"(t) = —3(—sintsin® t + 2 cos® sint) = —3sint(sin ¢ — 2 cos? 1)



Donc z"(0) = —3 et 4”(0) = 0. Le vecteur tangent est horizontal et la courbe est au dessus de
'axe des abscisses pour ¢ € [0, 5[ (d’aprés le tableau des variations). La symétrie par rapport
a ’axe des abscisses montre que le point est un rebroussement de premiére espéce.

Remarque : On peut aussi faire des développements limités de x et y :

1
sin®t = 3 — 5155 +O(t"
cos3t:1—gt2+gt4+0(t6)

qui montrent que les vecteurs dérivées second et troisiéme sont non nuls et non colinéaires.
Compte-tenu des symétries déterminées & la question 1) et de ’étude qui précéde on peut tracer
la courbe compléte.
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3) Longueur de la courbe. On calcule
z'(t)2 + o/ (t)? = 9(sin® ¢ cos* t + cos? t sin? t)
= 9sin? t cos® t(cos? t + sin? t)
= 9sin? ¢t cos® ¢
Or, si t €]0, Z[, sint et cost sont positifs. La longueur demandée est donc

2 % sin(2t 2t)] 2
L:3/2sintcostdt:3/2mdt:3[_w] :§
0 0 2 4 |, 2

Rayon de courbure. Notons Iﬁs = (x(t),y(t); Comme on ’a remarqué a la question 2),
?' (t) = 3sintcos t.m ol v(t) est un vecteur unitaire tangent a la courbe au point de para-

metre t. Le vecteur v’ (t) est alors un vecteur unitaire normal au méme point. On a donc, si s
est une abscisse curviligne :

do(t) dv(ti dat 1 U_,?S

ds dt ds 3sintcost

Le rayon de courbure est donc R(t) = 3sint cost.
Remarque : On peut aussi calculer ce rayon avec la formule

_ @ +y?)s

xlyll _ xllyl

qui donne le méme résultat au signe pres.



4) La tangente a la courbe au point M (t) a pour équation
(X —=2(®)y'(t) — (Y —y(t))2'(t) =0
d’oti en tenant compte du fait que sintcost # 0 sur |0, 5 :

3sintcost(X sint + Y cost) = 3sint cost(sintcos® t + sin®t cost)
Xsint 4+ Y cost =sintcost

Les points A; et B; correspondent respectivement & X = 0 et Y = 0, soit A; = (0,sint) et
B; = (cost,0). On en déduit aussitot la longueur du segment AyB;

|A¢By|| = cos®t +sin’t = 1

Ceci signifie que cette longueur ne dépend pas du point M (t).

Exercice 2

1) Soient P; et P, deux polynémes de Py et A € C. On note @1 = f(Py) et Q2 = f(P;). On
peut donc écrire

Pi(X)=a1 X2+ b, X +¢; Py(X) = ap X% + by X + ¢y
d’olt
<P1 + APZ) (X) = (a1 + Aag) X2 + (by + Abg) X + ¢ + Acy
et
F(PL+AP)(X) = [(c1 + Aez) — (b1 + Ab2) | X2 + [(a1 + Aa2) — (c1 + Aea)| X + [(b1 + Aba) — (a1 + Aag)]
=(c1 — b)) X2+ (a1 — b)) X + (c1 — a1) + AMca — b)) X2 + Mag — b2) X + A(c2 — a2)
= f(P) + Af(P)
On constate donc que f est une application linéaire de P2 dans lui-méme.

2) On calcule les images par f des vecteurs de la base. Les composantes de ces images dans la
base constituent les colonnes de la matrice M(f).

On obtient f(1) = X2 - X, f(X) =1— X2 et f(X?) = X — 1 d’ot la matrice annoncée dans
le texte.

3) Les valeurs propres sont les racines du polynéme en X : det(M (f) — AId) = —A(A\2+3). Il y
a donc 3 valeurs propres distinctes : 0,4v/3, —i1v/3 ce qui est une condition suffisante pour que
la matrice 3 x 3, M (f) soit diagonalisable sur C.

Les vecteurs propres sont obtenus en résolvant les systémes M (f)V = \;V avec \;,i =1,2,3
valeurs propres de la matrice. On obtient, & un scalaire multiplicatif prés, les vecteurs propres
suivants :

Vi=(1,1,1) pour A =0 (évident)

Vs = <_1 _;\/(3),1, -1 +;\/(3)> pour A = iv/3

Vi3 = <_1 +2i\/(3),1, _ _;\/(3))) pour A = —iv/3




On en déduit aussitét la matrice de passage
1 —1-iy/(3)  —1+i4/(3)
2 2

P=]1 1 1
1 —1+iy/(3)  —1-iy/(3)
2 2

Remarque : Il y a d’autres expressions possibles pour la matrice de passage suivant les choix des
vecteurs propres, définis & un scalaire multiplicatif prés et suivant I'ordre des vecteurs choisis.
Dans ce dernier cas, la matrice diagonale associée change aussi.

La matrice diagonale correspondante est

0 0 0
D=0 iv/3 0
0 0 —iV3
La relation entre M (f) et P est D = P"'M(f)P ou P! est la matrice inverse de P.

4) On peut calculer P~1 avec la comatrice P de P. On a det P = —3iv/3 et
Lot 2 2 2
=—pP=¢ iW3-1 2 —1—1i/3)

© ~1-iv3 2 iV/3-1
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