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Exercice1 – a. Soit ������� �	��
���� . On a���� ���������� ���� ��� ��� �� ��
�� ���� ���
�� �� � � � ���� ���� �
d’où � 
� ��!#" ���� ���������� ���� � � , cequi prouve quele rayondeconvergencedela sérieentièreestégalà

1.
Pourla deuxièmesérie,remarquonsqu’elle n’a quedescoefficientspairs,donclescritères

classiquespourcalculerle rayondeconvergenceéchouent.On constatequ’elle convergesi et

seulementsi $�% appartientau domainede convergencede la sérieentière

"& ��')( * ���� �,+ � . Cal-

culonsdonc le rayonde convergencede cettenouvelle sérieentièreen posant- �.� * ���� � .
L’expression ���� - �����- � ���� � * ������/�10 ��� �* � � * ��� ����.0
admet3 pour limite quand � tendversl’infini, ce qui donneun rayonde convergenceégalà2 �3�* . Il résultedececalculquela sérieinitiale convergesi $�%54 �* et divergesi $�%56 �* d’où

sonrayondeconvergence7 � � �* � � ** .

Remarque: on peutaussi,commeci-dessous,poser 8 � * $ % et vérifier que le rayonde

convergencedela sérieentière

"& ��')( 8 ���� � est1.

b. Calculonsla somme de cettesérieentièrelorsque 9 :;9 appartientau domainede conver-
gence.On peutposer8 � * :<% . D’où"& ��')( * ��/� � : % � � "& �=')( 8 ���� � �?>A@ 8CB
Pour 8 D�?E , ona >F@ 8CB � �8 "& �=')( 8 �=������ � et on reconnaîtausigneprèsla sériede � �G@ �IH 8JBH � �G@ �#H 8CB � "& �=')( 8 �=������ � � "& ��'�� 8 ��
d’où aussitôt >F@ 8CB � H �8 � �G@ �#H 8CB et"& �=')( * ���� � : % � � H � �K@ �#H * :,%LB* : % @ME 4N9 :;9A4 � ** B



Cettefonctionseprolongeen0 parcontinuitéavecla valeur1.

Exercice2 – Supposonsquela fonction > , développableensérieentièrederayondeconver-

gence
2

non nul, définiepar >A@ :�B � "O�=')( ��� : � , soit solutionde l’équationdifférentielle.On

obtientl’égalité pour 9 :;9A4 2: "& �=' % �P@Q� HR� B ��� : �TS % H 0 : "& ��'�� �U��� : �TSV� H 0 "& ��')( ��� : � � �
d’où H 0T�F(W� "& �=' % �P@Q� HX� B ��� : �TSV� H "& �='�� @M0T�U���I�10Y��� BZ: � � �H 0T�F(W� "& �='�� @Q��� � B �U���=��� : � H "& ��'�� 0)@Q��� � B ��� : � � �
et enidentifiantlescoefficientsde : � pourtout � onobtient ��([� H �0�J\ � �;@]��� � B ������� H 0)@Q��� � B �����^E
d’où,pourtout � 6 E , �A�����;�_0 ���� . Enparticulier� % �^0Y�`� . Supposonsalors�F���^0 �aSV� �)�@Q� HX� Bcb ,�d\ 0 etprouvonsquecetterelationestencorevérifiéepour �F�=��� . Ona�������;�_0 ���� � 0� 0 �aSV� �`�@Q� HX� Bcb �_0 � �`�@]� BLb
donc,si > estsolutiondel’équationonanécessairement>F@ :�B � H �0 � "& ��'�� 0 �aSV� �`�@Q� HX� Bcb : � � H �0 �1�`� : "& ��')( 0 � : �� b
et finalement>F@ :�B � H �0 �.�`� :<e=%gf . La sériedel’exponentielle ayantun rayondeconvergence

infini, cettefonctionestsolutiondel’équationsur h pourtout réel �U� .
Exercice 3 – a. La matrice i estorthogonale si et seulementsi les 3 vecteurscolonnes

formentunebaseorthonormée.Commeles2 premiersvecteurssontnorméset orthogonaux,il
fautdéterminerun vecteur8 ��@M�Vj - jlk B ��� e �W� -ce % �Xk e=m orthogonalà e % , donc - �nE , et à+ � � 00 @ e �P� e=mcB , donc �o�pk��qE , c’est-à-dire8 �r��@ e � H e=mcB . Ce vecteurestnormési et

seulementsi � �ts + s % �^0Y� % , donc �u�_v � 00 . Pourdéterminerle signeonutilise l’hypothèse

surle déterminant,égalà1. Mais w)xLy @ i_B � H � 0Y� (avec k#� H � et - �^E ). Onenconclutque�z� H � 00 et

i � {|||} � 00 E H � 00E � E� 00 E � 00
~�����
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b. Lesvecteurse=m et � sonnorméset orthogonaux.Le produitscalairede eTm et � estnul de
mêmequeceluide � et � , donc e�m et � appartiennentà � ��� �,�a� . Commedeplusla dimension
de � est2 (orthogonald’un sous-espacevectorielde dimension1), les deuxvecteurs� et e�m
formentunebaseorthonorméede � .

Puisque� est une applicationlinéaire dont la matriceest orthogonaledansla base � , �
transformetoutebaseorthonorméede � en unebaseorthonorméede � @ �oB . Il suffit doncde
choisir � � @ �	B j � @ e�m�Bc� pourbaseorthonorméede � @ ��B .� @ e=mcB � � 00 @ H e �G� e=mLB� @ �	B � � 00�� � @ e � B � � @ e % B�� � � 00 � � 00 e �U� � 00 e=m � e %l�� �0 e �K� �0 e=m � � 00 e %

Un vecteur� decomposantes@ : j���j $�B dansla base� appartientà � si et seulementsi il est
orthogonalà � � e � H e % , doncsi etseulementsi sonproduitscalaireavec � estnul. Il enrésulte
que 4X� j ��6 � : H ���^E
estuneéquationde � . Pourdéterminerl’équationde � @ �oB , remarquonsquec’estle planortho-

gonalauvecteur� @ ��B . Or � @ ��B � � @ e � B H � @ e % B � � 00 e � H e % � � 00 e=m , d’où uneéquationde� @ ��B � 00 : H �5� � 00 $ �?E
c. Posons� @ 8 jl� B ��0 8J% �_� % ��0 � � 8 ��� 8 . Si la courbed’équation � @ 8 jl� B ��E

(conique)auncentre,il estdéterminépar� �� 8 @ 8 jl� B ��� 8 �.0 � � �p� � �^E� �� � @ 8 jl� B �?0Y���.0 � � 8 �^E
systèmequi aunesolution unique8 (�� �  jK�,([� H � �  , représentantlescoordonnéesducentre

decetteconique.Pourdéterminerlesaxes,considéronsla matricesymétriqueassociéeà �i �¢¡ 0 � �� � �¤£
qui estdiagonalisableparunematricedepassage¥ orthogonale.lesaxesdela coniquesontles
directionsdesvecteurspropres(orthogonaux).Onobtient w)xLy @ i HC¦V§ B � ¦ % H * ¦�H ����@ ¦¨H� B @ ¦ � � B . Lesvecteurspropressont(dansla base� � ) : �V© �N�<@ * j � � B j � SV�[� - @ H � � j * B , ( �
et - étantdesscalaires).Ennormantcesvecteurs,onobtientla matricedepassageorthogonale¥ � �� ��ª ¡ * H � �� � * £
et soninverse¥ SV� � « ¥ . Dansle repèredéterminéparle centreet lesvecteurspropresnormés
(voir matrice ¥ ), l’équationde la coniqueestde la forme � 8C¬ % H � ¬ % �^ �®E , avec  �� @ 8 (�jl�<( B � �� � . C’estdoncunehyperbole.
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Représentationgraphiquedecettehyperbole.
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