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Exercice 1-a/ Le vecteurl = (1,1, 1) est vecteur propre d& de valeur propre 4 car il est
immeédiat queM' V' = (4,4, 4).

b/ La matrice M est symétrique. On sait qu’elle est diagonalisable et qu'il existe une base
de vecteurs propres orthogonaux. Ici, les vectéufset 1/, sont orthogonaux & (produit
scalaire aved’ nul), ils sont linéairement indépendants (car non colinéaires). Or I'orthogonal
deV dansR? est de dimension 2, il est donc engendré paret IW,. De plus, le calcul donne
MW, = Wy et MW, = W,. Ces 2 vecteurs sont donc propres pour la méme valeur propre
1. Il en résulte que la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vectBqrsiv,
permet de diagonalisér/. Soit

1 1 1
T=11 0 -1
1 -1 0
4 0 0
Onadonc|l0 1 0| =T"'MT.
0 0 1

¢/ Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes constituent une base
orthonormée d&?. Les vecteurd’ et IW/; sont orthogonaux. Cherchons un troisi€me vecteur
dans le sous-espace propre de valeur propre 1 et orthogdmal 8 peut étre choisi de la
formeW; = Wy + aW,, d'ou 0 = W1.W; + aWe. Wy = (1 4 a) + 1. On en déduitt = —2

et W3 = (—1,2,—1). La matrice orthogonale cherchée (non unique!), une fois les vecteurs
colonnes normés, a pour expression

V3 V2 V6
3 2 6
P= \/_3 0 @
Vi V3G
3 2 6



z1(t)
Z'(t) =T 'X'(t) = DZ(t). Si Z(t) = [ 22(¢) | on en déduit aussitot le systéme

z3(t)
21(t) = 4z (t)
2(t) = 2(1)
z(t) = 23(t)

dont les solutions sont :

et finalement

z(t) 1 1 1 crett cret + (cy + c3)et
X(t) = y(t) = T~Z(t) =11 0 -1 02€t = cle4t — C3€t
2(t) 1 -1 0 czet cre® — cpet

ou c1, ¢y, c3 sont des constantes arbitraires. On obtient toutes les solutions du systéme
ajoutant la solution particuliere trouvée e.

z(t) = cre® + (co + c3)el + 2t
y(t) = cre® —czef +1

2(t) = cre? — cyet

Exercice 2 — a/Représentation dB :

b/ Le changement de variables proposé est linéaire et le jacolien2 doncdzdy = —dudv.

Le domaineD étant triangulaire, il est transformé en un domaine triangul@ipar le change-
ment de variables linéaire. On détermine les sommefg par transformation des sommets de
D.O—O,A=(1,00— A =(1,1)etB=(1,1) — B’ =(2,0).

2



y=x

=2-X

On adonc .
I= // (x +y)e" Vdzdy = = // ue’dudv
D 2 ,
1 1 2—v
I= —/ (/ ue’du)dv
2 0 v
Mais
2—v
/ udu = 2 — 2v
donc

1 1
I= 5/ e’(2 — 2v)dv = [(1 — v)e’], +/ e'dv=e—2
0 0

Exercice 3 —Par définition, le travail d&’ le long du cercle est
2 - 2
Tec = / W.C'(t)dt = / sin®t + cos® tdt = 27
0 0
Si le champ dérivait d'un potentiel, ce travail serait nul car le cercle est une courbe fermée (
C(0) = C(2m)).

b/ Ona

_ dzy) Oy+xz) Oxz+yz) J(ry) Iy+zz) I(z+yz)
Rof// = . - - -
o ( oy 0z 0z ox ' Ox oy (0,0,0)

Le champ de vectedr défini surR, dont le rotationnel est nul, dérive d’un potentiel.
c/ Le potentielf deV” est unique a une constante additive pres et vérifie

0
g—f =T+ yz
a—z =y+taxz
of
0z Y
$2 y2
dou f(x,y,2) = 5 + ayz + g1y, 2) = 5 + zyz + go(x, 2) = zyz + g3(x,y) et donc
2 2
flz,y,2) = % + % + zyz + A oU \ est une constante. Mais comryi@, 0,0) = 0 on a

$2 2
(f(x7zlaz) = ?Z'_% %? %—:nyz
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d/ Le champ de vecteurs dérive d’'un potentfeldonc le travail est égal a la différence de
potentiel entre les points extrémité et origine, soit

Tr=f (cos(%),sin (%), %) — f(1,0,0)
:f(gagag) _f(17070) = (%—i_g)_%
]

On peut aussi calculer ce travail directement

/e

‘.T:/4 [(cost + tsint)(—sint) + (sint + t cost) cost + costsint] dt
0

™

1
= /4 t cos(2t) + 5 sin(2¢)dt
0

e



