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Exercice 1 – (5 points). Calculons�������� � � �
	�������������	����������� ����	����	�� � 	�������	 �!�"������	����� � �����"	�����
La limite de ce rapport est nulle lorsque

	
tend vers l’infini, la série est donc convergente d’après la

règle de d’ALEMBERT.

. La suite #%$ � # � �'&)(*	��,+- est décroissante. En effet, les fonctions .0/1 &2( . et .0/13. +- sont croissantes.

De plus cette suite a une limite nulle. De cela il résulte que la série 45$ � est convergente d’après le
critère des séries alternées.

. Pour étudier la série 476 � , à termes postifs, on peut écrire6 � ��8 	9&2(;:�<� 	=��	>�?���A@
et puisque

&CB)D��EGF 	=��	��?�"� ��H , on peut écrire un développement limité

6 � ��8 	I: 	=��	 �?��� �?JK� 	�L � @ � 8 	=��	 �?��� �?JK� 	 -M �
donc la suite 6 � est équivalente à

	 - M lorsque
	 1ON , d’où la convergence de la série 4 6 � .

Exercice 2 (5 points) On étudie les 2 bornes de l’intégrale (la fonction à intégrer est continue surP HKQ NSR � . En 0 le développement limité de T B2(VU permet d’écrireU=W T B)(XUUZY � U[W��'U[W�\ -Y�] �^JK�'UZ_��`�UaY � b �^JK�'Uc�
cette fonction a donc pour limite

b en 0, ce qui assure la convergence de l’intégrale d �e U=W T B)(XUU Y f U .
Pour la borne infinie, on peut remarquer que si

Uhg�
, alors # U=W T B)(hU #�i U��� etjjjj U=W T B)(hUU Y jjjj i Uk�lU Y m U L

Il en résulte que l’intégrale d F� U�W T B)(hUU Y f U est de même nature que l’intégrale d F� UcL f U , donc (abso-

lument) convergente.

Exercice 3 (6 points). La fonction à intégrer est continue et positive sur R  Q � N�R , nulle en 1. L’intégrale

est donc convergente en 1. La limite quand .n/1oN de

&)( ..�p est nulle pour tout q g H , donc si . est

assez grand,

�'&)( . � L. M- r  . Il en résulte que pour tout . supérieur à un certain nombre s g H , on a

H i �'&)( . � L<� . L i . M-<� . L m .=t-



Or on sait que l’intégrale d Fu f .. t- est convergente (car
_Y gl ), donc l’intégrale étudiée est convergente.

Pour étudier la série proposée, on peut comparer avec l’intégrale précédente. Pour cela il suffit de

montrer que la fonction vxwy.�/1 z|{%}K~�� M�c� ~ M est décroissante. On calcule la dérivée de cette fonctionv�� � . � � ��&2( .. ��<� . L � L[� <� . L ��XWI&)( . �`�
Mais

��GW�&2( . � est négatif pour . g�� donc quand . tend vers l’infini
��X� . L ���W?&)( . �`� r H . Il

en résulte que v � � . � r H pour . g7� et v est bien décroissante. La série est de même nature que
l’intégrale, c’est à dire convergente.
Remarque : on pouvait, bien que l’énoncé ne suggérait pas cette méthode, faire une majoration ana-
logue à celle faite pour l’intégrale.

Exercice 4 (2 points + 4 points) a) Calcul des dérivées partielles� v� . � . Q�� � � � ~ ��� W��A� ~ � v� � � . Q�� � � � ~ ��� Wn�A� �� L v� . L � . Q�� � � � ~ ��� �^� � ~ � L v� � L � . Q�� � � � ~ ��� �?� � � � L v� . � � � . Q�� � � � L v� � � . � . Q�� � � � ~ ���
b) Si v admet un extremum local en un point

� . e Q�� e � , les 2 dérivées partielles premières sont nulles en
ce point, ce qui signifie � ~ ��� � � � ~ � ~ ��� � � � �
Ceci entraîne immédiatement

�A� ~ � �A� � et . ��� . En reportant dans une de équations on obtient :� ~ � ~ � ��� ~ puis . �x����H . Pour déterminer la nature du point � � � HKQ�H � on évalue les dérivées
secondes : � � � L v� . L � HKQ�H � � ��� U � � L v� � L � HKQ�H � � ��� � � � L v� . � � � HKQ�H � � 
La quantité

� L W � U � WX� est négative et

� g H . Il s’agit donc d’un minimum relatif et v � HKQ�H � � � .
c) Pour � fixé, on considère la fonction .�/1�� � . � � v � . Q�� � . On a � � � . � � � ~ ��� W��A� ~ . On constate
que � � � . � ��H si et seulement si

� ~ � � � ��� ~ soit
�A� L ~ � � � , c’est-à-dire pour . � W � L . Comme la

limite en ��N de � est infinie, l’extremum ne peut être qu’un minimum global (signe de la dérivée !)� � � � � � ��W � L � � �"���M �l�A� � . Le minimum global de v � . Q�� � � � � . � est obtenu pour le minimum
de
� � � � . On a

� � � � � � � � M W?� � � . Cette quantité ne s’annule que pour
� L � W � , qui correspond à un

minimum (voir encore les limites à l’infini), c’est-à-dire ���lH . La fonction v admet donc un minimum
global 3 en

� HKQ�H � .
d) Application : Compte tenu des données, le volume de la boîte est � �¡ <¢ � �  et la somme des
aires des faces £ � ���   � �  <¢ � � ¢ � d’où en fonction de  VQ�¢£ � ���  ¤¢ �   �  ¢ �
Comme   et ¢ sont positifs, il existe un couple unique

� . Q�� � tel que  �� � ~ et ¢<� � � . On en déduit
que l’aire £ est minimum si et seulement si���  ¤¢ �   �  ¢ � � ����� ~ ��� �?� � ~ �?� � � �
est minimum. L’étude en b) et c) prouve alors que ce minimum est obtenu pour . �¥���¦H soit !�§¢[�  et par suite

� � � ¤¢ �  . La boîte utilisant le minimum de métal devra donc être cubique

de côté 1.
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