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Exercice 1 — (5 points). Calculons
Upyr (4 1)! (2n)! n+1 1

= X
Up, (2(n+ 1))! n! 2n+2)2n+1) 2(2n+1)

La limite de ce rapport est nulle lorsque » tend vers I’infini, la série est donc convergente d’apres la

régle de d’ALEMBERT.

. 1 o . 1 .
. Lasuite |v,,| = —— est décroissante. En effet, les fonctions z — In z et z — z 3 sont croissantes.
Inn)s

De plus cette suite a une limite nulle. De cela il résulte que la série " v,, est convergente d’apres le
critére des séries alternées.

. Pour étudier la série > w,,, & termes postifs, on peut écrire

1
w, =+vnln [14+ ————
= “( +n<n+2)>
et puisque 7}1_130 ni 1) = 0, on peut écrire un développement limité
1 1

w, =\/n (m —|—0(%)> = NOCED)) +0(n%

donc la suite w,, est équivalente a —- lorsque n — oo, d’ou la convergence de la série >_ w,,.
nz

)

Exercice 2 (5 points) On étudie les 2 bornes de I’intégrale (la fonction a intégrer est continue sur
10, oo[). En 0 le développement limité de sin ¢ permet d’écrire

t—sint t—(t—L + o(t4 1

. o1 . s V¢ —sint
cette fonction a donc pour limite 8 en 0, ce qui assure la convergence de I’intégrale Tdt.
0

Pour la borne infinie, on peut remarquer que si¢ > 1, alors |t —sin#| < ¢+ 1 et

t+1 1
S e

t —sint
t3

, e ¢t —sint n e s <1
Il en résulte que I’intégrale Tdt est de méme nature que I’intégrale t_th’ donc (abso-
J1 1

lument) convergente.

Exercice 3 (6 points). La fonction & intégrer est continue et positive sur [1, +oc[, nulle en 1. L’intégrale

.. Inz )
est donc convergente en 1. La limite quand = — oo de —— est nulle pour tout @ > 0, donc si z est
T

(In z)?

assez grand, —— < 1. Il en résulte que pour tout z supérieur a un certain nombre A > 0, 0na
T3
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S 1422 1422

(Inz)? ot 1
1



o0

Or on sait que I’mtegrale/ — est convergente (car% > 1), donc I’intégrale étudiée est convergente.
A x3 .y L . .
Pour étudier la série proposée, on peut comparer avec I’intégrale précédente. Pour cela il suffit de

- 2 7 - Yo 7 -
montrer que la fonction f : z — (11“—9”) est décroissante. On calcule la dérivée de cette fonction

+a2

2lnz
"z)=———(1+2*(1-1Inz
1) = o (L4 = )
Mais (1 — In z) est négatif pour z > e donc quand = tend vers Iinfini (1 + 22(1 — Inz)) < 0. Il
en résulte que f'(z) < 0 pour =z > e et f est bien décroissante. La série est de méme nature que
I’intégrale, c’est a dire convergente.

Remarque : on pouvait, bien que I’énoncé ne suggérait pas cette méthode, faire une majoration ana-
logue a celle faite pour I’intégrale.

Exercice 4 (2 points + 4 points) a) Calcul des dérivees partielles

g—f(:ﬁ, y)=e"tY —e" Z—f(;v, y) = e tY — eV

T Yy

an — Tty -z 82f — oxty -y 82f — 82f — Tty
@(Jc,y)—e +e 8—y2(w7y)—6 +e 8Iay(ﬂmy)— 8y8$(x,y)—e

b) Si f admet un extremum local en un point (zo, yo), les 2 dérivées partielles premieres sont nulles en
ce point, ce qui signifie
etV = e etV =Y

Ceci entraine immeédiatement e~ = e~¥ et # = y. En reportant dans une de équations on obtient :

e”T% = e~* puis z = y = 0. Pour déterminer la nature du point O = (0, 0) on évalue les dérivées
secondes :

0? 0*f o*f

= —=(0,0)=2; t=—+=(0,0)=2; §= ——

" 83@2( 0) ' 8y2( 0) ' 0z 0y

La quantité s> — r¢t = —3 est négative et r > 0. Il s’agit donc d’un minimum relatif et f(0,0) = 3.

(0,0)=1

¢) Pour y fixé, on considére la fonction z — g(z) = f(z,y). Ona ¢’(z) = e”t¥ — e~*. On constate
que g'(z) = 0 si et seulement si e”e? = e~ soit e™** = ¢V, c’est-a-dire pour z = —%. Comme la
limite en +oo de g est infinie, I’extremum ne peut étre qu’un minimum global (signe de la dérivée!)
h(y) = g(—%) = 23 + =Y. Le minimum global de f(z,y) = g(z) est obtenu pour le minimum
de h(y). Ona h'(y) = e? — e~¥. Cette quantité ne s’annule que pour % = —y, qui correspond a un
minimum (voir encore les limites & I’infini), c’est-a-dire y = 0. La fonction f admet donc un minimum
global 3 en (0,0).
d) Application : Compte tenu des données, le volume de la boite est V. = LIk = 1 et la somme des
aires des faces S = 2(Lh + LI + hl) d’ou en fonctionde L, !
1 1
S=2(Ll+ =+ -
(L4 7 +7)
Comme L et [ sont positifs, il existe un couple unique (z, y) tel que L = €” et [ = Y. On en déduit
gue I"aire S est minimum si et seulement si
1 1
2(Ll+ =+ ~
(El+ L + l

est minimum. L’étude en b) et ¢) prouve alors que ce minimum est obtenu pour z = y = 0 soit

) = 2(e"TY f e 4 e7Y)

L =1 = 1etparsuite h = 7 1. La boite utilisant le minimum de métal devra donc étre cubique
de coté 1.



