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Exercice 1 (5 points)- a)
On considére I’intégrale

I= // sin(z + 2y)dzdy
D
ou D est le 'ensemble

D={(z,y) eR*|2>0,y>0, 2+2y <1}

a — Représenter graphiquement 1’ensemble D.
|[Réponse : C’est I'intérieur du triangle représenté ci-dessous

|

b — On note 7T la transformation du plan qui a (z,y) associe T'(z,y) = (u,v), u = x et
v = x + 2y. Déterminer I’ensemble A = T'(D) et le représenter graphiquement.
|[Réponse : T' est une transformation linéaire. Le triangle représentant le domaine D est
donc transformé en un triangle A dont les sommets (resp. les cotés) sont les images des
sommets (resp. des cotés) de D.

0 = (0,0) = T(0) = (0,0)
A=(1,0) T(A) = (1,1)

~—

d’otl la représentation graphique de 7'(D)

¢ — Calculer I'intégrale I en utilisant le changement de variables 7" de D sur A.



|[Réponse : Pour calculer 'intégrale I on utilise le changement de variables linéaire

(bijectif) T, transformant D en A. On a detT = ‘1

1 2‘ donc, en utilisant le théoréme

de Fubini il vient :

//D sin(z + 2y)dzdy = //T(D) Sin(v)%dudv
- %/01 (/ul sin(v)dv)du

1

1 1
=§/0 [—cosv]iduzé/o cosu — cos ldu

= i(sin 1 —cosl)
|
Exercice 2 — a) Résoudre le systéme différentiel
g 21 (t) = —z1(t) — 5t* — 8t
V71 24(t) = 52 (t) 4 5t% — 4t
(On remarquera qu’il existe une solution particuliére de chacune des équations qui est
un polynome de degré 2).

|Réponse : On cherche une solution particuliére de chacune des équations sous la forme
d’un polynoéme de degré 2, et par identification des coefficients on trouve
2 2 2 2
Zi(t) = =242t -5t ; Zy(t)=—=+-t—t
25 5
Les solutions (évidentes) des équations homogenes sont 2, (t) = k1™, 25(t) = koe® (ky
et ky sont des constantes), d’ou les solutions du systéme S;

S = Zl(t) = kle_t — 245t — 5LL2
T 2(t) = kae® + Z + 2t — £

|

b. On considére le systéme différentiel

g, = {x’(t) = x(t) +y(t) — 12t
27\ (t) = 8a(t) + 3y(t) + 3012

Résoudre le systéme Sy. [On pourra ramener la résolution du systéme Sy a celle de Sj].

|[Réponse : Pour ramener la résolution de Sy a celle de Sp, on écrit le systéme Sy sous
forme matricielle

(1) X'=MX+B
. S 5 T D Y A 77 . . . ) -
ou X = <y> s M = 3 3> ;B = <30t2>' La matrice M est diagonalisable : M =
-1 0 1 1 4 -1
-1 _ P .p-1_ 1 _ p-1
PDP avecD-(O 5),P—<_2 4>,P —6.(2 1).PosonsZ—P X. 1l

2



vient, en multipliant les 2 membres de (1) & gauche par P~ :
7Z'=pP'X'=P Y (PDP )X + P'B
=DZ+P'B
—8t — 5t°

5t% — 4t
n’est autre que le systéme S;. Donc, X = PZ

kie™t — 2 + 2t — 5t?
25 b

On constate que P~'B = ), ce qui fait que le systéme 7' = DZ + P~'B

Les solutions du systéme S sont donc

48 12
t) =kie ' +koe® — =+ —t — 6t
(1) 1€ "+ kqe 5 + -
108 12
y(t) = _2k1€_t + 4k265t + % — ?t + 6¢2

ol ki et ko sont des constantes arbitraires |

d. Trouver les solutions de Sy vérifiant : 2(0) = 0; z'(0) = 0.
|Réponse : Les conditions x(0) = z'(0) = 0 donnent les 2 équations :

48
ki +ky = —
251 5
—k1+5ky =——
5
LN 2 ] . . N N
d’ou k1 = 2, ko = —— et 'unique solution du systéme correspondant & ces valeurs des

25
constantes. |

Exercice 3 — Soit f la fonction 2r—périodique définie par

f(x)z{ r  sizel0,n]

x4+m sizé€[-m0|

a. Représenter graphiquement f sur l'intervalle [—2m, 27].
[Réponse : Représentation graphique

|

b. Calculer les coefficients de Fourier de f (on distinguera n pair et n impair).
|Réponse : Coefficients de Fourier de la fonction :

1 0 " T
co—%(/_w(x+7r)dm+/0 xdm) =35
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Pour n # 0

Cp =

:ce_imr L —1 e~ dy + ! /0 e " dy
_W n 2

—1

—T —T

We—imr _ﬂ.eimr 1 e—incc 0
= — = - + 3 -
2m [ —in —in } 2 [—m]_ﬂ
(=1)

On peut donc dire que pour n impair, ¢, = 0 et pour n pair non nul, ¢, = —. |
n

. , . . ™ s 1os
c. Justifier la convergence de la série de Fourier en x = 1 et en déduire que

Z p+1

p=0

[Réponse : La fonction f est de classe C' par morceaux. Elle est continue sur I'intervalle
10, [, donc le théoréme de Dirichlet assure la convergence de la série de fourier au point
i

T = 1 Puisque co+1 = 0 pour tout k,

™ . Ok T
1= co + lim E o €K1

N—oo

ik . . . . . . .
Comme e 2 =¥ et i* = i7% pour k pair, i1 = 4(—1)? on obtient :

_ _Hz(___k)

o ;21 ;—(2p+1)
2 sz:: ( 22p+1)  202p+ 1))

3

\)

i 7 (2P)
( 2(2p+1) 2(2p+1))

I
l\?|=1
“M



On a donc




