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(14 heures — 18 heures)
Aucun document ni calculatrice autorisés.

Questions de courdq5 points) Calculer, avec toutes les justifications nécessaires, le dé-
veloppement limité derctan = a 'ordre5 au voisinage de 0.

Exercice (4 points) Calculer I'intégrale
/1 dt
22 —2t+1

Probléme (11 points) On considére I'espace vectoiél Les vecteurs de la base cano-
nigque sont notége,, e, e3}. On étudie I'application linéairg deR?* dans lui-méme dont la
matrice dans la base canonique est

M(f) =

—_—_ O
=
O~

On notel I'application identique d&3 et de la méme maniére la matrice de cette application.
On noteraf® = I (resp.M(f)? =I)etf" = fo f* ! (resp.M(f)" = M(f).M(f)"1).

1) Calculer les vecteurg(e; ), f(es), f(e3) en utilisant la base canonique ®é. Déterminer
le rang de la matric@/( f) (ou le rang def).
2) CalculerM ( f)?* et en déduire deux nombrestb tels que

f2=af +0bl

3) En utilisant la questiorz, calculer /2 comme combinaison linéaire deet I et montrer
de méme qu'il existe des nombres etb,,, que I'on ne cherchera pas a calculer dans cette
guestion, tels que
fn = anf + bp 1
(on donnera des relations de récurrence entré,, eta,_1, b,_1.)
On remarquera que I'on a ausdi(f)" = a, M (f) + b, 1.
4) Prouver québ,, — a,) = (ap—1 — by—q) = (—=1)™.
5) On pOSGE1 - (1, —1,0), EQ = (1,0, —1), E3 - (1, 1, 1) Vér|f|er queB - {E17 EQ, Eg}
est une base de*. Calculer la matriceV(f) de f dans cette base.
6) Calculer la matrice d¢™ dans la bas& et en déduire que

1 1
a, == (2" - (-1)") b, == (2" +2(-1)")
3 3
7) Soitt un nombre réel. On pose
k tTL k n
A(t) = lim Ap— B(t) = lim bp—
k—oo p— n! k—o0 — n!

CalculerA(t) et B(t).

k n
On utilisera sans démonstration le fait que pour tordel e* = klim > x—&
—00 p—0 -
8) On noteg(t) I'application linéaire d&R* dansR? telle que
g(t) = A(t)f + B(t)1

Montrer que pour tous réetss on ag(t + s) = g(t) o g(s).



