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Question de cours : Voir le cours.

Application : P(1) = 0, P'(X) = 5X* — 16X3 + 28X — 17, P"(X ) 20X3 — 48X? + 28,
P®)(X)=60X%—-96X. On a donc P(1) = P'(1) = P"(1) = 0 et PG)(1) # 0. Le polynome P
est donc divisible par (X —1)3 mais 1 n’est pas divisible par (X —1)*; P(X) = (X —1)3Q(X),
avec ) de degré 2 et n’ayant pas 1 comme racine. Pour calculer Q(X) on peut effectuer la
division euclidienne de P(X) par (X — 1)3 = X3 — 3X2 + 3X — 1, ce qui donne Q(X) =
X2 - X —6= (X —3)(X +2) et le reste est nul (faire la division). Dot la factorisation de
P(X) en facteur de degré 1

P(X)=(X-13X -3)(X +2)

Exercice : Notons I 'intégrale a calculer (intégrale d’une fonction continue sur 'intervalle
[0, 6]) En remarquant que la fonction cosinus est la dérivée de la fonction sinus, le changement
de variable X = sinx est naturel. La fonction # — sin 2 est une bijection dérivable de [0, §] sur

[0, %} (fonction strictement croissante car sa fonction dérivée x — cos z est strictement positive

sur cet intervalle). La fonction réciproque Arcsin est aussi dérivable sur [0, 3]. Le changement
de variable est bien justifé et
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On1 calclule donc
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Finalement, en regroupant ces résultats :
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Probléme. I-a. En effectuant une intégration par parties, on obtient pour n > 1
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I-b. Démontrons la formule par récurrence sur n. Pour n =0 on a

Fy(z) = / eldt=1—¢"
0

ce qui coincide avec la formule du texte (pour n = 0). Supposons la formule vérifiée pour F,.
Alors, d’aprés la formule de récurrence et ’hypothése de récurrence

Foyi(z) = (n+ 1)Fu(z) — 2™ e
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d’out la formule demandée pour 'indice n + 1.

Remarque : On peut aussi vérifier que F), est dérivable et que sa dérivée F) = f,, ce qui est
aussi la dérivée du membre de droite de la formule. Ensuite F;,(0) = 0 termine de prouver
I’égalité annoncée.

I-c. Si P est un polynome, on sait que lim P(z)e™® = 0 (croissance comparée de ’exponen-
T—00
tielle et des polyndmes). Il en résulte aussitot que lim Fj,(z) = n!
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IT-a. On a pour tout n > 0 et tout x €]0, n|

An(z) = (n+ )" ") — (n — z)Pe~ (=7
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II-b. La fonction ¢ est dérivable sur 0, 1] et
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donc ¢'(xz) > 0 pour tout = €]0,1[. Cette fonction ¢ est donc strictement croissante sur
I'intervalle |0, 1[. Or la limite de ¢(x) en 0 est nulle en 0, ce qui prouve que ¢ est strictement
positive sur |0, 1].

IT-c. Siz €]0,n[, £ €]0,1[, donc p(£) > 0 et par suite e"?(%) > 1. D’autre part, (n—z)">0
et e*~™ > 0 sur ce méme intervalle. Il en résulte, d’aprés la formule du II-a. que pour x €0, n,
A(x) est strictement positif et puisque A,, es une fonction continue sur [0,n], on en déduit que

A > 0 sur l'intervalle fermé [0, n].

II-d. On peut écrire pour =z > 2n
x 2n T
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Mais f,(t) > 0 sur lintervalle |2n,z[ donc fa(t)dt > 0. I'inégalité demandée en découle
2n

aussitot.
Montrons la seconde inégalité. Pour cela on peut poser t = n + s dans l'intégrale fjn fn(t)dt.

Il vient
2n

fu(t)dt = /On fn(n+ s)ds
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mais on vient de prouver ci-dessus que Ay,(s) = fu(n +s) — fu(n —s) = 0. On a donc
fa(n+38) = fu(n — s) et par suite

/” Jn(n +s)ds > /" fn(n—s)ds
0 0

En posant cette fois t = n — s, il vient

/On fn(n —s)ds = — /no fn(t)dt = /On Fa(t)dt
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Finalement

IlI-a. (i) D’aprés II-b., premiére inégalité, pour tout x > 2n
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et lorsque x — 00, le membre de droite a pour limite L,, — F),(n) (d’aprés I-c.).
(11) D’apreés la seconde inégalité de II-d. et (i), on a

Lo — Fy(n) > /0 " pt)dt = Fu(n)

donc 2F,,(n) > Ly,.
III-b. D’aprés I-b (avec z = n), I1I-a (i) et I-a
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Finalement,
TR A Ll
2! n! 2
D’autre part, d’aprés la formule de Taylor a 'ordre n il existe ¢ € [0,n] tel que
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on a donc bien
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ce qui termine la démonstration de la double inégalité.



