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Question de courg(4 points)
1) Voir cours.
2) Soient(a, 3,7) € K3, K = R, C ouQ et trois scalaires tels que

aVi+fVa+7Vs =0
On en déduit 3 équations linéaires :

a—7 =0
2 —-pF+v =0
o+ 20 =0

dont la résolution donne = 3 = v = 0. Les 3 vecteurs sont linéairement indépendants.

Exercice (4 points)
1) Soitn > 3. La division euclidienne d&™ par (X — 1) donne 2 polynémeQ(X) et R(X)
tels quedeg R < 3 et
1) X" = (X - 1)’Q(X) + R(X)

2) Comme le polyndmeR est de degré au plus 2, il s’écit(X) = aX? + bX + c. Pour
X =1, Larelation (1) donne donB(1) =a+ b+ c = 1.
Dérivons les 2 membres de la relation (1) :

nX" = (X -1)PQ(X) +2(X - 1)*Q(X) + R'(X)
= (X —1)2Q(X) + R(X)

ou Q' (X) et R(X) = 2aX + b sont les polynbmes dérivés deet R et Q(X) = (X —
1Q'(X) 4+ 2Q(X). PourX = 1 on obtient dond?' (1) = 2a + b = n.
De méme, en dérivant une seconde fois, on a :

n(n — X" = (X - 1)Q(X) + R"(X)
ou R" est le polyndbme constat, dérivé deR’. PourX = 1 on obtientn(n — 1) = 2a, d'ou

—1 .
a= —n<n2 —), ce qui permet de calculer ensulte= n — 2a = 2n —n*etc=1—-a—b =
-9 -1 Lo
(n )2(n ). Le reste de la division est donc

n(n —1)
2

n—1)(n—2)
2

R(X) = X2+ (2n—n*)X + (

Probléme (12 points)
1) Les polynbmesX — a) et (X — b) sont premiers entre eux i b. Pour le voir, on peut
remarquer que ces 2 polynémes étant de degré 1, ils sont irréductibles etne divise pas
X —bsia # b (donc ne peut diviser le pgcd.). [on peut aussi utiliser I'algorithniud’LIDE,
X —a= (X —0b)+b—a,donc le pgcd divisé — a qui est constant]. Un pgcd est donc 1.
On en déduit qu’un pgcd. deX — a)™ et (X — b)" est aussi 1. En effet, si < 1, c’est fait,
et sin > 1, tout diviseur non constant d&X — )" est de la formg X — a)* aveck > 0,
donc si le pgcd déX — a)™ et (X — b)" avait un degré non nul, alofs{ — a) diviserait
(X —b)™donc(X — b), ce qui contredit le début de la question. [On peut aussi raisonner sur
les racines éventuelles (dafi¥du pgcd et qui seraient aussi racineg 8e—a)" et (X —b)",
d’ou contradiction puisque # b.]



2) Les 2 polyndmesX —a)" et(X —b)" étant premiers entre euy, il existe, d’aprés la relation
deBEzouT, deux polyndmesl,, et B,, de degré au plus — 1, tels que :

2) (X —a)"A, + (X —b)"B, =1
Prouvons l'unicité de ce couple de polyndmes. Soiefit, B/) un autre couple avec les
mémes propriétés. De (2) et de la méme relation &4écB;,), on déduit par soustraction

(X —a)"(An — A}) = (X = 0)"(B, — Bn)
Or,siB!, — B, # 0, (X —a)", qui est premier avecX — b)", divise B], — B,, (Théoreme de
GAuUsSS). Maisdeg(B], — B,,) < net(X — a)" est de degré donc ceci n’est possible que si
(B, — B,) = 0 d’ou aussitdo{ A,, — A/ ) = 0 pour la méme raison et l'unicité est démontree.

3) On effectue le méme calcul que dans 2) :
(3 (X —a)"(Up — Ap) = (X = 0)" (B, = V3,)

(X —a)™ étant premier avecX — b)" divise B,, — V,, (Théoréme dé&auss)d’ou B, —V,, =

(X — a)"K;(X). Par un argument identiqueX — b)" diviseU,, — A,, doncU,, — A,, =

(X — b)"Ky(X), K; et K, étant des polynémes a priori différents. Cependant, en reportant
ces relations dans 'égalité (3), on a :

(X —a)" (X = b0)"Ky(X)= (X =" (X —a)"K,(X) = P(X)

d'ou K; = K, (quotient deP(X) par (X — b)"(X — a)™). Si on poseX = K; = K,, on
obtient

Va(X) = Bu(X) — (X —a)"K(X)
Réciproqguemensi U, etV,, ont la forme ci-dessus, on vérifie immédiatement la relation
(X —a)"Up(X) + (X = 0)"Vo(X) =1

{Un(X) = A, (X) + (X — b)"K(X)

4) Les polyndmesi, et B, sont de degré 1, donc de la forrdg(X) = aX + b et By(X) =
cX + d et vérifient

(X —1)*(aX +b)+ (X +1)*(cX +d) =1

Il s’agit de trouvera, b, ¢, d. On peut procéder par identification en cherchant des relations
entre les coefficients, par exemple :

X =1 donne 4(c+d)=1
X =—-1 donne 4(—a+b)=1
X =0 donne b+d=1
De plus, en divisant pak® et en faisant tendr&’ vers l'infini, on obtienta + ¢ = 0 (on
peut aussi dériver la relation). De ces 4 équations on déduit sans difficuité = % et
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