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Question de cours.(3 points) (voir le cours pour les preuves)
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Application. (2 points)

Calculons la limite de
x ln(1− x2)

x− sin x
en 0 en utilisant les développements ci-dessus. Six 6= 0
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d’où la limite quandx → 0

lim
x→0

x ln(1− x2)

x− sin x
= −6

Problème(15 points)

Partie I
1/ Le carré de la matrice deg donneM(g).M(g) =

( −1 0
0 −1

)
= −I ce qui correspond à

g◦g = −IdE.

2/ Pour queB soit une base de l’espace vectorielE de dimension 2, il suffit que les 2 vec-
teurse1 et g(e1) soient linéairement indépendants ce qui est le cas puisqueg(e1) n’est pas
multiple dee1. [On peut aussi utiliser les coordonnées de ces vecteurs dans la base{e1, e2} et
la définition de l’indépendance linéaire.]

3/ On doit calculer les composantes deg(e1) et g(g(e1)) dans la baseB = {e1, g(e1)} (les
colonnes de la matrice). Dans la baseB on ag(e1) = (0, 1) ; g(g(e1)) = −e1 = (−1, 0) d’où
la matrice

MB(g) =

(
0 −1
1 0

)

Partie II

1/ Soientλ etµ deux scalaires (réels) tels queλf(a) + µa = 0. La linéarité def et la relation
f ◦f − −IdE entraînent0 = f(λf(a) + µa) = λf ◦f(a) + µf(a) = −λa + µf(a), d’où le
système {

λf(a) + µa = 0

µf(a)− λa = 0



En multipliant la première équation parµ, la seconde parλ et soustraction des résultats on
obtient(λ2 + µ2)a = 0 donc,λ = µ = 0 puisquea 6= 0 et que les scalaires sont réels. La
famille {a, f(a)} est bien libre.

2/ Puisque la famille{a, f(a)} est libre, elle est génératrice d’un sous-espace vectorielFa de
dimension 2. L’imagef(Fa) est engendrée par les 2 vecteursf(a) et f(f(a)) = −a, tous les
2 appartenant àFa, doncf(Fa) ⊂ Fa.

3/ Si F est un sous-espace vectoriel deE stable parf contenanta, il contient aussif(a) donc
Fa sous-espace engendré para etf(a). Ainsi Fa est bien le plus petit sous-espace vectoriel de
E, stable parf , contenanta. (On remarquera pour la suite que sib est un autre vecteur deE,
Fb est le plus petit sous-espace stable parf contenantb.)

4/ a- Il est évident que l’intersection de 2 (ou plus !) sous-espaces vectorielsF et G stables
parf est aussi stable parf carf(F ∩G) ⊂ f(F ) ∩ f(G) ⊂ F ∩G. Considérons un vecteur
b ∈ Fa ∩ G = H , b 6= 0. CommeH est stable parf , on a, d’après3/, Fb ⊂ H = Fa ∩ G,
doncFb ⊂ Fa. Ces deux sous-espaces vectoriels étant de dimension 2, ils sont identiques. Il
en résulte donc queFa = Fb ⊂ G.
(On peut aussi dire queb = αa + βf(a) ∈ Fb doncf(b) = αf(a) − a ∈ Fb et par suite
(α2 + β2)a ∈ Fb donca ∈ Fb etFa ⊂ Fb.)

4/ b- Si G ∩ Fa = {0}, il est clair quea 6∈ G. Réciproquement, sia 6∈ G, alors d’après4/ a-,
si G ∩ Fa 6= 0 alorsFa ⊂ G ∩ Fa doncG ∩ Fa = {0}
5/ Si a 6∈ G etG stable parf , on aFa∩G = {0} (d’après4/ b-). DoncFa⊕G est une somme
directe. Six ∈ Fa ⊕ G on ax = u + v avecu ∈ Fa et v ∈ G, doncf(x) = f(u) + f(v) ∈
f(Fa) + f(G) ⊂ Fa + G, doncFa ⊕G est stable parf . En appliquant cela àG = Fb (b 6∈ Fa

on voit que la somme directeFa ⊕ Fb est stable parf .

6/ Soita1 6= 0 (on supposeE 6= {0}). Le sous-espaceFa1 est stable parf etB1 = {a1, f(a1)}
est une base deFa1 (cf. questions1/ et 2/). Soit p un entier et supposons qu’il existe des
vecteurs{a1, a2, ..., ap} tels que

Bp = {a1, f(a1), a2, f(a2), . . . , ap, f(ap)}
soit une famille libre deE. Montrons que siBp n’est pas une base deE, il existeap+1 tel que

Bp+1 = {a1, f(a1), a2, f(a2), . . . , ap+1, f(ap+1)}
soit une famille libre deE.
NotonsGp l’espace vectoriel engendré parBp (de dimension2p puisqueBp est libre). Ce
sous-espace est stable parf . En effet, il suffit de montrer que les images parf des éléments
deBp appartiennent àGp. Mais, pour touti = 1, ..., p, f(ai) ∈ Gp et f(f(ai)) = −ai ∈ Gp.
Alors, siGp est différent deE, il existeap+1 6∈ Gp et d’après la question5/, Gp ⊕ Fap+1 est
une somme directe, d’où il résulte que la réunion d’une base deGp et d’une base deFap+1 est
une base deGp+1 = Gp ⊕ Fap+1. donc

Bp+1 = {a1, f(a1), a2, f(a2), . . . , ap+1, f(ap+1)}
est libre. CommeE est de dimension finie, il existek tel queBk engendreE, c’est-à-dire que
la famille libreBk = B est une base deE constituée de2k éléments, doncdim E = 2k est
paire.

7/ Pour écrire la matriceM(f) def dans cette base il ne reste qu’à calculer les images des
vecteurs deB parf et calculer les composantes trouvées dans cette même base. Or pour tout
i = 1, ..., 3 (si dim E = 6)

f(ai) ∈ B ; f(f(ai)) = −ai
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d’où la matrice

M(f) =




0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 1 0




8/-aSi dim E = 2k est paire, il existe une base

B = {a1, a2, . . . , a2k−1, a2k}
Pour0 < i = 2p + 1 < 2k impair, posonsf(a2p+1) = a2p+2 et pour1 < i = 2p 6 2k
pair,f(a2p) = −a2p−1. Ceci définit un endomorphisme deE et il est immédiat de vérifier que
f(f(ai)) = −ai pour touti = 1, . . . , 2k.

8/-b La relationh◦h−1 = IdE et la linéarité deh permettent d’écrire

g◦g = (h−1◦f ◦h)◦(h−1◦f ◦h)

= h−1◦f ◦(h◦h−1)◦f ◦h = h−1◦f ◦IdE◦f ◦h
= h−1◦f ◦f ◦h = h−1◦(−IdE)◦h
= −h−1◦h = −IdE

d’où le résultat.

8/-cRéciproquement, soientf, g avecf ◦f = −IdE etg◦g = −IdE. Il existe des bases

Bf = {a1, f(a1), a2, f(a2), . . . , ap, f(ap)}
et

Bg = {b1, g(b1), b2, g(b2), . . . , bp, g(bp)}
trouvées en6/ et relatives àf etg respectivement. Définissons alors une application linéaireh
deE dans lui-même parh(bi) = ai eth(g(bi)) = f(ai) pour touti = 1, . . . , p. Alors h est un
isomorphisme deE (car transforme une base deE en une base deE) et il est immédiat que
h−1(ai) = bi eth−1(f(ai)) = g(bi). Avec cette définition on obtient :

h−1◦f ◦h(bi) = h−1◦f(ai)

= g(bi)

h−1◦f ◦h(g(bi)) = h−1◦f ◦f(ai)

= h−1(−ai) = −h−1(ai)

= −bi

= g(g(bi))

Donc,h−1◦f ◦h = g.

9/ On peut appliquer la construction de8/c. On note{e1, e2} la base canonique deR2. On pose
pourf : a = e1 doncf(a) = e2, pourg b = e1, g(b) = −e2. D’où h(e1) = e1 eth(e2) = −e2

et la matrice deh

M(h) =

(
1 0
0 −1

)

On constate alors queh−1 = h eth◦f ◦h = g.
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