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Probléme (15 points)
Partie |
1/ Le carré de la matrice dg donneM (g).M(g) = (' %) = —I ce qui correspond &
gog = —Idg.

2/ Pour queB soit une base de I'espace vectoriglde dimension 2, il suffit que les 2 vec-
teurse; et g(e;) soient linéairement indépendants ce qui est le cas puig@ye n'est pas
multiple dee;. [On peut aussi utiliser les coordonnées de ces vecteurs dans lebasé et
la définition de I'indépendance linéaire.]

3/ On doit calculer les composantes gle) et g(g(e;1)) dans la basé& = {e;, g(e1)} (les
colonnes de la matrice). Dans la bdg®n ag(e;) = (0,1) ; g(g(e1)) = —e; = (—1,0) d’ou

la matrice
0 -1
MB(g) = (1 0 )

1/ Soient) et i deux scalaires (réels) tels gié(a) + na = 0. La linéarité def et la relation
fof — —Idg entrainend = f(Af(a) + pa) = Afof(a) + nf(a) = —=Xa + pf(a), d'oule
systeme

Partie I



En multipliant la premiéere équation par la seconde pak et soustraction des résultats on
obtient(\* + p?)a = 0 donc,\ = u = 0 puisquea # 0 et que les scalaires sont réels. La
famille {a, f(a)} est bien libre.

2/ Puisque la famill€a, f(a)} est libre, elle est génératrice d’un sous-espace vectbyide
dimension 2. L'imagef (F,) est engendrée par les 2 vecteyi(s) et f(f(a)) = —a, tous les
2 appartenant &, doncf(F,) C F,.

3/ Si F' est un sous-espace vectoriel Bestable parf contenant, il contient aussijf (a) donc

F, sous-espace engendré pat f(a). Ainsi F,, est bien le plus petit sous-espace vectoriel de
E, stable parf, contenant.. (On remarquera pour la suite queb®st un autre vecteur de,

F, est le plus petit sous-espace stable paontenant.)

4/ a- Il est évident que l'intersection de 2 (ou plus!) sous-espaces vectérietss stables

par f est aussi stable pgrcar f(F N G) C f(F)N f(G) C FNG. Considérons un vecteur

be F,NG = H, b+# 0. CommeH est stable paf, on a, dapres/, F, C H = F, NG,
doncF, C F,. Ces deux sous-espaces vectoriels étant de dimension 2, ils sont identiques. Il
en résulte donc que, = F, C G.

(On peut aussi dire que = aa + ff(a) € F, donc f(b) = af(a) — a € F, et par suite

(a® + 3%)a € F,donca € F, etF, C F,.)

4/ b-SiG N F, = {0}, il est clair quen ¢ G. Réciproquement, s ¢ G, alors d’apregl/ a-,
siGNF, #0alorsF, C GN F,doncGnNF, ={0}

5/Sia ¢ G etG stable parf, on afF, NG = {0} (d'aprés4/ b-). DoncF, & G est une somme
directe. Siz € F,, ® Gonaz = u+ v avecu € F, etv € G, doncf(z) = f(u) + f(v) €
f(F,) + f(G) C F,+ G, doncF, & G est stable paf. En appliquantcela& = F;, (b &€ F,
on voit que la somme direct€, ® F) est stable pay.

6/ Soita; # 0 (on supposé’ # {0}). Le sous-espack,, est stable paf et B; = {a4, f(a1)}
est une base dé,, (cf. questionsl/ et 2)). Soit p un entier et supposons qu'’il existe des
vecteurs{ay, as, ..., a, } tels que

B, = {a1, f(ar),az, f(a2),...,ap, f(ay)}

soit une famille libre d€2. Montrons que sB,, n’est pas une base dg, il existea,, tel que

Bpi1 = {a1, f(ar),aq, f(az), ..., Ap+1, f(%ﬂ)}

soit une famille libre dev.
NotonsG, I'espace vectoriel engendré p@r, (de dimensior2p puisqueB, est libre). Ce
sous-espace est stable gaiEn effet, il suffit de montrer que les images gades éléments
de B, appartiennent &,. Mais, pour tout = 1, ...,p, f(a;) € G, et f(f(a:)) = —a; € G).
Alors, siG), est different def7, il existea,,; ¢ G, et d’'apres la questiod/, G, © F, ,, est
une somme directe, d’'ou il résulte que la réeunion d’une bage,dx d'une base dé;, ., est
une base dé/,,, = G, ® I, ,,.donc

Bpi1 = {a, f(ar),az, faz), ..., apy1, fapia)}
est libre. Commé? est de dimension finie, il existetel queB, engendre?, c’est-a-dire que
la famille libre B;, = B est une base dg constituée dek éléments, dondim £ = 2k est
paire.

7/ Pour écrire la matricd/(f) de f dans cette base il ne reste qu’'a calculer les images des
vecteurs déB par f et calculer les composantes trouvées dans cette méme base. Or pour tout
i=1,..,3(sidimE = 6)

fla)) €B 5 f(f(a)) = —a
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d’ou la matrice

0O -1 0 0 0 O
1 0 0 0 0 O
0O 0 0 -1 0 0O
M(f) = 0O 01 0 0 O
0O 00 0 0 —1
O 0 0 0 1 0
8/-aSidim FE = 2k est paire, il existe une base
B ={ai,as,...,a0%-1,a02}

Pour0 < i = 2p + 1 < 2k impair, posonsf(ag,+1) = agp2 €t pourl < i = 2p < 2k
pair, f(asy) = —as,—1. Ceci définit un endomorphisme dget il est immédiat de vérifier que
f(f(a;)) = —a; pour touti =1, ..., 2k.

8/-b La relationhoh~! = Idy et la linéarité déx permettent d’écrire

gog = (h~tofoh)o(h tofoh)

= h tofo(hoh ™ )ofoh =htofoldgofoh

=h tofofoh=h"to(~Idg)oh

= —hloh = —1Idg
d’ou le résultat.
8/-c Réciproguement, soierft g avecfo f = —Idp etgog = —Idg. Il existe des bases

By = {ar, f(ar). az. [(a2),. ... ap, [(a,)}
et

By =1{b1,9(b1), b2, 9(ba), ..., by, 9(by) }

trouvées elb/ et relatives g et g respectivement. Définissons alors une application linéaire
de £ dans lui-méme paki(b;) = a; eth(g(b;)) = f(a;) pour touti = 1,...,p. Alors h estun

isomorphisme dé” (car transforme une base deen une base d#) et il est immédiat que
h=(a;) = b eth™1(f(a;)) = g(b;). Avec cette définition on obtient :

h™tofoh(b) = h™to f(a;)
= g(b:)
h™tofoh(g(b:)) = h™ o fof(as)
=h7H(—a;) = —=h"H(a)
= —b;
= g(9(b:))
Donc,h 'ofoh = g.

9/ On peut appliquer la construction 8&. On note{ey, e, } la base canonique d&. On pose
pour f :a = e; doncf(a) = ey, pourg b = ey, g(b) = —ey. D'OU h(ey) = €1 €th(es) = —eg

et la matrice dé
1 0
M(h) = (0 —1)

On constate alors que ! = h etho foh = g.



