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Question de cours(4 points)a) La fonctiona : x 7→ x

x2 + 1
est définie surR et continue.

Il existe donc des solutions de cette équation définies surR. Soit

A(x) =

∫ x

0

t

t2 + 1
dt =

1

2
ln (x2 + 1) = ln

√
x2 + 1

une primitive dea. Les solutionsy sont donc définies par

y(x) = ke− ln
√

x2+1 =
k√

x2 + 1
k ∈ R

b) On cherche une solution particulière de l’équation de la forme

y(x) =
k(x)√
x2 + 1

oùk est la fonction à déterminer (méthode de variation de la constante). On obtient alors

y′(x) +
x

x2 + 1
y(x) =

k′(x)√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1

d’où k′(x) = 1 dont une primitive surR estx. On obtient alors une solution particulière

y0(x) =
x√

x2 + 1

et la solution générale de l’équation

y(x) =
x + k√
x2 + 1

k ∈ R

Si on imposey(1) =
√

2 on obtient aussitôtk = 1 et la solution unique

y0(x) =
x + 1√
x2 + 1

Exercice. Au voisinage de 0 on acos x = 1− x2

2
+

x4

24
+ o(x4). Donc

ln (1 + cos x) = ln(2− x2

2
+

x4

24
+ o(x4) puis

ln (1 + cos x) = ln 2 + ln
(
1− x2

4
+

x4

48
+ o(x4)

)

= ln 2 +

(
−x2

4
+

x4

48

)
− 1

2

(
−x2

4
+

x4

48

)2

+ o(x4)

= ln 2− x2

4
+

x4

48
− x4

32
+ o(x4)

= ln 2− x2

4
+

x4

96
+ o(x4)

Problème A.1 –SoitA etB deux matrices2× 2 etλ ∈ R
A =

(
a b
c d

)
B =

(
a′ b′

c′ d′

)



Alors

A + λB =

(
a + λa′ b + λb′

c + λc′ d + λd′

)

d’où ϕ(A + λB) = (a + λa′) + (d + λd′) = (a + d) + λ(a′ + d′) = ϕ(A) + λϕ(B) etϕ est
bien une application linéaire deM2 dansR. La matrice de cette application (relativement aux
bases du texte), a pour colonnes les images des matricesEi,j.

ϕ(E1,1) = ϕ(E2,2) = 1 ϕ(E1,2) = ϕ(E2,1) = 0

d’où la matriceM(ϕ) = (1, 0, 0, 1).

A.2 – La dimension deR étant 1 etϕ(E1,1) 6= 0, on en conclut queIm ϕ = R et queϕ est
surjective. La théorème du rang prouve donc quedim ker ϕ = 3 (cardim M2 = 4). On trouve
aussitôt 3 vecteurs (matrices) linéairement indépendants de ce noyau :E1,2, E2,1, E1,1 − E2,2

qui constituent une base. Pour compléter cette base en une base deM2 il suffit de choisir une
matriceM tel queϕ(M) 6= 0 par exempleE1,1.

A.3 – SoitN =

(
a′ b′

c′ d′

)
. On a

MN =

(
a b
c d

)(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)

et

NM =

(
a′ b′

c′ d′

) (
a b
c d

)
=

(
a′a + b′c a′b + b′d
c′a + d′c c′b + d′d

)

D’où ϕ(MN) = aa′+bc′+cb′+dd′ = ϕ(NM). Puisqueϕ est linéaire, on aϕ(MN−NM) =
ϕ(MN) − ϕ(NM) = 0. Or ϕ(I) = 2, donc il n’existe pas de couple de matricesM et N
telle queMN −NM = I.

A.4 –

ME11 =

(
a b
c d

)(
1 0
0 0

)
=

(
a 0
c 0

)
E11M =

(
1 0
0 0

)(
a b
c d

)
=

(
a b
0 0

)

ME12 =

(
a b
c d

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 a
0 c

)
E12M =

(
0 1
0 0

)(
a b
c d

)
=

(
c d
0 0

)

Si MN = NM pour toute matriceN ∈ M2 c’est en particulier vrai pour les matricesEi,j. Du
calcul ci-dessus on déduit que la matriceM doit vérifierb = c = 0 (première ligne ci-dessus)

et a = d (deuxième ligne), d’oùM =

(
a 0
0 a

)
= aI. Réciproquement, on aNI = IN pour

toute matriceN donc, siM = λI on a aussiMN = NM .

B.1 –Comme enA.1 on a pourM = (aij), N = (bij) etλ ∈ R

ϕ(M + λN) =
n∑

i=1

(
aij + λbij

)
=

n∑
i=1

aij + λ

n∑
i=1

bij = ϕ(M) + λϕ(M)

ce qui prouve la linéairité deϕ. De mêmeϕ(E1,1) = 1 doncIm ϕ = R. Commedim Mn = n2,
le théorème du rang montre quedim(ker ϕ) = n2 − 1.

B.2 – Il est clair que les matricesEi,j, i 6= j sont indépendantes et appartiennent au noyau de
ϕ. Ce qui faitn2−n éléments d’une base cherchée. On constate ensuite queϕ(E1,1−Ei,i) = 0

si i 6= 1. Ces vecteurs sont indépendants : en effet si0 =
n∑

i=2

ai(E1,1−Ei,i) =
( n∑

i=2

ai

)
E1,1−

n∑
i=2

ai,iEi,i, alorsai,i = 0 pour touti = 2, ..., n (indépendances des matricesEi,i. De plus ces
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n − 1 matrices sont diagonales et donc n’appartiennent pas au sous-espace engendré par les
Ei,j, i 6= j. La famille desn2 − 1 matrices

K = {Ei,j, i 6= j, (E1,1 − El,l), l 6= 1}
est une base deker ϕ.

B.3 –On aMN = (ci,j)i=1...n
j=1...n

où

ci,j =
n∑

p=1

ai,pbp,j

ce qui donne

ϕ(MN) =
n∑

i=1

n∑
p=1

ai,pbp,i

et en échangeanta et b

ϕ(NM) =
n∑

i=1

n∑
p=1

bi,pap,i =
n∑

p=1

n∑
i=1

ap,ibi,p = ϕ(MN)

B.4 –Ecrivons la matriceM dans la baseBn :

M =
∑

i=1...n
j=1...n

ai,jEi,j

donc, puisquef est linéaire

(1) f(M) =
∑

i=1...n
j=1...n

ai,jf
(
Ei,j

)

Définissons alors une matriceAf = (αi,j)i=1...n
j=1...n

en posantαi,j = f(Ej,i) pour tousi, j. On

constate aussitôt que

ϕ(AfM) = ϕ(MAf ) =
n∑

i=1

n∑
j=1

ai,jαj,i = f(M)

Montrons l’unicité d’une telle matriceAf . Soit Bf = (βi,j) une matrice telle quef(M) =
ϕ(BfM) pour touteM ∈ Mn et considéronsM = Ek,l = (mi,j). On a d’après (1)

f(Ek,l) = ϕ(BfEk,l) =
n∑

i=1

n∑
j=1

βi,jmj,i

or seulmk,l est un coefficient non nul deEk,l et égal à 1 donc

f(Ek,l) = βl,kmk,l = βl,k

C’est-à-dire que le coefficientβl,k est égal nécessairement àf(Ek,l) = al,k, ce qui assure
l’unicité deAf .

B.5 –Montrons queΨ est
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– linéaire : en effet,Af =
(
f(Ej,i)

)
i=1...n
j=1...n

, donc sig ∈ L(Mn,R) etλ ∈ R

Af+λg =
(
(f + λg)(Ej,i)

)
i=1...n
j=1...n

=
(
f(Ej,i) + λg(Ej,i)

)
i=1...n
j=1...n

=
(
f(Ej,i)

)
i=1...n
j=1...n

+ λ
(
g(Ej,i)

)
i=1...n
j=1...n

= Af + λAg

– injective : siAf = (αi,j) = 0, comme on a vu queαi,j = f(Ej,i), cela entraîne que
f(Ej,i) = 0 pour tous les éléments de la baseBn doncf est nulle, etΨ est bien injective.
– surjective : on peut utiliser le théorème du rang en remarquant queL(Mn,R) et Mn ont
même dimensionn2 et queΨ est injective. On peut aussi constater que siA = (αi,j) ∈ Mn,
on définit une application linéairef ∈ L(Mn,R) en posant pour tousi, j, f(Ei,j) = αj,i.
D’après les calculs deB.4, on a clairementAf = A.

B.6 – SoitM = (ai,j) et soitEk,l = (mi,j) une matrice de la baseBn (lesmi,j dépendent de
k et l). On noteci,j etdi,j les éléments des matricesMEk,l etEk,lM . On a

ci,j =
n∑

p=1

ai,pmp,j di,j =
n∑

p=1

mi,pap,j

mais seulmk,l 6= 0 et vaut 1. On a doncci,j = 0 si i 6= l et ci,l = ai,kmk,l = ai,k. De même,
di,j = 0 si i 6= k et dk,j = mk,lal,j = al,j. Autrement dit,MEk,l a toutes ses colonnes nulles
sauf la colonnel qui est la colonnek deM . De même,Ek,lM a toutes ses lignes nulles sauf
la lignek qui est la lignel deM .
Supposons queM commute avec toute matriceN ∈ Mn, en particulier avec lesEk,l. On a
doncdi,j = ci,j pour tousi, j = 1, . . . , n.
Soit d’abordi 6= j. Si l 6= j on aci,j = 0, mais pourk = i on adi,j = dk,j = al,j. Donc,
al,j = 0 pourl 6= j. La matriceM est donc diagonale.
Choisissons maintenantl = j. On a vu queci,j = ai,k doncck,j = ak,k. De même,dk,j =
al,j = al,l (car l = j). Commek et l sont quelconques, on a montré que tous les éléments de
la diagonale deM sont égaux. La matriceM qui commute à toute matrice est donc multiple
deI.
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