UNIVERSITE DE POITIERS DEUG MIAS1
ANNEE 2002-2003

Corrigé de I'examen du 4 juin 2003

Question de courg(4 points)a) La fonctiona : z — — est définie suR et continue.

X
Il existe donc des solutions de cette équation définie®Rs@oit
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A(x):/ t dtzﬁln(ﬁ%—l):ln\/x?%—l
0

t?+1
une primitive dez. Les solutiong; sont donc définies par
ST k
y(x) = ke PVEHL = keR
x2+1

b) On cherche une solution particuliere de I'équation de la forme

k()
() = —
¢+ 1
ou k est la fonction a déterminer (méthode de variation de la constante). On obtient alors
x K (z) 1
"(2) + ——y(x) = =
V(@) + o) = e = e
d’'ou £'(x) = 1 dont une primitive suR estz. On obtient alors une solution particuliére
(7) = —=
€T) =
Yo 211
et la solution générale de I'équation
x+k
xr) = keR
¥(@) 2?2 +1
Si on imposegy(1) = /2 on obtient aussitdt = 1 et la solution unique
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xT) =
(@) 2+ 1
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Exercice. Au voisinage de O oneosz = 1 — 5 tot o(xz*). Donc
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Probleme A.1 —-Soit A et B deux matrice@ x 2 et\ € R

a b a v
a=(ea) m=(0 )



Alors / /
_fa+Xd b+ Ab
A+AB = <c+)\c’ d+/\d’)
doup(A+AB) =(a+Ad)+ (d+ M) = (a+d) + Ad +d') = p(A) + A\p(B) ety est
bien une application linéaire dé, dansR. La matrice de cette application (relativement aux
bases du texte), a pour colonnes les images des maifjces

P(E11) = @(Eep) =1 p(E12) = p(E21) =0
d’ou la matriceM () = (1,0,0,1).
A.2 — La dimension d&R étant 1 etp(F; ;) # 0, on en conclut quém ¢ = R et quey est
surjective. La théoréme du rang prouve donc deker ¢ = 3 (cardim M, = 4). On trouve
aussitot 3 vecteurs (matrices) linéairement indéependants de ce nyauF, 1, £y 1 — Es
qui constituent une base. Pour compléter cette base en une bageildruffit de choisir une
matriceM tel quep(M) # 0 par exempleX, ;.

. / bl
A.3-SoitN = (Z, d’)' Ona

_fa b a v\  [ad +bd ab +bd
MN = (c d) <c’ d’) B (ca’+dc’ cb’—i—dd’)

_fd VN fa b\ [da+Vc db+Vd
NM = (c’ d’> (c d) - (c’a—i—d’c c’b—i—d’d)
Dol (MN) = ad'+bd +cb/ +dd = (N M). Puisquep est linéaire,on@(MN—-NM) =
O(MN) — o(NM) = 0. Orp(I) = 2, donc il n'existe pas de couple de matriceset N
telle queM N — NM = 1.

T DEY-CY B (D)6
weCDED-6) s DED-G

SiMN = N M pour toute matriceV € M, c’est en particulier vrai pour les matricés ;. Du
calcul ci-dessus on déduit que la matridedoit verifierb = ¢ = 0 (premiére ligne ci-dessus)
a 0

0
toute matriceV donc, siM = Al onaaussiy N = N M.

B.1-Comme emA.1on apourM = (a;j), N = (b;;) etA € R

(M +AN) =" (ai; + Aby) Z ai; + A Z bij = (M) + Ap(M)
=1

eta = d (deuxiéme ligne), d’ol/ = = al. Réciproquement, on &7 = I N pour

ce qui prouve la linéairité de. De memao(EM) =1 donCImgo = R. Commedim M,, = n?,
le théoréme du rang montre qden (ker p) = n* — 1.

B.2 —Il est clair que les matriceB; ;, i # j sont indépendantes et appartiennent au noyau de
. Ce qui faitn? —n éléments d’'une base cherchée. On constate ensume(amq E.;)=0
sii # 1. Ces vecteurs sontindépendants : en eff@t:SIZ a;(Ey1—E;;) = <Z ai>E1,1 —

=2 1=2

Z a;;F;;, alorsa;; = 0 pour touti = 2, ..., n (indépendances des matricdgs;. De plus ces
=2



n — 1 matrices sont diagonales et donc n’appartiennent pas au sous-espace engendré par les
E;;, i # j.Lafamille desn? — 1 matrices

K =A{Ei;, 1 #j, (E1n — Ep), | #1}
est une base der .

B.3-OnaMN = (¢;;)i=1..n OU
j=1

j=1l..n
n
C’L’j = Z aﬂlvpbpmj
p=1
ce qui donne
n n
=22 disbpi
i=1 p=1
et en échangeantetb
n n n n
=3 bipapi =Y > apibi, = p(MN)
=1 p=1 p=1 i=1

B.4 —Ecrivons la matricé// dans la bas®,, :

a; ;B j

IIHM

33

donc, puisqug est linéaire

(1) J(M) = ai; f(Eij)

IIHM
==
33

i
7 n

Définissons alors une matrice; = (ozw)z ~1.n €N posanty; ; = f(E,;) pour tousi, j. On
constate aussitot que

p(AyM) = (M Ay) = ZZGUO‘M = f(M)
=1 j=1

Montrons l'unicité d’une telle matricel;. Soit By = (5, ;) une matrice telle qu¢ (M) =
(B¢ M) pour touteM € M,, et considérond/ = Ej.; = (m; ;). On a d’aprés (1)

f(Ek,l> BfEkl ZZ&Z‘]mgz
i=1 j=1
or seulmy,; est un coefficient non nul de;; et égal a 1 donc
f(Ekl) = ﬁl,kmk,l = 5z,k

C’est-a-dire que le coefficient; , est égal nécessairementfé~y;,) = a,x, Ce qui assure
l'unicité de A;.

B.5 —Montrons quel est



—linéaire : en effetd; = (f(Ej,i))i:%_,,n, doncsig € L(M,,,R) etA e R
Jj=1l..n

Aping = <(f + Ag)(Ej,i)) Ln = (f(E”) + )‘Q(EN')) 1.

1= 1= n
j=1l.n j=l..n

— (f(Ej,@-)) Lt A(Q(Ej,i))- "

1= t=2.M
Jj=1l..n j=l.n

= A; + \A,

— injective : siA; = (o;;) = 0, comme on a vu quey; = f(E;;), cela entraine que
f(Ej;:) = 0 pour tous les elements de la basgedonc f est nulle, et est bien injective.

— surjective : on peut utiliser le théoréme du rang en remarquanf.¢vg,, R) et M,, ont
méme dimension? et queV est injective. On peut aussi constater qué sk («; ;) € M,
on définit une application linéairg € L£(M,,, R) en posant pour tous j, f(E; ;) = «;,.
D’apres les calculs d&.4, on a clairementl; = A.

B.6 — Soit M = (a;;) et soitEy; = (m, ;) une matrice de la base, (lesm; ; dépendent de
k etl). On notec; ; etd; ; les eléements des matricégE), ; et £, ;M. On a

n n
Cij = § aipmy;  di = E M 0y
p=1 p=1

mais seuln;,; # 0 etvaut 1. Onadone,; = 0sii # [ ete;; = a;xmi; = a;x. De Méme,
d;; = 0sii # ketd,; = mya;; = a; ;. Autrement dit,\/ E}, ; a toutes ses colonnes nulles
sauf la colonné qui est la colonné de M/. De méme £, ;M a toutes ses lignes nulles sauf
la lignek qui est la ligng de M.

Supposons qué/ commute avec toute matricé € M,,, en particulier avec leg ;. On a
doncd; ; = ¢; ; pourtousi, j = 1,...,n.

Soit d’abordi # j. Sil # j onac;; = 0, mais pourk = ¢ on ad, ; = d; = a;;. Donc,
a;; = 0 pourl # j. La matriceM est donc diagonale.

Choisissons maintenaht= j. On a vu que; ; = a;; donccy; = axi. De mémed, ; =
a;; = ai; (carl = j). Commek et sont quelconques, on a montré que tous les elements de
la diagonale dé// sont égaux. La matric&/ qui commute a toute matrice est donc multiple
del.



