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Exercices (Voir les TD...)

Probléme
1) La fonction t — e~ est continue sur [0; oo[ donc localement intégrable sur cet

intervalle. De plus lorsque ¢ > 1, 0 < e ** < e~*, donc pour tout X > 1
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ce qui assure la convergence de I'intégrale & 'infini.
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2-a) Pour tout z > 0 et tout t > 0 on a 0 < . Or lintégrale

> dt oo gmat?
/ —— est convergente. I'intégrale / dt est donc aussi convergente pour
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x 2 0 et méme normalement convergente car la majoration ci-dessus est indépen-
dante de z.

—¢2
e
1+t
f(z) est normalement convergente sur [0,+oo[ : f est donc une fonction continue
sur [0, +o0.

La fonction (¢,z) — est continue par rapport & = pour x € D et I'intégrale

—xt?
2-b) Remarquons que e < 1siz€[0,4+00]ett >0, dou, pour tout £ > 0,
€ e—xtz e—zt2 e—x52
dt < €. De plus, pout tout t > ¢, < donc
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d'on 0 < f(x) <e+ ge_s%. Quand z tend vers 'infini, on voit donc que le membre
de droite de la derniére inégalité tend vers e et compte tenu de ’arbitraire de ¢, on
a bien lim f(z) = 0.
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rapport a x sur lintervalle ]?;Zxo[ par exemple, et on a pour z E] 5 ;2w et
t €]0; 00|

3-a) Soit xy €]0; 00[. La fonction ¢ : (z,t) — est, pour tout t fixé, dérivable
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Il en résulte, puisque 'intégrale / —20” gt est convergente, que l'intégrale / a_go(x’ t)dt
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est normalement convergente sur }70; 2x0[. Le théoréme de dérivation des intégrales
convergentes paramétrées prouve alors que f est dérivable en xy €]0; 00| et que
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4)

Fla) =)= [ et [T S -

en utilisant un changement de variable évident.

5) La fonction A est définie pour tout = > 0 car / dt est convergente et c’est
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une primitive de la fonction ¢ — ———=. On calcule alors la dérivée de A
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ce qui prouve que A est solution de (E)
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6) Soit = > 0. Pour tout ¢ € [z;00[, on a — < —= d’on
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7) Puisque X est solution particuliére de (E) et que f est aussi solution de (E), on
a f(x) = Ae” + A\(z) o A est une certaine constante. De plus, f et A ont une limite
nulle & l'infini, donc f = A. D’autre part,
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donc lim A(z) = 0.
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donc la limite de A en 0 est égale a 2k/ e du = 2k et aussi a f(0) car f est
0
< dt
continue en 0. Mais f(0) = /o ke g, donc 2k? = g et
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