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Exercice (6 points)
Soit A la matrice carrée d'ordre 2

A =
(

1 1
0 2

)

a) i) Diagonaliser A.
ii) Calculer exA pour tout x réel.

b) Résoudre le système d'équations di�érentielles{
y′1 = y1 + y2

y′2 = 2y2

avec les conditions initiales y1(0) = 1, y2(0) = 3.

Problème (14 points)
On note E = C([0, π],R) l'espace vectoriel réel des fonctions continues sur l'intervalle [0, π], à
valeurs réelles.
Pour f et g éléments de E on pose

〈f | g〉 =
1
π

∫ π

0
f(t)g(t)dt

ce qui dé�nit un produit scalaire sur E et une norme associée notée ‖ ‖. On a donc une
structure d'espace préhilbertien réel sur E.
Soit Φ = (ϕn)n∈N une suite de fonctions de E. On suppose que Φ est orthonormale, c'est-à-dire
que 〈ϕn |ϕm〉 = 0 pour m 6= n et ‖ϕn‖ = 1 pour tout n.
Pour tout n ∈ N, on note :
� Vn (ou Vn,Φ s'il y a risque de confusion), le sous-espace vectoriel (de dimension n + 1) de E
engendré par le fonctions ϕ0, ϕ1, ..., ϕn ;
� Pn (ou Pn,Φ s'il y a risque de confusion), la projection orthogonale de E sur le sous-espace
vectoriel Vn ;
� dn(f) (ou dn,Φ(f)), la distance de f ∈ E au sous-espace Vn.
On rappelle que la suite Φ est totale dans E si le sous-espace vectoriel engendré par les
fonctions ϕn, n ∈ N, est dense dans E et on dit alors que Φ est une base orthonormale (ou
base hilbertienne) de l'espace préhilbertien E.
On note également, pour n ∈ N

Cn(x) =

{
1 si n = 0√

2 cos(nx) si n > 0
; Sn(x) =

√
2 sin((n + 1)x)

et on pose C = (Cn)n∈N, S = (Sn)n∈N. On remarquera que ces fonctions Cn et Sn, sont
2π−périodiques, mais l'intervalle [0, π] est de longueur π. On notera de la même manière les
restrictions de ces fonctions à l'intervalle [0, π].

I - Etude des suites orthonormales.
Dans cette partie, Φ est une suite orthonormale de E, n ∈ N et f ∈ E.
I-1. Montrer que ‖f‖2 = ‖Pn(f)‖2 + dn(f)2.
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I-2. Calculer sup
‖f‖=1

‖Pn(f)‖.

I-3. Expliciter Pn(f) dans la base orthonormée {ϕ0, . . . , ϕn} de Vn. En déduire que la série
de terme général 〈ϕk | f〉2 est convergente et retrouver l'inégalité de Bessel

∞∑

k=0

〈ϕk | f〉2 6 ‖f‖2

I-4. On note VΦ l'espace vectoriel engendré par toutes les fonctions ϕn, n ∈ N, c'est-à-dire
l'ensemble des combinaisons linéaires de fonctions ϕn. Soit (fk)k∈N une suite de fonctions de
VΦ qui converge dans E vers f .
Montrer que pour tout k �xé, il existe N ∈ N tel que

∀n > N, f − Pn(f) = f − fk + Pn(fk − f)

et en déduire que
lim

n→∞ ‖Pn(f)− f‖ = 0

I-5. Démontrer l'équivalence des propriétés suivantes :
a) Φ est une base orthonormale de E ;
b) Pour toute f ∈ E, lim

n→∞ ‖Pn(f)− f‖ = 0

II - Les suites C et S.
II-1. Montrer que les suites C et S sont des suites orthonormales de E, mais que les fonctions
Sn ne sont pas en général orthogonales aux fonctions Cm.
II-2. Soit f ∈ E. Montrer qu'il existe une unique fonction F , 2π−périodique, paire, continue
et telle que sa restriction à [0, π] soit égale à f .
II-3. Ecrire la série de Fourier réelle de F à l'aide des fonctions de C et des produits scalaires
de Cn et f .
II-4. En déduire que la suite C est une base orthonormale de E. [On pourra utiliser l'égalité
de Parseval dans C([0, 2π],R).]

III - Sur les polynômes de Legendre.
Pour tout réel x et tout entier n on note :

Un(x) = (x2 − 1)n ; Pn =
dn(Un)

dxn
; Ln =

1
2nn!

Pn

Pour la suite du problème on supposera connues les relations suivantes :
∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx = 0 si m 6= n

∫ 1

−1
Pn(x)2dx =

22n+1(n!)2

2n + 1
III-1. Déterminer les réels strictement positifs αn tels que la suite Q = (Qn)n∈N d'éléments
de E dé�nie par

x ∈ [0, π], Qn(x) = αnLn

(
2
x

π
− 1

)

soit orthonormale.
III-2. Soit f ∈ E. Montrer que la suite (dn,Q(f))n∈N est décroissante (la dé�nition de dn,Q(f)
est donnée au début du problème).
III-3. Montrer que la suite Q est une base orthonormale de E.
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