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Exercice (6 points)
Soit A la matrice carrée d’ordre 2

a) i) Diagonaliser A.
ii) Calculer e* pour tout x réel.

b) Résoudre le systéme d’équations différentielles

Y=Y+ 2
yé =2y

avec les conditions initiales y1(0) = 1, y2(0) = 3.

Probléme (14 points)
On note E = C([0, 7], R) 'espace vectoriel réel des fonctions continues sur I'intervalle [0, 7], &
valeurs réelles.
Pour f et g éléments de E on pose

o= [ foatar

ce qui définit un produit scalaire sur E et une norme associée notée || ||. On a donc une
structure d’espace préhilbertien réel sur E.

Soit @ = (¢n)nen une suite de fonctions de E. On suppose que ® est orthonormale, ¢’est-a-dire
que (@n | om) = 0 pour m # n et ||¢,| = 1 pour tout n.

Pour tout n € N, on note :

— Vi (ou V,, ¢ s'il y a risque de confusion), le sous-espace vectoriel (de dimension n+ 1) de E
engendré par le fonctions o, @1, ..., On ;

— P, (ou P, ¢ s'il y a risque de confusion), la projection orthogonale de E sur le sous-espace
vectoriel V, ;

—dp(f) (ou dpa(f)), la distance de f € E au sous-espace Vj,.

On rappelle que la suite ® est totale dans E si le sous-espace vectoriel engendré par les
fonctions ¢, n € N, est dense dans E et on dit alors que ® est une base orthonormale (ou
base hilbertienne) de ’espace préhilbertien E.

On note également, pour n € N

1 sin=20 .
Cp(x) = {\/icos(nx) ins0 Sp(z) = V2sin((n + 1)z)

et on pose C = (Cp)nen, S = (Sn)nen- On remarquera que ces fonctions C), et Sy, sont
2w —périodiques, mais U'intervalle [0, 7] est de longueur 7. On notera de la méme manieére les
restrictions de ces fonctions a Uintervalle [0, 7).

I - Etude des suites orthonormales.

Dans cette partie, ® est une suite orthonormale de £, n € Net f € F.

I-1. Montrer que ||f]|2 = || Po(f)||? + dn(f)2.
T.S.V.P. »p»



I-2. Calculer sup ||P,(f)]-
lrl=1

I-3. Expliciter P,(f) dans la base orthonormée {yo,...,p,} de V,,. En déduire que la série
de terme général (¢ | f)? est convergente et retrouver I'inégalité de BESSEL

o0

S el £ < FIP

k=0

I-4. On note Vg 'espace vectoriel engendré par toutes les fonctions ¢,, n € N, c’est-a-dire
Pensemble des combinaisons linéaires de fonctions ¢y,. Soit (fx)ken une suite de fonctions de
Vo qui converge dans E vers f.

Montrer que pour tout k fixé, il existe N € N tel que

Vnz N,  f=Puf)=f—fe+ Pulfc —f)
et en déduire que
Tim [|Pa(f) — £ =0
I-5. Démontrer ’équivalence des propriétés suivantes :

a) @ est une base orthonormale de E';
b) Pour toute f € E, lim ||P,(f)— f||=0
n—oo

IT - Les suites C et S.

II-1. Montrer que les suites C et .S sont des suites orthonormales de F, mais que les fonctions
Sy, ne sont pas en général orthogonales aux fonctions Ci,.

II-2. Soit f € E. Montrer qu’il existe une unique fonction F', 2r—périodique, paire, continue
et telle que sa restriction a [0, 7] soit égale a f.

I1-3. Ecrire la série de FOURIER réelle de F' & 'aide des fonctions de C' et des produits scalaires
de C,, et f.

IT-4. En déduire que la suite C' est une base orthonormale de E. [On pourra utiliser I’égalité
de PARSEVAL dans C([0, 27}, R).]

IIT - Sur les polynémes de LEGENDRE.

Pour tout réel x et tout entier n on note :
d"(Up) 1
U = 2 —_ 1 n. P = n . Ln = —_— n
n(7) = (@ " " dzm 2nn)

Pour la suite du probléme on supposera connues les relations suivantes :

/1 Py (z)P,(x)dx =0 sim#n
-1

1 2n+1 2

2 !

/ Py(z)%dz = 27 (nl)”
-1 2n + 1

ITI-1. Déterminer les réels strictement positifs ay, tels que la suite @ = (Qn)nen d’éléments
de E définie par

€07,  Qu(z)=oanln (25 - 1)
T
soit orthonormale.

ITI-2. Soit f € E. Montrer que la suite (d,,,o(f))nen est décroissante (la définition de dy, o (f)
est donnée au début du probléme).

III-3. Montrer que la suite @) est une base orthonormale de FE.



