
Université de Poitiers Année solaire 2007�2008Math pL07Feuilles de révision No 1Exerie 1. Soient V4 un espae vetoriel de dimension 4 sur R et v1 = (1,−1, 1,−1),v2 = (5, 1, 1, 1) et v3 = (−3,−3, 1,−3) trois veteurs de V4. On désigne par S le sousespae vetoriel engendré par v1,v2 et v3 et par ‖x‖ =
√

(x|x) la norme eulidiennede x ∈ V4.(i) Appliquer la proédure de orthogonalisation de Gram-Shmidt pour montrerque les trois veteurs v1,v2 et v3 sont linéairement dépendants.(ii) Trouver une base orthonormale de S et indiquer la dimension de S.(iii) Pour tout x = (x1, x2, x3, x4) ∈ V4 on désigne par
‖x‖1 = |x1| + |x2| + |x3| + |x4|.la norme de V4. Montrer que ‖ · ‖1 véri�e bien les axioms de la norme.(iv) Montrer que ‖x‖1 ≥ ‖x‖.(v) Véri�er ette dernière inégalité pour haque veteur v1,v2 et v3.Exerie 2. Il s'agit de modéliser le système d'irrigation d'une plantation. Le om-partiment (1) est la terre et le ompartiment (2) est la plante. x(t) et y(t) sont lesquantités ou les onentrations de l'eau dans le ompartiment (1) et (2). On supposequ'à l'instant t = 0 les donnée initiales sont x(0) = 0 et y(0) = 1. On irrigue leompartiment (1) d'une manière périodique en unité de temps omme la fontion

b(t) = αt. Dans le ompartiment (1), 9/10 d'eau est absorbée par la terre et le restepasse dans la plante. Dans le ompartiment (2), 1/100 de l'eau sera éliminée parévaporation.Ainsi les onstantes de la proportionnalité sont données dans le shéma i-dessous2 1k21 = 1
10 b(t) = αt

k2e = 1
100

k1e = 9
10Figure 1.(a) Erire le système di�érentiel régissant e modèle ompartimental.



2(b) Erire e système sous la forme










x′ = Ax(t) + b(t)x(0) =

(

0

1

)

.
(2.1)() Caluler les valeurs propres de la matrie A.(d) Diagonaliser A à l'aide de la matrie de passage P , que l'on alulera en imposantque P soit de la form (

1 p12

p21 1

).(e) Caluler la matrie fondamentale etA.(f) En déduire la solution du système (2.1) sous la forme d'intégrales.(g) En alulant es intégrales, trouver la forme expliite des solutions x(t) et y(t).Corrigé d'exerie 1. (i) La proédure de orthogonalisation de Gram-Shmidt donneu1 = v1 = (1,−1, 1,−1),u2 = v2 −
(v2|u1)

(u1|u1)
u1 = v2 − u1 = (4, 2, 0, 2),u3 = v3 −

(v3|u1)

(u1|u1)
u1 −

(v3|u2)

(u2|u2)
u2 = v3 − u1 + u2 = (0, 0, 0, 0).Comme u3 est le veteur nul alorsv3 = u1 − u2 = u1 − (v2 − u1) = 2v1 − v2est une ombinaison linéaire de v1 et v2. Ainsi es trois veteurs sont linéaire-ment dépendants.(ii) Comme S est engendré par trois veteurs linéairement dépendants alors la di-mension de S est au plus 2. Par aileurs, les veteurs u1 et u2 sont othogonaux,ar

(u2|u1) = (v2 −
(v2|u1)

(u1|u1)
u1|u1) = (v2|u1) − (v2|u1) = 0.Ainsi, ils sont linéairement indépendants. Pour obtenir une base orthonormaleil su�t de normaliser haque veteur.e1 =

u1

‖u1‖
=

1

2
(1,−1, 1,−1), e2 =

u2

‖u2‖
=

1√
6
(2, 1, 0, 1).(iii) Véri�ons les axiomes de la norme pour ‖x‖1.

• ‖x‖1 = 0 si et seulement si x = 0.En e�et, si |x1| + |x2| + |x3| + |x4| = 0, ommme haque |xk| ≥ 0 et leurssomme pour k = 1, · · · , 4 est nulle alors xk = 0 pour haque k = 1, · · · , 4.La réiproque est évidente.
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• ‖λx‖1 = |λ|‖x‖1, pour tout λ ∈ R.En e�et,

‖λx‖1 = |λx1| + |λx2| + |λx3| + |λx4| = |λ| (|x1| + |x2| + |x3| + |x4|) = |λ|‖x‖1.

• ‖x+ y‖1 ≤ ‖x‖1 + ‖y‖1, pour tout x,y ∈ V4.En e�et,
‖x+ y‖1 = |x1 + y1| + |x2 + y2| + |x3 + y3| + |x4 + y4|

≤ |x1| + |y1| + |x2| + |y2| + |x3| + |y3| + |x4| + |y4|
= ‖x‖1 + ‖y‖1.(iv) Il su�t d'érire,

(|x1| + |x2| + |x3| + |x4|)2 ≥ |x1|2 + |x2|2 + |x3|2 + |x4|2et en prennant la raine arrée des deux membres on obtient le résultat voulu.(v)
‖v1‖1 = 4 ≥ 2 =

√
4 = ‖v1‖

‖v2‖1 = 8 ≥ 5, 29 ≃
√

28 = ‖v2‖
‖v3‖1 = 10 ≥ 5, 29 ≃

√
28 = ‖v3‖.Corrigé d'exerie 2. (i) Le système di�érentiel assoié à e shéma est le suiv-ant:

{

x′(t) = −k12x(t) − k1ex(t) + b(t)

y′(t) = k21x(t) − k2ey(t)ou bien
{

x′(t) = − 9
10

x(t) − 1
10

x(t) + αt

y′(t) = 1
10

x(t) − 1
100

y(t)Les onditions initiales sont
x(0) = 0, y(0) = 1.(ii) Soit x(t) =t (x(t), y(t)), on obtient
{x′(t) = Ax(t) + b(t)x(0) = x0.ave

A =

(

−1 0
1
10

− 1
100

)

, b(t) =

(

αt
0

)

et x0 =

(

0
1

)

.(iii)
det(λI − A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ + 1 0

− 1

10
λ +

1

100

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (λ + 1)(λ +
1

100
)d'où λ1 = −1, λ2 = − 1

100
.



4(iv) Première olonne de P est un veteur propre assoié à λ1. Si on veut que lepremier élément de e veteur soit 1, on obtient
(

−1 0
1
10

− 1
100

)(

1
y

)

= −
(

1
y

)

.Ce qui donne
1

10
− 1

100
y = −y ⇒ y = −10

99
.Don la première olonne de P est t(1,−10

99
). De même pour la deuxièmeolonne on érit

(

−1 0
1
10

− 1
100

)(

y
1

)

= − 1

100

(

y
1

)

.Ce qui donne
−y = − 1

100
y ⇒ y = 0.Ainsi

P =

(

1 0
−10

99
1

)

.(v) On sait que si
P =

(

a b
c d

)

, alors P−1 =
1

det A

(

d −b
−c a

)d'où
P−1 =

(

1 0
10
99

1

)On véri�e que
(

1 0
10
99

1

)(

−1 0
1
10

− 1
100

)(

1 0
−10

99
1

)

=

(

−1 0
0 − 1

100

)

.Ainsi on a
etA =

(

1 0
−10

99
1

)(

e−t 0

0 e−
1

100
t

)(

1 0
10
99

1

)

=

(

e−t 0

−10
99

e−t e−
t

100

)(

1 0
10
99

1

)

=

(

e−t 0
10
99

(

e−
t

100 − e−t
)

e−
t

100

)(vi) D'après la formule de la variation des onstantesx(t) = etAx(0) +

∫ t

0

e(t−s)Ab(s)ds



5(vii)
(

x(t)
y(t)

)

=

(

e−t 0
10
99

(

e−
t

100 − e−t
)

e−
t

100

)

(

0
1

)

+

∫ t

0

(

e−(t−s) 0
10
99

(

e−
t−s

100 − e−(t−s)
)

e−
t−s

100

)

(

αs
0

)

ds

=

(

0

e−
t

100

)

+

(

αe−t
∫ t

0
essds

10α
99

(

e
−t

100

∫ t

0
e

s

100 sds − e−t
∫ t

0
essds

)

)

=

(

t − 1 + e−t

e
−t

100 + 10α
99

(

100
(

t − 100
(

1 − e
−t

100

))

−
(

t − 1 + e
−t

100

))

)

.Car
e−βt

∫ t

0

seβsds = e−βt

[

(

seβs

β

∣

∣

∣

∣

t

0

− 1

β

∫ t

0

eβsds

]

=
1

β

(

t − 1 − e−βt

β

)

.


