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Feuilles de TD no. 4

Fontions harmoniques et transformations onformesExerie 1. Une Source est un éoulement plan qui est représenté par son hamp desvitesses →

V (u(x, y), v(x, y)) dont le module est une fontion radiale |→V | = S(r).(a) Caluler le débit D de e hamp à travers d'un erle de rayon r, ainsi que lesomposantes de vitesse en fontion de D.(b) Soit f(z) le poteniel omplexe de et éoulement, montrer que f ′(z) dite le fon-tion vitesse omplexe de et éoulement est donnée par f ′(z) = u− iv.() Trouver le potentiel réel et la fontion de ourant.(d) Montrer que les lignes de ourant sont des demi-droites issues de l'origine (leslignes �éhées) et les lignes équipotentielles sont des erles entrés en O (leslignes brisées sur la �gure).
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2(e) Véri�er que lorsque le débit est négatif, le sens des �èhes hange et on obtientun éoulement représentant un puits.(f) Superposer deux éoulements, le premier une soure d'origine plaée en A d'a�xe
a > 0 et l'autre un puits d'origine plaée en A′ d'a�xe −a. Caluler le potentielomplexe de l'éoulement résultant de ette superposition.(g) Traer graphiquement les lignes de ourants et les lignes équipotentielles.Solution de l'exerie 1. (a). Par dé�nition

D =

∫

C

~V .~ndσ =

∫

2π

0

~V .~nrdθ.Comme |→V | = S(r), →

V = S(r)eiθ = S(r)(x+iy), ave x2 +y2 = 1, et dans le as x2 +y2 = r2,on érit
→

V (u(x, y), v(x, y)) =
→

V (x, y) = S(r)
[(x

r

)

+ i
(x

r

)]

.Par onséquent
u(x, y) =

S(r)x

r
, v(x, y) =

S(r)y

r
.Posons →

n = (xn, yn), ave x2

n + y2

n = 1, alors si x2 + y2 = r2, en remplaçant xn par x
r
et ynpar y

r
on aura

→

V ·
→

n =
S(r)

r2
(x2 + y2) = S(r).D'où D =

∫

2π

0
rS(r)dθ = 2πrS(r) et S(r) = D

2πr
. Ainsi on retrouve

u(x, y) = S(r)
[x

r

]

=
Dx

2πr2
, v(x, y) = S(r)

[y

r

]

=
Dy

2πr2
.(b). Si f(z) est le potentiel omplexe f(z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y) où ϕ est le potentiel réelet ψ est la fontion de ourant. Ainsi les omposantes du hamp de vitesse sont

{

u = ∂φ
∂x

= ∂ψ
∂y

= S(r)
[

x
r

]

= Dx
2πr2

v = ∂φ
∂y

= −∂ψ
∂x

= S(r)
[

y
r

]

= Dy
2πr2

.De sorte que
f ′(z) =

df

dz
=
∂f

∂x

dx

dz
=
∂f

∂y

dy

dz

=

(

∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x

)

dx

dz
= (u− iv)

=
D

2πr2
(x− iy) =

Dz

2πzz
=

D

2πz
.



3(). Puisque f ′(z) = D
2πz

, alors f(z) = D
2π

ln z. On ne s'oupe pas de la onstanted'intégration ar on s'interessera que de ϕ = Cte et ψ = Cte. On prenant la déterminationprinipale de ln dans le plan omplexe, on peut érire
f(z) =

D

2π
(ln |z| + i arg z) ,d'où

{

ϕ(x, y) = D
2π

ln(x2 + y2)1/2 = Cte

ψ(x, y) = D
2π

arg z = Cte.(d). On remarque que les lignes de ourant arg z = θ = Cte sont les lignes d'issuesd'origine et les lignes équipotentielles ϕ(x, y) = D
2π

ln(x2 + y2)1/2 = Cte sont des erlesentrés en 0.(e). On a montré que
u(x, y) =

Dx

2πr2
, v(x, y) =

Dy

2πr2Don si D > 0 le hamp des veteurs (u, v) est dirigé vers extérieur et si D < 0 e hampest dirigé vers 0.(f). Soient f1(z) le potentiel omplexe d'une soure plaée au point (a, 0), a > 0 et f2(z)le potentiel omplexe d'un puits plaée au point (−a, 0), a > 0. La supperposition sera
f(z) = f1(z) + f2(z) =

D

2π
ln
z − a

z + a
, (D > 0).Don le potentiel réel et la fontion de ourant seront

ϕ =
D

2π
ln
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, ψ =
D

2π
(arg(z − a) − arg(z + a)).(f) Question non abordée.


