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i
e 1. (i) Développer en série entière la fon
tion
f(z) =

1 + z

1 − z
pour |z| < 1.(ii) Trouver le rayon de 
onvergen
e de la série entière ainsi obtenue.(iii) Pour z = reix montrer que l'on a:Re(1 + z

1 − z

)

=
1 − r2

1 + r2 − 2r cos x
.(iv) On sait que si f(x) est une fon
tion 
ontinue 2π périodique sur [−π, π] et paire,i.e. f(−x) = f(x). Alors le développement en série de Fourier de la fon
tion fse mètrera sous la forme

f(x) =
∞∑

n=0

an cosnx, où an =
2

π

∫ π

0

f(x) cos(nx)dx. (1.1)En utilisant dire
tement les résultats de (i) et (iii) sans passer par la formule(1.1), donner le développement en série de Fourier de la fon
tion
g(x) =

1 − r2

1 + r2 − 2r cosxsur l'intervalle [−π, π].Solution.(i) Comme
1

1 − z
= 1 + z + z2 + z3 + · · · pour |z| < 1.alors

f(z) = 1 + 2z + 2z2 + 2z3 + · · · = 1 +
∞∑

n=1

2zn.



2 (ii) Pour an = 2, n ≥ 1 le rayon de 
onvergen
e de la série entière ainsi obtenue est
R =

1

ρ
ave
 ρ = lim sup

n→∞
|an|

1/n = lim sup
n→∞

21/n = 1.Ainsi R = 1.(iii) Pour z = reix, on a:Re(1 + z

1 − z

)

= Re(1 + r cos θ + ir sin θ

1 − r cos θ − ir sin θ

)

= Re((1 + r cos θ + ir sin θ)(1 − r cos θ + ir sin θ)

(1 − r cos θ)2 + (r sin θ)2

)

= Re(1 − r2 cos2 θ − r2 sin2 θ + i2r sin θ

1 − 2r cos θ + r2

)

=
1 − r2

1 + r2 − 2r cosx
.(iv) Ref(z) = Re(1 + z

1 − z

)

= Re(1 +
∞∑

n=1

2zn

)

= Re(1 +

∞∑

n=1

2(rneiθn)

)

= 1 + 2r cos θ + 2r2 cos 2θ + 2r3 cos 3θ + · · ·Exer
i
e 2. (a) Soit Ω une partie ouvert de R2 et g : Ω 7→ R. Considérer la fon
tion
u(x, y) = f (g(x, y)), où f est dé�nie sur l'image de g. Cal
uler ∆u en fon
tiondes dérivées partielle de g et les dérivées su

essives de f au point g(x, y).(b) Soit Ω ⊂ R2 et (0, 0) 6∈ Ω. Prenons g(x, y) = y

x
, montrer que si f(t) = α arctan t+

β, alors u(x, y) est harmonique dans Ω.(
) Ré
iproquement supposons que t = y
x
et g(t) = t, montrer que dans 
e 
as si

∆u = 0, alors f véri�e l'équation di�érentielle
[(1 + t2)f ′(t)]′ = 0.En déduire qu'il existe deux 
onstantes α et β telles que
f(t) = α arctan t+ β.Solution.(a) Comme u(x, y) = f(g(x, y)), on aura

ux = f ′(g)gx, uy = f ′(g)gy

uxx = f ′′(g)g2
x + f ′(g)gxx uyy = f ′′(g)g2

u + f ′(g)gyy.



3Don
,
∆u = f ′′(g)

(
g2

x + g2
y

)
+ f ′(g)(∆g).(b) Comme g(x, y) = y

x
, alors

gx = −
y

x2
, gy =

1

x

gxx =
2xy

x4
, gyy = 0.On a aussi f ′(t) = α

1+t2
et f ′′(t) = −2αt

(1+t2)2
. Par 
onséquent

∆u =
−2α

(
y
x

)

(1 +
(

y
x

)2
)2

(

(
y

x2
)2 + (

1

x
)2

)

+ (
α

1 +
(

y
x

)2 )(
2xy

x4
)

=
−2αy

x(x2 + y2)
+

2αy

x(x2 + y2)
= 0.(
) Si t = y/x, alors

gx = −
t

x
, gy =

t

y
, ∆g = gxx =

2xy

x4
=

2t

x2
,Ainsi on peut é
rire ∆u = f ′′(t)

(
t2

x2 + t2

y2

)

+ f ′(t) 2t
x2 = 0. En multipliant par x2,on aura

0 = f ′′(t)t2
(

1 +
x2

y2

)

+ 2tf ′(t) = f ′′(t)(1 + t2) + 2tf ′(t) = [(1 + t2)f ′(t)]′.Ce
i montre que (1 + t2)f ′(t) = α une 
onstante. Ou bien on é
rit f ′(t) = α
1+t2

.En�n, 
e
i implique qu'il existe une 
onstante β telle que
f(t) = α arctan t+ β.

Exer
i
e 3. Considérons le 
hamp des vitesses
V (z) = u0

(

1 −
a2

z2

)

.(a) Déterminer Ω ⊂ C une région du plan 
omplexe dans laquelle V (z) est unefon
tion holomorphe dans Ω.(b) Montrer que l'é
oulement est irrotationnel et le �uide est in
ompressible.(
) Trouver le potentiel réel φ(x, y) et la fon
tion de 
ourant ψ(x, y).(d) Montrer que le 
er
le 
entré à l'origine et de rayon a est une ligne de 
ourant.(e) Montrer que les lignes de 
ourants lorsque |z| → ∞ sont les lignes parallèles auxaxes des x, i.e. y = cte.(f) Montrer que la 
ir
ulation et le �ux sont nuls sur 
e 
er
le de rayon a.



4 Solution.(a) En 
al
ulant le 
onjugé de V , on trouve
V (z) = u0

(

1 −
a2

z2

)

.Alors le seul point singulier est z = 0, don
 
ette fon
tion est dé�nie dans Ω =
C \ {0}. Montrons que V (z) est holomorphe dans Ω.

V (z) = u0

(

1 −
a2

z2

)

= u0

(

1 −
a2

(x+ iy)2

)

= u0

(

1 −
a2(x− iy)2

(x2 + y2)2

)

= u0

(

1 −
a2(x2 − y2 − 2ixy)

(x2 + y2)2

)

= u0

(

1 −
a2(x2 − y2)

(x2 + y2)2

)

︸ ︷︷ ︸

=u

+ iu0

(
2a2xy

(x2 + y2)2

)

︸ ︷︷ ︸

=v

.Ainsi les 
onditions de Cau
hy-Riemann sont:
∂u

∂x
= u0

(
2a2x(x2 − 3y2)

(x2 + y2)3

)

=
∂v

∂y
(3.1)

∂u

∂y
= u0

(
2a2y(3x2 − y2)

(x2 + y2)3

)

= −
∂v

∂y
(3.2)Ainsi la fon
tion V (z) est holomorphe dans Ω = C \ {0}.(b) Comme V = u+ iv, alors V = u − iv. Pour que l' é
oulement soit irrotationnel,i.e. rot V = 0. il su�t que ∂u

∂y
+ ∂v

∂y
= 0 
e qui est vraie d'après (3.2) et pour quele �uide soit in
ompressible, i.e. div V = 0 il su�t que ∂u

∂x
− ∂v

∂y
= 0 
e qui estvraie d'après (3.1).(
) Comme Φ′ = V = u0

(

1 − a2

z2

)

. Alors en intégrant on obtient
Φ(z) = u0

(

z +
a2

z

)

= u0

(

x+ iy +
a2(x− iy)

x2 + y2

)

= φ(x, y) + iψ(x, y).de sorte que φ le potentiel réel et ψ la fon
tion de 
ourant sont:
φ(x, y) = u0

(

x+
a2x

x2 + y2

) et ψ(x, y) = u0

(

y −
a2y

x2 + y2

)

.(d) Sur le 
er
le C(O, a) on a x2 + r2 = a2. Don
 pour (x, y) ∈ C(0, a) ψ(x, y) =

u0y(1 −
a2

a2 ) = 0. Ce qui prouve que C(0, a) est une ligne de 
ourant.



5(e) Lorsque |z| =
√

x2 + y2 → ∞ et y = α une 
onstante, alors
ψ(x, y) = u0y

(

1 −
a2

x2 + y2

)

→ u0α.Ainsi les lignes de 
ourants à l'in�ni sont les lignes parallèles à l'axe des x.(f) D'après la formule
∫

C(0,a)

V (z)dz = Cir(V, C(0, a)) + iF lux(V, C(0, a)).on a, à la suite d'un 
hagement de variable z = aeiθ

∫

|z|=a

u0

(

1 −
a2

z2

)

dz = 2iu0

∫ 2π

0

(1 − e−2iπ)eiθdθ. = 0


