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Introduction

[ij Si maintenant | vous me donnez une équation que vous aurez choisie & votre gré et
que vous désiriez connaitre si elle est ou non soluble par radicaux, je n’aurai rien a y faire
que de vous indiquer le moyen de répondre a votre question, sans vouloir charger ni moi
ni personne de le faire. En un mot, les calculs sont impraticables.; !

Ce célebre paragraphe de Galois résume a la fois sa confiance en sa théorie avant-
gardiste (car excessivement abstraite pour son époque) et sa lucidité vis-a-vis des calculs
qu’elle engendrait. Depuis le développement des mathématiques effectives, peut-on dire
que la théorie de Galois connait un nouvel élan ? L’avenement de ’ordinateur nous donne
en effet la possibilité de repousser les limites de ce qui est calculable raisonnablement.
Parmi les problemes “concrets” a résoudre en théorie de Galois, figurent au moins les
trois suivants :

1. La détermination du groupe de Galois d’un polynome ;
2. La résolubilité par radicaux des équations polynomiales ;

3. Le probleme de Galois inverse effectif, ¢’est-a-dire la construction d’un polynome f
de K[X] de groupe de Galois G ou le corps K et le groupe G sont fixés a I'avance.

La premiere partie de cette these suit ces trois axes. En revanche, la seconde partie est
une révision du calcul du résultant de deux polynomes a une indéterminée. Rappelons
que le résultant est une fonction de base dans le calcul formel...

*

Les deux premiers chapitres de ce document concernent la recherche du groupe de
Galois d’un polynéme donné. Mais qu’entend-on par identifier le groupe de Galois d'un
polynome ? Plusieurs réponses peuvent étre données. Adoptons les notations suivantes :
K est un corps, f un polynéme unitaire (séparable) de K[X], E le corps de décomposition
de f sur K (& isomorphisme pres).

La premiere maniere de calculer le groupe de Galois de f, la plus répandue, est celle-ci :
déterminer la représentation dans le groupe symétrique S,, de 'action du groupe Autx E
sur les racines de f apres les avoir numérotées de 1 a n. La difficulté ici est plus grande
que celle de la “simple” détermination de la classe d’isomorphie du groupe de Galois : en
effet, deux polynomes de méme degré peuvent avoir des corps de décomposition identiques

Citation d’Evariste Galois tirée du Discours préliminaire destiné & étre placé en téte de son Mémoire
sur la théorie des équations, rédigé en septembre 1830. [32] [63]
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(donc le méme groupe de Galois abstrait ), mais des actions de G sur leurs racines non
isomorphes. Les problemes que pose ce premier “challenge” sont déja conséquents si I'on
veut obtenir des algorithmes efficaces (voir par exemple les travaux de J.-M. Arnaudies
et A. Valibouze dans [61], ou la these de Y. Eichenlaub [31], ou encore [29]).

La deuxieme facon d’envisager le calcul du groupe de Galois est toujours de déterminer
Iaction de Autg E sur les racines de f mais aussi de rendre effective 1’égalité théorique

EAutKE — K.

Par rendre effective cette égalité, nous entendons qu’il faut étre capable de trouver la
valeur dans K d’une expression en les racines de f invariante par Auty FE. C’est un sujet
sur lequel a choisi de travailler A. Colin dans sa these [18]. Cette égalité est une condition
sine qua non pour faire du calcul relatif.

Enfin, pour nous, connaitre le groupe de Galois de f, c’est discerner ’action de Autyx E
sur les racines de f et étre capable de calculer dans FE, autrement dit de pouvoir
manipuler des expressions polynomiales en les racines de f (la premiére des manipula-
tions étant le test d’égalité...). Ce probleme est équivalent a trouver un idéal maximal
de K[Xj,...,X,] contenant les polynémes o; — a; ou

f=X"—a X" ' 4 ap X" 2=+ (=1D)"a,

et 0; désigne le i-ieme polynome symétrique élémentaire homogene de degré ¢ en les indé-
terminées X1, ..., X,. Pour essayer de résoudre ce probleme, notre outil mathématique
(et informatique) est I’algebre de décomposition universelle du polynéme f sur le corps K :

KX, .\ X,]
(o1 —ay,...,on —ap)

Dy =

Lorsque f est séparable, cette algebre est galoisienne sur K de groupe S, (groupe symé-
trique). Notre but est de construire un idéal maximal m de l’algebre de décomposition
universelle, en précisant un systeme de générateurs ou une base de Grobner. Le quo-
tient ]D}I( /m est le corps de décomposition de f et le stabilisateur de m dans S,, son
groupe de Galois.

Le chapitre I est une introduction aux algebres galoisiennes. Son role est d’asseoir un
certain nombre de propriétés permettant d’assurer un cadre mathématique suffisant pour
appréhender l'algebre de décomposition universelle et ses sous-algebres (étudiées dans
le chapitre II). Il s’avere que la quasi-totalité des propriétés essentielles de 1'algebre de
décomposition universelle provient de la théorie générale des algebres galoisiennes.

La naissance de la théorie de Galois est due aux problemes insolubles qu’ont rencontrés
les mathématiciens pour résoudre les équations polynomiales de degré 5. Mis a part la
détermination du corps de décomposition et du groupe de Galois d’un polynéme, ’algebre
de décomposition universelle permet également d’illustrer la résolubilité par radicaux : le
chapitre III retrace des méthodes explicites pour calculer par radicaux les racines d’un
polynome de degré 3.4, ou 5 lorsque ceci est possible.

*
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Le probleme inverse de la théorie de Galois est avant tout un probleme théorique. La
question peut étre formulée ainsi : étant donné un corps K, quels sont les groupes finis
pouvant étre réalisés comme groupe de Galois sur K 7 Pour certaines catégories de corps
les réponses sont déja connues (voir [22]) : tous les groupes finis sont réalisables sur les
corps des fractions rationnelles C(¢) (Riemann), R(¢) (Hurwitz) et Q,(¢) (Harbater) ; sur
les corps finis, seuls les groupes cycliques peuvent étre des groupes de Galois ; un théoreme
(non constructif !) de Shafarevich prouve que tout groupe fini résoluble est réalisable
sur Q, mais la question reste ouverte pour la plupart des groupes sur Q ou Q(¢).

La encore, différents problemes de difficulté croissante sont abordés dans la littérature.
Le premier d’entre eux est la construction explicite d’une extension galoisienne (ou d’un
polynéme) sur un corps donné dont le groupe de Galois est précisé a ’avance. La théorie
de Kummer rend possible la construction sur Q ou Q(¢) des produits semi-directs & noyau
abélien A x G, si toutefois le groupe G est déja réalisé (voir [31]).

Un deuxieme obstacle dans le probleme inverse consiste a réaliser régulierement les
groupes finis, c¢’est-a-dire construire, sur un corps des fractions rationnelles k(ty, ..., t4),
une extension galoisienne, réguliére sur & (ou un polynéme régulier sur k) dont le groupe de
Galois G sur k(ty, .. ., t4) est fixé 4 'avance. Une extension E/Q est réguliere si ENQ = Q.
L’existence d’extensions galoisiennes de Q(¢) régulieres sur Q est prouvée pour tous les
groupes abéliens, les groupes symétriques S,, et alternés A,,, les 26 groupes sporadiques...
La théorie de la rigidité aborde ce probleme en supposant que le centre du groupe G est
trivial (voir [53], [54], [64]). Elle permet a cet égard de réaliser de fagon réguliere quelques
groupes sur Q(t), certains groupes simples par exemple (voir [43]). Les “méthodes rigides”
ont pour but de faire descendre sur Q(¢) une réalisation d'un groupe G faite sur C(t).

Nous nous pencherons sur un tout petit aspect du probleme inverse de Galois. Dans
le chapitre IV, nous verrons comment la théorie de Kummer et la ramification dans
les corps de fonctions sur Q(¢) permettent de réaliser régulierement tout produit semi-
direct & noyau abélien A x G, si toutefois G est déja réalisé régulierement sur Q(%).
Par ailleurs, nous conjuguerons les méthodes de Dentzer et de Volklein (voir [24], et [64]
pages 236-237) avec la théorie de Kummer afin de réaliser régulierement, dans le corps des
séries formelles k(()), tous les groupes abéliens d’exposant étranger a la caractéristique
du corps k.

La difficulté “supréme” dans le probleme de Galois inverse est la réalisation générique
ou universelle des groupes finis (voir [50] ou [55]). Sans donner la définition précise d’un
polynéme universel (voir [35]), en voici un réalisant le groupe alterné Az sur Q(t) :

(X)) =X —tX? - (3+t)X —1

L’une des propriétés de f; est celle-ci : si F'/K est une extension galoisienne de groupe .43
de caractéristique distincte de 2, alors il existe ¢y € K tel que F est le corps de décompo-
sition de f;,. En clair, avec ce polynome, nous “possédons” toutes les extensions galoisien-
nes de groupe Aj de caractéristique distincte de 2... D’autre part, il y est démontré que
certains groupes, comme le groupe cyclique d’ordre 8 (H. Lenstra), ne sont malheureuse-
ment pas réalisables génériquement sur Q.
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La deuxieme partie de ce travail (i.e. les chapitres A et B), totalement indépendante de
la théorie de Galois, aborde I’élimination “a la Bareiss” et les polynomes sous-résultants.
Les quelques pages du chapitre A ont pour objectif de donner naissance de facon assez
naturelle a un certain formalisme provenant de l’algebre extérieure. Celui-ci permet de
redémontrer les identités de Sylvester et I’algorithme de Bareiss. Son but est également
de faire le lien entre les algorithmes de Bareiss et des sous-résultants, bien que les objets
manipulés par ces deux algorithmes soient totalement différents.

Le chapitre B est consacré a ’étude des polynomes sous-résultants. Le formalisme
tres particulier développé dans le chapitre A apporte de nouvelles relations de divisibi-
lité euclidienne entre les sous-résultants et des polynomes quelconques de R[X]| (R est
un anneau commutatif intégre). L’énorme avantage de ce formalisme est de pouvoir
démontrer quasiment toutes les formules existantes dans la littérature classique, et ce de
maniére systématique : un ou deux théoreémes abstraits (mais élémentaires) d’algebre
extérieure suffisent pour donner lieu a toute une panoplie de relations de similarité ou de
divisibilité (voir [27] ou [28]). Cette recherche sur de nouvelles relations est motivée par
I’espoir de pouvoir appliquer la “philosophie” de I’algorithme de Bareiss a celui des sous-
résultants. Réaliser cet espoir donnerait-il lieu a une méthode de calcul des sous-résultants
plus efficace que l'algorithme des sous-résultants lui-méme ? L’algorithme auquel nous
conduisent ces nouvelles relations de divisibilité du chapitre B laisse a penser que la
réponse est oui.



Chapitre 1

Algebres galoisiennes

C’est a partir de 1960 que sont apparus les premiers travaux traitant la théorie de
Galois sur les anneaux commutatifs (voir [6]). Dans cette théorie, il est parfois utile de
supposer que ’algebre galoisienne ne contient pas d’idempotent autre que 0 et 1. C’est ce
que font F. DeMeyer et E. Ingraham dans [23] pour généraliser, par exemple, le théoreme
de la correspondance galoisienne. Il est tout de méme possible de se passer d'une telle
hypothese (voir [16]), mais malheureusement les énoncés des résultats se compliquent.

Dans ce chapitre, il n’est pas question de généraliser un résultat déja établi. Il s’agit
plutot d’une introduction aux algebres galoisiennes, notre but étant de “préparer le ter-
rain” pour I’étude de I'algebre de décomposition universelle d’'un polynome séparable
(chapitre II). Dans un premier temps, le discours restera tres général et tres simple,
sans hypothese particuliere. Puis nous nous intéresserons aux algebres galoisiennes dont
I’anneau de base est intégralement clos, voire un corps. En revanche, nous ne supposerons
jamais que les seuls idempotents de ’algebre galoisienne sont 0 et 1 : en effet, si ’algebre
de décomposition universelle d’un polynome séparable sur un corps vérifie cette hypothese,
elle est obligatoirement un corps (galoisien au sens classique), ce qui atténue sensiblement
I'intéret d’une étude préliminaire des algebres galoisiennes.

1.1 Définitions

I[.1.a Une premiere définition

Théoréme 1.1.1 (voir [10], pages 40-44) Soit A un anneau commutatif, G un groupe
fini opérant sur A, R l’anneau des invariants sous l’action de G. Alors

1. A est entier sur R.

2. G opere transitivement sur les idéaux premiers de A au-dessus d’un méme idéal
premier de R. Autrement dit, si p’ et q' sont deux idéaux premiers de A tel que
pPNR=qgNR, aors G.p' =G.q'.

3. Soitp" un idéal premier de A, p = RNy’ idéal premier de R, k le corps des fractions
de R/p et k' celui de A/y'. Alors k' est une extension normale de k et le morphisme
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canonique de D(p') = Stabgp’ = {g € G | gp’ = p'} dans le groupe Auty k' est
surjectif |...]

Rappel. Une extension algébrique normale est une extension k' d’un corps k qui
vérifie la propriété suivante : si un polynome irréductible a coefficients dans k
possede une racine dans &/, alors celui-ci se décompose totalement dans &’

On voit alors qu’a elle seule ’hypotheése R = A® implique beaucoup d’autres proprié-
tés : conjugaison des idéaux premiers, normalité de l'extension k' sur k, surjectivité du
morphisme canonique D(p’) — Autg k...

Dans le cas ot A est déja un corps (i.e. A = k), nous obtenons la propriété suivante,
laquelle peut étre démontrée simplement.

Propriété 1.1.1 Soit k' un corps, G un groupe fini opérant fidélement sur k', k le corps
des invariants sous l'action de G. Alors k' est une extension normale séparable de k.

De plus, on a nécessairement G ~ Auty k' et dimy k' = |G|. Autrement dit, k' est une
extension galoisienne de k.

Rappel. Une extension d'un corps k est séparable si celle-ci est algébrique sur k
et le polynéme minimal de chacun de ses éléments est & racines simples (polynéme
minimal séparable).

Nous ne donnons pas ici une preuve complete de cette proposition classique mais
seulement une trame pour la démontrer. La premiere partie du résultat vient grace au
polynome P = [[,cq (T —y) ot x € k'. Ce polynome (a coefficients dans k) est tres
particulier : il est appelé résolvante de ’élément = (voir page 32).

La deuxieme moitié du résultat peut étre vue comme une conséquence du théoreme de
I'élément primitif et du fait que les éléments de £’ sont de degré moindre que |G|. On peut
aussi démontrer cela grace a un raisonnement plus galoisien introduit par Artin (voir [5]
pages 41-43).

Ainsi les extensions galoisiennes de corps se “résument” a la situation suivante :
G
k=K K

ou G = Auty k' est un groupe fini.
Ceci nous amene a une généralisation des extensions galoisiennes :

Définition 1.1.1 Soit A un anneau commutatif, G un groupe fini opérant sur A, et R
le sous-anneau des points fizes. On dira que A est une R-algébre galoisienne de
groupe G si quel que soit l'idéal mazimal p' de A, p = RNy sa trace sur A, k = R/p
et k' = A/p’ les corps résiduels, le morphisme canonique de

D(p") = Stabgp' ={9€ G | gp' =p'}

dans le groupe Auty k' est bijectif.
Le groupe D(p') est appelé groupe de décomposition de ['idéal p'.
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Remarque. Il est absolument indispensable de spécifier le groupe G pour lequel une
algebre est galoisienne. En effet, plusieurs groupes peuvent convenir, si bien qu’il
y a un certain flou si 'on ne précise pas GG. Par exemple, si k est un corps, k™ est
une algebre galoisienne sur k pour tout sous-groupe transitif de S,, d’ordre n (voir
la section 1.2). Ces groupes operent sur k™ par permutations des coordonnées et
s'injectent ainsi dans Auty k™.

Dans la théorie des extensions galoisiennes classique, on ne précise pas le groupe G,
car, comme nous ’avons vu, il s’agit obligatoirement du groupe des automorphismes
(G = Aut,, kl).

Nous verrons page 19 que si une algebre galoisienne de groupe G est libre (comme k"
sur k), nécessairement le groupe G est de cardinal le rang de I'algebre (dans notre
exemple, |G| = n). Ceci rend par exemple impossible que k™ soit une k-algebre de
groupe Auty k™, car ce dernier est isomorphe & S, de cardinal n!.

Propriété 1.1.2 Si A est une R-algebre galoisienne de groupe G, alors G opere fidélement
sur A. Autrement dit, G s’injecte dans Autg A.

Démonstration Si G n’opere pas fidelement sur A alors, quel que soit 'idéal maximal p/,
le morphisme canonique D(p’) — Auty k&’ est non injectif :
VeeA gr=ux implique VereA gx=x mod p. 0

Propriété 1.1.3 En reprenant les notations de la définition 1.1.1, quel que soit l’idéal
mazimal p' de A, le corps k' = A/p’ est une extension galoisienne de k = R/(p' N R) de
groupe de Galois D(p’).

Remarque. Nous verrons que cette propriété est également vraie si p’ est seule-
ment un idéal premier de A, en posant k' = Frac(A/p’) et k = Frac(R/p’ N R)
(corollaire 1.4.2, page 26).

Démonstration Il suffit de montrer que ¥"° = k ot nous posons I' = Auty, &’ pour alléger
les notations. Comme les automorphismes de &’ sont linéairement indépendants sur &’
(théoréme de Dedekind, voir [14] page 27), leur somme » . g n’est pas identiquement
nulle. Il existe par conséquent un élément ¢ € &’ tel que

GES!

ger

A présent, considérons un élément T € k" et montrons qu’il appartient en fait & k.
Choisissons de remonter T en un élément x € A qui appartient a tous les conjugués de p’
sauf peut-étre p’ : ceci est possible en vertu du théoreme chinois [ | Al ~ A/NG.y.
Nous obtenons ainsi un élément x € A vérifiant

Vge G\ D) glz)eyp
Vge D) glx)—zeyp

qeqG.y

En multipliant chaque ligne par g(c) et en les sommant toutes, on obtient finalement

S glglc) — v S gle) € p

geG geD(p’")
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Or > geGg(:c)g(c) est invariant par G, appartient donc a R. Par hypothese sur ¢, la
quantité deD(p,) g(c) est congrue a 1 modulo p’ car

e %Za(a) R C

geD(p") gerl gerl

Ainsi nous avons prouvé que x est congru a un élément de R modulo p’, ce qui prouve
bien que T appartient a k. 0

Remarque. Cette démonstration reste valable méme dans le cas ou le morphisme
canonique D(p’) — Auty &’ est non injectif, & condition que le cardinal de son noyau
(portant le nom de groupe d’inertie) soit inversible dans k, c’est-a-dire premier
avec la caractéristique de k.

Dans [10] (pages 48-49), Bourbaki démontre un résultat beaucoup plus général : on
suppose seulement A® = R (cadre du théoreme I1.1.1), pour un idéal maximal (voire
premier) p’ C A fixé, on note I le noyau du morphisme canonique D(p’) — Auty &'
Alors Frac (AI /(p' N Al )) est la plus grande extension séparable de &’ dans k.

I.1.b Autres définitions équivalentes

On peut reformuler la définition 1.1.1 ci-dessus par :

Définition 1.1.2 Soit A un anneau commutatif, G un groupe fini opérant sur A, et R
le sous-anneau des points fizes. On dira que A est une R-algébre galoisienne de
groupe G si quel que soit p’ idéal maximal de A et quel que soit g € G, g # 1¢, il existe
au moins un x € A tel que g(x) —x &€ p'.

Remarquer qu’il suffit de considérer les éléments g € D(p’) = Stabg(p’).

Il apparailt une propriété importante, toujours dans le cas ou A = k' est une extension
(de corps) galoisienne de R = k. En effet, posons G = Auty £k’ et considérons le morphisme
de k’-algebres

Kok — [lgF
a®b — (a.g(b))gec

Ce morphisme est en fait bijectif : il suffit pour le prouver de montrer qu’il est surjectif
car les dimensions des k’-algebres k'®@,k" et [, k' sont toutes les deux égales a la dimension
de 'extension k'/k, c’est-a-dire |G|.

Démonstration Soit z un élément primitif de &’ sur & (théoreme de ’élément primitif).
Alors 1 ® x est un élément primitif de k' ®; k' sur £’ et son image par le morphisme [
est un vecteur dont toutes les composantes sont distinctes : (g(z))geq (2 est un élément
primitif de &’/k donc tous ses conjugués sont distincts). Or un vecteur de [[, k" dont
toutes les coordonnées sont distinctes est un élément primitif. Ainsi / est un morphisme
d’algebres surjectif, et par suite bijectif. 0
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Considérons maintenant un anneau A sur lequel opere un groupe fini G. Soit R le
sous-anneau des points fixes. Supposons que le morphisme de A-algebres

Il : AQpr A — HGA
a®b — (a-g(b))geG

soit en fait un isomorphisme. Montrons alors que A est une algebre galoisienne de R de
groupe G, c’est-a-dire que le morphisme canonique D(p’) = {g € G | gp’ = p'} — Autp &’
est injectif (il est toujours surjectif car R = A, voir théoréme 1.1.1).

Démonstration Montrons que le noyau du morphisme canonique D(p’) — Auty k' est
réduit a {1}. Soit o € D(p’) tel que o(z) — z € p’ quel que soit z € A.

Soit v € J], A dont toutes les composantes sont nulles sauf celle en 1¢ qui vaut 1.
Notons ) . z; ® y; son antécédent par [. Ceci revient simplement a dire que

v = l(z T QY;) = (Z SL’@g(y@))

ou encore »y . x;y; = 1 et Y. x;9(y;) = 0 pour g # 1¢.
Ainsi, par hypothese sur o,

P miloly) —y) =) wioly) —1

Comme —1 n’appartient pas a p’, la somme > z;0(y;) ne peut pas étre nulle. La seule
possibilité restante est >, z;0(y;)=1, i.e. ¢ = 1lg. Le morphisme canonique est bien
injectif. Par suite, A est galoisienne. 0

geG

En fait, il est prouvé dans [16] et [23] (pages 81-84) la réciproque du résultat que I'on
vient d’établir, a savoir :

Théoreme 1.1.2 Soit un anneau commutatif A sur lequel opére un groupe fini G. Soit R
le sous-anneau des points fixes. Alors il y a équivalence entre les assertions suivantes :

1. Le morphisme AQrA — [, A défini par a®@b — (a.g(b))geq est un G-isomorphisme
de A-algebres.

2. 1l existe des éléments x1,...,%n, Y1,...,Yn dans A tels que
Vgel > xig(y) =410

Remarque. Dans ces conditions, nous avons aussi ), h(x;)y; = dp,1, pour
tout h € G en posant h = g~ . Autrement dit, les familles {z;}; et {y;}; ont
des roles identiques dans cette propriété.

3. A est une algébre galoisienne sur R de groupe G.

Corollaire 1.1.1 Une algébre galoisienne est un module projectif de type fini de rang
constant |G| sur son sous-anneau des points fizes.
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Démonstration En reprenant ’assertion 2 du théoreme précédent, on remarque que

I'on a
SO gtw)ai=> > gy 9(z) =Y 9(2)dg16 = 2

i geG geG i gelG

et ce quel que soit z € A. Comme ) g(zy;) appartient & R car invariant par G, on en
déduit que A =Y. Rz;.

Cette relation z = ) . ( > p g(zy,))xZ montre en outre que A est un module projectif car
les formes linéaires z +— Ey g(zy;) et les éléments x; forment un “systeme de coordonnées”
pour A sur R.

De plus, grace a I'assertion 1 du théoréme précédent, nous avons A ®p A ~ [[, A
Soit m un idéal maximal de R et S la partie multiplicative R\ m. On note Ry, le localisé
de R par S, Ay, le localisé de A par S. Nous obtenons toujours un isomorphisme

A ®p, An HA

(Nous verrons page 26 que A, est galoisienne sur R, de groupe G.) Or A, est un
module projectif de type fini sur un anneau local, donc A, est libre : son rang est
nécessairement |G| car (dimp, Ay)? = |G|. dimp, An. Cest en quoi A est un R-module
projectif de type fini et de rang constant égal a |G]|. O

Corollaire 1.1.2 Par exemple, une algebre galoisienne sur un anneau principal, ou local
(voire semi-local, dans [8], page 143), ou sur un anneau de polynome k[X1, ..., X,] (ou k
est un corps) est libre.

Propriété 1.1.4 Soit A une algébre galoisienne de groupe G sur un anneau R. Quel que
soit le systéme de générateurs {b;}icr du R-module A, il existe une famille {a;}ier telle
que Y, g(a;)b; = 61,4 pour tout g € G.

Démonstration On sait qu’il existe x1, ..., Zn, Y1, ..., Y, tel que Ej g(yj)xj = 61,4 pour
tout g € G. Par hypothese les z; s’exprime en fonction des b; par x; = ) . r;;b;. On
obtient alors

Zg Zr’l,jyj ermg y] bi = ermb g yj ijg yj 51,9

ce qui prouve le résultat : a; = > i TigYs- 0

1.2 Exemples

e Voici un exemple on ne peut plus classique d'une algebre galoisienne pour plusieurs
groupes. Soit R un anneau commutatif, n € N* et G un sous-groupe transitif de S,
d’ordre n. Sil'on fait opérer G par permutation des coordonnées, A = R" est une algebre
galoisienne sur R de groupe G.
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En effet, 'action de GG sur la base canonique de A est transitive par le choix de G,
donc A% est I’ensemble des vecteurs dont les coordonnées sont identiques (i.e. la diagonale
de R"), que l'on identifie a R.

Enfin, un idéal maximal p’ de A se décompose en n—1 copies de R et un idéal maximal p
de R : par exemple p x B! ou Rxpx R"2... Alors le quotient k' = A/p’ est isomorphe
au quotient k = R/p. Ainsi Auty &' = {1}. Or D(p’) = Stabg p’ est de cardinal |C|7,C_’;‘/‘ =1
car p’ possede n conjugués (G opere transitivement sur les coordonnées). Nous venons de
prouver que le morphisme canonique D(p’) —» Auty k' est bijectif, et finalement que A est

une algebre galoisienne sur R de groupe G.

On peut aussi prouver ce résultat grace aux assertions 1 et 2 du théoreme 1.1.2. En
effet, si 'on pose toujours A = R", A®r A ~ A" ~ [[, A ol les isomorphismes et les
actions canoniques de G sont compatibles. On peut également donner explicitement des
éléments x; et y; : poser x; = y; = (0;)j=1..- Remarquer que ces éléments forment une
base normale de A sur R.

e Soit f € Z[T]| un polynome unitaire séparable de degré n, dont les racines dans C

sont x1,...,x,. On note G le groupe de Galois de f, d le discriminant de f, enfin les
anneaux R = Z[d"'] et A = R[xy,...,1,). Alors A est une R-algtbre galoisienne de
groupe G.

Premi¢rement A% = R car les éléments de A invariants par G, appartenant donc a Q,
sont entiers sur R qui est intégralement clos.

D’autre part, soit p’ un idéal maximal de A, p sa trace sur R, k et k' les corps
finis R/p et A/p’ respectivement. Comme le discriminant de f est inversible dans R, f
reste séparable dans k', et ses racines sont Ty, ..., T,. Si g € D(p’) vérifie g(y) = ¥ pour
tout ¥ € k', alors g(z;) = T; pour tout . Comme f est séparable et que g(z;) = z;,
nécessairement g(x;) = z; pour tout i, et g = Id : le morphisme D(p’) — Auty k" est bien
injectif (et par suite bijectif).

e Soit K un corps de nombres galoisien sur Q, O la fermeture intégrale de Z dans K, d
le discriminant de O sur Z, i.e. le discriminant d’une base quelconque du Z-module O
(seul 1 est le carré d’un inversible de Z). Alors Palgebre A = O[d™!] est galoisienne sur
R =Z[d™'] de groupe G = Autg K.

En effet, A = O[d"']% = Z[d] = R car les éléments de A invariants par G, appar-
tenant donc & Q, sont entiers sur Z[d~!] qui est intégralement clos.

Soit p’ un idéal maximal de A, p sa trace sur R, k et k' les corps finis R/p et A/p’
respectivement. Comme A est un anneau de Dedekind, p se factorise dans A en produit
d’idéaux premiers. Or p n’est pas ramifié dans A car il ne divise pas le discriminant de A
sur R (celui-ci est inversible dans R !). Ainsi le morphisme canonique D(p’) — Autg &’/
est bijectif.

Rappel. Tout anneau d’entiers @ d’un corps de nombres est un anneau de Dede-
kind. Dans un anneau de Dedekind, tout idéal non trivial se factorise en un pro-
duit fini d’idéaux premiers (maximaux) de fagon unique a 'ordre pres des facteurs.
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Lorsqu’un nombre premier p de Z se factorise en produit d’idéaux premiers p; ... p,
dans O, on dit qu’il est ramifié lorsqu’au moins deux idéaux p; sont égaux.

On démontre qu’un premier p de Z n’est pas ramifié dans O si et seulement si le
morphisme canonique D(p’) — Auty k" est bijectif quel que soit I'idéal premier p’
de O au-dessus de p. (voir [51] pages 101-107).

e Soit R un anneau commutatif, f = 7% — sT + p € R[T] un polynéme dont le discrimi-
nant s? — 4p est inversible dans R. Considérons la R-algebre

A= R[Xl,XQ]/(Xl + X2 - S,XlXQ —p)

Notons z; les classes des X; : x; = X;. Il est facile de voir que {1, 21} forme une base
de A sur R. Soit 'automorphisme o de A échangeant x; et x5. Cet automorphisme est
d’ordre 2 car z; et o sont distincts (dis(f) = (z1 — x2)? est inversible).

Alors A est une algebre galoisienne sur R de groupe G = {Id, o }.

En effet, A = R : o(ar; + b) = ax; + b équivaut a 2a = 0 et as = 0 (utiliser les
égalités o(z1) = xo = s — 7). Mais ces deux égalités induisent & leur tour a(s? —4p) = 0,
c’est-a-dire a = 0 puisque dis(f) = s* — 4p est inversible.

D’autre part, si p’ est un idéal maximal de A et I'on suppose o(z) — z € p’ pour
tout z € A, il vient (zo—x1)* = (0(21)—x1)? € p’, ce qui est absurde car dis(f) = (zy—x1)?
est inversible... Ainsi le morphisme canonique D(p’) — Autgr/rny A/p’ est obligatoirement
injectif.

Remarque. L’algebre A en question est en fait ’algebre de décomposition universelle
du polynome f. Cette algebre sera traitée de fagon plus détaillée dans le chapitre 11 :
par exemple, nous verrons que si le discriminant d’un polyndme unitaire f est
inversible, alors son algebre de décomposition universelle est une algebre galoisienne
libre de groupe S,,.

1.3 La forme linéaire trace

Le corollaire I.1.1 montre qu’'une R-algebre galoisienne A de groupe G est un R-module
de type fini (A = ) . Rz;). En effet, dans sa démonstration, nous avons vu que tout
élément z € A s'écrit Y, riwy, ot ry = 3 g(2u).

Rappel. Les z; et les y; ont été choisis pour la propriété suivante :
VgeG, Y miglyi) =g
i

Définition 1.3.1 Soit A une algébre galoisienne sur R de groupe G. On appelle trace,
et on note tr, la forme linéaire suivante

tr : A — R
2 e d(?)
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Ainsi, on obtient de facon plus compacte :

Lemme 1.3.1 Soit A une algébre galoisienne sur R de groupe G et Ty,...,Tn, Y1, .-, Yn
des €léments de A tels que Y . x;9(y;) = 041 pour tout g € G. Alors, quel que soit z € A,

onaz=> tr(zy;)z;.
Propriété 1.3.1 Soit A une algébre galoisienne sur R de groupe G. Alors tr(A) = R.

Démonstration L’image de tr est un idéal I de R. Comme 1 = ). tr(1y;)z;, on voit
que 1 appartient a I A : nous avons donc /A = A. Comme A est une algebre entiere sur R,
I est nécessairement égal a R tout entier (utiliser le relevement des idéaux premiers dans
une algebre entiere). m

Corollaire 1.3.1 Soit A une algéebre galoisienne sur R de groupe G. Alors R est un
facteur direct de A.

Démonstration Soit ¢ € A tel que tr(c) = 1. Considérons la forme linéaire ¢* : A — R
définie par ¢*(z) = tr(cz). Par exemple, ¢*(1) = 1, ¢* o¢® = ¢* : en clair, ¢* est un
projecteur de A sur R. Alors tout élément z € A peut se décomposer de fagon unique
en z = c*(z) @ z — ¢*(z). En conclusion, A = R @ ker ¢*. O

Mais on peut aller plus loin : si h est une forme linéaire, h € A*, on établit pour
tout z € A :

tr (Z h(z;)y; z) = Z h(z;) tr(yiz) = h( Ztr(yiz)xi) = h(z)

On voit alors qu'il existe a € A (asavoir ) . h(z;)y;) tel que h(z) = tr(az) pour tout z € A.

Théoréme 1.3.1 Soit A une algébre galoisienne sur R de groupe G, (;)i=1.n €t (Yi)i=1.n
des €léments de A tels que Y, x;,9(y;) = 641. Alors les applications suivantes (réciproques
l'une de l’autre)

A —— A*

a — tr(a.)

Zi h(zi)y; «— h

réalisent des isomorphismes entre les R-modules A et A* (le dual de A).
En particulier, la forme bilinéaire symétrique (a,b) € A% — tr(ab) est non dégénérée.

Démonstration On a simultanément

Z tr(ay;)z; = a et tr (Z hai)y: z) = h(z)

donc les deux applications sont réciproques I'une de 'autre. O
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Aparté sur la norme

Définition 1.3.2 Soit A une algebre galoisienne de groupe G sur un anneau R. On définit
la norme d’un élément a € A par

N(a) = [T 9(a)

geG
Il est clair que N(a) appartient a R = A%,

Propriété 1.3.2 Un élément a € A est un diviseur de 0 dans A si et seulement si sa
norme l’est dans R. Ou encore, de facon équivalente, a est un élément régulier de A si
et seulement si sa norme l’est dans R.

Démonstration Sia € A est régulier, alors tous ses conjugués g(a) (g € G) le sont aussi :
une égalité g(a)z = 0 devient ag~!(x) =0, d’ott g7'(x) = 0, et x = 0. Par conséquent, la
norme de a est un élément régulier de A (donc de R), car il s’agit d’un produit d’éléments
réguliers.

Maintenant, si a € A est un diviseur de 0, alors il existe un élément = € A non nul tel
que ax = 0. En multipliant cette égalité par tous les conjugués de a, g(a) avec g € G\{Id},
il vient N(a)x = 0. Comme A est un module projectif sur R (i.e. un facteur direct d’'un
R-module libre), N(a) est un diviseur de 0 dans R. O

I.4 Changement d’anneau

I.4.a Sous-algebre de points fixes

Propriété 1.4.1 Soit A une algébre galoisienne sur un anneau R de groupe G. Quel que
soit H sous-groupe de G, A est une algébre galoisienne sur A" de groupe H.

Démonstration Soit les idéaux maximaux p’ de A, p = p'NR de R, py = p'NAT de AT,
et leur corps résiduels respectifs k = R/p, k' = A/p’, ky = A" /py. 1l suffit de démontrer
que le morphisme canonique D(p’) N H — Auty, k" est injectif. Or ce morphisme est le
restriction du morphisme injectif D(p’) — Auty &'

On peut également prouver ce résultat en utilisant ’assertion 2 du théoreme 1.1.2... O

Cette derniere propriété est bien connue en théorie de Galois classique et se généralise
visiblement tres bien aux algebres galoisiennes. De plus, comme on peut s’en douter, nous
avons la propriété suivante :

Propriété 1.4.2 Soit A une algebre galoisienne sur un anneau R de groupe G. Si H est
un sous-groupe normal de G, alors A est une algébre galoisienne sur R de groupe G /H.

Démonstration Le groupe G /H opere sur A% de facon canonique : g(x) = g(). Soit un
élément © € A invariant par G/H. Alors il est invariant par G tout entier, donc x
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appartient & R. Ceci prouve que R est bien ’anneau des points fixes de A sous I’action
de G/H.

Pour conclure la preuve, il suffit de considérer les éléments z;,y; € A de l'assertion 2
du théoreme 1.1.2 : Y. x;0(y;) = 014, pour tout o € G. Soit un élément ¢ € A dont la
trace sur A” soit 1 (A est galoisienne sur A” de groupe H). Posons @} = >, ,; h(z;c)
et yl = > e M(y;). Ces éléments 2 et y; appartiennent bien a A et pour tout o € G

) = 32 bl = 30X bt Zh@xa%)

i heH i heH heH
Do) =D Y h@ic)aly) =Y he) Y hx)aly) = Y h)ong = 0(c)dren
1 t heH heH i heH

Si bien que ) . 2o (y;) = 0 lorsque o & H, et

Zx;a(y;) = Z ho(c) = tra.an(c) =1

heH

lorsque 0 € H. Les éléments z},y, € A vérifient la condition 2 du théoreme 1.1.2 :
conclusion, A" est galoisienne sur R de groupe G/H. ]

Corollaire 1.4.1 Soit A une algébre galoisienne sur R de groupe G. Quel que soit H un
sous-groupe de G, la sous-algébre A™ est un module projectif de type fini sur R.

Démonstration Comme A est galoisienne sur R, A est un R-module projectif de type
fini (corollaire I.1.1). Nous avons démontré que A était aussi une algebre galoisienne
sur A : A est en particulier un facteur direct de A (corollaire 1.3.1) : plus précisément

A=AV

o V est un A¥-module. Or un facteur direct d'un projectif de type fini est projectif de
type fini. 0

I.4.b Localisation et quotient

Propriété 1.4.3 Soit A une algébre galoisienne sur un anneau R de groupe G. Si S
est une partie multiplicative de R, alors ST1A est une algébre galoisienne sur ST R de
groupe G.

Démonstration Le groupe G opere canoniquement sur S~*A : g(a/s) = g(a)/s ol s
appartient & S C R, a € A. Ainsi les points de S™'A invariants par G sont exactement
les éléments de (ST'A)Y = ST'R. En effet g(a/s) = a/s équivaut a s (sg(a) — sa) = 0.
Par suite a/s € (S71A)Y implique g(s'sa) = s'sa pour tout g € G ot s = []
donc s'sa € Ret a € ST'R.

Pour finir, on utilise I'assertion 2 du théoreme 1.1.2 : il existe des éléments x;,y; € A
tels que >, 2;9(y;) = 01,4 pour tout g € G. Alors les éléments x;/1, y;/1 de S™' A vérifient
la méme propriété. O

/
geG Sg’
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Corollaire 1.4.2 Soit A une algébre galoisienne sur un anneau R de groupe G et p un
idéal premier de R. On note Ry, le localisé de R par S = R\ p, A, le localisé de A par S.
Alors A, est une algebre galoisienne libre sur Ry, de groupe G.

Par ailleurs, quel que soit l'idéal premier p' de A au-dessus de p C R, le corps des
fractions k' = Frac(A/p’) est une extension galoisienne de k = Frac(R/p) de groupe de
Galois D(p') = Stabg(p').

Démonstration Seule la seconde partie du corollaire reste a prouver. Pour cela, nous
allons observer l'idéal p’A, : il s’agit d’'un idéal maximal de A, car il est au-dessus de
I'idéal maximal pR,. En utilisant la définition des algebres galoisiennes, nous savons
que le quotient A,/p’A, est une extension galoisienne de R,/pR, de groupe de Ga-
lois Stabg(p’A,) = Stabg(p’). Nous concluons en signalant

R,/pR, = (R\ p) 'R/p = Frac(R/p) et Ay/p'Ay = (R\ p) tA/p' = Frac(A/p')

car A/p’ est une algebre integre et entiere sur R/p. 0

Propriété 1.4.4 Soit A une algébre galoisienne sur un anneau R de groupe G, I un idéal
propre de A et H C D(I) ={g € G | g(I) = I}. Alors A/I est une algébre galoisienne
sur AL /(I'n A de groupe H.

Démonstration Nous savons déja que A est une algebre galoisienne sur A” de groupe H.
Prouvons pour commencer que A = A/(I N AM) est I'ensemble des points fixes
de A = A/I sous l'action de H. Gréace a la propriété 1.3.1, il existe ¢ € A tel que

> he)=1

heH

car A est galoisienne sur A”. Soit T € A

T=TY h(c)=> hx)h(c)=)_ hxc)

heH heH heH

Or ), cp h(zc) appartient a A donc T appartient & AH.

Il est facile de finir de démontrer que A est galoisienne sur AH (c’est-a-dire prouver
'injectivité des morphismes canoniques de la définition [.1.1) car il y a correspondance
bijective entre les idéaux (maximaux) de A et ceux de A contenant I...

On peut aussi se servir de l'assertion 2 du théoreme 1.1.2 : ses relations passent
parfaitement modulo un idéal propre. O

Remarque. Nous verrons dans la section 1.5 que 'idéal I est engendré par A# N1

dans A.
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I.4.c Produit tensoriel

En fait, les propriétés précédentes portant sur la localisation et le passage au quotient
peuvent étre englobées en un seul et méme théoreme :

Théoréme 1.4.1 (voir [23], pages 85-86) Soit A une algébre galoisienne de groupe G
sur un anneau R. Si T est une R-algébre commutative, alors T Qg A est une algébre
galoisienne sur T de groupe G (G opeére sur T ®@r A par g(t ® a) = t ® g(a), et nous
pouwvons identifier T =T ®r R a T ® 1 car R est un facteur direct de A).

Démonstration La partie la plus difficile pour prouver ce théoreme est de montrer que
I’ensemble des points invariants de T'®p A sous I'action de G est exactement T'® 1. En
effet, une fois ce résultat préliminaire obtenu, on utilise le théoreme 1.1.2 : le produit
tensoriel par T" ne pose alors aucun probleme.

Pour prouver que T est bien I’ensemble des points fixes, il faut faire une démonstration
analogue a celle faite pour le passage au quotient dans le paragraphe précédent : soit ¢ € A
dont la trace est 1. Alors 1 ® c a aussi une trace (sur T') égale a 1. Soit z € (T ®@g A)¢ :

v = zy glee = Y g(led)

geG g€G
geG i i geG

= Zai®trA:R(bi) = ZaitrA:R(bi)®1 S T®1

Ceci montre finalement que les éléments de T'®g A invariants par G appartiennent a T'®1,
c’est-a-dire T'. 0

1.5 Factorisation des idéaux maximaux

Théoréme 1.5.1 Soit A une algebre galoisienne sur un anneau R de groupe G, [’ensem-
ble des idéauzr de A stables par G et I ’ensemble des idéaux de R. Alors les applications
“extension” et “rétraction” entre T et T sont réciproques l'une de [’autre.

7z «— 7T
I — TA
JNR +— J

Démonstration Il faut prouver les deux égalités suivantes : [ANR =TI et (JNR)A = J.
La premiere est vérifiée car R est un facteur direct de A. La seconde I'est aussi : en effet,
comme A est une R-algebre galoisienne de groupe G, il existe des éléments x; et y; de A
tels que > . x;9(y;) = 41 quel que soit g € G. Dans ces conditions, pour tout z € A, nous
avons z = y . tr(y;z)x; (lemme 1.3.1). Si de plus z appartient a un idéal J stable sous
l'action de G, alors tr(yz) = Zgg(yz) appartient J N R pour tout y € A, ce qui prouve
que z = y . tr(y;z)x; appartient a (J N R)A. Conclusion : J C (JNR)A C J. m

Par exemple, si nous posons J = ﬂgeG gp’ ou p’ est un idéal premier de A, alors J = pA
ou p =p’' N R est la trace sur R de tous les gp’. Il est alors clair que 'idéal pA est semi-
premier.
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Rappel. Un idéal I d’un anneau A est dit semi-premier s’il est égal a sa racine,
c’est-a-dire si pour x € A, on a U'implication z" € I = x € [.

Un deuxieme exemple : si nous posons J = Nyp’ ot l'intersection porte sur tous les
idéaux premiers de A, alors nous obtenons J = (Nyp)A ot I'intersection porte sur tous les
idéaux premiers de R. En effet, tout idéal premier de R se releve dans A car A est une
algebre entiere sur R, autrement dit tout idéal premier p de R est de la forme p’ N R.

En résumé, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.1 Soit A une algebre galoisienne sur un anneau R de groupe G, p un
idéal premier de R. Alors pA = Ny’ ot Uintersection porte sur les idéauzx premiers p’
au-dessus de p. En particulier, pA est semi-premier (v/pA = pA).

De plus le nilradical de A est engendrée par celui de R ; donc si R est réduit alors A
[’est aussi.

Rappel. Le nil-radical d’un anneau est 'idéal formé par ’ensemble de ses éléments
nilpotents (élément dont une certaine puissance est nulle). Cet idéal est en particu-
lier I'intersection des idéaux premiers de ’anneau.

On dit que 'anneau est réduit si ’ensemble de ses éléments nilpotents est réduit

A {0}

Nous pouvons poursuivre notre raisonnement en prenant des idéaux m maximaux
de R. Nous obtenons alors une factorisation de mA :

mA:ﬂg.m’: H p’

geG peG.w’

ou m’ est un idéal maximal de A au-dessus de m.
Cette propriété montre que A est une R-algebre séparable. Séparable au sens de la
définition suivante :

Définition 1.5.1 (voir [23], page 72) Une algébre A de type fini sur un anneau R
commutatif est dite séparable si pour tout idéal mazximal m de R, l'algebre A/mA est
séparable sur le corps R/m.

Rappel. Une extension K/k de type fini est dite séparable s’il existe une base de
transcendance B de K sur k telle que K soit une extension algébrique séparable
sur k(B) (voir la définition IV.1.1, page 98).

Une algebre algébrique (de type fini) sur un corps k est séparable si et seulement si
le polynome minimal de chacun de ses éléments est séparable.

Effectivement, nous savons qu’une algebre galoisienne A est un R-module de type fini,
mais aussi que l'extension A/m’ est galoisienne sur R/m quel que soit 1'idéal maximal m’
de trace m sur R. De ces deux propriétés, on déduit la séparabilité de A/mA ~ []_, A/m’
sur R/m en tant qu’algebre.

Théoreme 1.5.2 Soit A une algébre galoisienne sur un anneau R de groupe G. Alors A
est une R-algébre (de type fini) séparable.
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1.6 Quand I’anneau de base est intégralement clos...

Dans cette section, nous allons étudier la structure tres particuliere des algebres galoi-
siennes lorsque leur anneau des points fixes est intégralement clos. En effet, dans cette
simple configuration, nous savons par exemple qu’'une telle algebre A est réduite (corol-
laire 1.5.1). Par suite, comme dans tout anneau réduit (voir [9] page 152), nous avons

U P = {diviseurs de 0}
PCA
1€" minimal

Dans notre cadre particulier, les propriétés sont bien stur plus nombreuses... Nous allons
démontrer qu’'une algebre galoisienne sur un anneau intégralement clos est isomorphe
canoniquement a un produit fini d’anneaux intégralement clos. De plus, chacun de ces
anneaux est une algebre galoisienne (sur 'anneau de base) dont le groupe de Galois est
tres bien déterminé (voir la propriété 1.6.3, page 31).

Théoréme 1.6.1 (Deuxiéme théoréeme d’existence, voir [10], page 56)

Soit R un anneau intégralement clos, A un anneau contenant R et entier sur R. On
suppose que 0 est le seul élément de R qui soit diviseur de O dans A. Soit p C q deux
idéaux premiers de R et q un idéal premier de A au-dessus de q. Alors il existe un idéal
premier p de A au-dessus de p et contenu dans q.

En particulier, si nous considérons une algebre galoisienne A sur un anneau R intégra-
lement clos, 0 est le seul élément de R qui est diviseur de 0 dans A car A est un module
projectif (i.e. facteur direct d’'un module libre) sur I'anneau integre R. Ainsi les hy-
potheses et la conclusion de ce théoreme sont tout-a-fait valides dans notre cadre.

I[.6.a Idéaux premiers minimaux

Il n’est pas rare que l'on considere des anneaux noethériens, car d’une part ceux-ci
forment une large classe, et d’autre part ils possedent des propriétés parfois tres utiles :
par exemple, dans un anneau noethérien, les idéaux premiers minimaux sont en nombre
fini.

Dans le cadre de cette section, nous avons le résultat similaire suivant :

Lemme 1.6.1 Soit A une algébre galoisienne de groupe G sur un anneau R intégrale-
ment clos. Les idéauzx premiers minimaux de A sont les idéaux premiers de A au-dessus
de lidéal premier (0) C R.

Le nombre d’idéaux premiers minimauzx dans A est fini (car ils sont G-conjugués).

Démonstration Si deux idéaux premiers p C q de A sont au-dessus de (0), alors ils
sont égaux car au-dessus d’un méme idéal premier (voir [44], page 50). Ainsi les idéaux
premiers de A au-dessus de (0) sont minimaux.

Réciproquement, si ¢ est un idéal premier qui n’est pas au-dessus de (0), alors il existe
un idéal premier p C q au-dessus de (0) (théoreme 1.6.1). Par suite, on a nécessairement
p # ¢, donc q n’est pas minimal. 0
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Propriété 1.6.1 Soit A une algébre galoisienne de groupe G sur un anneau R intégra-
lement clos. Soit p un idéal premier minimal de A (au-dessus de (0)). Alors A/p est
une R-algébre galoisienne intégre de groupe H = Stabg(p) = {9 € G | gp = p}.

Démonstration Soit K,, Ky et K les corps des fractions des anneaux integres A/p,
A" /(AT N p) et R respectivement. Nous savons déja que A/p est galoisienne sur le
quotient A¥ /(AT Np) de groupe H (propriété 1.4.4). Nous en déduisons par localisation
que l'extension K, est galoisienne sur Ky de groupe H.

D’autre part, grace au corollaire I.4.2, nous savons que K, est une extension galoisienne
de K de groupe de Galois H. Ainsi Ky = K, autrement dit A7 /(A% Np) et R ont le
méme corps des fractions. Comme A /(A Np) est entier sur R et R est intégralement
clos, nous avons 1'égalité de ces deux anneaux : A/p est galoisienne sur R de groupe H. O

Remarque. On n’est pas obligé de supposer I'idéal p de A au-dessus de (0). Sil'on
suppose que R/q est intégralement clos avec q = p N R, alors A/p est une algebre
integre galoisienne sur R/q de groupe H = Stabg(p). Pour démontrer cela, il suffit
d’utiliser la propriété 1.6.1 en considérant l’algebre A/qA galoisienne sur R/q de
groupe G.

Propriété 1.6.2 Soit A une algebre galoisienne de groupe G sur un anneau R intégrale-
ment clos de corps des fractions K. Alors A est intégralement fermée dans son anneau
total des fractions K @g A = (R*)"*A (algébre galoisienne sur K, de groupe G).

Remarque. Par définition, 1’anneau total des fractions d’anneau commutatif
quelconque A est le localisé de A par les éléments réguliers (non diviseurs de 0)
de A. En outre, A s’injecte dans son anneau total des fractions.

Dans notre cas ou R est integre, les éléments réguliers de A sont ceux dont la
norme sur R est non nulle (voir la propriété 1.3.2). Ainsi, toute fraction b='a ott b
est un élément régulier de A peut se mettre sous la forme N(b)"lab' € (R*)71A,
avec b’ =[], g(b) ot le produit porte sur les éléments g € G\ {Id}.

Démonstration Nous savons que K ®p A = (R*)7!A est une K-algebre galoisienne de
groupe G.

Soit (x;,y;); des éléments de A vérifiant ) . x;9(y;) = 614 pour tout g € G. Ces
éléments existent car A est une R-algebre galoisienne de groupe G. Nous savons qu’il
en existe également dans la K-algébre galoisienne K ®p A = (R*)™!A : nous pouvons
prendre les mémes (z;,y;); puisque A s’injecte dans K @z A = (R*)71A.

Grace au lemme 1.3.1 appliqué & (R*)~' A, nous avons

V2 e (RY) A, z= Ztr(zyi)xi

Si nous considérons un élément z € (R*)"'A entier sur A, alors celui-ci est entier sur R
(car A est une algebre entiere sur R). Comme les y; appartiennent a A, ils sont également
entiers sur R, si bien que les produits zy; le sont aussi. Des lors, tr(zy;) est un élément
de K entier sur R. Or R est intégralement clos, donc tr(zy;) appartient a R. Finalement,
si un élément z de (R*)"'A est entier sur A, alors z appartient au module Y}, Rz;, donc
a A : lalgebre A est intégralement fermée dans son anneau total des fractions. 0
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I[.6.b Idempotents indécomposables

Lorsqu’un anneau noethérien est réduit, il est connu que son anneau total des fractions
est un produit fini de corps (voir [9], page 153). De plus, si cet anneau ncethérien réduit
est intégralement fermé dans son anneau total des fractions, alors il est isomorphe a un
produit d’anneaux intégralement clos.

Nous proposons ici un résultat tout-a-fait similaire pour les algebres galoisiennes
“montées” sur les anneaux intégralement clos.

Propriété 1.6.3 Soit A une algébre galoisienne de groupe G sur un anneau R intégra-
lement clos. Alors A = ®.Ae ou la somme directe porte sur les idempotents indécompo-
sables e de A. Ceuz-ci sont G-conjugués. De plus, les R-algébres Ae sont intégralement
closes et galoisiennes de groupe Stabg(e).

Démonstration Soit K le corps des fractions de R et A’ = K @z A = (R*)"'A. Nous
rappelons que A’ est une K-algebre galoisienne de groupe G. Tout d’abord les idempotents
de A’ appartiennent a A. En effet, ces derniers sont entiers sur R (car racines de 7?—T) et
font partie de la cloture intégrale de A’ sur R, c’est-a-dire A en vertu de la propriété 1.6.2.

D’autre part, la K-algebre galoisienne A’ est une K-algebre artinienne (car de dimen-
sion finie) et réduite (corollaire [.5.1). Il s’agit donc d’'un produit de corps

A~K@pA~(R)'A~ [[ A/m

mCA/

maximal
De plus, tout idéal d’'un produit de corps est engendré par un unique idempotent. Ainsi
pour tout idéal maximal m C A’, nous noterons e}, l'idempotent qui engendre m. Ces
idempotents engendrent des idéaux maximaux dans A’. De facon symétrique, les idem-
potents ey, = 1 — e}, forment l'ensemble des idempotents indécomposables de A’ et
méme de A (puisqu’ils appartiennent a A). Nous obtenons simultanément deux sommes
directes, I'une de corps, I'autre d’anneaux integres :

A’:@A'em et A:@Aem

Justifions a présent que les idempotents indécomposables e, de A sont G-conjugués. Il
revient au meme de montrer que les idempotents e}, = 1—ey, le sont. Or les idempotents ey,
sont des premiers de A car A/(el,) ~ Aew C A’en (corps). On pourrait également évoquer
le fait que Ae, est la trace sur A de I'idéal maximal A’e/ de A’

Le théoreme 1.1.1 nous affirme que les idéaux premiers Ae!, de A sont G-conjugués car
ils sont tous au-dessus de 'idéal premier (0) C R. Par unicité de 'idempotent générateur
de tout idéal de A’, nous obtenons bien le résultat : les e, sont G-conjugués.

De plus, gréace a la propriété 1.6.1, nous savons que les quotients A/(el,) ~ Aen sont
des R-algebres galoisiennes integres de groupe Stabg(er,) = Stabg(en).

Enfin, la propriété 1.6.2 prouve que chaque R-algebre Ae,, est intégralement close. O
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Corollaire 1.6.1 Toute algebre galoisienne sur un anneau intégralement clos est un an-
neau normal ayant un nombre fini d’idéaux premiers minimaux.

Rappel. Un anneau commutatif est dit normal si le localisé de cet anneau en
chacun de ses idéaux premiers est intégralement clos (voir [45], page 64).

Démonstration Nous savons maintenant qu’une algebre galoisienne sur un anneau R
intégralement clos est isomorphe & A? ol A est un anneau intégralement clos. Un idéal
premier P de A? est de la forme

P=AX---xXAXpxAx---xA

oll p est un idéal premier de A, si bien que le localisé A%, est isomorphe au localisé A,.
Or A est intégralement clos, donc A%, ~ A, lest également. 0

I[.6.c Polynome minimal et résolvante

Définition 1.6.1 Soit A un anneau commutatif sur lequel opére un groupe fini G et le
sous-anneau des points fives R = A%. Pour tout élément x € A, on définit le polynome

o) = [ T~y

yeG.x

Ce polynome unitaire est a coefficients dans R. Il est appelé résolvante associée a x.

Lemme 1.6.2 Soit R un anneau intégralement clos, K son corps des fractions et P,()
deuz polynomes unitaires de KI[T] tels que P.QQ € R[T]. Alors P et Q appartiennent
a R[T).

Démonstration Les racines des polynomes P et () sont des éléments entiers sur R car
le produit P.QQ € R[T] est unitaire. Donc les coefficients de P et @ sont entiers sur R. Or
ils appartiennent a K, donc a R. 0

Grace a ce lemme, on peut définir le polynome minimal d’un élément entier sur un
anneau intégralement clos, le pged de deux polynomes unitaires a coefficients dans ce
méme anneau, ainsi que leurs parties sans facteur carré, etc...

Propriété 1.6.4 Soit A un anneau sur lequel opére un groupe fini G et R = A% le sous-
anneau des points fizes. On sait que A est entier sur R. On suppose que R est un anneau
intégralement clos. Soit x un élément de A. Soit p, le polynome minimal de x sur R et g
la résolvante associée a x. Alors p, divise g qui lui-méme divise ule'x‘ dans R[T].

Démonstration Le fait que p, divise g € R[T] est évident puisque g(z) = 0 et R est
intégralement clos.

Comme z est racine de p, € R[T], T — x divise u,(T) dans A[T]. Sil'on pose y = 0.
ou o € G, on obtient la méme chose, c’est-a-dire 7' — y divise u,(7T") dans A[T], car p,
appartient & R[T]. En multipliant toutes ces relations de divisibilité entre elles pour y
variant dans G.x, on voit que g = [[ ¢ (T —y) divise (€™ dans A[T)... Or g est

unitaire, donc on peut considérer la division euclidienne de ,u‘xG'm' par g dans R[T]. Par
unicité des quotient et reste de cette division, on voit que g divise ,u‘xG'm' dans R[T. O
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Théoreme 1.6.2 Soit A une algebre galoisienne de groupe G sur un anneau R intégra-
lement clos. Si x est un élément de A, alors le polynéme minimal de x sur R (noté u,)

est la partie sans facteur carré de sa résolvante H (T —y).
yeG.x

Démonstration Montrons que pu, est sans facteur carré : si h € R[T] est un polynome
tel que h? divise p, dans R[T] alors

b= () e

est un polynéme de R[T] qui s’annule en z. Comme A est réduit (corollaire 1.5.1), le

. . o , . PSR T
polynéme = s’annule aussi en x. Ainsi h est nécessairement égal & 1 si I'on ne veut pas

contredire la définition de p,...

Pour montrer que le polynome minimal de x est la partie sans facteur carré de sa
résolvante, il suffit d’utiliser la propriété 1.6.4 en remarquant que la partie sans facteur
carré de u, est égale a p, comme on vient de le constater. 0

Un exemple des plus classiques dans lequel le polynome minimal de x n’est pas égal
a la résolvante de x, est celui ou x est un idempotent de A distinct de 0 et 1 : en effet,
le polynome minimal de z est T2 — T', alors que sa résolvante n’a aucune raison d’étre de
degré 2 (cette derniere est de la forme T° — T7 ot j < i = |G.x|).

1.7 Algebre galoisienne libre

I[.7.a Trace, norme et polynome caractéristique

Définition 1.7.1 (voir [47], chapitre 2) Soit A une R-algébre libre de rang fini. Pour
un €lément x € A, on considere l’endomorphisme de multiplication par x, noté m,. On
définit la norme, la trace et le polynéme caractéristique de x comme étant respec-
tivement le déterminant, la trace et le polynome caractéristique de [’endomorphisme m.
Les notations respectives sont Na.r(x), tra.g(z) et xa.r(z).

Le lecteur pourra consulter au besoin les références “bourbakistes” suivantes : Algebre,

chap. 3 parag. 9 Normes et traces, pages 107-116, Hermann 1970,
Dans ce paragraphe sont données les définitions et quelques propriétés de la norme
et de la trace d'un élément d'un module, puis dans une algebre.

chap. 5 parag. 8 Normes et traces, pages 45-50, Masson 1981,
Ce paragraphe est consacré plus particulierement aux algebres étales : 'auteur fait
le lien entre les norme, trace, polynome caractéristique et les endomorphismes de
I’algebre étale.

chap. 8 parag. 12 Normes et traces, pages 142-150, Hermann 1958,
Ici est traité plus précisément le cas des traces et normes dans les algebres réduites.
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chap. 9 parag. 2 Discriminant d’une forme sesquilinéaire, pages 41-47, Hermann 1959,
C’est un paragraphe sur les discriminants des formes sesquilinéaires. On y trouve
entre autre une démonstration de la formule de transitivité du discriminant et une
condition de séparabilité des algebres de dimension finie.

Dans le cadre d'une algebre galoisienne A de groupe G, leurs définitions sont assez
différentes : la trace d'un élément x est la somme ) g(x), sa norme est le produit [ [, g(z),

et son polynome caractéristique [, (T - g(2)).

Prouvons que ces “doubles définitions” sont compatibles dans le cadre d’une algebre
galoisienne libre. Ce résultat ne serait guere étonnant tellement on a I’habitude de ce fait
en théorie des corps.

Théoréme 1.7.1 Soit A une algébre galoisienne libre sur R de groupe G et x € A. On
note my la multiplication par x dans A. Alors

tr(z) = tr(m,) = Y g(x)  N(z) = det(m,) = [ 9(=)
geG geG
\o(T) = det(T'1d —m,) = [[(T = g(x))

geG

Démonstration Considérons donc I'endomorphisme m,, la multiplication par x dans A.
Dans A®pr A, les trace, déterminant, et polynome caractéristique de mqg, sont les mémes
que ceux de m,. Grace au théoreme 1.1.2; on sait qu'une algebre galoisienne A de groupe G

vérifie AQpA ~ [[5 A. Cet isomorphisme de A-algebres qui envoie 1®z sur (g(x)) n-

co
geG
serve aussi ces trois quantités. Or dans [[ A, il est facile de les calculer : 3 g(x), [, 9(z)

et Hg (T—g(x)). O

1.7.b Discriminant

Dans cette section, nous proposons une autre approche pour établir le théoreme
précédent. La méthode est certes moins directe, mais elle fait appel a une notion non-
abordée jusqu’a présent : la notion de discriminant.

Soit. A un module libre sur un anneau R et B une base de A. On définit canoniquement
la base duale de B dans le dual A* de A. Si nous considérons une forme bilinéaire p :
A x A — R, nous pouvons définir alors le discriminant d’une famille finie F' de vecteurs
comme étant le déterminant de la matrice formée par (,u(a, b))a beF

Supposons de plus que cette forme bilinéaire y est non dégénérée, c’est-a-dire réalisant
un isomorphisme entre A et A* par a — p(a, «). A tout élément b de la base BB correspond

une forme linéaire b* € A* tel que
VaeA, a:Zb*(a)b
beB

Nous définissons alors la base duale B’ = {b'},cp C A pour la forme p en posant

:u(bla ') = b*
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pour tout b* € B*. La base duale B’ pour u peut également étre définie par les re-
lations pu(b',c) = 6. pour b,c € B. 1l est alors clair que la base duale de B’ est B
elle-méme : (B') = B.

Pour une telle forme bilinéaire, si une famille B est une base, alors son discriminant
est inversible car il s’agit du déterminant de l'isomorphisme entre A et A* donné par u
(non dégénérée).

Dans une R-algebre galoisienne A de groupe G, nous possédons une forme bilinéaire
non dégénérée tres particuliere. Il s’agit de ’application

o (zy) € Ax A trg(ay) = Zg(azy)

geG

Nous notons provisoirement la trace d'une algebre galoisienne trg pour la distinguer de
la trace dans les algebres libres. En fait, nous allons montrer qu’elles sont égales.

Nous disposons alors d’une base duale B’ C A, et nous savons que det (trG(bc))

b,ceB
est inversible dans R. Numérotons les éléments de la base B par by,...,b, et ceux de la
base duale B’ par b}, ... b, tout en conservant les égalités bf = trg(b)«) bien sir (nous

avons nécessairement n = |G|). Considérons maintenant la matrice
P= (gi(bj))z’,sz.n

Les coefficients de la matrice P appartiennent a I'algébre A. En revanche, ceux de 'P.P
font partie de R comme le montre ce petit calcul :

("P.P)i = gr(bi)gr(b;) = tra(bib;) € R
k
Nous obtenons en particulier la relation classique entre les déterminants

(det (gi(bj))ij)Q = det('P.P) = det (tre(biby)), , € U(R)

),

ou U(R) est le groupe des éléments inversibles de R. Ceci prouve linversibilité de la
matrice P dans M,,(A).

Remarque. On peut vérifier ce résultat d’une autre fagon en calculant QP ou la
matrice @ est égale a (g;(b}))

ij=l.n
(@P)ij = > gk (b))gr(bs) = tra(bid;) = b; (b;) = 65
k
La matrice @) est 'inverse de P.

Nous venons de démontrer le lemme suivant :

Lemme 1.7.1 Soit A une algébre galoisienne libre sur R de groupe G et de base B. Alors
la matrice P = (g(b)) e est inversible dans M,(A) (n=|G| = |B|).
beB
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Théoréme 1.7.2 Soit A une algébre galoisienne libre sur R de groupe G = {g1,...,gn}
et y € A. La matrice de multiplication par y (dans une base quelconque) est semblable
dans M,(A) a la matrice diagonale D = diag (gi(y))izl_n.
Démonstration Dans une base B = {by,...,b,} de A, la matrice M = (y;;) € M,(R)
de la multiplication par y est définie par : by = >, yi;bs.

En appliquant g;, il vient gi(y)gi(b;) = > ) yrsgi(br). Mais gi(y)gi(b;) = (DP)y;,
tandis que >, yr;gi(bx) = (PM);;. Cela prouve que DP = PM et le résultat puisque P
est inversible. 0

Les matrices D et M ont alors les mémes “invariants”, entre autres les mémes traces,
déterminants, polynomes caractéristiques... Nous venons de démontrer a nouveau le théo-
reme [.7.1.

Théoréme 1.7.3 Soit A une R-algébre galoisienne libre de groupe G. Alors le discrimi-
nant de A sur R est inversible.

Rappel. Le discriminant d’une algébre libre est par définition le discriminant par
rapport a la forme bilinéaire “tracique” (x,y) — tr(zy) d’une base quelconque B de
I’algebre, c’est-a-dire det (tr(ab)) Cette valeur est la méme pour toute base,

a,beB’
au carré d’un inversible pres.

1.8 Eléments primitifs, normaux

[.8.a Algebres étales

Le lecteur trouvera dans [14] (pages 28-40) une étude approfondie portant sur les
algebres étales. Les résultats de cette étude nous intéressent particulierement puisque les
algebres galoisiennes sur des corps sont de dimension finie et séparables, i.e. étales. Nous
en rappelons ici quelques propriétés.

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps commutatif.

Définition 1.8.1 On dit qu’une K-algebre A est étale s’il existe une extension ) de K
telle que A @  soit isomorphe a Q". (A est alors nécessairement une K-algébre com-
mutative de dimension finie.)

On dit alors que Q) diagonalise A sur K.

Théoréme 1.8.1 Soit A une algebre commutative de dimension finie sur un corps K.
L’algebre A est étale sur K si et seulement si elle est séparable, i.e. le polynome minimal
sur K de tout élément de A est a racines simples.

Propriété 1.8.1 Soit A une algébre étale sur K. Il n’existe qu’un nombre fini de sous-
algebres et d’idéauxr de A. De plus, toute extension de K qui diagonalise A diagonalise
toute sous-algebre et toute algebre quotient de A, et en particulier ces algébres sont étales.
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Théoreme 1.8.2 Supposons K infini ; soit A une K-algébre commutative ne possédant

qu’un nombre fini de sous-algébres, et soit V' un sous-espace vectoriel de A qui engendre A.
Il existe x € V tel que A = K|z].

Corollaire 1.8.1 Soit K un corps infini et A une K-algebre étale. Alors il existe v € A
tel que A = K[z]|. En particulier, toute algébre galoisienne sur un corps infini posséde un
élément primatif.

Démonstration Il est tout-a-fait possible de démontrer ce corollaire en utilisant la pro-
priété 1.8.1 puis le théoreme 1.8.2. Cependant, nous proposons ici une autre démonstration
de ce corollaire. Comme une algebre étale est engendrée par un nombre fini d’éléments
séparables, il suffit de prouver qu'une algebre engendrée par deux éléments séparables est
monogene. Soit donc A = KJa,b] une algebre étale sur K.

Par définition, A" = A ® Q est isomorphe & Q" (n = dimy A) en tant que 2-algebre.
On note v et w les images respectives de a et b par cet isomorphisme. Notre but est
maintenant de prouver l'existence d'un élément primitif de la forme v + Aw (A € K)
engendrant Q" : si ce but est atteint, on aura alors A = K|[a 4+ Ab] car les polynomes
minimaux de v + Aw sur et de a + Ab sur K sont égaux (rationalité).

Un élément u € " est primitif si (et seulement si) toutes ses coordonnées sont dis-
tinctes. Prouvons que ’ensemble des A € K tel que v+ Aw ait au moins deux coordonnées
identiques est un ensemble fini. Comme K est supposé infini, I'objectif que nous nous
sommes fixé sera atteint.

L’équation en A, (v+ Aw); = (v + Aw); avec i # j, revient a

)\(wl — U}j) =V =Y

Il est impossible d’avoir w; = w; et v; = v; simultanément, sinon pour tout vecteur u
de Q[v, w], on a u; = u; et donc n = dimg A’ = dimg Qfv, w| < n...
Si w; —w; =0 alors 0 =v; —v; # 0 : absurde. Si w; — w; # 0 alors

A= (v —v)(w; —w;) ™!

(si cette valeur appartient a K'). Finalement on voit qu’il n’existe qu'un nombre fini de
valeurs possibles A pour que v + Aw ait deux coordonnées ¢ et j identiques, c’est-a-dire
pour que a + Ab ne soit pas un élément primitif de A... O

Remarque. Si A = K[z1,...,x,] est étale sur un corps K infini, alors il existe une
combinaison K-linéaire des x; qui est un élément primitif de A.

1.8.b Base normale

Considérons une algebre galoisienne A de groupe G sur un corps K. Il est clair que A
est libre, et de dimension |G| sur K d’apres le corollaire 1.1.1 (page 19). Il s’agit donc
d’une algebre artinienne sur K. Or les anneaux artiniens sont tres bien classifiés :

Théoréme 1.8.3 (cf [44], page 126) Soit un anneau A artinien commutatif et dont les
idéaux maximauzx sont py,...,ps. Alors
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o rad(A) = /(0) =pi...p;

e IneN-—{0}, rad(4)" = (0)

e dneN-—{0}, A~ H A/pl produit d’anneauz artiniens locaux d’idéal mazimal p;
i=1

o A/p? est isomorphe au localisé de A en p;

Sachant qu’une algebre galoisienne sur un corps est toujours séparable, elle est obli-
gatoirement un produit de corps : A ~ H A/m. Nous savons de plus que les idéaux

m maxi.

maximaux de A sont conjugués sous 'action du groupe de Galois, car ils sont tous au-
dessus de 'idéal maximal (0) du corps de base. Les quotients (A/m)y maxi. Sont donc tous
isomorphes. Enfin nous savons, par définition d’une algebre galoisienne, que A/m est une
extension galoisienne de K de groupe de Galois D(m) = Stabg(m).

Montrons, sans utiliser la théorie de Galois classique, qu’il existe une base normale
dans A lorsque K est un corps infini.

Démonstration Nous savons grace au corollaire [.8.1 qu’il existe une K-base de A formée
par les premieres puissances d’'un élément primitif o (K est supposé infini). Grace a la
propriété 1.1.4, il existe des a; € A tels que

g a;7(a)) =61, VTed
J
Les quantités a; sont uniques car les premieres puissances de o forment une base sur R.

Elles ne sont pas difficiles a exprimer si I'on connait le polynéme minimal f de « sur K.
En effet ce sont les coefficients du polynéme

g(T) = ZajTj € A[T]

(T —a)f'() —af’

Remarque. Ce polynome est donné par Artin dans [5] (page 66) dans le cadre
classique de la théorie des extensions galoisiennes.

Précisons pourquoi f’(«) est inversible dans A : il suffit de spécialiser en « une relation
de Bezout entre f et f’.

Considérons les polynémes conjugués de g : g,(T) = > i o(a;)T7. Lorsqu’on les évalue

en «, on obtient ces relations : g,(a) = d,1, si bien que nous avons
/
§ gO'T gO"T - 5T,7” v T, T € G
oeG

On déduit de cette derniere égalité la non nullité du polynome

— det <Z Gor (T)gorr >>
7 G

oceG
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puisque ce dernier vaut 1 lorsqu’on 1’évalue en ae. Comme le corps de base K est infini, il
existe x € K qui n’est pas racine de h. Posons

@
VI = o) )
Nous avons alors g,-(z) = o7(y), donc 0 # h(x) = det (tr (T(@/)T/(y)))q_ﬂ_/ec.

que {7(y), 7 € G} forme une K-base de A, c’est-a-dire que y est un élément normal de A
sur K. 0

Ceci prouve

Nous venons de démontrer qu’il existe une base normale dans toute algebre galoisienne
sur un corps infini. Le théoréeme suivant généralise cette propriété :

Théoréme 1.8.4 (voir [16], pages 27-28) Soit A une algébre galoisienne de groupe G
sur un anneau semi-local R (R ne contient qu’un nombre fini d’idéaux maximauz). Alors
A et R[G] sont isomorphes en tant que R|G]-modules. De maniére équivalente, il existe
une R-base normale dans A.

Démonstration La preuve que nous allons donner utilise la théorie de Galois classique,
contrairement a tout ce que nous avons présenté jusqu’ici...

Lemme 1.8.1 Soit A une algebre galoisienne de groupe G sur un corps K. Alors il existe
une K-base normale dans A.

Pour démontrer ce lemme, utilisons la décomposition de la K-algebre galoisienne A en
somme directe d’extensions galoisiennes

A= @A.x = @ A.o(e)

oe(G/H)g

ou la somme de gauche porte sur tous les idempotents indécomposables = de A et, dans
la somme de droite, e est un idempotent indécomposable de A fixé et H = Fixg(e) (voir
la propriété 1.6.3, page 31). De plus, A.e est une extension galoisienne au sens classique
de K : il existe donc un élément normal z de A.e sur K. Ainsi

Ae=EPKh(z) Aoc(e)=oc(Ae)= P K.h(z)

heH h€o.H

Finalement, comme G est la réunion disjointe des classes a gauche de (G/H),, nous

obtenons
A= @ K.g(z)

geG

Autrement dit, I’élément z € A est normal.

Maintenant que ce lemme est prouvé, revenons aux hypotheses du théoreme. Nous
rappelons que A est en particulier un module libre de rang |G| sur 'anneau semi-local R
car A est un R-module projectif.
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Soit m un idéal maximal de R. Nous savons que A/mA est une algebre galoisienne sur
le corps R/m de groupe G (propriété 1.4.4). Il existe donc un élément normal z,, de A/mA
sur le corps R/m. En appliquant le théoreme chinois aux idéaux co-maximaux mA, nous
prouvons l'existence d’un élément z € A dont la classe modulo mA est z,, quel que soit
I'idéal maximal m de R.

Notons d € R le déterminant de la famille G.z dans une R-base quelconque B de A.
Si d n’est pas inversible dans R, alors il existe un idéal maximal m C R contenant d.
Par suite, dans l'algébre galoisienne résiduelle A/mA, le déterminant d (mod m) de la
famille G.z (mod mA) = G.z,, dans la base B (mod mA) est nul. Or ceci est impossible
par définition de z...

Conclusion : d est inversible dans R et G.z est une base normale de A sur R. O

Remarque. En théorie de Galois classique (extensions de corps), il existe tou-
jours des éléments normaux. Ceux-ci sont en particulier des éléments primitifs
de l'extension galoisienne.

En revanche, dans une algebre galoisienne, un élément normal (s’il existe) n’est pas
nécessairement un élément primitif. Prenons ’exemple le plus simple possible :

A=R"

ou R est un anneau commutatif quelconque. L’algebre A est galoisienne sur R pour
tout groupe d’ordre n transitif sur {1,...,n} (ce groupe opére sur A en permutant
les coordonnées). L’idempotent (1,0,0,...) est bien un élément normal de A, mais
il est clair qu’il n’en est pas un élément primitif si n > 2.

Nous pouvons méme ajouter que, si le cardinal de R est strictement inférieur a n,
alors il n’existe pas d’élément primitif de A sur R ! Les notions d’éléments primitifs
et normaux sont donc tout-a-fait disjointes dans le cadre de la théorie des algebres
galoisiennes...
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Algebre de décomposition universelle

Soit R un anneau commutatif unitaire et f € R[T| un polynéome unitaire non constant
de degré n. On suppose qu’il existe un sur-anneau A de R dans lequel f se factorise :

f(T) = (T = 61)--- (T = 6n)

ou les 8, € A sont inconnus.

Peut-on faire du calcul dans R[6;,...,0,] ? La réponse est oui. Mais alors, quels
genres de calcul peut-on faire ? Par exemple, calculer des expressions symétriques en
les 6;. On sait que leurs valeurs appartiennent a R grace au théoreme suivant.

Théoréme 11.0.1 Soit un polynéme P € R[Xy,...,X,]. Si P est stable par toute per-
mutation des indéterminées X;, alors P est un polynome en les polynomes symétriques
élémentaires (la réciproque étant claire).

RIXy,... . X, =Rloy,...,00] avec o= Y = X;..X,

1<j1<-<jisn

Deux stratégies totalement différentes sont couramment utilisées pour réaliser ces calculs.
La premiere est plutot numérique, c’est-a-dire qu’elle utilise les nombres flottants. Elle
se restreint donc aux sous-anneaux de C. Cependant tous les calculs se font tres rapide-
ment, méme si le nombre de décimales utilisées est important. C’est ainsi que 'on peut
déterminer avec une marge d’erreur suffisamment petite les racines #; € C du polynome f,
puis effectuer tout calcul dans un ensemble proche de R0, ..., 6,]. Un résultat suffisam-
ment précis indiquera le résultat réel de I’évaluation en les racines ;. Cette méthode a
été introduite par R.P. Stauduhar, et récemment concrétisée par H. Cohen, M. Olivier,
et Y. Eichenlaub avec le logiciel de calcul formel Pari.

La seconde méthode est basée sur le calcul formel, qui peut s'utiliser sur des an-
neaux a priori quelconques. L’inconvénient de ce genre de méthode est de ne pas étre
tres expéditive lorsque 'on veut faire des calculs laborieux. Ceci est dii au manque
d’hypotheses sur I'anneau de base. Bien sir ce point faible est contrebalancé par sa
cause méme : 'avantage de travailler avec des anneaux quelconques se révele intéressant,
voire indispensable... Pour accélérer les calculs, on utilise généralement des algorithmes
supposant par exemple que R est infini, de caractéristique nulle, integre, etc...
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Je me suis intéressé plus particulierement au calcul du groupe de Galois d’un poly-
nome f sur un corps K quelconque. Pour déterminer un groupe, il existe une technique
s’appuyant sur la connaissance des actions de ce groupe sur différents ensembles bien
choisis. Dans le cadre de la recherche du groupe de Galois, cela se fait par la factorisation
de certains polynomes (appelés résolvantes). Il a été démontré par J.M. Arnaudies et
A. Valibouze que cette méthode est déterministe pour un groupe fini (voir [61]).

Une grosse partie du probleme est de pouvoir calculer efficacement ces résolvantes, car
celles-ci ont une définition liée aux racines 6; du polynome f, qui sont bien sir inconnues...
Pour ce genre de calculs, il y a, nous ’avons vu, au moins deux fagons de s’y prendre : le
calcul numérique et le calcul formel.

L’algebre de décomposition universelle devait dans un premier temps servir d’outil
pour réaliser formellement de tels calculs. Sa mise en ceuvre en machine (en Axiom par
exemple) est un exercice intéressant, et surtout permet (plus ou moins efficacement) de
calculer toute expression symétrique des racines #; d’'un polynome unitaire f, sans algori-
thme particulier... En considérant cette algebre comme un outil informatique, mais aussi
et surtout mathématique, on s’apergoit qu’elle apporte une couche algébrique (peut-étre
non négligeable) a la théorie purement “groupiste” (ou “groupistique”) qui est développée
dans la méthode classique de calcul de groupes de Galois par factorisation des résolvantes :
nous évoquerons les notions d’algebre étale, d’élément primitif, de relevement d’idéaux,
de groupe de décomposition, etc...

Les qualités de l’algebre de décomposition universelle m’ont amené a changer mon
fusil d’épaule : par exemple, mon but n’est plus de calculer le groupe de Galois de f en
tant que tel, mais de réaliser un corps de décomposition de f.

En fait l'algebre de décomposition universelle d’'un polynome f séparable sur un
corps K est un produit (fini) de corps de décomposition de f. De plus, elle fait par-
tie des algebres galoisiennes, ce qui laisse entrevoir des propriétés semblables a celles
connues en théorie de Galois classique.

II.1 Décomposition et universalité

Pour calculer une expression polynomiale symétrique P(fy,...,0,) en les racines 6;
d’un polynome
f(D)=T" —a,T" ' 4 -+ (=1)"a,

on peut bien sur utiliser le théoreme I1.0.1 : il suffit d’exprimer P dans R|oy, ..., 0,] puis
de substituer les a; aux o;.

Ceci permet effectivement de calculer toute expression symétrique des racines de f.
Cependant il est peut-étre coliteux de travailler dans des extensions telles R[X7, ..., X,]
et R[o1,...,0,]... Une idée consiste a effectuer I’évaluation des polyndémes symétriques
avant meme de commencer tout calcul : soit

Ef = {O’i — Qy, 1= 177,}
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alors la substitution o; — a; est équivalente au passage modulo (X¢), ot (¥¢) est le noyau
du morphisme d’évaluation o; — a;. Ainsi, au lieu de passer successivement un polynome
symétrique P de R[Xy,...,X,] dans R[oy,...,0,] puis d’évaluer, il suffira de connaitre
la classe de P modulo (X¢).

R[O’l,...,O'n] — R[Xl,,Xn]
! !
Re~Rlow,...,00/(S)) — R[Xi,..., X /()

La condition impérative, pour étre capable de calculer une expression symétrique en les
racines de f dont le résultat appartient a R, est de connaitre les classes des éléments
de R : en effet si P appartient & R[X1, ..., X,,]5 alors sa classe modulo (X¢) est la classe
de P(b,...,0,) € R.

Définition I1.1.1 (voir [13] pages 68-70, ou [48]) On appelle algébre de décom-
position universelle, et l'on note DY, la R-algébre R[Xy,. .., X,]/(Z¢).

On note désormais z; 'élément X; = X; mod (X;) de DY,
Théoreme I1.1.1 Soit f € R[T] unitaire de degré n. Dans DL[T], f(T) se factorise en
=11 =)
1=1

Démonstration Soit g(7') le polynéme générique unitaire de degré n,

g(T)=T" — o T 4 - - )y'ow =[] (T (IL1)

i=1

Quand on “quotiente” R[Xj,..., X, ] par I'idéal engendré par ¥y = {0, —a; | i = 1.n},
on trouve effectivement f(7) = [[;_, (T — z). m

Le théoreme suivant révele que l'algebre de décomposition est universelle pour la
propriété de factorisation de f.

Théoréme 11.1.2 Soit u : R — R’ un morphisme d’anneauz et f € R[T] unitaire. On
pose f, = u(f) et on suppose qu’il existe n éléments de R', 01,...,0,, tels que

Alors il existe un unique morphisme U : ]Dj,; — R’ prolongeant u et tel que U(x;) = 0;.

Démonstration Posons f =T" —a;T" '+ .-+ (—1)"a,. On commence par prolonger
le morphisme d’anneaux u en l’application

R[X:,...,X,] — R
Xy 0
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L’image de 0;(X1,...,X,) — a; par cette nouvelle application est o;(61,...,0,) — u(a;),
qui est nulle car f,(T) = [, (T'—6;) . Cette application passe donc au quotient et
devient U : D}, — R’ tel que U(z;) = 6;.

Le morphisme d’anneaux U est unique car ]Dj; est engendré par R et les x;. 0

Remarque. Si certains z; sont égaux (ce qui peut effectivement avoir lieu mais dans
un seul cas, voir corollaire I1.1.1) alors les ; sur lesquels sont envoyés ces x; sont
nécessairement égaux.

Théoréme 11.1.3 L’algébre R[X;,...,X,] est libre de type fini sur Rloy,...,0,], de
rang n!. La famille X' - X qvec 0 < ki < jetl < j < n forme une base du
module R[X1,...,X,] sur Rloy,...,0,).

Démonstration par récurrence sur n : si n = 1, le résultat est trivial ; si n > 1, on
note o, le polynome symétrique élémentaire homogene de degré i en les n — 1 premieres
indéterminées X, ..., X, _1.

Il est facile de démontrer R[o},...,0l,_1, X,] = R[o1,...,0,, X,] en utilisant les for-
mules 0; =0, +0._, X, (05 =1).

L’algebre R[04, ..., 0, X,] sur R[oy, ..., 0,] est isomorphe a R[oy,...,0,][T]/(g) ou g
est le polynome générique unitaire de degré n (équation I1.1). En effet, X, est une racine
de g(T) et si un polynéme P appartenant a R0y, ..., 0,][T] est annulé par X, alors il I'est
aussi par tous les X; (S, agit transitivement sur les X; tout en laissant fixe P), ce qui a
pour conséquence que g(7') = [[, (T'— X;) divise P (quels que soient i # j, X; — X, n’est
pas un diviseur de zéro dans R[X1,...,X,]). Ainsi g(T') engendre I'idéal des polynéomes
s’annulant en X,,.

La base canonique de R[o7y,...,0,, X,] sur R[oy,...,0,] est donc X7 avec 0 < j < n.

Par hypothese de récurrence, la famille X' .. .X:’fll avec 0 < k; < j forme une base
de R[X,][X1,..., Xy_1] sur R[X,][o],...,00,_;]. En multipliant les deux bases, on obtient

le résultat pour R[Xj, ..., X,] sur R[oy,...,04]. 0

Lemme I1.1.1 Soit M un R-module libre de base B, I un idéal de R. Alors M/IM est
un R/I-module de base B mod I.

En particulier, si M est une R-algébre libre et si 1 failt partie de la base B, alors R/1
s’injecte dans M /IM parr mod I+ r.1 mod IM.

Démonstration Le fait que B soit un systeme générateur de M a pour conséquence
que B mod [ l'est pour M/IM en tant que R/I-module.

Il reste & montrer que B mod I est une famille libre sur R/I. Soit une relation de
dépendance entre les éléments de B mod I : A\; € R/I, b; € B mod I, > ¢ . A\ib; = 0
se remonte en Y . . N\b; € IM =Y .. I.b;. Comme les b; sont libres, les \; sont tous
dans I, et donc nuls modulo 1. O

Théoréme 11.1.4 Quels que soient l’anneau commutatif R et f € R[T] unitaire, ]Dé est
libre de type fini, de rang n! et de R-base a:lfl ook quec 0 < k; < j. En outre R s’injecte
dans ]D)é.
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Démonstration On sait que X*' ... X*» ayec 0 < kj < j est une base de R[X;, ..., X,]
sur R[oy,...,0,). On aposé Xy = {o) —ay,...,0, — ay}. Alors X} -+ X mod (X))
est une base de R[zy,...,x,] sur R. O
Corollaire II.1.1 On sait que les x4, ..., x,_1 sont des éléments distincts de ]D)ﬂ (ils sont

méme linéairement indépendants sur R...). Cependant, z, peut étre égal a 'un d’entre
euz : le seul cas ou cela est réalisé est le cas ou carac(R) = 2 et f(T) = T* + ay (on a
alors 1 = x3).

Démonstration Si on suppose que x,, est égal a 'un des autres z; :

l‘iozl‘n:al—ajl—..._l‘n_l
Comme les 1, xq,...,x,_1 sont linéairement indépendants, il s’en suit que a; =0, n—1 =1
et —1 = 1, c’est-a-dire carac(R) = 2 et f(T) = T? + ay. Il est alors facile de constater
que dans ce cas on a bien x; = . O

I1I.2 Approche algorithmique

Définition I1.2.1 Soit f un polynéme unitaire non constant et considérons R[X]/(f).
On dit que X est la racine canonique de f sur R.

En effet, en plongeant R dans R[X]/(f), on crée un zéro de f car f(T) = (T —X)g(T)
avec g(T) € %[T]. En répétant I'opération avec g, on crée la racine canonique de g,
qui devient aussi une racine de f... En répétant 'opération n fois, on “invente” ainsi une
factorisation de f.

En fait on construit une famille de polynémes M,,, ..., M; ou chaque modulus M; est
défini par
M,(X,) = f(X,) et

Mi(Xpy s Xi) = Myt (X -+, Xivo, Xi) — Mgt (X, Xy, Xi)]) (X — Xog) ™!

Il faut remarquer que les polynomes M; ont une structure échelonnée, c’est-a-dire que M;
(de degré i) appartient a R[X;,..., X,] \ R[Xit1,...,X,]. Ceci va étre essentiel pour la
construction algorithmique de ]D)é. En effet cette construction se fera comme suit :

Ap = R[Xn]/<Mn>
Apy = An[anl]/<Mnfl>

/:11 = Ao[Xy] /(M) = R[Xy,..., X;,)/M

ot M Tidéal engendré par tous les moduli. Finalement DY, = A; (théoréme 11.2.1).

Ces moduli M; forment en fait une base de Grobner réduite de l'idéal (X;) pour
plusieurs ordres (lexicographique ou lexicographique gradué ou lexicographique gradué
inverse, par exemple...) en écrivant les monomes de cette fagon : X7XJ--- X?. (On a
alors X7 > Xy > --- > X, pour les trois ordres ci-dessus.) Les M; sont appelés également
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modules de Cauchy, ou méme les différences divisées d’ordre n —i du polynome f
pour ¢ parcourant {1,...,n} (voir [36], pages 13-18).

__ On rappelle que f se factorise dans A, : f(T) = (T — X,)...(T — X1). En effet
X, € A, est la racine canonique de f sur R, X,,_; € A,_; est la racine canonique

de % sur A,,, etc.

Lemme I1.2.1 Les idéauz (X¢) et M de R[Xy,...,X,] sont égauz.

Démonstration Dans 'anneau R’ = R[X}, ..., X,,|/M, f se factorise en

F) =T (r-X)

i=1

(histoire de racines canoniques). De plus R s’injecte canoniquement dans R’. En utilisant
le théoreme I1.1.2 on sait qu’il existe un morphisme de ]D)ﬁ = R[X1,...,X,]/(¥) dans R'.
Le morphisme suivant convient tout-a-fait :

D£—>R'

T — X

Ce morphisme canonique est surjectif car 'algeébre R’ est engendrée sur R par les X;.
Or nous savons que ]Dj; est une R-algebre libre de dimension n!. Il est facile de voir
que R’ l'est également : R’ est construite par une tour d’algebres A;/A;;1 libres les unes
sur les autres, respectivement de rang i, pour ¢ parcourant {1,...,n}.
Ainsi le morphisme canonique ci-dessus est un morphisme surjectif entre deux algebres
libres de méme rang : il s’agit d'un isomorphisme. Finalement les idéaux (X) et M sont
égaux. 0

Le théoreme suivant découle naturellement du lemme.

Théoreme I1.2.1 Quels que soient R et f € R[T] unitaire, DI, = R[X,,..., X1]/M
ou M est lidéal engendré par les modules de Cauchy.

Pour mettre en ceuvre le domaine ]D)ﬁ en machine, on tiendra compte de ces propriétés.
Informatiquement, il est possible de construire R[X,,, ..., X;]/M. Mathématiquement, il
est souvent plus intéressant de considérer R[X,, ..., X |/(Zy).

Application. Il est maintenant possible d’illustrer de fagon effective le théoreme I1.0.1.
Grace au théoreme précédent, on a I'algorithme simple suivant :
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initialisation :
Xq,...,X,, T indéterminées sur R
f(T):=T"—a; T+ + (=1)"a, € R[T]
M, = f(Xy,)
for i :=n to 2 do
MZ'71 — Mz(Xn7 . 7Xi+17 Xi—l) — Mz(Xna . 7Xi+17 Xz)
Xio1 — X,
utilisation :

entrée : P € R[X1,...,X,] symétrique en les X;.
sortie : ’évaluation de P en les racines de f

for i := 1 ton do (ici, P € R[X,..., X))
P := remainder, (P, M;)
return P

Pour donner un exemple, lorsque f = T% — a; T3 + ayT? — asT + a4, les modules de
Cauchy sont :

My = Xf—alXj’+a2XZ—a3X4+a4

M; = (X34 X3 X4+ X3 X7+ X37) — (X5 + X3 Xa+ X3) a1 + (X3 + X4) az — ag
My= (X3+Xo Xs+Xo Xu+X3+X3 Xy+X))— (Xo+Xs+Xy) a1 +ag
M= (Xi+Xo+X5+Xy) —ay

Nous pouvons alors remarquer que le module de Cauchy M; est un polynéome symétrique
en X;,...,X4. Plus précisément, M; est une combinaison linéaire de polynomes ho-
mogenes complets de degré j € {0,...,i} symétriques en X;, ..., Xy, dont les facteurs
sont les coefficients a;_; de f (ap = 1). Ces remarques se généralisent bien sir a n’importe
quel degré de f.

Le résultat de ce dernier théoreme est intéressant car il donne une vision particuliere
de ]Dé . en effet la R-algebre ]Dé peut étre considérée comme une tour d’algebres montées
les unes sur les autres :

R=A, 1 CA,C---CAyC A =D,
ou encore, de maniere récursive,

D}, = R[X1]/(f) si deg(f) =1

X T
Df, = Dy, 517 = deg(f) > Let g(T) = 151

Cette vision de tour montre par une rapide récurrence que R[z,,...,z;| est une algebre
libre sur R[z,,...,z;] (ot j > I), de base canonique z.. .:cfi‘f avec 0 < k; < i et

i€{l,...,7—1}. En particulier, on retrouve le résultat du théoreme II.1.4 en posant
j=n+1letl=1.
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Corollaire I1.2.1 Quels que soient R et f, considérons deuzr sous-algébres de ]D) parti-
culiéres : R[z,, ...,z et R[x,,...,z;] ouj > 1. Alors R[z,,...,x] est une algebre
libre sur R[z,,...,z;], de rang (( 1))!! et de base canonique xf ...x?j:f ou 0 < k; < i

etie{l,...,j—l}.

Propriété I1.2.1 Quels que soient l'anneau R et le polynome f de degre n > 2, le
discriminant de la base canonique de la R-algebre libre ]D) est dis(f)z

Démonstration par récurrence sur n. Si n = 2 alors le résultat est trivial car
Df, = Rlei] ~ R[T)/(f) et disg R[T]/(f) = dis(/)

Si 'hypothese de récurrence est admise pour un certain rang n — 1 > 2, montrons
qu’elle est réalisée au rang n. Pour cela considérons un polynéme unitaire f de degré n
et son algebre de décomposition universelle DY, = R[xy,...,x,] sur 'anneau R. Si nous

posons
o) = L9L e i,

alors ]D)é est l'algebre de décomposition universelle de g sur R[X,]|. Par hypothese (de

récurrence), le discriminant de la base canonique de DY Rlen] = ]D)j; est dis(g)—(n;)! car g est
de degré n — 1.

Or ]Dj; est libre sur R[x,], qui est elleeméme libre sur R. Il suffit & présent d’utiliser
la formule de “transitivité” des discriminants (voir [47], page 60).

dimpg(,,,; D)
disp ]D)ﬂ = Normpgy,,)/r (diSR[xn] Dﬂ) . (diSR R[%]) B

: , disg R[x,] = dis(f)

et dimp(, DJ, = (n — 1)!. 1l ne nous reste plus qu’a calculer Normpy,,)/r (dis(g)). Or le

. TV T . NG
Nous connaissons les égalités suivantes : disg(,,] ]D)j; = dis(g)" =

discriminant de g est H (z; — x;)?, si bien que
1<i<j<n

Normpg, /g (dis(9) = [ T (k.n)-(z —2)* = ] (@ — )22 = dis(f)"?

k=1i<j<n 1<i<j<n

Finalement, nous obtenons disg D, = dis(f)™~ is(f)" D! = dis(f)%. L’hypo-
these de récurrence est bien vérifiée au rang n. 0

I1.3 Changement d’anneau de base

Propriété 11.3.1 Soit p : R — R’ un morphisme d’anneaux, des polynomes f € R[X]
unitaire et f, = p(f) € R[X]. Il existe alors un morphisme unique p : D} — ]D)g/
prolongeant p et envoyant la base canonique de ]D)é sur celle de ]Dg”,.
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Démonstration Notons ]D)ﬂ = Rlxq,...,2,) et ]D)ép/ = R'[0:,...,6,]. On sait que f, se
factorise dans I'algebre de décomposition universelle ]D)ép/ D fp= (X =0 (X —6,).
On prolonge p par le morphisme composé R % R’ — ]D)ép/. Le théoreme I1.1.2 nous dit
qu’il existe un morphisme p : ]Dj; — ]D)ép, qui prolonge p et qui envoie z; sur ;. Par
consé;quent p est un morphisme d’algebres qui envoie la base canonique de ]D)é sur celle
de D). 0

Corollaire I1.3.1 Soit R’ une R-algébre et f € R[X] unitaire non constant. On note
encore f le polynome 1 ® f € R @ R[X] = R'[X]. Alors D}, ~D}, @ R’

Démonstration Tout vient du fait que ]D)é est une R-algebre libre : le morphisme allant
de ]D)j; dans ]D)ﬁ ® R’ envoie la base canonique de ]D)j; sur la base canonique de ]D)ﬁ ®R. 0O

Si 'on préfere ne pas utiliser le produit tensoriel, on peut redémontrer rapidement a
la main le corollaire suivant a ’aide de la propriété 11.3.1 :

Corollaire I1.3.2 Avec les mémes notations que la propriété 11.5.1,
p: R—R e j:DL-Dp

On pose ]D)g”, = R'[01,...,0,]. L'image de j est p(R)[6s,...,0,] et son noyau est ker(p).DY,.
Par conséquent si p est injectif ou surjectif alors il en est de méme pour p.
De plus, p <]D£> NR = p(R).

Propriété 11.3.2 Soit R un anneau, (R;); une famille de R-algébres, et f un polynome
unitaire de R[X]. On pose f; = f ® 1g, € R[X]. Alors D}, @ ([, R:) ~ I, ]D)ﬁi.

Démonstration Cette propriété est le corollaire d'un théoreme classique du produit
tensoriel entre un produit de R-modules et un R-module libre de type fini. En effet
si les (E;); sont des R-modules et ' un R-module libre alors le morphisme canonique
F& ([I, ) — [[;(F ® E;) est injectif ; si de plus F' est de type fini, alors ce morphisme
est bijectif. 0

Corollaire I1.3.3 Awvec les mémes notations, si p : R — [[;, R; est un morphisme injec-
tif (respectivement surjectif) alors il existe un unique morphisme injectif (respectivement
surjectif ) p prolongeant p de ]D)ﬁ dans Hiﬂ)ﬁi.

II.4 Action du groupe symétrique

Il est facile de voir que S, agit sur ]D)j; car S, opere sur R[X7, ..., X,,] par permutation
des indéterminées tout en laissant stable I'idéal (X), puisque celui-ci est engendré par
des polynomes symétriques. L’action de S, passe directement sur le quotient

R[X1,..., X,/ (Zf) = Dy,
D’un autre coté, on peut construire un morphisme de S, dans Autg ]D)é. En effet,
grace au théoréme I11.1.2, en posant R’ = ]D)é, u @ R ]D)é, et 0, = 2,4 (0 € S,) on

voit qu’il existe un R-endomorphisme U, de ]D)ﬁ qui envoie x; sur To(;). En fait U, est un
automorphisme dont I'application réciproque est U,-1.
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Propriété 11.4.1 L’action de S,, sur les z; est toujours transitive. FElle est aussi fidéle
sauf dans le cas ot carac(R) =2 et f = X? + c.

Démonstration voir le corollaire I11.1.1 m|

Sn
L4a Légalité (D) =R

Nous allons étudier les éléments fixés par l'action de S,. Deux démonstrations du
théoreme I1.4.1 seront données : la premiere est uniquement algébrique, sans calcul,
et fait appel au lemme qui suit ; la seconde est faite “sur mesure” pour 'algebre de
décomposition universelle et demande juste un petit calcul.

Lemme 11.4.1 Soit R' un anneau quelconque et f(T) = (T —6y)...(T — 0,) avec 6; €

R'. Sidis(f) est inversible dans R' alors ]D)é/ et [1,cs, ' sont isomorphes en tant que

Sn
R'-algébres a groupe d’opérateurs S,,. Par suite (]D)é) =R.

Démonstration Posons 0 = (6, ...,60,) et considérons le S,-morphisme de R’-algebres

¢ RIXi,....X)] — [l R
P — ((TP)®), s

Le noyau de ¢ est I’ensemble des polynomes qui s’annulent en (97(1),...,&(”)) pour
toute permutation 7 € §,,. Or un polynome s’annule en un tel n-uplet si et seulement
s'il appartient a l'idéal I, C R'[Xy,...,X,] engendré par {X; — 0.1y,..., X, — O}
Ainsi ker ¢ = NI, et on voit qu’il contient I'idéal engendré par ¥y = {o1—ay,...,0,—a,}
(ott les o; sont les polynomes symétriques élémentaires et f = T"—a;T" '+ - -+(—1)"a,).
Donc le morphisme ¢ passe au quotient et on définit un nouveau morphisme

¢ R[Xy,..., X,)/(5) =Df — ][R
Sn

Montrons que ¢ ainsi défini est un isomorphisme. En fait, il suffit de démontrer que ¢
est surjectif, et pour des raisons d’égalité de rangs on aura l'isomorphie. Par hypothese,
on sait que dis(f) est inversible dans R’, ce qui a pour effet que les idéaux (I,),cs, sont
co-maximaux deux a deux : en effet, si 7 # 7’ alors il existe i € {1,...,n} tel que

Ory = Orriy = (Xi = Ory)) — (Xi = 0r) € I + I
soit non nul, c’est-a-dire diviseur de dis(f), et donc inversible. Grace au théoréme chinois,
R([Xy,.... X,)/ker(¢) = [[ R1X1...., X/ L ~ [[ R
TESK Sn

ol les isomorphismes de R'-algebres ci-dessus sont compatibles avec I'action de S,,.
Par conséquent ¢ est surjectif, et donc bijectif. Remarquer que I'on a démontré :

ker(‘b) = ﬂ I = H I = <Ef>
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L’intersection des idéaux I, est égale a leur produit car ceux-ci sont comaximaux 2 a 2.

De plus, I'application ¢ est compatible avec I'action de S, : en effet ¢(7P) et 7é(P)
coincident. Alors le fait que P € ]D)é/ soit invariant sous l'action de §,, est équivalent
au fait que ¢(P) le soit. Or les éléments invariants de [] s, I sous l'action de S, sont
les vecteurs a coordonnées toutes égales, c’est-a-dire les images des éléments de R’ par
Iinjection canonique R’ — [[s R’ (qui est l'injection diagonale, ou encore le morphisme
structural pour la structure de R'-algebre). Comme ¢ est un isomorphisme, I’ensemble
des points fixes de ]D)j;, sous l'action de S,, est R'. ]

Théoréme I1.4.1 Si R est un anneau quelconque et f € R[X] unitaire de discriminant

Sn
régulier (non diviseur de 0) alors (]D)ﬁ) = R.

Premiére démonstration Soit S = {dis(f)*, k € N}. Le discriminant de f étant non
diviseur de zéro, R s'injecte dans le localisé de R en S : S™'R = R[dis(f)™!], ce qui a pour
effet de rendre le discriminant de f inversible. Dans 'algebre de décomposition universelle
de f sur ST!R, f se factorise canoniquement en un produit de polynomes de degré 1 et son
discriminant reste inversible. Posons R’ = ]Dg_1 g Par le corollaire 11.3.2, on sait que ]Dé

s’'injecte dans ]D)é/ car R s’injecte dans S™'R, qui lui-méme s’injecte dans R'. Si P € ]Dé
Sn

est stable par I'action de S, alors P € (]Dé,) , et grace au lemme 11.4.1, P € R'. Or

PeRN ]D)é = R en considérant le corollaire 11.3.2. 0

Deuxiéme démonstration par récurrence sur n (inspirée de [48], pages 46-47). On pose

f=X"—a; X" ' 4.+ (=1)a,
e Sin =1, le résultat est clair.

o Sin=2:f=X?—a;X +ag. Soity € ]Dj; stable par S,.

Mz 4+ A=y =(1,2)y = Mz2+ Ao = —Aix1 + Ao + Mg
Ceci implique Aja; = 0 et \; = — )y, et donc Ay dis(f) = A\i(a? — 4ag) = 0. Comme [ est
séparable, Ay =0 et y € R.

f(X)
X -z,

Sn_
apres le théoreme 11.2.1), y € (]D)“;’%[QC ]) " Le polynéme g € R[x,][X] est séparable

Sn
o Sin>2:soityce (Dé) et g(X) = Comme DY, = ]D)%[mn] (voir section I1.2,

n—1
car dis(g) divise dis(f). Par récurrence, y appartient a R[z,] : y = Mzl Or y est
k=0
invariant par la transposition (n,n—1) donc
n—1 n—2

Z At = (n,n—1). Z Azt Z Mol =N+ Z Ak
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Or 2" = =z, 2" 34+ en 2lak | avec k <n —2car g(X) = X"+, X" 2+...

et g(x,_1) = 0. Ainsi, nous obtenons

n—1 n—2
A k_)\ n—+ A k = —\ "_2_|_...
kTp = An—1Tp_1 ETy 1 = n—1TnT,_1
k=0 k=0

Comme les x/2% | avec j < n—1, k < n — 2 forment une famille libre et n — 2 > 0,

cette derniere égalité montre d'une part que \,_; = 0, et d’autre part que A\, = 0 pour
tout £ > 0. Finalement y = Ay € R. 0

Corollaire I1.4.1 Si R est un anneau quelconque et f € R[X| unitaire dont le discrimi-
nant est inversible dans R alors ]D)é est une algebre galoisienne sur R de groupe S, .

Démonstration Nous savons déja que R est I’ensemble des points de ]Dé invariants sous
laction de S,. Le polynome f se décompose totalement dans 'anneau R’ = ]D)é. Le
lemme I1.4.1 nous donne également l’isomorphisme

D}, ®rDh =D, «— [Is, B =I5, Dk
P®Q — (P1Q)res,

On termine la preuve en utilisant le théoreme 1.1.2 (page 19). ]

11.4.b Norme de DY, sur R

Revenons sur la vision de ]Dé abordée dans la section I1.2. On y constate que ]D)ﬂ est
une tour d’algebres libres de rangs finis :

R C R[x,] C R[tn, tp1] C -+ C Ry, ... 1] =D,

Le but de cette section est d’expliciter la norme d'un élément de ]Dé (on verra qu’il
y a deux formules principales : le corollaire 11.4.3 et la propriété 11.4.3). Nous nous
intéressons particulierement a la norme car celle-ci nous permet de connaitre le polynome
caractéristique de tout élément, et par suite sa révolvante et son polynéme minimal (voir
le corollaire 11.4.4 et la propriété 11.5.1).

Propriété 11.4.2 Soit R un anneau quelconque, f € R[T] un polynome unitaire non

f — —
constant, et x € Dy. Alors XDQ:R(x) = NDQ[T]:R[T} (T — x).
Démonstration Le foncteur R +— R[T] commute avec R — D}, = R[xy,...,2,], si bien
que xz(T) =det(T — x1d) = NDQ[T]:R[T] (T — x). m

On rappelle que si A C B C C sont trois anneaux tels que B soit une algebre libre de
rang fini sur A, de méme pour C sur B, alors C' est libre de rang fini sur A et

Nc:a = Np.aoNe.p tro.qa = trp.aotrep Xc:A = NB[1]:A[T) °XC:B
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D’autre part si R est un sous-anneau de R, f € R[T] tel que f(T) = (T'—6,)--- (T —¥6,)
ou les 6; appartiennent a R’ alors pour tout g € R[T]/(f),

Nrry/():r(G) = 1es(f, g) = Hg(é’i)
i=1

Voir [47], pages 39-62.

Par une récurrence facile on obtient le corollaire suivant :

Corollaire I1.4.2 Considérons une tour d’algebres R = Ay C Ay C --- C A,, définies par
A; = A [ X0/ (fi) et fi(X;) est unitaire. Alors A, = R [Xl, . ,Xn] et pour g € A,

Norl@) = vesy, (fioresy, (for. ey (fun)))
ot g est un polynome de R[Xq,...,X,] dont la classe modulo l'idéal {f1,..., fn) est 7.

Revenons plus particulierement a I'algebre de décomposition universelle :

Corollaire I1.4.3 Soit R un anneau quelconque, f € R[T] un polyndme unitaire non
constant. Alors DY, = R[X,, ..., X1]/{(fn,..., f1) ot les fi sont les modules de Cauchy
(voir section I1.2). Alors pour tout g € DY,

NDQ:R(E) = res, <fn, res, (fn_l, LL.Tesy (f1, g)))

Propriété 11.4.3 Soit R un anneau quelconque, f € R[T] un polynome unitaire non
! _
constant, et x € Dy,. Alors ND%R(ZL‘) = H 0.T.
geSy
Démonstration par récurrence sur n. Si n = 1 alors le résultat est clair. Admettons
qu’il soit vrai pour un certain entier n — 1. Soit f un polynome unitaire de degré n
et z € DJ. On sait que ND{%:R(ZL‘) = NR[mn}:RoND{%:R[%}(w). Or D}, = ]D)%[xn} ou le

f(T)
T—xy’

si bien que

g€ESn_1

polynome g =

en utilisant I'hypothese de récurrence avec le polynéme g € R[x,][T]. Regardons main-
tenant la norme d’un élément de R[x,] sur R : cette norme est le produit des conjugués
de cet élément : Ngy,.r(P(zn)) = [ P(z;) = [I;-1(i,n).P(z,). Ainsi

ND@;R(@ = H H (i,n).ocx = H o.x .

i=10€SH_1 ocESn

Cette propriété n’est pas surprenante. En effet nous avons vu le méme genre de
relation dans les algebres galoisiennes libres : N(z) = [[,c; g(2). Or DY, est une algebre
galoisienne libre si (et seulement si) le discriminant de f est inversible. Les deux résultats
coincident alors.

Cependant, la propriété 11.4.3 nous permet de voir que la norme d’un élément x de ]D)j;
s’écrit toujours comme le produit de [], s 0.7, et ce sans aucune hypothese, ni sur le
discriminant de f, ni sur R.
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I1.4.c Polynéme minimal et résolvante

Corollaire I1.4.4 Si R est un anneau intégralement clos et f € R[T] un polynéme uni-
taire de discriminant régulier (non diviseur de 0), alors le polynéme minimal de x € ]D)j;

est la partie sans facteur carré de sa résolvante H (T —y).
YESh.T

Démonstration Soit d le discriminant de f. Comme R est intégralement clos, 1'an-
neau R’ = R[d™!] I'est également, ce qui implique en particulier que la R'-algebre galoi-
sienne ]Dé, est réduite (corollaire 1.5.1). On utilise le résultat du théoreme 1.6.2 pour
conclure que le polynome minimal de tout élément de ]Dg, sur R’ est la partie sans fac-
teur carré de sa résolvante. Enfin, le polynome minimal de = € ]Dé sur R est égal au
polynome minimal de x sur R’ ou x est vu comme un élément de ]Dé,, car R est un
anneau intégralement clos. 0

Corollaire 11.4.5 Soit R un anneau intégralement clos et f € R[T| un polynéme unitaire
de discriminant inversible. On considére un élément x de A = ]D)g dont le stabilisateur
dans S, est H. Si le discriminant de la résolvante g de x est inversible dans R, alors on
a Uégalité A = Rx].

En particulier, deux résolvantes associées a un méme sous-groupe H et dont les dis-
criminants sont inversibles dans R sont images ['une de l’autre par une transformation
de Tschirnhaus.

Démonstration Il faut bien str montrer l'inclusion non triviale A# C R[z]. Nous
rappelons que A = ]D)é est une algebre galoisienne sur R car le discriminant de f est
inversible dans R.

Soit a € A et I'idéal I = {r € R | ra € R[x]} de R. Supposons que a n’appartienne
pas a R[x], cest-a-dire I # R. 1l existe donc un idéal maximal m de R contenant I.
Soit S la partie multiplicative R\ m. Localisons par S :

ST'R =Ry — ST'R[z] = Rufz] ¢ 574" = (57'4)" — S7'A=D

Toutes les algebres de ce diagramme sont libres sur l'anneau local Ry, (propriété des
algebres galoisiennes). Le rang de Ry[x]/ Ry est égal au degré du polynéme minimal de x
sur Ry (ou sur R). Or ce dernier n’est autre que la résolvante g de x car g est sans
facteur carré (son discriminant n’est pas nul dans R). Ainsi dimg, Ru[z] =[S, : H]|. Or
ce nombre est également la dimension de S~'A¥ sur R,,. Ainsi nous déduisons l’existence
de la formule

dis B, = dis B. det(M)?

ou M est une matrice exprimant la R — m-base canonique B, de Ry[x] (formée par
les premieres puissances de x) dans une Ry-base B de S7'A#. Or disB, = disg est
inversible dans R (donc dans Ry,), M est une matrice inversible et nous avons 1'égalité

Rylz] = S71AH,

Pour finir, dans Ry,[z] = S7'A | on peut écrire % =P avecpe R[z] et s € S = R\m.
s

Cela signifie qu'il existe s’ € S tel que s'(sa — p) = 0 dans R, ou encore s'sa € R|x] :
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s's appartient donc a I par définition. Or ceci est impossible car s's € S n’appartient
pas & m... La supposition que nous avons faite est donc fausse : tout élément de A
appartient a R[z].

Si g1 et go sont les résolvantes de x; et x5 associées a un méme groupe H, ayant
des discriminants inversibles dans R, alors nous avons R[x;] = A = R|x,]. Ceci mon-
tre que ;7 = P(x3) et 2o = Q(x1) avec P,Q € R[T]. Ainsi g; est la transformée de
Tschirnhaus de go par P, et gy est la transformée de Tschirnhaus de g; par Q. 0

II.5 Calcul de résolvantes

D’une maniere générale dans un algorithme de calcul de groupe de Galois, on cherche
a calculer non pas un polynome caractéristique d’un élément, mais plutot sa résolvante
(par exemple, voir [29], deuxieme partie, page 19 et suivantes). Or, dans l'algebre de
décomposition universelle, la résolvante d’'un élément z € ]Dé et son polynome caractéris-
tique sur R sont fortement liés par la propriété suivante :

Propriété I1.5.1 Soit R un anneau quelconque, f € R[T| un polyndme unitaire quel-
conque, un élément z dans l’algebre de décomposition universelle ]Dé, X le polynome
caractéristique de z sur R et h =[] s (T —y) sa résolvante, et enfin G = Stabg, z le
fizateur de z sous l'action de S,,. Alors

BIGl — X

Démonstration La preuve est établie par un petit calcul fort simple. Notons /N la norme
de ]D)ﬂ sur R et, par un petit abus, notons encore N la norme de DQ[T] sur R[T] (T est
une indéterminée sur R).

X=N(T-2)= H (T—a(z)): H (T—y)'G‘:}ﬂG‘

0ESK YESn .z =

Ainsi, en théorie, il est facile de connaitre la résolvante de z a partir de son polynome
caractéristique, moyennant un calcul de racine “|G|-ieme”. Mais dans la réalité il en va
tout autrement car le cardinal de GG peut étre énorme, de I'ordre de n! : il est alors
tout-a-fait inefficace d’utiliser cette relation telle qu’elle est présentée dans la propriété
précédente.

Revenons a la tour d’algebres libres aboutissant a ]D)j; que nous avons mise en évidence
dans la section II1.2 :

Apji=R C A, =R[z,] C A, 1=R[rp,x, 1] C---CA =R[x,,...,2x1] = ]D){%

On sait que chaque A; est une algebre libre de dimension i sur A;,; pour tout 7 € {1,...,n}
(voir la section I1.2) :

A = Ain[XG)/ (i)
ou f; est le i-ietme module de Cauchy (de degré 7). En fait, 1'algebre de décomposition
universelle ]Dj; de f sur R est isomorphe canoniquement a l’algebre de décomposition
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universelle ]fom du module de Cauchy f; sur A;;; pour tout ¢. Des lors, S; opere sur

Si
Ialgebre ]fom et (]D)ffm) = A;.1, etc.
Si nous notons N; la norme de A; sur A;; pour tout ¢ € {1,...,n}, (et abusivement
encore N; celle de A;[T] sur A;y4[T]) alors la norme de D} sur R est donnée par la
composition N,, o N, 1 0---Ny.

Une idée consiste a utiliser la propriété I1.5.1 pour chaque module de Cauchy f; sur
Panneau A;y;. En effet, si z appartient a DY, = ]D)’:{'m, sa résolvante h; = [[ s .(T —y)
et son polynéme caractéristique y; = N; o ---o Ni(T — z) sur A;;; sont liés par :

hLG” = X avec G; = Stabg, z

Supposons que 'on connaisse h;_; € A;[T]. Pour obtenir h; € A; [T}, il suffit de
calculer la norme de h;_1 sur A;1[T] et d’en prendre la racine “[G; : G;_1]-iéme” comme
le montre ce petit calcul :

hl‘Gi‘ =Xi =N;jo--- o Ni(T' = z) = Ni(xi-1) = Nz‘(hiq)'Gi’l‘

Ainsi, par des calculs successifs de normes de résolvantes intermédiaires et de racines
k-iemes relativement petites ([G; : Gi—1] < [S; : Si—1] = @ < n), on peut obtenir la
résolvante h de z sur R :

1
hi =T — 2, h; = Nz(hlfl) [G3:Gial pour ¢ = 2... n, h = h, (IIQ)

h’i S R['rnu s 7'ri+1”T]

Nicolas Rennert (Université Paris 6) a remarqué qu’il est assez fréquent (en petit degré
et quand G = Stabg, z est transitif) que le calcul de racine k-ieme soit “inutile” ou bien
que deux résolvantes consécutives h; 1 et h; soient égales. Ce sont la des phénomenes
bien stir ponctuels, mais qui sont intéressants.

En effet, méme si l'indice de G;_; dans G; est relativement petit, le cas ou celui-
ci est égal a 1 est appréciable... Ce cas se résume simplement a G; = G;_1, c’est-a-
dire G; = Stabg, 2 C S;—1. On a alors

hi = Ni(hi-1)

De méme, un indice de G;_; dans G; maximal (égal a i = [S; : S;_1]) est également
appréciable : dans ce cas h; et h;_; sont deux polynomes égaux ! En effet, si nous avons
[Gl . Gifl] =7 = [Sz . 82;1] alors [Sz . Gl] = [82;1 . Gifl] et

‘SZZ‘ = [Sz : Gl] = [82;1 . Gi—l] = |SZ',1.Z|

Donc S;.2 = S;_1.2, si bien que

h; = H(T—y): H (T —y) = hi

yeS;.z yeS;i_1.2
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Remarquons que [G; : G;_1] = i est équivalent a G; transitif sur xy, ..., z; car 'indice
de G;_1 = G; N S,_1 = Stabg, x; dans G| est précisément le cardinal de 'orbite de z; sous
I’action de G;.

Finalement, nous obtenons la propriété suivante :

Propriété I11.5.2 Soit R un anneau, f € R[T| un polynéme unitaire dont le discriminant
est régqulier, un élément z dans l’algebre de décomposition universelle ]Dé = R[x1,...,2y)
et G; = Stabg, z pour i € {1,...,n}. On suppose que pour tout i € {1,...,n}, l'une des
deux assertions suivantes est vérifiée :

o G; transitif sur {x1,...,x;} e G, C S;_

(pour i = 1, la premiére condition est trivialement réalisée.) Alors on peut ramener la
détermination de la résolvante liée a z a une simple succession de calculs de normes (i.e.
de résultants) de l'algébre R[z;, ..., x,] sur Rz, ..., x,] ou i € {1,...,n} (sii = n,
alors par convention on pose R[x;y1,...,x,] = R).

La table des sous-groupes de degré inférieur a 8 vérifiant les criteres de cette propriété
(notation du logiciel GAP 3 release 4, voir [19]) est donnée ci-dessous. Les sous-groupes
sont identifiés a leur classe de conjugaison dans S,,.

On remarquera le symbole * figurant sur certaines lignes. Il s’agit en fait de certaines
classes de conjugaison dont seuls certains éléments vérifient le critere de la propriété 11.5.2.
En effet, 'algorithme donné par les relations (I1.2) fixe un ordre d’élimination des x; par
des calculs successifs de normes : on commence par éliminer z;, puis xs, jusqu'a x,.
A cause de cet ordre, un sous-groupe de S,, peut réaliser la condition de la propriété I11.5.2
sans que ce soit le cas pour tous ses conjugués.

Exemple : choisissons le polynome générique de degré 4 pour f sur un anneau R
quelconque et prenons 1'élément z = x1x9 + 2314 € ]D)j; dont le stabilisateur est le groupe
((1,2),(1,3,2,4)) C Sy (groupe diédral) que nous noterons G. Ce groupe G possede les
propriétés suivantes :

G NSy =S, transitif sur {xy, o} GNS; =38, G transitif sur {zy,..., 24}

Ce groupe G répond donc aux criteres de la propriété 11.5.2 et nous pouvons calculer la
résolvante h de z uniquement avec “des coups” de normes. Ceci se traduit par :

h1 =T —z hg = hl S R[ZL‘4,I‘3] [T] h = h4 = hg = 1"68353(]03, hg) S R[T]

ou f3 est le module de Cauchy de degré 3. Nous avons donc besoin de calculer une seule
norme (ou résultant) pour obtenir la résolvante de z. Ceci était loin d’étre évident a
priori.

En revanche, si nous considérons z;x3 + xox4 dont le stabilisateur dans S, est un
conjugué de G, a savoir G’ = ((1, 3), (1,2, 3,4)), nous ne pouvons pas utiliser la conclusion



58 Chapitre II. Algébre de décomposition universelle

de la propriété 11.5.2 car G'N S5 = {Id, (1, 3)} est un groupe ni inclus dans S, ni transitif
sur {1, 2,3}. Il faudra donc calculer une racine carrée et non se contenter d’enchainer “les
coups” de normes (ou alors changer l'ordre d’élimination des x;). Cela se traduit par :

NI

hi =T —z hy = res,, (fa, h1) € Rlxy, x3][T] hy = hy = res,,(f3,hs)2 € R[T]

Cet exemple du groupe diédral montre bien pourquoi il faut parfois distinguer certains
SOUS-groupes conjugueés.

> ordre classe T
degré | ordre | classe
n—= 1 S1 4 C4) =4
n = 2 S2 degré 4 : 4 E(4) =2[x]2
8 D(4) *
n = 3 A3
6 o 12 A4
24 S4
ordre Tosso ordre classe
5 =5 7 cmn=r1
4 . 42 F42(7) =7:6
degré 5 : | 20 |F(5)=5:4 degré 7 : 168 | L(7) = L(3,2)
60 Ab - ’
120 g5 2520 A7
5040 ST
ordre classe T
6 671 =C(6) =6 = 3[x]2
6 672 = Dg(6) = [3]2
18 675 = Fig(6) = [3%]2 = 312 *
L. | 24 677 = S4(6d) = [22]S(3) *
degré 6 : ) o) 678 = S,(6¢) = 1/2[2%]5(3) «
48 6711 = 25,(6) = [23]S(3) =215(3) | *
120 | 6714 = L(6) : 2 = PGL(2,5) = S5(6)
360 A6
720 S6
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ordre classe r
8 81 =C(8) =38
8 812 = 4[x]2
8 813 = E(8) = 2[x]2[x]2
8 874 = Dg(8) = [4]2
8 8T'5 = Qs(8)
32 8717 = [42]2 *
32 | 8T18 = E(8): Ey = [23]D(4) | *
degré 8 : | 48 8123 = 254(8) = GL(2,3)
56 8125 = E(8) : 7= Fi4(8)
192 8739 = [23]5(4)
192 8740 = 1/2[2%]5(4)
336 | 8743 =L(8):2= PGL(2,7)
384 8744 = [24)S(4)
1344 | 8T48 = E(8) : Ly = AL(8)
20160 A8
40320 S8

Puisque le symbole * implique une condition de bon choix d’un sous-groupe parmi ses
conjugués, voici une liste fournissant des générateurs de bons sous-groupes dans les cas

litigieux (I'ordre d’élimination étant z,xs, ..., Tp)
degré classe de G générateurs de GG
n=4 D(4) [(1,4,2,3),(3,4)]
n=>6 Fig(6) = [3?]2=312 [(4,6,5),(1,6)(2,4)(3,5)]
n==6 S4(6d) = [2%]S(3) [(1,2)(3,4), (1,6,4)(2,5,3), (1,4)(2,3)]
n=6| Si6c)=1/2[2515(3) |[(1,2)(3,4),(1,5,4)(2,6,3),(1,4)(2,3)(5,6)]
n==6|2546)=1[2%5(3) =215(3) ((5,6),(1,5,4)(2,6,3),(1,4)(2,3)]
n="7 L(7) = L(3,2) [(1,6,2,3,4,7,5),(2,6)(3,5)]
n==~8 [42]2 [(1,4,2,3),(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)]
n=8| E(8):E;=[2’]D(4) [(1,4)(2,3)(5,8)(6,7), (1,3)(2,4)(5,7)(6,8),
(1,8)(2,7)(3,6)(4,5), (5,8)(6,7), (5,7)(6,8)]
n=2~8 254(8) = GL(2,3) [(1,3,8,4,2,5,7,6),(1,8,6)(2,7,4)]
n=38 [2°]5(4) [(1,7)(2,8)(3,5)(4,6), (1,3)(2,4)(5,7)(6,8),
(1,6)(2,5)(3,8)(4,7),(3,5,7)(4,6,8),
(3,5,4,6)(7,8)]
n=a8 1/2[2%5(4) [(1,2)(7,8), (1,8)(2,7)(3,5)(4,6),
(3,5,8)(4,6,7),(1,2)(3,5)(4,6)]
n=2~8 [21]S5(4) [(1,2),(1,8)(2,7),(1,8,3,5)(2,7,4,6)]
n=2~8 E8): L; = AL(8) [(1,4)(2,3)(5,8)(6,7),(1,3)(2,4)(5,7)(6,8),
(1,8)(2,7)(3,6)(4,5),(1,2,7,3,5,8,6),
(1,2,3)(5,7,8),(1,2)(7,8)]
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II.6 Détermination du corps de décomposition

Jusqu’a présent, nous pouvions uniquement calculer la valeur d’une expression symé-
trique des racines (6;); d'un polynéme séparable f. En effet, comme nous I’avons vu
dans la section II.2, grace a un petit algorithme fort simple, on peut déterminer la valeur
de P(0y,...,0,) si P appartient & R[X,..., X,]%". Ce type de calcul est appelé calcul
absolu.

Par opposition, le but du calcul relatif est d’obtenir la valeur d’une expression non
symétrique des racines, si celle-ci appartient a ’anneau de base. Par exemple, si P ap-
partient & K[X1, ..., X,]% ott K est un corps commutatif et G C S,, un groupe contenant
le groupe de Galois de f, alors P(6q,...,0,) appartient & K.

Notre but, dans cette section, est de montrer comment 1'algebre de décomposition
universelle peut servir pour résoudre le probleme du calcul relatif. Précision : lorsque
nous dirons qu'un sous-groupe G de S, contient le groupe de Galois I' d'un polynome f
séparable de degré n, nous entendrons par la que les racines de f ont été numérotées,
que I' est identifié & son image dans S,, définie par cette numérotation, et que I' C G (il
ne s’agit donc plus ici de sous-groupes de S,, & une conjugaison pres). Les hypotheses
sous-entendues par la phrase “on suppose I' C G” sont donc bien plus restrictives que la
seule connaissance des classes de conjugaison de I' et G dans S,,.

II.6.a Calcul relatif

En général, le calcul relatif se fait par rapport a un sous-groupe H C &, donné et
contenant le groupe de Galois de f. Pour réaliser concretement ce genre de calcul, il nous
faut tout d’abord construire une algebre galoisienne sur K de groupe H, tout comme
Iest ]D)é dont le groupe de Galois est S,,.

Considérons un élément = de ]D){( dont le stabilisateur H sous ’action de S,, contient
le groupe de Galois de f. La résolvante qui lui est associée

I1 @-v

yESh.T

est a coefficients dans K et admet au moins une racine dans K. En effet, comme x est
invariant par H qui contient le groupe de Galois de f, modulo un certain idéal maximal
de ]D}c( I’élément x appartient a K.

Théoreme 11.6.1 Soit K un corps quelconque, A une K-algébre galoisienne de groupe G
(par exemple ]D){( de groupe S,,, si f € K[T) est séparable). On considére un élémentx € A
tel que sa résolvante Hyec.m(T —y) soit séparable et admette une racine k € K. Alors le
quotient A/(x — k) est une algébre galoisienne sur K de groupe H = Stabg x.

Démonstration La résolvante de x étant séparable, elle est égale au polynome minimal
de x sur K (voir le théoreme 1.6.2, page 33). Autrement dit, la dimension de 'algebre K|[z]
sur K est [G : H]. Or ce nombre est exactement la dimension de A” sur K, si bien que
I'on peut conclure I’égalité K[z] = A¥ car x appartient & A%,
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D’autre part, la résolvante de x se factorise dans K[T] en (T — k)g(T') ou k n’est pas
racine de g. En évaluant cette factorisation en z, on trouve (x — k)g(z) = 0 ou g(z) # 0
car g est de degré strictement inférieur a dimy K[z]. On voit alors que x — k est un
diviseur de 0 dans A”. Par suite (x — k)AT N K = (0) et

A" (& — k) = Kla] /(e — k) = K

Ainsi I'idéal (z — k) A est en particulier un idéal maximal de A7 de degré résiduel 1.
De plus A est une algebre galoisienne sur A® de groupe H bien sfir. Etant donnée

égalité (v —k)AT = (x—k)AN AT (théoréme 1.5.1, page 27), la propriété 1.4.4 appliquée

a lidéal (z — k)A et 'anneau AY justifie que A/(z — k) est une algebre galoisienne sur

Al J(z — k) = K de groupe Staby(z —k)A = H. O

Ainsi en choisissant x € ]D}c( tel que son stabilisateur soit exactement H (contenant
le groupe de Galois de f) et sa résolvante séparable, nous pouvons obtenir une algebre
galoisienne sur K de groupe H. En effet, la résolvante de x admet au moins une racine A
dans K et le quotient

A=Dl/(x-)) =K[Xy,..., X)) (S5, 2 — N

donne naissance a une nouvelle algebre galoisienne sur K de groupe H. Maintenant,
dans A, toute expression en les X; invariante sous l'action de H est a valeur dans K. De
plus, si H est le groupe de Galois de f, alors A est un corps de décomposition de f sur K.

Pour effectuer des calculs dans le quotient A, deux possibilités s’offrent a nous : la
premiere est de connaitre une base de Grobner pour 'ordre lexicographique de 1'idéal
engendré par ¥y et x — A dans K[Xi,...,X,]. La seconde est d’utiliser I'idempotent
engendrant l'orthogonal de l'idéal (z — \) dans ]D){(. Nous rappelons a ce sujet que, dans
un produit de corps (tel ]D)f(), tout idéal I est engendré par un unique idempotent e. De
plus, orthogonal de I est alors engendré par I'idempotent ¢/ = 1 — e. Nous donnons par
ailleurs une méthode pour calculer ce dernier quand A € K est une racine simple de la
résolvante de z.

Propriété 11.6.1 Soit A une K-algebre commutative, G un groupe fini opérant sur A
tel que A® = K, et x € A. On suppose que la résolvante de z, h = HyeG.x(T —y),
admet une racine simple A € K. Alors l'idéal (x — N\) A est idempotent et on sait calculer

Uidempotent ¢’ € A orthogonal de (x — A\)A : A=(x—NAD A avec
_ 4 ( W)
g1 1 ) — B 1
RN | S R o
yeG.x—{z} =

Démonstration Ecrivons

WT)=(T—x)g(T) on ATlsg= ][] (T-y



62 Chapitre II. Algébre de décomposition universelle

En dérivant h, on obtient h'(T') = g(T) + (T — z)¢'(T), et en évaluant cette derniére en A,
(X)) =g(A\) + (A —2x)g'(N). Or h'(\) € K est différent de 0 car A est une racine simple

de h. En posant
u=g(\)  v=NA\-2)g(\) a=KN)"

il est clair que au + av = 1 et uwv = g(A\)(A — x)g'(A) = h(N)g'(A\) = 0. Ces deux
dernieres relations prouve que € = au est un idempotent (au = au(au + av) = (au)?) et

que Ae’ A\ —x) = A. O
Ainsi I'algebre ]D)f( se coupe en deux morceaux
DI = ¢'Di @ (z — DY

Le quotient A = jK I/(z—\) est isomorphe (en tant qu’algebre) & /DY, Les calculs relatifs
se feront dans e'Dy. (algebre galoisienne sur K de groupe H = Stab( )). Par exemple, €
et x (vus comme des éléments de A) sont égaux respectivement a 1 et .

I1.6.b Corps de décomposition et groupe de Galois

Considérons le corps des fractions rationnelles K = Q(a) et le polynome irréductible
(séparable) f = T* — a. Nous choisissons un polynome f assez simple afin que les calculs
n’obscurcissent pas 'exposé. 1l est assez clair que le corps de décomposition de f sur Q(a)
est Q(/a, 1) et que son groupe de Galois est le groupe diédral D,. Cependant, notre but
sera de retrouver ces résultats en utilisant le calcul relatif grace a ’algebre de décompo-
sition universelle de f sur K.

L’algebre ]D)f( est galoisienne sur K de groupe &;. Soit x = x5 + 2374 € ]D)}?. Son
stabilisateur sous l'action de Sy est exactement Dy = ((1,2),(1,3,2,4)). Calculons la
résolvante de x :

h= ] (T-v) =T(T*+ 4a)
yeSy.x
Ce polynome (séparable) admet 0 € K comme racine. Nous pouvons donc obtenir une
seconde algebre galoisienne sur K par le quotient A = ]D)f( /(x —0). Ce quotient peut étre

réalisé par la donnée de la base de Grébner (pour I'ordre lexicographique) de l'idéal (X, z)
de K[X3,..., Xy, a savoir

B={Xj—a, Xs+X, XJj+Xi; Xi+X5}
ou encore par idempotent ¢’ € D, engendrant orthogonal de I'idéal (z — 0)D%, & savoir
) Tigsta
- 2a

Nous poursuivons ensuite nos recherches : testons si le groupe cyclique Z, d’ordre 4,
contenu dans Dy, contient le groupe de Galois de f en calculant la résolvante relative
a Dy de @' = x123 + 1373 + z91% + 1427 € A (le stabilisateur de 2’ dans Dy est Zy). Nous
obtenons

I -y =1°+160

yEDy.x!
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Visiblement ce polynéme n’a pas de racine dans K = Q(a). Le groupe de Galois de f ne
peut pas étre contenu dans Zj.

Poursuivons toujours la recherche : testons si le sous-groupe des double-transpositions,
Vi C Dy, contient le groupe de Galois de f en calculant la résolvante relative a Dy
de 2/ = zy23 + x9x4 € A (le stabilisateur de 2’ dans Dy est V}). Nous obtenons

H (T —y) =T*+4a

yeDy.x!

Visiblement ce polynome n’a pas de racine dans K = Q(a). Le groupe de Galois ne peut
pas étre contenu dans V.

Finalement, comme le groupe de Galois de f est inclus dans D, et n’est inclus
ni dans Z4 ni dans Vj (les deux sous-groupes maximaux transitifs de D,), celui-ci est
nécessairement égal a D4. De plus l'algebre galoisienne A est le corps de décomposition
de f sur K = Q(a). La base de Grobner B nous montre les relations qu'il existe entre les
racines de f : si x4 est une racine 4-ieme quelconque de a, alors x3 = —xy4, x5 est racine
carrée quelconque de —13 et 1 = —x».

La méthode ci-dessus peut étre employée de fagon systématique pour trouver le corps
de décomposition d'un polynome séparable unitaire f € K[T'] (K corps quelconque) ainsi
que son groupe de Galois sur K. La méthode peut se résumer rapidement a ceci :

1. On considére une K-algebre A galoisienne de groupe G (initialement ]D}c( dont le
groupe de Galois sur K est S, oun =degf);

2. On parcourt les sous-groupes mazximauzx de G. On note G' un de ces sous-groupes ;

3. On choisit un élément x € A dont le stabilisateur sous l'action de G est exacte-
ment G' : x est appelé G'-résolvant relatif a G ;

4. On calcule dans A le polynome h = H (T'—y) appartenant a K[T| (que l'on appelle

yeG.x
G'-résolvante relative a G ). On suppose que h est séparable. On sait qu’il existe des

x € A qui satisfont cette condition si K est un corps infini (corollaire 1.8.1) ;

5. Si h admet une racine k € K alors on pose I = (v — k)A et on repart de [’étape 1
en considérant la K-algébre galoisienne A/I de groupe de Galois G' = Stabg I :

A— A/l e GG

6. Si h n’admet pas de racine dans K, on sait alors que G' ne contient pas le groupe
de Galois de f (théoréme I1.6.2). On revient a l'étape 2 en changeant de sous-
groupe G’ ;

7. Si aucun sous-groupe G' ne contient le groupe de Galois de f alors G est égal au
groupe de Galois et A au corps de décomposition de f.
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Théoréme 11.6.2 Soit P € K[X;,...,X,] et 0 = (01,...,0,) ot les 6; sont les racines
d’un polynome séparable f € K[T| dans une cloture algébrique de K. Soit G un sous-
groupe de S,, contenant le groupe de Galois de [ sur K. Alors le polynome

h=1] (T-Q®)

QeG.P

appartient a K[T|. Si de plus h est séparable alors il y a équivalence entre “h admet une
racine dans K7 et “ Stabg P D Galg(f) pour une certaine numérotation des 6;”.

Démonstration Le fait que h appartient a K[T'] est évident car G contient Galg(f).

Si h admet une racine dans K, quitte a renuméroter les 6; (la renumérotation se fait
grace a un élément de ), on peut supposer qu'il s’agit de x = P(f). Le fait que x
appartient a K est équivalent a x est stable sous 'action de Galg(f), ce qui équivaut
aussi a P stable sous l'action de Galg(f) (si g € Galg(f) tel que P # g.P, alors

PO)=x=gx=g.P(0)

implique que x est racine multiple de & : impossible si h est séparable). Pour conclure, P
stable sous 'action de Galg(f) équivaut a Stabg P D Galg(f) NG = Galg(f). m

I1.7 Exemples et applications

Le lecteur trouvera dans cette section des exemples d’applications du calcul des résol-
vantes. Nous ne faisons que rappeler certaines propriétés bien connues et tres classiques,
mais nous les démontrons ici “a la main”, a titre d’exercice...

II.7.a Actions non conjuguées de Autx F

On se propose de calculer deux polyndmes irréductibles de K[T], de méme degré, ayant
meme corps de décomposition £ sur Q, et tels que les actions du groupe Autg £ sur leurs
racines soient vraiment différentes (i.e. non conjuguées).

Lemme I1.7.1 Soit G un groupe et Hy, Hs deuzr sous-groupes de G. Il existe une
G-application ¢ de (G/H), dans (G/Hs), si et seulement si Hy est inclus dans un con-
Jugué de Hy.

Remarque. Les ensembles (G/H1), et (G/H2), désignent les classes a gauche de G
modulo H; et Hs.

Démonstration
e Soit ¢ : (G/Hy), — (G/H,), une G-application. Soit y € G tel que ¢(1.Hy) = y.Ho.
Comme ¢ est une G-application

H, = Stabg 1.H, C Stabg ¢(1.H,) = Stabg y.Hy = y. Hy.y ™

e Réciproquement, si Hy C y.Hy.y~! alors l'application (G/H,), — (G/Hs), qui en-
voie x.Hy sur xy.H, est bien définie et c¢’est une G-application. O

Le corollaire suivant découle simplement du lemme précédent.
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Corollaire I1.7.1 Soit G un groupe, H; et Hy deux de ses sous-groupes. Il existe une
G-bijection ¢ = (G/Hy), — (G/Hy), si et seulement si Hy et Hy sont conjugués dans G.

Pour trouver les deux polynomes qui font I’'objet de notre exemple, considérons deux
actions de Sy :

1. La premiere consiste a restreindre l'action de S4 sur l'orbite du polynéme
P =X X3+ Xo X3 + X3 X7 + X4 X7

Le stabilisateur GG de P contient exactement les éléments de §; permutant les cou-
ples (X1, X»), (X2, X3), (X3, Xy), (X4, Xi), ou encore les permutations échangeant
les couples (1,2),(2,3),(3,4),(4,1), c’est-a-dire finalement, G est le groupe engen-
dré par le cycle (1,2,3,4). L’action de S, sur l'orbite de P est isomorphe a celle
de Sy sur le quotient (S4/G), via la bijection 0.P — 0.G.

2. La seconde consiste a restreindre ’action de &, sur 'orbite du polynome
Q= X1X53 — XoXy

Le stabilisateur H de () est formé exactement par les permutations laissant fixes
les ensembles {1,3} et {2,4}, c’est-a-dire G est le groupe S; x Sy. L’action de S,
sur l'orbite de @ est alors isomorphe a celle de Sy sur le quotient (Sy/H), via la
bijection 0.P — o.H.

Dans les deux cas (actions de Sy sur S;.P ou §4.Q0), 'action est transitive et le cardinal
de &;.P ou 84.Q) est % = 6. Ainsi on exhibe deux sous-groupes de Sg dont les actions
sur {1,...,6} sont identiques respectivement aux actions de Sy sur S;.P et §;.Q0. Ces
deux sous-groupes sont transitifs, isomorphes a Sy, mais ils ne sont pas conjugués car les
stabilisateurs de P et () ne le sont pas dans S;.

Propriété 11.7.1 Soit E une extension galoisienne d’un corps K et une représentation
transitive de Autx E dans S,,. Alors il existe un polynome f € K[X] séparable de degré n
dont le corps de décomposition est inclus dans E et tel que l'action de Autx E sur sesn
racines soit isomorphe a la représentation de Autyx E dans S,, donnée.

Ce polynéme f est en fait le polynéme minimal d’un élément primitif de l’extension B!
ot H est le stabilisateur d’un élément de {1,...,n} dans la représentation de Auty E.

Démonstration Par hypothese, G = Autg E opere sur {1,...,n}. Soit H C Autgx F
le stabilisateur de 1 sous son action. Comme cette action est transitive, 'indice de H
dans Auty E est égal a n. Cette action est isomorphe a celle de G sur (G/H), via la
bijection 0.1 +— o H. Le corps E est une sous-extension intermédiaire de degré n sur K.
Puisque Ef est une extension séparable (K C E est galoisienne), il existe un élément
primitif x de E¥. Soit f son polynéme minimal. Enfin, il est facile de vérifier que I'action
de Autg E sur les racines de f est isomorphe a celle de G sur (G/H), via la bijection
o(z)— oH. m
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Corollaire I1.7.2 Awvec les mémes hypotheéses que la propriété précédente, on peut ajouter
le résultat suivant : la représentation de Auty E est fidele (bijection entre Autg E et le

sous-groupe de S,) si et seulement si le corps de décomposition du polynome f est égal
a FE.

Démonstration En effet la représentation de Auty E est fidele si et seulement si I'inter-
section des stabilisateurs des éléments de {1,...,n} est réduite a {Id}. Or la plus petite
extension normale de £ contenant E = K (z) est 'extension E" ott H' est le plus grand
sous-groupe de H normal dans Autx F. Ce plus grand sous-groupe est en fait I'intersection
des conjugués de H dans Autyx E. Conclusion : 'action est fidele si et seulement si le
corps de décomposition du polynéme minimal de z (c’est-a-dire E7') est E. 0

Par exemple, prenons un polynome dont le groupe de Galois est Sy :
f=X"-X-1€Q[X] n=4

Notons x1, z9, x3, 4 les racines de f (dans C) et E son corps de décomposition engendré
par les z;. Nous possédons deux représentations de Autg £ dans S : Sy — Aut (Ss/H),
et Sy — Aut (S4/Hz),, ainsi que des éléments de E dont les stabilisateurs sont respecti-
vement Hy = ((1,2,3,4)) et Hy = ((1,3),(2,4)) :

2 3 2 2
T1XT5 + ToX3 + T3xy + T4 et T1X3 — Toly

Les polynomes minimaux de ces deux éléments (c’est-a-dire les résolvantes associées si
celles-ci sont séparables) réaliseront 'objectif que I'on s’était proposé. Pour s’assurer que
les corps de décomposition des deux derniers polynomes minimaux sont bien égaux (a F),
il suffit de remarquer que le plus grand sous-groupe de H; normal dans Sy est {Id}, idem
pour Hy. Nous obtenons apres calcul

T —4T* — 1
de groupe de Galois S4(6d) : Sy — Aut (S4/H),

T+ 6T° 4 24T + 56T° + 1607 + 2247 + 384
de groupe de Galois Sy(6¢) : Sy — Aut (Ss/H,),

Les notations Sy (6d) et S4(6¢) proviennent de la classification des groupes de Conway,
Hulpke et McKay [19]. Le premier polynéme possede un discriminant carré, pas le second.

Signalons pour finir que le groupe Hs C Sy formé par les doubles transpositions (le
groupe de Klein) ne donne pas un résultat satisfaisant car il est normal dans Sy, si bien
que le corps de décomposition d'une résolvante associée a Hsz n’est pas F...

I1.7.b Premiers totalement décomposés

Soit K une extension finie du corps Q et Ok 'anneau des entiers de K. La théorie des
nombres nous dit que Ok est un anneau de Dedekind, c¢’est-a-dire un anneau neethérien,
intégralement clos et dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux. Dans cet
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anneau Op, tout idéal propre non nul admet une décomposition unique en produit fini
d’idéaux premiers.

Soit f € Z[X] un polynéme unitaire irréductible, § une de ses racines (dans C par
exemple) et A = Z[f]. 1l est clair que A n’est pas en général intégralement clos (on

connait des fameux contre-exemples en dimension 2 avec Z [\/Z} , pour A = —1 mod 4).

Ce n’est donc pas un anneau de Dedekind. Cependant tout idéal pA ou p est un nombre
premier ne divisant pas le discriminant de f peut étre factorisé dans A en produit d’idéaux
premiers. La théorie des nombres montre que la factorisation de pA dans A est alors liée
a celle de f dans F,[X]. En effet, si I'on considere les isomorphismes

A/pA ~Z[X]/(f,p) = F,[X]/(f) produit fini d'extensions de F,

il est clair que les idéaux maximaux de A contenant p sont en rapport étroit avec les idéaux
maximaux de F,[X] contenant f, i.e. les idéaux engendrés par les diviseurs irréductibles
de f e F,[X] .

Par exemple pA se factorise en un produit de n idéaux premiers distincts de A si et
seulement si f se factorise en un produit de n facteurs linéaires distincts dans [F,[X]. On
se propose donc de chercher des (une infinité...) premiers qui se décomposent totalement
dans A, ou encore tels que f se scinde totalement dans F,[X].

Théoréeme 11.7.1 Soit [ € Z[X]| unitaire. Il existe une infinité de premiers p € N tels
que f mod p ait toutes ses racines dans IF,.

Remarque. Il existe un théoréme beaucoup plus général (théoreme I1.7.2, page 69).

Ce théoreme sera démontré “a la main” apres quelques lemmes... Ces lemmes provien-
nent d’éléments “extérieurs” au cadre qui nous intéresse dans cette section : ce sont des
propriétés classiques qui ont de multiples conséquences mathématiques... Il ne faudrait
surtout pas croire que ce sont simplement des lemmes pour démontrer le théoreme 11.7.1 !

Soit f € Z[X] unitaire non constant. On considere ses racines dans une cloture
algébrique de Q (quitte a remplacer f par sa partie sans facteur carré, on suppose f

séparable). Soit 61, ..., 0, ses racines et S ’ensemble formé par les différences

(Or1y s 0r0) — (Og1y. ., 000) (11.3)
ou o # 7 varient dans S,,. Il est clair que S ne contient pas (0, ...,0) puisque les 6; sont
distincts.

Lemme I1.7.2 Soit un corps K, E un espace vectoriel, et S une partie finie de E™ ne
contenant pas (0,...,0). Si |K| > |S| alors il existe un polynome P de la forme ), a; X,
(a; € K) tel que P(sy,...,s,) # 0 pour tout s € S.

Démonstration Pour s € S, posons E; = {a € K"|> " a;.s; = 0}. E, est bien un
sous-espace vectoriel propre de K™ car les s; sont non tous nuls. On sait que |K| > |9
entraine, par la propriété 11.7.2, que les (Fj)ses ne peuvent recouvrir K™. Il existe donc
un élément k € K™ qui n’appartient a aucun Ey, i.e. tel que Vs € S, Y0 ki.s; #0. O
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Dans notre cas, nous avons K = Q et S formé par les différences données par (11.3).
Grace au lemme I1.7.2, on tient un polynome P a coefficients dans Q, linéaire en ses
variables et tel que

P<97.17 .- -79T.n) - P(90.17 s 790.n) # 0

des que T et o sont différents. On peut supposer que les coefficients de P sont entiers
quitte & les multiplier par un entier (un dénominateur commun). Ainsi le polynome

g=[[ X =0P,....0.) = [[ (X = Pbss,....00n))

oGSn O'GSn

est séparable. Le polynome ¢ appartient & Z[X] car ses coefficients sont stables sous
l'action de S,,. Le polynome ¢ est une résolvante liée au groupe {Id}. Soit p € N un
nombre premier ne divisant pas le discriminant de g tel que p divise un élément de g(7Z)
(on a le choix parmi une infinité, voir propriété 11.7.3). Alors g € F,[X] est séparable et
admet une racine dans ).

Lemme 11.7.3 Soit f € Z[X] unitaire et 6y, ...,0, ses racines dans une cloture algébri-
que de Q. Si p est nombre premier alors il existe un idéal mazimal P de Z[01, ..., 0,] tel
que Z/pZ soit contenu dans Z[bs,...,0,]/P et 01,...,0, mod P soient les racines de
f mod p.

Démonstration Pour commencer, p ne devient pas inversible dans Z[6;, . ..,0,]. 1l est
donc contenu dans un idéal maximal P de Z[b,, ..., 0,]. Montrons maintenant que Z/pZ
est inclus Z[#y, ..., 0,]/P : il suffit en fait de montrer que ZNP = pZ, ce qui est clair car
pZ C ZN'P & Z et pZ maximal. Enfin, il est encore clair que les 6y, ...,60,, mod P sont

les racines de f mod p car f mod p = [[\—, (X —6;) mod P. 0
Ainsi dans le corps Dy, = Z[01, . ..,0,]/P, les polynomes f et g se factorisent en
i=1l..n 0ESH
ott P(0y,...,0,) (quitte & renuméroter les ;) appartient a F,. Le corps de décomposition

de f est bien F,. En effet, considérons le groupe de Galois sur F,, du corps de décompo-
sition Dg, de f, et montrons qu'il est réduit a {Id}. Si 7 € Autg, Dp,, alors

Dg, > P(0:,...,0,) =7.P(0y,...,0,)

Comme P(0y,...,0,) et .P(f,...,0,) sont deux racines distinctes de g si o # Id (g est
séparable), nécessairement 7 = Id, et le corps de décomposition de f est F,.

Remarque. le fait que g est séparable, de degré n!, et a racines dans F,, implique
que p > n! : il y a une infinité de premiers décomposant totalement f, mais ils ne

sont pas tous “humains”...

Revenons maintenant sur les lemmes auxquels nous avons fait appel.
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Propriété 11.7.2 (voir [14] page 40) Soit E un espace vectoriel sur un corps K. S’il
existe un recouvrement fini de sous-espaces vectoriels propres (E;)ies de E, alors K est
un corps fini et |K| < |S].

Démonstration Quitte a enlever quelques E;, on peut supposer que la famille (FE;);cg est
minimale pour le recouvrement de E. Le cardinal de S est supérieur a deux puisque les FE;
sont des sous-espaces propres. Fixons-nous j € S et soit e € E; — U, 4, E; (cet élément
existe car la famille est minimale) et f € £ — E;. Considérons maintenant les ensembles
Li={Ne K | Ae+ f € E;}. Les (L;)ies forment un recouvrement de K car les (E;);cs
recouvrent E. Majorons le cardinal de L; : L; = () car f ¢ Ej, et pour i # j |L;] < 1. En
effet, si \.e + f et u.e + f sont dans E; alors A\.e — u.e € E;. Comme e & F; alors A\ = u
(K est un corps).

Enfin, la preuve se termine par |K[ < 37,5 (4 [Li| <|S]. O

On utilise généralement ce lemme en supposant que K est infini : un K-espace vectoriel
ne peut pas étre alors une réunion finie de sous-espaces propres.

Propriété 11.7.3 Soit g € Z[X] un polynome non constant. L’ensemble des nombres
premiers divisant au moins un élément de g(N) est infini.

Démonstration Quitte a multiplier par —1 le polynome g, on peut admettre que son

coefficient dominant est positif. Supposons que pour tout x € N, g(z) = + H p @ on P

peEP
est un ensemble fini de nombres premiers. Pour un n € N assez grand, ¢ est strictement

croissant et positif sur [n,+00[. Si j € N alors le cardinal de g({n + 1,...,n + j}) est
exactement 7.

Majorons maintenant le cardinal de I’ensemble formé par Hpe P p"®) pour x par-
courant Pensemble {n,...,n+j}:siz € {n+1,...,n+j} alors p»@ < g(x) < g(n+j),
et donc

0 < ny(z) <log,(g(n+j)) <logy(g(n+j))

autrement dit n,(z) est un entier appartenant a [0,log,(g(n + j))]. Ainsi nous avons

j=l9{n+1,...;,n+j})| < (logy(9(n + j)) + 1)|P‘ quel que soit j € N. Mais cela

devient absurde lorsque j tend vers I'infini (comparer les croissances d'un logarithme et
de l'identité). 0

Le théoreme suivant est plus qu’une généralisation du théoreme I1.7.1 : il ne se contente
pas d’énoncer l'existence de premiers qui se décomposent totalement dans une cloture
intégrale, mais il précise leur densité... Ce théoreme donne naissance a une méthode pour
cerner le groupe de Galois d'une extension (bien qu’elle n’aboutisse pas pour des groupes
particuliers).

Théoréme I11.7.2 (de densité de Cebotarev, voir [37], pages 166 a 170)
Soit K un corps de nombres et L une extension galoisienne de K. On note G son
groupe de Galois. Soit C' C G la classe de conjugaison d’un élément de G et E [’ensemble
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L/K
des idéaux premiers p de Ok non ramifiés dans Or et vérifiant C' = /T) (symbole
C
d’Artin). Alors E posséde une densité de Dirichlet égale a %, i.e.
{p e £ | Norm(p) <z}| _ |C]

li =
55150 |{p premier | Norm(p) <z}| |G|
En clair, si 'on se place sur Z (Norm(pZ) = p) et que 'on considére un polynéme

de Z[X], on obtient le corollaire qui suit. Le lecteur trouvera la définition des types d'une
permutation, d'une partition et d’une factorisation page 75 (définition I1.7.1).

Corollaire I1.7.3 Soit L le corps de décomposition d’un polynome unitaire séparable f a
coefficients dans Z et de degrén. On note G le groupe de Galois Autg(L) et on le considére
comme un sous-groupe des permutations des racines de f. Soit u le type d’une partition
de n, D l’ensemble des éléments de G dont le type soit u, et E [’ensemble des nombres
premiers p ne divisant pas le discriminant de Oy et tels que le type de la décomposition
en irréductibles de f mod p soit u. Alors

o lperip<al D)
im ' = —
z—+oo [{p premier | p < z}| |G|

Remarque. Le discriminant d’une algebre libre de rang fini sur Z est a priori défini au
carré d’un inversible de Z pres comme étant le discriminant d’une Z-base quelconque.
Orseul 1 € Z est le carré d’un inversible dans Z, donc le discriminant d’une Z-algebre
libre de rang fini est un nombre entier bien déterminé.

Démonstration Pour utiliser le théoreme précédent, il faut considérer ’ensemble des
classes C' de conjugaison de G dont le type des éléments est u. On applique alors le
théoreme I1.7.2 & chaque classe C, puis on somme les densités (qui sont d’ailleurs toutes
égales) pour trouver celle de D. O

Exemple : si 'on prend v = (1,1,...,1), D = {Id} C G, et E ’ensemble des nombres
premiers p ne divisant pas le discriminant de Op et tels que f soit totalement scindé
modulo p, alors

Elp<
lim |{p€ ‘p_SL’H :| |—1
z—+oo [{p premier | p < '}

Si le groupe de Galois de f est énorme, les premiers scindant totalement f sont rares...

I1.7.c Paramétrisation rationnelle des polynéomes de groupe de
Galois D,

Une certaine méthode pour déterminer le groupe de Galois d'un polynome consiste a
cerner ce groupe grace a son action sur des ensembles (voir [29], [61]). Chaque action est
codée par la factorisation d’une résolvante adéquate. Il n’est pas difficile de constater que
ce sont toujours les mémes résolvantes qui doivent étre calculées en premiers lieux (pour
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des raisons de calculabilité, de départage...). Par exemple pour un polynéme unitaire
séparable irréductible f de degré 4, une méthode répandue est celle qui consiste a calculer
la résolvante tripartite de f. Suivant la factorisation de cette résolvante, on tire des
conclusions d’inclusion ou de non inclusion, ces conclusions pouvant elles-mémes étre
affinées par un calcul de discriminant ou d’une résolvante départageant deux sous-groupes
de S;... En fait la résolvante tripartite n’est autre qu'une résolvante associée au groupe
diédral, et dont la qualité est d’étre toujours séparable.

Afin de ne pas recalculer a chaque fois les résolvantes les plus utilisées, il est tout-a-fait
légitime de vouloir les calculer génériquement (une fois pour toutes). Ceci est effectivement
possible pour les petits degrés car les expressions intermédiaires obtenues au cours des
calculs sont raisonnables...

Dans 'exemple qui est traité ici, on se propose de calculer la résolvante tripartite
générique, et d’en tirer une famille de polynomes avec parametres dont le groupe de
Galois est toujours le goupe diédral D4. On essaiera de donner une famille la plus générale
possible sur un corps K quelconque... (Voir les familles de polynémes ffi’i pages 73 et 74.)

Propriété 11.7.4 Soit R un anneau, P € R[Xy,...,X,] un polynome. Alors la résol-

vante qui lui est associée, i.e. H (T — Q), est a coefficients dans R[oy, ..., 04].
QES,.P

Par exemple, prenons P = X X, + X3X; € Z[X;,...,Xy]. Son stabilisateur est
le groupe diédral D, = ((1,2),(1,3,2,4)) et sa résolvante nommée la résolvante tripar-
tite. Les coefficients de ce polynome s’expriment en fonction des polynomes symétriques
élémentaires.

Propriété 11.7.5 Soit K un corps, f un polynéme de K|[T] unitaire séparable, et x un
élément de ]D){( = Klz1,...,x,] dont le stabilisateur sous Uaction de S,, est G. Soit les
racines 01, ...,0, de f dans une cloture algébrique de K. On suppose

Gale:AutKK(Hl,,Hn) C G
Alors le polynome g(T) = H (T —y) € K[T] admet une racine dans K, cette racine
YESn.x

étant [image de x par le morphisme évaluation ¢ : x; — 6;.

Démonstration Comme z est un élément dont le stabilisateur contient le groupe des

automorphismes de K (6, ..., 6,) (extension galoisienne de K), il est clair que ¢(x) est sta-
ble sous I'action de Galg f. En conséquence, ¢(x) appartient donc a K (6, ...,0,)%x 7
c’est-a-dire K. 0

Ainsi tout polynéme f(T) = T* 4+ aT® + bT? + ¢T + d dont le groupe de Galois est
inclus dans D, possede des coefficients liés par une relation dépendant de a, b, c,d et un
scalaire A € K. Cette relation est

N — bA? + (ac — 4d)A\ + 4bd — a®d — ¢* = 0
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Précisons que la valeur A est la valeur prise par X; Xs+ X3.X, lorsque 1’'on évalue celui-ci en
les racines 6; de f, en choisissant une certaine numérotation des 6;... C’est 'appartenance
de A a K qui indique que le groupe de Galois de f est inclus dans D,.

Propriété I11.7.6 Si f(T) = T* + aT? + VT? + ¢T +d € K[T] est séparable alors la
résolvante tripartite [’est aussi, et il y a équivalence entre les assertions

“T3 —bT? + (ac — 4d)T + 4bd — a*d — ¢* admet une racine dans K" et

“Galg f C Dy”.

Démonstration En effet les discriminants de f et de la résolvante tripartite sont égaux,
ce qui est un fait peu banal pour une résolvante. Grace au théoreme 11.6.2, on conclut
qu’il y a effectivement équivalence entre les deux propositions. O

Du point de vue géométrique, on peut énoncer la derniere proposition comme suit :
Propriété I1.7.7 Soit la variété algébrique V de K° définie par la relation
T3 — BT? + (AC —4D)T + 4BD — A*’D — C* =0

On considére la projection m : K° — K* en oubliant la coordonnée T. Soit O C K*
l'image réciproque de K — {0} par lapplication

K4 — K
(A,B,C,D) +— dis(X*+ AX?*+ BX?+CX + D)

Il existe une bijection entre les points de w(V) N O et les polynomes unitaires séparables
de degré 4 dont le groupe de Galois est inclus dans le groupe diédral.

On peut paramétrer presque entierement la variété V a l'aide de quatre parametres :
revenons sur la relation liant a, b, ¢, d, \. On remarque que 'on peut facilement exprimer
le parametre b en fonction des autres en supposant 4d — A% # 0 :

4 a*d — N+ (4d — ac)\

b= Ad — N2

(I1.4)

La condition 4d — A2 = 0 entraine I'égalité a’d = ¢* : en effet, comme la résolvante
tripartite et T — 4d ont une racine en commun (& savoir \), le résultant (a*d — ¢*)? est
nul. Ainsi, si ¢® et a®d ne sont pas égaux, la quantité 4d — \? n’est pas nulle.

En particulier, si a,c,d sont des indéterminées algébriquement indépendantes sur un
corps k, alors b est une fraction rationnelle en a, ¢, d, A et nous avons 1’égalité des corps

k(a,b,c,d, \) = k(a,c,d, \)

Si de plus b est une quatrieme indéterminée sur k, le corps k(a, b, ¢, d, \) est une extension
pure de k.
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En caractéristique distincte de 2.

Pour ne pas avoir a manipuler des fractions rationnelles, on effectue le changement de
variables

d — 47\ —d c —

c’est-a-dire
A= aNd o —ddd b= 4ld e —4dd  d— NP —d

Alors lexpression (I1.4) de b en fonction des autres parametres devient polynomiale (on
laisse les primes de coté pour simplifier Pécriture) : b = X\ — ¢® — 4a?d*\? + dacd)\ + a*d.
Finalement, la famille de polynomes obtenus est I’ensemble des polynomes s’écrivant :

fae (T) =T*+4adT? + 4d (X — & — 4a’d*N* + dacd\ + a°d) T? + 4cdT + 4AN*d* — d
d,\
’ (IL5)

ou a,c,d,\ sont des éléments du corps K. Notons W la sous-variété de V définie par
T? —4D = 0. A ce stade, on vient de calculer une paramétrisation de I’ensemble V — W,
en caractéristique distincte de 2.

En fait, toute spécialisation en a,c,d, A du polynome f,. ne donne pas un polynome
d,\

dont le groupe de Galois est le groupe diédral : par exemple si K est un corps fini, aucune
spécialisation ne convient (le groupe de Galois d'un polynéme sur un corps fini est cyclique
donc différent de D,). Nous allons chercher une famille de spécialisations pour K = Q
telles que le groupe de Galois des polynomes obtenus soit effectivement Dj.

Posons par exemple a = ag = 0, c =¢cy =1, d =dy = =1, A = X\g = 0: on
obtient alors le polynome f = T% + 472 — 4T + 1. Prouvons rapidement que le groupe
de Galois de f est D, : par des réductions bien choisies modulo des premiers de Z, ceci
n’est pas difficile (voir le corollaire 11.7.4). En effet modulo 3, f est irréductible donc f
est irréductible dans Z[T] : son groupe de Galois est donc un sous-groupe transitif de Dj.
Si I'on factorise f modulo 5, on trouve f = (T + 1)(T + 3)(T? + T + 2) : le groupe de
Galois de f contient donc une transposition. Conclusion : Galg f = Djy.

Pour montrer que Galg f = Dy, il nous a suffit de tirer des informations de réductions
modulo 3 et 5 : pour des spécialisations de a, ¢, d, A respectivement égales a ag, cg, dg, Ao
modulo le produit 3.5 = 15 on aura les mémes résultats. Bien stir on aurait pu choisir
d’autres valeurs particulieres ag = 1, ¢ = 0, dg = —1, Ag = 0 puis les premiers 11 et 5
pour démontrer des résultats identiques...

Résumé. Pour a,c —1,d+ 1,\ € 15Z, ou pour a — 1,¢,d + 1,\ € 55Z (ce sont
des exemples parmi d’autres) le polynéme f,. (équation (I1.5)) a pour groupe de Galois
d,\

sur Q le groupe diédral.
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En caractéristique 2.

Dans le cadre plus particulier, la paramétrisation quasi-complete de V (notation de la
propriété 11.7.7) est plus simple : en effet la relation (I1.4) est réduite a

A+ ach + 2 +a?d ac c\2 a2
s (5 ey
A2 +)\)\ + A + A

a c
En effectuant a < — et ¢ < —, on obtient b = \ + ac\ + ¢* + da?.

Finalement, la famille de polynomes obtenus est ’ensemble des polynomes s’écrivant :

fae(T)=T*+XaT? + (XA + ach + & + da®)T? + AT + d (IL.6)

Y
ou a,c,d, A sont des éléments du corps K de caractéristique 2. Notons W la sous-variété
de V définie par T' = 0. Nous venons de calculer une paramétrisation de I’ensemble V—WW.

Nous allons maintenant spécialiser f,. afin de trouver un polynome dont le groupe
d,\

de Galois soit le groupe diédral. Nous décidons de travailler dans le corps Fy. Posons
par exemple a = 0,¢c = 1,A = 1, ce qui donne f; = T + T + d € Fy(d). Montrons
que Galp,q) fq est bien D, grace au corollaire I1.7.4. Comme d est une indéterminée
sur Fy, fq est clairement irréductible. L’évaluation en d = 0 nous prouve que Galg,q) fa
contient une transposition : fo = T(T 4+ 1)(T? + T + 1). Comme Galg, () fq est inclus
dans Dy (le polynéme f; est fait pour cela), on conclut qu’il y a égalité.

Ce petit résultat démontre, grace au théoreme 11.7.3, que f,. € Fy(a,c,d, \)[T]
d,\

possede un groupe de Galois égal au groupe diédral : en effet son groupe de Galois
est inclus dans D, (encore une fois, f,. est fait pour cela...), et le groupe de Galois du
d,\

spécialisé f; de f.. est Djy...
d,\

I1.7.d Réduction modulo un idéal premier

Théoréme 11.7.3 (voir [38] pages 344-345) Soit R un anneau intégralement clos et
K son corps des fractions, f € R[X] un polynome unitaire, p un idéal premier de R.
Si f € R/p[X] est un polynéme séparable alors f est séparable et Galfrac(r/p) f s’injecte
dans Galg f.

Démonstration Soit 6; les racines de f dans une cloture algébrique de K. Le groupe
de Galois de f, Galk f, opere sur R’ = R[f,...,0,]. Ce dernier anneau est entier sur R,
et 'ensemble des points fixes sous 'action de Galg f est égal & K N R’ = R car R est
intégralement clos.

On est donc en situation du théoreme I.1.1 : soit p un idéal premier de R et p’ un
idéal premier de R’ tel que p = RNy’ (il existe toujours un idéal premier p’ vérifiant cela
car R est entier sur R). Soit k le corps des fractions de R/p et k' celui de R'/p’. Alors k'
est une extension normale de k et le morphisme canonique de

D(p') ={g € Galg f | gp' ="} C Galg f
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dans le groupe Auty k' est surjectif.

En fait ce morphisme est injectif dans 'hypothese ol f est séparable : les racines 6;
de f sont distinctes, ce qui impose aux racines 6; de f de I'étre. On a f(T) = [, (T — 6:),
et dans k' on a

Les racines 6; sont en bijection avec les #;. L’automorphisme Id € Auty k' se releve
obligatoirement en Id € Galg f car les 6; sont des générateurs de Frac R’ = K(6,,...,0,).
Le morphisme canonique de D(p’) dans Auty k' est donc injectif. ]

Définition 11.7.1 Précisons les trois notions de “type” suivantes :

e Le type de factorisation d’un polynome est la suite décroissante des degrés des
polynomes irréductibles formant sa décomposition en irréductibles.

o Le type d’une permutation de S, est la suite décroissante des longueurs des
cycles formant sa décomposition en cycles a supports disjoints.

e Le type d’une partition d’'un entier n est une suite finie décroissante d’entiers
positifs dont la somme vaut n.

Propriété I11.7.8 Soit K un corps fini et f € K[X] séparable. Alors le type de la fac-
torisation de f est le type d’un générateur quelconque de Gali f considéré comme une
permutation des racines de f.

Démonstration Le type de la factorisation de f est la suite décroissante des degrés
des facteurs irréductibles de sa décomposition. Le degré d'un polynome irréductible est
égal au cardinal de I'orbite d’une de ses racines sous ’action du groupe des automorphis-
mes Galg f. Or ce dernier est cyclique car K est un corps fini : soit g un générateur
de Galg f, par exemple I'automorphisme de Frobenius z — !XI. Finalement, 1'orbite
d’une racine de f correspond a un certain cycle de la décomposition a supports disjoints
de g. 0

En juxtaposant les deux résultats précédents, on obtient :

Corollaire 11.7.4 Dans le cadre du théoréme I1.7.3, si de plus R/p est un corps fini,
alors f séparable implique que le type de f est le type d’un élément de Galg f C S,,.
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Chapitre 111

Equations résolubles par radicaux

ITI.1 Un (tout petit) peu d’histoire

La résolubilité des équations polynomiales a ’aide de radicaux fiit un probleme a 1’égal
de la quadrature du cercle... Au XVI€ siecle, quelques initiés connaissaient des formules
(ou des techniques) permettant de calculer les solutions des équations de degré inférieur
a 4. Mais nombre de mathématiciens ont tenté de résoudre par radicaux les équations de
degré 5 jusqu’'au XVIII® siecle, bien stur sans y parvenir...

Références bibliographiques : [21], [26]

Alors que les Babyloniens savaient (grosso-modo) déja résoudre les équations du second
degré, il a fallu attendre I'année 1545 pour qu’enfin Cardan révele au “grand public” la
fameuse formule permettant de résoudre les équations du type T2 + a1 = :

ofb, (b 2+(9)3+39_ b 2+(9>3
2 2 3 2 2 3
obtenue en fait par del Ferro vers 1500.

Toujours vers le milieu du XVI¢ siecle, Ferrari trouve une méthode pour résoudre les
équations de degré 4.

Cependant, les équations de degré 5 résistent a toute tentative. Entre 1683 et 1689,
Tschirnhaus essaie de transformer une équation polynomiale P(z) = 0 en un systéeme
d’équations que l'on saurait résoudre : il pose y = Q(x) ou @ est un polynome de degré
strictement inférieur a celui de P, et dont les coefficients restent a déterminer pour que y”
soit rationnel. Une fois y™ = ¢ résolue, il suffira de résoudre y = Q(x) par rapport a x, ce
que l'on sait faire “par récurrence” puisque deg(Q) < deg(P).

Cette méthode de Tschirnhaus est utilisable pour les équations de degré inférieur a 3
(voire 4), mais n’aboutit pas au résultat escompté en degré 5...

Dans les années 1770-1772, Lagrange essaie de comprendre pourquoi les mathémati-
ciens subissent un tel échec. Il commenca a étudier les fonctions de plusieurs variables, le
nombre de valeurs prises par de telles fonctions lorsque I'on permute leurs arguments : par
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exemple, (x; + jzs + j2x3)? ne prend au plus que deux valeurs si 'on échange x;, s et z3
(les x; sont supposés étre les racines d'un polynoéme du troisieme degré et j représente
une racine troisieme de 'unité), y1y> + y3y4 n’en prend que trois (si les y; sont solutions
d’une équation du quatrieme degré)...

Ainsi Lagrange donna naissance au groupe symétrique S,,, a la notion de stabilisateur
d’une expression a plusieurs variables. Si x1, 2, 3 sont trois indéterminées sur Q, il savait
par exemple que les expressions 1Ty + 73 et 2% + x3 + 2x3 étaient fonctions rationnelles
I'une de 'autre puisqu’elles ont le méme stabilisateur dans Ss.

Par ses recherches, Lagrange obtint une méthode générale qui lui permettait de passer
d’une équation de degré n a une autre de degré (n — 2)!. Son principe expliquait donc
pourquoi il était possible de résoudre les équations jusqu’au degré 4. Malheureusement,
pour n = 5 Lagrange était ramené a résoudre une équation de degré 6... Il commenca
largement a douter de la résolubilité des équations de degré 5.

Son intuition était on ne peut plus raisonnable puisqu’en 1826 Abel démontra qu’il
était impossible de les résoudre par radicaux en général. Trois ans plus tard, ce dernier
ajouta qu’il était cependant possible de calculer avec des radicaux les racines d’un poly-
nome si celui-ci possédait, en termes modernes, un groupe de Galois abélien.

En reprenant la voie ouverte par Abel (mort en 1829), Galois développa la théorie des
extensions de corps. L’idée géniale de Galois fiit de mettre en correspondance le groupe
d’'une équation et le groupe des automorphismes du corps engendré par toutes les racines
de I'équation. Il démontra notamment en 1831 que les équations de degré 5 ne pouvaient
pas étre résolues de facon générale, et qu’il en était de méme pour les degré plus important.
Il montra que la nature du corps de base influe sur le groupe des automorphismes, donc
sur la possibilité de résoudre une équation par radicaux. Voici sa célebre réponse définitive
au probleme de la résolubilité par radicaux :

Théoréme II1.1.1 (Galois, voir [33] pages 417-432) Une équation (irréductible)
est résoluble par radicaux si et seulement si le groupe de cette équation est résoluble.

Savoir ce grand théoreme de Galois est une chose, mais donner une méthode pour
déterminer si ce groupe est résoluble, donner des formules plus ou moins explicites pour
obtenir les racines en sont deux autres !

Afin d’obtenir ces formules, nous utiliserons l'algebre de décomposition universelle
qui nous permettra de manipuler les racines de polynomes plus ou moins génériques que
nous serons amenés a considérer. Dans le cadre particulier des polyndomes génériques,
leur algebre de décomposition universelle représentera le corps de décomposition de ces
polynémes (voir chapitre II).

I11.2 Equations de degré 3

Dans ce qui suit, on se place sur un corps k de caractéristique différente de 2 et 3.
Soit 7% + aT? + 0T + ¢ € k(a,b, ¢)[T] le polynome générique de degré 3. Notre but est de
calculer ses racines avec des radicaux.
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En premier lieu, il s’agit de simplifier I’équation : par exemple on passe de I’équation
T3 4+ aT? 4+ bT + c = 0 & équation f = T3 + pT + g = 0 en effectuant le changement de
variable T'— T'—a/3. Ceci a pour effet de diminuer le nombre de parameétres, ce qui n’est
pas négligeable lorsque le moment d’écrire des formules arrive... Nous noterons x1, xs, T3
les trois racines de f.

Résolution générique

Lagrange avait remarqué a juste titre que l'expression (z1 + jxs + j%73)® ne prend

au plus que deux valeurs lorsque 'on permute les x; (j représente une racine primitive
troisieme de 1'unité).

Prouvons ce résultat : considérons les corps K = k(p,q,j) ou p et ¢ sont des indéter-
minées, F = K(x,zs,x3). L'extension F de K est galoisienne et son groupe d’automor-
phismes est S3 : en effet le polynome f = T° + pT + q est irréductible dans K|[T] et son
discriminant n’est un carré dans K. Posons maintenant

h =1 + jxy + j2x3 résolvant de Lagrange

Cet élément de E est primitif car nous pouvons exprimer les x; en comme fonction ra-
tionnelle en h :

x1 = R(h), x9=R(j'h), x3=R(jh), avec R(T)=T/3—pT*

Ces relations sont obtenues en utilisant 1’algebre de décomposition universelle, grace a une
fonction cherchant a lier par combinaison linéaire les vecteurs x; et les puissances de h
sur le corps K.

En fait, h a été construit pour avoir la propriété suivante : soit le 3-cycle o = (3,2, 1),
alors oh = jh, si bien que o(h3) = (ch)® = h®. Ceci implique que h? est invariant par le
groupe engendré par o que je note Cj.

Ainsi on obtient h® € E® et nous nous retrouvons dans cette situation galoisienne :

K=F% 2 E% 2, K(h) = F = K(x1, 22, 3)

On voit alors que le degré de h3 sur K est au plus 2... On peut donc exprimer h® avec
des radicaux, par suite h, et enfin les z;.

En effet, le polynome minimal de A3 sur K est jps = T2 + 27¢T — 27p3.

Remarque. Nous “prouvons” 'exactitude de ’expression de pup3 en disant simple-
ment que pps a été calculé grace a la fonction minimalPolynomial implantée dans
I’algebre de décomposition universelle de f.

On obtient finalement

h= \/g (90 + V3v/27¢ + 4p°)

Le probleme des déterminations des racines 1 n’en est pas un : il y a six valeurs possibles
pour 'expression ci-dessus en fonction des radicaux, ces six valeurs représentent les six
racines du polynéome minimal de h sur K. Aucune distinction n’est a faire entre ces
racines. L’écriture “globale” des x; en fonction de h est indépendante de la détermination
par radicaux de h que I'on a choisi : un autre choix de h revient a permuter les x;.
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Spécialisation

Finalement, ces résultats génériques peuvent se spécialiser a n’importe quel polynome
f=T3+pT + q € k[T] si h ne se spécialise pas en 0. Or, il est clair au vu de pys qu'on
peut toujours choisir h # 0 si f # T°.

On peut remarquer que si —dis(f) = 27¢* + 4p® > 0 alors f n’a qu’une racine réelle
(a savoir z; avec les notations précédentes), et que celle-ci s’exprime avec des radicaux
réels. En revanche, si f possede trois racines réelles distinctes, ce qui est équivalent
a —dis(f) = 27¢* + 4p> < 0, celles-ci ne s’expriment pas avec des radicaux réels.

I11.3 Equations de degré 4

Dans ce qui suit, on se place sur un corps k de caractéristique différente de 2 et 3. Notre

but est de calculer les racines d'un polynome de degré 4 avec des radicaux. Effectuons

coeff 3 (f)

une premiere simplification classique : a ’aide de la translation T — T + =,

nous ramenons au cas o f = T% + aT? + bT + c.

nous

Résolution générique

Soit i = +/1 une racine primitive quatrieme de 1. Soit K = k(a,b,c,i) ol a,b,c
sont des indéterminées sur k. Les racines de f dans une cloture algébrique sont
notées xy,...,x4 et le groupe de Galois de f sur K est bien sir §;. Considérons les
éléments h; € K(x1,x9, x3, x4) suivants :

ho 1 1 1 1 T
hl . 1 7 -1 —2 i)
h2 N 1 —1 1 —1 T3
hg 1 — -1 1 T4

Remarque. Le terme particulier hgy est égal a la somme des racines z;. Par consé-
quent, dans notre cadre particulier, hy = 0 car notre équation 7% +aT?+bT+c =0
n’a pas de terme en 7.

Les h; sont nommés les résolvants de Lagrange. Leur intervention est fondamental
dans la résolution des équations polynomiales. Par exemple, ils forment un systeme de
Vandermonde composé verticalement et horizontalement des puissances de 7. On peut
inverser le systeme afin d’exprimer simplement les x; en fonctions des h; :

w1 = (ho +h1 + hy + h3) /4
To = (h,(] —Zhl - h2—|—lh3)/4
T3 = (h,() —hl —|—h2 — hg)/4
Ty = (h(]"—lhl - h2 —Zhg)/4

Les expressions des z; en fonction des h; sont extrémement simples, mais il reste a
déterminer “les valeurs en radicaux” des h; pour ¢ = 2,3,4. En clair, le probleme de
résolution par radicaux est simplement transporté des x; sur les h;.
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Nous allons maintenant mettre en évidence une deuxieme cause majeure de 'impor-
tance des résolvants de Lagrange. Etudions laction de Dy = ((4,3,2,1), (1,3)) sur
ces h; :

,2, 1)h1 = ’lhl (4, 3, 2, 1)h2 = —h,2 (4,
)hl — —hg (1, 3)h2 - hg (1,

On constate facilement que

h? et hZ sont invariants par (4,3,2,1)? = (1,3)(2,4),

hy invariant par S x Sy = ((1,3), (2,4)),

hi, by, hoh3 et hoh? invariants par Cy = ((4,3,2,1)),

h%, hihs et ho(h? + h3) invariants par D, (plus précisément, hy(h? + h3) appartient
a K).
Considérons le diagramme suivant :

K =FS 2, gPrv 2, pSxS: 2, pU3CY) 2, p o K (g, 29, 23, 24)

Comme chaque étage est de degré 2 ou 3, il semble bien que 'on puisse trouver des
formules avec radicaux exprimant les x;...

Comme nous sommes amenés a calculer des expressions dans EP*, il est tout a fait
naturel d’en calculer un élément primitif sur lequel nous pourrons appuyer nos futurs
calculs : soit

d=hi/4 €EP

On calcule le polynome minimal de d sur K (avec la fonction minimalPolynomial) :
par =T 4 2aT? + (a® — 4¢)T — b?

ce qui prouve bien que d est un élément primitif de £P* sur K. Le polynome minimal de hs
sur K (d) est bien stir T? —4d. Ainsi hy est calculable avec des radicaux, et nous avons en
particulier K (hy) = E°2*%2. Nous pouvons maintenant connaitre le polynome minimal
de h? sur K (h,) grace aux relations (obtenues par calcul dans I'algebre de décompositoin
universelle) :

hihs = —4a—2d et  (h?+ h2)hy = —16b
2k (hy) = T — (W + h3)T + (hahg)® = T? + 16bhy ' T + (4a + 2d)?

Nous avons alors moyen de calculer par radicaux h?, puis h;. Enfin, nous pouvons faire
de méme avec hg grace a hy = (—4a — 2d)/h;.

Remarquons qu'’il y a en tout et pour tout 3.2.2.2 = 24 = |S,| affectations possibles
de hy : 3 venant de d, 2 de hy, 2 de h? et 2 de hy. Elles correspondent aux 24 racines du
polynome minimal de h; sur K et sont équivalentes pour ce que nous voulons en faire...
c’est-a-dire calculer les z;.
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Spécialisation

Finalement, ces résultats génériques peuvent se spécialiser a n’importe quel polynoéme
f=T*+aT?+bT +c € k[T], a condition que h; et hy ne deviennent pas nuls. Pour cela,
supposons que le polynéme f n’est pas bicarré. Nous pouvons alors imposer d # 0 (pour
avoir hy # 0) et d # —2a (pour avoir hy # 0) : en effet, pg. = T%+2aT?+ (a® —4c)T —V?
admet nécessairement une racine (dans une cloture algébrique de k) autre que 0 et —2a
si f n’est pas bicarré.

Résumé

On consideére un polynéme f = T* + aT? + bT + ¢ non bicarré. Soit d ¢ {0, —2a} une
racine de T% 4 2aT? + (a? — 4¢)T — b2, hy = 2V/d et hs = (—4a — 2d)/h, ot

hy = \/—8bh51 + /3202d-1 — (4a + 2d)2 # 0
Alors les racines de f sont

Tri1 = (—)%hy + (—=1)*hy +i*h3) /4 k €{0,1,2,3}

Une autre stratégie pour résoudre les équations de degré 4 consiste a utiliser la méme
technique que précédemment avec la tour d’extensions

K=F5% 2, EPv 2, EO L B = K(x1, 29, 13, 24)

ott I'on franchit le dernier étage grace la propriété hj € E¢4.
Le lecteur pourra trouver une troisitme méthode dans [59], page 182.

111.4 Equations de degré 5

I11.4.a Equations irréductibles résolubles de degré premier

Soit p un nombre premier. Notons 7 le p-cycle canonique dans le groupe S, et C), le
sous-groupe de S, engendré par . On appelle groupe métacyclique engendré par 7 le
normalisateur M, de C}, dans S,,. Il est bien connu que M), est I'image du groupe AGL; (F,)
par l'isomorphisme canonique Perm(F,) ~ S, = Perm({1, ..., p}), et C, I'image de T,.

Rappel. Quel que soit 'anneau R, le groupe des similitudes de R
AGLi(R)={x+—b+ax, be R,a € UR)}
est isomorphe au produit semi-direct R x U(R).

Le cardinal de AGL;(Z/nZ) est donc ng(n).

Si p est un nombre premier, tout groupe transitif sur I, contient un unique sous-
groupe cyclique d’ordre p, isomorphe au groupe des translations sur [,

T,={x—b+z, belFy}
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Les sous-groupes conjugués de M, dans S, sont appelés sous-groupes méta-
cycliques principaux. On vérifie alors que tout sous-groupe de &, de cardinal pm
avec m < p— 1 est un sous-groupe d’un et un seul sous-groupe métacyclique principal, et
en conséquence on a nécessairement m | p — 1. Enfin, on démontre que les sous-groupes
résolubles transitifs maximaux de S, sont ses sous-groupes métacycliques principaux (voir
par exemple [4]).

Considérons un polynome f a coefficients dans un corps k, de degré p, séparable
et irréductible. Les propriétés ci-dessus permettent de caractériser la résolubilité par
radicaux de f sur k, i.e. la résolubilité du groupe de Galois de f sur k. Comme Galy, f est
transitif sur les racines de f (appartenant a une cloture algébrique de k), ce groupe contient
un p-cycle. Numérotons les racines de f de 1 a p et identifions naturellement Galy f
dans S, de telle sorte que C, soit inclus dans Galy f. Alors f est résoluble par radicaux
sur k si et seulement si Galy, f C M,

Théoréme I11.4.1 (voir [62], pages 187-188) Une équation séparable de degré pre-
mier p irréductible est résoluble par radicaux si et seulement si son groupe de Galois est
contenu dans le groupe métacyclique M.

S’il en est ainsi, un élément du groupe Galy f qui fixe deux racines quelconques de f
est nécessairement Id. Par suite, le corps de décomposition de f sur k est engendré par
uniquement deux racines quelconques de f.

Réciproquement, si le corps de décomposition de f sur k est engendré par deux racines
de f, le groupes de Galois de f est au plus de cardinal p(p—1), donc Galy, f est inclus dans
un groupe métacyclique principal. Plus précisément, Galy, f C M, puisque C, C Galy f.

C’est en substance le théoreme découvert par Galois (voir [33] page 432), a partir
duquel il a inventé le concept de groupe résoluble.

Théoreme 111.4.2 Pour qu’une équation de degré premier et irréductible soit résoluble,
il faut et il suffit que deux quelconques des racines étant connues, les autres s’en déduisent
“rationnellement”.

I1I.4.b Simplification d’une équation de degré 5

Il est bien connu que le probleme de la résolubilité des équations quelconques de
degré 5 en caractéristique 0 se ramene au probleme “plus simple” qui consiste a résoudre
uniquement les équations du type

T°+pT +q=0 forme de Bring Jerrard
Théoréme 111.4.3 (F. Klein) Soit p > 5 un nombre premier et le polynome
f(T)=T" +a,T" ' +---+a, €k[T), kcC

Les racines de f sont notées x1,...,x,. 1l existe alors une extension élémentaire k' /k (en
particulier, les éléments de k' sont calculables avec des radicaux), et un polynome ¢(T)
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p
de K'[T] non constant et de degré au plus 4 tel que le polynome g(T H T o( SL’Z
=1

soit de la forme
g(T)=TP + b TP +---+b, b € k'

Rappel. Une extension k/'/k est dite élémentaire s’il existe des extensions in-
termédiaires k1, ..., ky,

k=kiCkoC-- - Chkp1 Ckp=Fk
telles que le degré de k;y1/k; soit au plus 4.

Une preuve de ce résultat est donnée dans [2] (pages 22-25). Le passage du polynéme f
au polynome g est communément appelé transformation de Tschirnhaus. Remarquer
que les coefficients de cette transformation appartiennent a &’ et non au corps de base k.

Illustration de ce théoreme Nous allons voir comment on peut rendre nuls, par
des changements de variable bien choisis, les coefficients en T* et T3 d’une équation de
degré 5 irréductible & coefficients dans un corps k. L’élimination du coefficient en T2 peut
théoriquement se faire de maniere identique (théoreme I11.4.3), mais les formules que 1'on
obtient sont imposantes... trop pour étre couchées sur le papier !

Le lecteur constatera que les changements de variable proposés ci-dessous sont tout-
a-fait valables en caractéristique distincte de 2 et 5.

Considérons un polynéme irréductible f = T° 4+ aT* +bT? +cT? +dT +e. A I'aide de
la translation tres classique T'— T + £, on se ramene au cas ou a = 0, toutes les autres
hypotheses restant inchangées.

Maintenant, essayons d’éliminer le coefficient en T3. Considérons une racine T, de
f=T5+bT3+T?+ dT + e ainsi que 'élément

2b 3c 10d — 3b?
Up=Tg +yTy + =z ou z=" et Y+ -y+——"=0
5 b 5b
%’ ya TO
Cet élément U, est nécessairement un élément de k(y, Us) <2

degré 5 sur k(y) comme le montre le diagramme
ci-contre (on rappelle que f est irréductible sur k,

donc dimy, k(7p) = 5). On déduit également 'éga-
lité entre k(y,To) et k(y, Up). /

Les éléments z (appartenant a k) et y (de degré 1 ou 2 sur k) ont été choisis pour
que le polynéme minimal de Uy sur k soit un polynome (unitaire de degré 5) ayant des
coefficients nuls en U* et U3. Ce polynéme minimal est donné simplement par

PU) =res, (f(T),U—~T*—yT —z) € k[U]
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Si nous réussissons a calculer la racine Uy de P(U) avec des radicaux, nous pourrons en
faire de méme avec Tj : en effet, I'égalité k(y,Ty) = k(y,Up) nous montre que Ty est
exprimable comme une fraction en y et U.

Il reste cependant a connaitre explicitement cette relation donnant T en fonction de y
et Up. Tous les sous-résultants (voir chapitre B) des deux polynomes f(T') et T?+yT+z—U
(vus comme des polynomes en 7) s’annulent en (7y,Up), car ils appartiennent a l'idéal
engendré par ces deux polynomes. En particulier le sous-résultant d’indice 1 (de degré 1
en T') nous donne :

(100 — 25U)y® 4 (26% + 15Uoh — 50U2 )y + 25¢ 4 (—10b + 25U )¢
25y + (=5b + 75U0)y? — 25¢y + 25d — 6b2 + 5Ugb + 25U2

0= —

Le dénominateur de cette fraction ne peut pas étre nul car Uy est de degré 5 sur k(y).
Nous venons de retrouver la valeur de Tj en fonction de Uy et y.

I11.4.c Résolution générique

Dans ce qui suit, on se place sur un corps k de caractéristique différente de 2 et 5.
Notre but est de calculer les racines d’un polynome de degré 5 avec des radicaux lorsque
ceci est possible.

Nous allons reprendre la stratégie que nous avons utilisée dans la section III1.3 : soit
une racine cinquiéme primitive de 'unité, le corps K = k(p, q,€) ou p, ¢ sont des indéter-
minées sur k, et le polynome

f=T°+pT +q€ k(p,q)

Ses racines, dans une cloture algébrique de K, sont notées zq,...,x5. Son groupe de
Galois sur K est Ss.

Remarque. Pour montrer que le groupe de Galois de f sur k(p,q) est Ss, il suf-
fit d’utiliser les résultats qui suivent dans cette section. On vérifie tout d’abord
que f est irréductible dans k[p,q,t] car de degré 1 et unitaire en q. Grace
au théoreme II1.4.4, le groupe de Galois de f n’est pas inclus dans le groupe
métacyclique car la résolvante de Cayley n’a pas de racine dans k(p, q) : en effet, si
une racine de cette résolvante existait dans k(p, q), son degré en ¢ n’appartiendrait
pas a Z, ce qui est absurde...

De méme, on montre facilement que le discriminant de f (qui est 5°¢* + 2%p°) n’est
pas un carré dans k(p, q) car son degré en p n’est un multiple de 2. Ainsi, le groupe
de Galois de f n’est pas un groupe pair.

Finalement, il ne reste que S5 comme seule possibilité !

Considérons les résolvants de Lagrange :

hi = @1 + €'ao + ¥ a3 + 3wy + a5 i€{0,1,2,3,4}
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Remarquer que dans notre cas, nous avons hy = 0.
On peut naturellement exprimer les x; en fonction des h; comme nous ’avons fait en
degré 4 :

Tit1 = (h() + 871'}1,1 + EiQihQ + 873ih3 + 874ih4)/5 1 E {0, 1, 2, 3, 4}

Ceci étant, h? est invariant sous laction de o = (5,4, 3,2, 1) car oh; = £'h;. Considérons
le diagramme suivant :

6 P 2 5
K=F% L pfo =, pbs 2, g6 2, p— K(z1, x9, x5, 4, T5)

ou Cs = (o), D5 le groupe diédral engendré par C5 et la permutation (2,5)(3,4), et
enfin Fy, le groupe métacyclique, ou de Frobenius, de cardinal 20 engendré par Dj
et (2,3,5,4).

Remarque. D.S. Dummit étudie la méme tour d’extensions dans [30]. En revanche,
dans [3], J.M. Arnaudiés considére le diagramme

2 6 2 5
K=E% = g4 2 EPs 2, BS 2L B = K(x, 29, 23, 24, T5)

Cela montre qu’il n’y a pas qu’une seule approche possible du probleme...

On remarque que les étages a descendre sont au nombre de 4 : le passage de E & £
se fait “classiquement” avec les h; grace a h? € E® : les h; peuvent donc s’exprimer
avec des radicaux sur £5. Le deuxieme étage, de E> & EP5, ne pose pas de probleme
puisqu’il est de degré 2. Idem pour le suivant : £ & Ef?. Quand au dernier, il ne se
franchit pas si le polynome f n’est pas résoluble !

Le théoreme III.4.1 nous montre que le corps de décomposition d'un polynome
irréductible de degré 5 résoluble par radicaux ne peut pas étre “tres gros”, c’est-a-dire au
plus de dimension p(p — 1), ce qui donne 20 quand p = 5.

La premiere chose a faire est donc de s’assurer que 1’on ne cherche pas a résoudre par
radicaux une équation qui n’est pas résoluble... Est-il facile de voir si le groupe de Galois
d’un polynome est inclus dans My ~ AGL;(IF5) ~ Fy ? La réponse est oui : il s’agit d'un
résultat classique de théorie de Galois.

En utilisant la propriété I11.5.1 et le corollaire I11.5.2, (pages 91 et 94), nous obtenons
le théoreme suivant :

Théoréme 111.4.4 Le groupe de Galois sur un corps K (de caractéristique distincte
de 2 et 5) d’un polynome séparable irréductible f € K[T| est contenu dans le groupe
métacyclique Fyy si et seulement si la résolvante de Cayley évaluée en les coefficients de
ce polynome possede une racine dans K.

Pour les polynomes du type f = T° + pT + q, la “résolvante de Cayley” s’écrit

g = [T = 5pT? + 15p°T + 5p°]” — dis(f)T
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Remarque. Le calcul de g peut se faire dans ’algebre de décomposition universelle.
En fait, g est la résolvante associée au résolvant de Cayley divisé par 4,

b= [(z1@2 + Tow3 + T3T4 + T4T5 + T531) — (0123 + T35 + 522 + Ty + T427) ] 2/4

car celui-ci donne une résolvante plus “conviviale”, i.e. avec des coeflicients plus
petits que ceux de la résolvante de Cayley classique. Cette résolvante g est le
polynéme minimal (en terrain générique) de b sur K. Elle a la trés bonne propriété
d’étre toujours séparable lorsque le polynome f est irréductible et séparable en
caractéristique distincte de 2 et 5 (voir la section IIL.5).

Dans l'algebre de décomposition universelle, on remarque aussi que b est égal au
résolvant de Serret auquel on a ajouté une constante de k (& savoir 3p).

Pour résoudre l'équation f = 0, il faut donc trouver une racine a cette fameuse
résolvante de Cayley g. Elle existe dans Ef? puisque le polynéome ¢ provient d'un
Fyo-résolvant : il s’agit de b. Pour résoudre par radicaux 1’équation f = 0, nous n’allons
plus travailler en prenant K comme corps de base, mais plutot

K' = K(b) = k(p,q,¢,b)

Ainsi nous nous retrouvons dans la situation résoluble suivante :

2

2 5
K/ = EF20 — ED5 — E1C5 — K = KI($1,$2,x3,$4,$5)

Il ne reste plus qu’a trouver un élément primitif de £ sur le corps K’ = Et? que I'on
exprimera avec des radicaux sur K’, ensuite nous calculerons les h? € E5 par radicaux,
et finalement les racines x; de f en fonction des h;.

Soit d = (2e + 2e* + 1) (2129 + 2273 + T334 + T4T5 + T5T1).

Remarque. La valeur 2¢ 4+ 2e* + 1 n’est autre qu’une racine carrée de 5. Ce facteur
n’est la que pour rendre les expressions a venir moins repoussantes...

Cette quantité d est invariante par Dy et nous avons la relation

d?> = 5b

2¢e +2et+1
plus d + (2,3,5,4).d = 0. Peu importe la détermination de d, cela ne fera que permuter
les racines ;. Ainsi d est un élément primitif de £ car d n’appartient pas & K' = Ef?,

d— (2 4).d\?
(2,3,5,4) ) et de

Nous pouvons facilement constater cette derniere car 4b = (

Maintenant on peut calculer des polynéomes de degré 2 qui ont les h? pour racines.
Pour cela, étudions 'action de Fyy, c’est-a-dire 7 = (2,3,5,4) et 0 = (5,4,3,2,1), sur
les h; : on peut facilement vérifier les formules suivantes (avec 1’algebre de décomposition
universelle par exemple) :

Thl = hg Th,g = h4 Th4 = hg ThQ = hl O'hi = €ihi
Th5 = hg Th5 = hg h1h4 =d thg = —d
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Nous voyons, entre autre, que les quantités
RS + R h3 + hj hihy hohs hoh? + hsh hsh? + hyh?
sont invariantes par D5 = (72, 0). En particulier
hihy =d et hohs = —d
Ainsi h3, h et h3, h} sont respectivement racines des polynomes

H1g4 = T2 — (h? —+ hi)T + (h1h4)5 = T2 — (U + 'Ud)T + d5 u,v € K,
,ugg = T2 — (hg + hg)T + (h2h3)5 = T2 — (U — ’Ud)T — d5

Pour les polynomes de la forme f = T° + pT + g, les scalaires u et v s'écrivent :

w = (—15625¢* — 100p° + 324p*b — 376p> + 184p26° — 36pb* + 45°) /104>
v = (15625¢* + 375p° — 840bp* + 695b*p> — 275b3p* + 50b*p — 5b°) /2pq

(Ces formules ont été calculées dans 'algebre de décomposition universelle de f sur le

corps K = k(p,q).)
On peut alors déterminer les racines de ces deux polynomes, respectivement :

u+vd £ \/(u+ vd)? — 4d° u—vd £ \/(u—vd)? +4d°
2 2

Un dernier probléme est de savoir comment affecter ces quatre valeurs & h{ et hj
d’une part et hj et h} d’autre part. On a cependant une petite tolérance : on peut
choisir arbitrairement une affectation parmi ces quatre. Alors les autres seront déterminées
de fagon unique car les h; (i > 0) sont des éléments primitifs de E : il est facile de
constater qu'ils ont 20 conjugués au-dessus de K’ (2 venant de d, 2 de h?, 5 de h;). 1l
faut donc trouver suffisamment de relations entre les h; pour savoir comment les affecter
judicieusement.

Empressons-nous de fixer arbitrairement h;. Alors hy nous est donné par d/hy
car hiho = d. Tl ne reste plus qu’a trouver hy et hz. Alors les relations hoh? +hshi € K'(d)
et hgh?+hyoh? € K'(d) nous donnent un systéme linéaire que nous pouvons résoudre. Pour
les polynomes de la forme f = T° + pT + ¢, nous obtenons :

hy \ 1 h?  —h} u
() = () ()
ou
u' = (3125¢* + 50p° — 137p*b + 132p3b? — 54p?b + 10pb* — b°)d /10p?¢>
—(125p + 15b) /2
v = (=3125¢* — 25p° + 81p*b — 94p®b? + 46p%b® — 9Ipb* + b°) /125pg>

I11.4.d Spécialisation

Les relations étudiées dans le cadre “générique” peuvent se spécialiser sans difficulté
jusqu’au moment ou 'on calcule les h; en fonction de hy. Il faut par exemple que h; ne
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soit pas nul : si c¢’est malheureusement le cas, il faut prendre une autre détermination
de h. Si aucune d’entre elles ne convient, cela implique que les h; et x; sont tous nuls...

Il faut également s’assurer que hS — h} n’est pas nul. Montrons par I’absurde qu’on
ne peut pas avoir simultanément h = h} et hi = h3 si le polynome f est irréductible
dans k[T).

Supposons que ce soit effectivement le cas : on a d’'une part

R} = (A} 4+h})/2= (u+vd)/2 € k(d)

et d’autre part

h?=c'hihy =&'d € k(d,e)

De ces deux appartenances, on déduit h; € k(d,e). De méme hy € k(d, €) et par symétrie
hy et hs appartiennent a k(d,e). Ainsi les z; appartiennent aussi a k(d, €) puisqu’ils sont
combinaisons linéaires (a coefficients dans k(e)) des h;. Or k(d,¢) est de dimension 1, 2,
4 ou 8 sur k et k(z;) est de dimension 5 puisque f est irréductible : tout ceci aboutit a
une contradiction car 5 ne divise ni 1, ni 2, ni 4, ni 8 !

Ainsi hY # hj ou h3 # h3 : quitte a changer d en —d, on peut supposer hi # hj.

Remarque. Ces diverses obstructions au calcul des h; sont dues a la méthode
choisie. Rien ne prouve qu’il s’agisse d’obstructions intrinseques qu’on rencontr-
era avec n’importe quelle méthode.

Résumé

Soit k£ un corps de caractéristique distincte de 2 et 5. On considere un polynome
f =T°+ pT + q irréductible séparable sur k avec pg # 0 (on suppose que f est de cette
forme assez simple pour écrire des formules explicites). L’équation f = 0 est résoluble
par radicaux si et seulement si la résolvante

g= (T%—5pT?+ 15p2T + 5p?)? — (3125¢* + 256p°)T
= (T —p)(T? - 6pT + 25p%) — 5°¢*T

admet une racine dans k. Si c’est effectivement le cas, notons b une racine de g. On
calcule

1
d=V5b  hy= §/§ (u+vd+ \/(u+vd)2—4d5> hy =d/h

oll u et v ont des valeurs exprimées ci-dessus, page 88. On impose h} — hj # 0 quitte &
échanger d en —d. Puis hy et hz sont obtenus grace a :

hy 1 h: o —h? u
hy )~ BE—R3\ —h3 B v'd

ou les quantités u’ et v’ sont explicitées ci-dessus. Enfin les racines de f se calculent par

Tipy = (E'hy + e¥hy + ¥ hg + e¥hy) /5 i €{0,1,2,3,4}, e = /1 primitive
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Exemple

Considérons le polynome T° — 5T + 12. Peut-on calculer ses racines par radicaux
sur QQ, et si oui, quelles sont-elles ?

Le calcul montre que la résolvante “de Cayley” g possede une (unique) racine dans Q
qui est b = 25 : nous pouvons donc résoudre 1'équation T° — 5T +12 = 0 avec des radicaux
sur Q. Nous obtenons alors les valeurs suivantes :

d=5V5 u=-6250 wv=-500 o =500+250v/5 o' =10

Comme /5 & Q, le groupe de Galois de T° — 5T + 12 ne peut pas étre contenu dans le
groupe diédral Ds. Nous avons donc

Galg (T — 5T +12) ~ AGL;(F5) ~ Fy

Enfin

hy = \5/—3125 — 12505 + 375V5\/ 11V5 + 25, hy = 5V5/hy

(2v/5 + 5)h? — h3 i (2v/5 +5)h3 — h3
) 3 —
154/ 115 + 25 154/ 115 + 25

Les racines de T° — 57 4 12 sont données par (e¥hy + &% hy+ &% hs +e%hy) /5 ot e = €2/
et ke {0,1,2,3,4).

hy =

II1.4.e Paramétrisation des polyndémes 7° + pT + ¢ irréductibles
résolubles

On peut noter que mettre le polynéme g sous la forme
g = (T —p)"(T* — 6pT + 25p*) — 5°¢'T

permet de paramétrer I'ensemble des polynomes (irréductibles) f = T°+ pT +q ou p et g
sont non nuls, dont le groupe de Galois est inclus dans Fyy (voir [2] page 32, [57], ou [65]
pages 675-676). En effet, la condition Gal,(f) C Fy est équivalente a l'existence d'une
racine b de g dans le corps de base (en caractéristique distincte de 2 et 5). De plus, pg # 0

implique b € {0, p}.

3b—25 5
Si nous posons c= ng’ = 52@ g % §==+1 alors
5et(3 — 4&c) 4e5(11€ + 2¢)
= @7 et qQq=—"77"—"7"=-
+1 2 +1

La constante ¢® + 1 n’est pas nulle car nous sommes en caractéristique autre que 5 : en
effet, la condition ¢+ 1 = 0 impose a b d’étre racine de h = (3T —25p)* + (4T)2. Or b est
également racine de g, donc le résultant de h et g est nul. Mais res(g, h) = 5*p?¢® # 0 !
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Réciproquement, si £ = &1 et ¢ et e sont choisis de facon quelconque avec ¢ + 1 # 0,
alors la résolvante g calculée a partir du polynome

5et(3 — 4&c) 4e5(11€ + 2c¢)

=T° T -
/ + 2+1 2+1
. . 125¢*
admet une racine qui est b= .
2+1

Ainsi, il est clair que I'on peut exprimer rationnellement le couple (¢, e) en fonction
du triplet (p, q,b), et surtout réciproquement (p, ¢, b) en fonction de (c,e).

En particulier, si p et ¢ sont deux indéterminées sur le corps k, alors il est évident
que T° + pT + q est irréductible sur k(p, q) et pg # 0. Les éléments p, ¢ et b s’expriment
donc rationnellement en fonction de c,e € k(p,q,b). L’extension k(p,q,b) (algébrique
sur k(p, q)) est par conséquent une extension pure de k puisqu’elle est égale a k(c,e). Les
indéterminées ¢ et e (sur k) sont donc algébriquement indépendantes.

Remarque due & J.-M. Arnaudies. La surface définie par le polynéme
(T — U)YYT? — 6UT + 25U%) — 5°VAT € k[T, U, V]

(ou k est le corps de base) est rationnelle sur k. On le voit en posant V = AT —U),
ce qui ramene & (T2 — 6UT + 25U2) — 55\T, et ce dernier polynéme est de degré 2
en (T,U) et admet un point k-rationnel ('origine), ce qui permet d’achever la
rationalisation en posant par exemple U = pT (ceci donne (1 —6p+25p?)T — 55\%).
L’explication de existence de cette paramétrisation des polynémes T° + pT + g
irréductibles résolubles est la.

III.5 Séparabilité de la résolvante de Cayley

Considérons un polynome unitaire irréductible de degré 5 et cherchons a savoir si celui-
ci est résoluble par radicaux, c’est-a-dire si son groupe de Galois est résoluble ou non, ou
encore si celui-ci est inclus dans le sous-groupe métacyclique Fyy de S5. Réécrivons le
théoreme I1.6.2 de la page 64 dans le cas particulier ou nous nous trouvons :

Propriété I11.5.1 Soit K un corps, f € K[T] un polynome unitaire de degré 5 séparable
et g € K[X] une résolvante lie au sous-groupe Fog C Ss5. On suppose que g est séparable.
Alors le groupe de Galois de f sur K est inclus dans le sous-groupe métacyclique Fyy si
et seulement st g admet au moins une racine dans K.

La résolvante de Cayley (de degré 6) est liée au groupe métacyclique de Ss. Ce qui la
particularise, c’est le théoreme suivant :

Théoréme II1.5.1 (voir [4]) Awvec les mémes notations, si carac(K) =0 et [ est irré-
ductible alors la résolvante de Cayley g est séparable.

Ainsi, il est facile de savoir (en caractéristique 0 tout au moins) si 'on peut calculer
par radicaux les racines d’un polynome irréductible de degré 5 :
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Corollaire IT1.5.1 Avec les mémes hypotheses (carac(K) =0, f est unitaire irréductible
de degré 5), l'équation f = 0 est résoluble par radicaux si et seulement si la résolvante de
Cayley admet au moins une racine dans K.

Dans cette section, je propose de caractériser tous les polynomes f pour lesquels la
résolvante de Cayley est séparable, avec un minimum d’hypotheses sur la caractéristique
de K... Les polyndémes ne sont pas tous “bons” : en effet, en caractéristique 0, si f
est un polynome séparable de la forme T° + pT + ¢, alors la résolvante de Cayley g est
séparable si et seulement si ¢ # 0. On peut le voir simplement en calculant et factorisant
les discriminants de g et de f : dis(g) = 2695392 dis(f)3.

Il faut donc bien avoir en téte que la simple séparabilité de f ne suffit pas, et qu’il
faut trouver une autre hypothese pour obtenir le résultat désiré. Bien entendu, il faudra
aussi retrouver le théoreme II1.5.1 comme cas particulier.

La démonstration qui suit et celle que I'on peut voir dans [4] sont tres différentes :
celle que nous présentons ici est plus élémentaire et mais aussi plus calculatoire...

Avant de se lancer dans le degré 5, certifions le résultat suivant.

Lemme I11.5.1 Soit K' un corps, h = T*+aT? +bT? +cT +d € K'[T] dont les racines
dans une extension sont yi,Ya, Y3, y4. Soit k la résolvante associée a y1yso, i.e. le polynome
(de degré 6) dont les racines sont les double-produits des y; :

K'T>k= H (T = yryyr») = H (T — yiy;)
TE(S4/$2><52)g 1<j
Alors dis(k) = dis(h)2d®(da® — ¢*)?, si bien que k est séparable si et seulement si h

Uest, d # 0 et da® # 2.

Revenons maintenant au degré 5. Considérons les polyndomes
D = X1 X5+ Xo X3+ X3 X, + Xy X5 + X5X, C =(D—(2,3,5,4).D)?

Le polynome C' est appelé le résolvant de Cayley : son stabilisateur sous l'action de Ss
est le groupe métacyclique Fy (le stabilisateur du polynéme D est le groupe diédral Ds).
On d