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Objectifs de cette feuille :

— en TD, introduire de maniére concréte le b.a.ba de la géométrie projective en dimen-
sion 2 via un zeste de calcul automatique d’algebre linéaire en dimension 3 ;

— en TP, utiliser la possibilité de calcul symbolique de maple pour illustrer et prouver
quelques théoréemes de géométrie plane élémentaire, en les accompagnant de figures.

Plan affine K? ~~ calculs automatiques dans K?

produit vectoriel, produit scalaire, déterminant

Correspondance entre le plan affine K2 et I'espace vectoriel K3

points affines (alignés) / droites vectorielles (coplanaires)
droites affines (concourantes ou paralléles) / plans vectoriels (“concourants”)
coniques affines / quadriques homogénes

(Changement de) plan d’observation

z=louzr+y+z=1ou..
points et droite « a I'infini »

Orthogonalité dans K? vectoriel / dualité dans K? affine

droites et plans vectoriels orthogonaux / points et droites affines « duaux »
points affines (alignés), droites affines (concourantes ou paralléles)
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Quelques procédures maple & implémenter (au fur et & mesure, dans un ordre ad-hoc en
fonction des exercices qui suivent) :

Alignement : 3 points -> 1 scalaire

Alignes : ensemble de points -> 1 booléen

Barycentre : 2 points et 1 scalaire -> 1 point
CarreDistance : 2 points -> 1 scalaire
CarreDistancePointDroite : 1 point et 1 droite -> 1 scalaire
CarreRayon : 1 cercle -> 1 scalaire

Centre : 1 conique -> 1 point

CentreGravite : 3 points -> point
CercleCentreEnPassantPar : 2 points -> 1 cercle
CerclePassantPar : 3 points -> 1 cercle

Cocycliques : ensemble de points -> 1 booléen

Conique : 6 points -> 1 scalaire

ConiquePassantPar : 5 points -> 1 conique

Coefficients : 1 droite -> 3 scalaires

Concourance : 3 droites -> 1 scalaire
ConcourantesOuParralleles : ensemble de droites -> 1 booléen
DroitePassantPar : 2 points -> 1 droite

EstEquilateral : 3 points -> 1 booléen

HauteurIssueDe : 3 points -> 1 droite

IntersectionDroites : ensemble de droites -> 1 point
MediaCentre : 3 points -> 1 point

MedianeIssueDe : 3 points -> 1 droite

Mediatrice : 2 points -> 1 droite

Milieu : 2 points -> 1 point

OrthoCentre : 3 points -> 1 point

ParallelePassantPar : 1 droite et 1 point -> 1 droite
PerpendiculairePassantPar : 1 droite et 1 point -> 1 droite
PiedHauteurIssueDe : 3 points -> 1 point

ProjectionSur : 1 point et 1 droite -> 1 point
SommetTriangleEquilateralPassantPar : 2 points -> 1 point
TangenteEn : 1 courbe et 1 point -> 1 droite

Ce sont des fonctions élémentaires de géométrie affine a exploiter en TP.
Les outils liés a la géométrie projective sont développés plus particuliérement en TD.

Une remarque importante.
On constate deux fonctions liées aux points alignés : Alignement (calculant un scalaire) et
Alignes (calculant un booléen). Au premier abord, un booléen (vrai ou faux) indiquant si



des points sont alignés peut paraitre plus explicite et plus concis qu’une quantité numérique
(nulle ou pas)

Alignes({A, B,C}) est vrai <= Alignement(A, B,C) =0

Mais nous verrons que, lorsqu’elle n’est pas nulle, la quantité Alignement(A, B, C') donne
des informations trés intéressantes! ...contrairement a Alignes({A, B,C}) donnant un
banal booléen (false) dont on ne sait quoi faire...

Méme remarque pour les fonctions Concourance (calculant un scalaire) et
ConcourantesQuParralleles (calculant un booléen).



1 Centre de gravité d’un triangle

(exercice de TD et TP)

Le but de ce premier exercice est de vérifier a ’aide d’une machine, sur un exemple
(pas de preuve pour 'instant), que les trois médianes d’un triangle s’intersectent au centre
de gravité en illustrant ceci par la figure ci-dessous.

Centre de gravite

milieu de [C,A] ‘{nilieu de [B,C]

milieu de [A,B]

1. Ecrire les primitives Milieu et CentreGravite.

On retiendra un code maple fournissant explicitement un point (liste de deux sca-
laires) comme valeur de retour.

2. Comment vérifier avec maple que le centre de gravité est le barycentre d’un sommet
(avec le poids 1/3) et du milieu du coté opposé (de poids 2/3) 7

Pour réaliser la figure ci-dessus, on étudiera le code maple suivant :

with(plots)
setoptions(axes = none, scaling = CONSTRAINED, symbol = CIRCLE)

Milieu := proc(A,B) ... end :
CentreGravite := proc(A,B,C) ... end :

PointTexte := proc(point, texte) RETURN ([point[1], point[2], textel) ; end :

DessinerCentreGravite := proc(4,B,C)
local a, b, ¢, F, G ;



:= Milieu(A,B) ;
:= Milieu(B,C) ;
Milieu(C,A) ;
:= CentreGravite(A,B,C) ;

Qo o
i

F := plot([A, B, C, Al, color = red),
plot([A, B, C], color = green, style = POINT),
textplot ([PointTexte(A, ¢ A¢),

PointTexte(B, ¢ B¢),

PointTexte(C, ¢ C)1),
plot([[A,al, [B,b]l,[C,c]], color = blue),
textplot ([PointTexte(G+[0.5, 0], ¢ G°),
PointTexte(a+[1.5,0], ‘milieu de [B,C]¢),
PointTexte(b-[1.5,0], ‘milieu de [C,A]¢),
PointTexte(c-[0,0.5], ‘milieu de [A,B]I“)]) ;

display(F, title = ‘Centre de gravite®) ;
end :

DessinerCentreGravite([0,0],[10,0],[8,11]1);

2 Paralléle et perpendiculaire & une droite passant par
un point

(exercice de TD et TP)

1. A l’aide de leurs coordonnées, comment savoir si deux vecteurs de R? sont colinéaires ?
orthogonaux ? Et pour savoir si trois vecteurs de R? sont coplanaires ?

2. En connaissant des équations cartésiennes de deux droites d’un plan, comment savoir
si ces deux droites sont parralléles ? perpendiculaires ?

3. On considére (dans un plan affine) une droite D d’équation aX + bY 4+ ¢ = 0 et un
point Py = (zg,yo). Quelle est I’équation de la droite D’ passant par P, et paralléle
aD?

4. Meéme question avec la perpendiculaire.

3 Droite passant par deux points, alignement de trois
points

(exercice de TD et TP)



1. Soit A = (a1,as) et B = (by,by) deux points distincts du plan. Montrer qu’une
équation de la droite passant par A, B est

aq b1 X
det a9 bg Y =0
1 1 1

2. Que se passe-t-il quand A = B?
3. Fournir le code maple de DroitePassantPar.

4. De plus, on considére un troisiéme point C' = (¢q, ¢o). Montrer que

aq b1 C1
A, B,C sont alignés <= det | as by =0
1 1 1

On implémentera en maple cette caractérisation de trois points alignés (Alignement
et Alignes).

5. On peut dire que A, B, C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et ITC sont
by —ar ¢ —b
by —as ¢ — by
ment, existe-t-il un lien entre les déterminants de ces deux matrices ?

liés, ce qui équivaut a : det ) = 0. Indépendamment de 'aligne-

a; b c
b1 —ay C — b1 a[; b; C;
bg — a9 Co — bg 1 1 1

Laquelle préférez-vous ?

Applications du produit vectoriel & la dimension 2
(plan affine)

(exercice de TD principalement)

Le produit vectoriel® est application K? x K3 — K? définie de la maniére suivante

(
b v
a” = det < , )
’ " ¢ c
“ “ “ c d a a
Al Y | =1V avec b = det , | = —det ,
y o a a c ¢
¢ =det ¢ «
\ b v

1Une application déterminantale (K™)"~1 — K™ généralise le produit vectoriel en dimension n > 3.



a a

Pour s’en souvenir, mettre les deux vecteurs cote a cote | b o |, puis rayer la ligne 1 : il

c c

reste un déterminant 2 x 2 qui est le premier coefficient a”. Puis rayer la ligne 2 «en jouant
I’alternance», etc.

1.

Cela n’a pas de sens de parler de produit vectoriel dans un espace vectoriel de di-
mension 3 sans avoir spécifié une base. Pourquoi ?

2. Montrer rapidement que cette application est bilinéaire et alternée (i.e. u A u = 0).

. Vérifier que

a o X a”’ a a
det| & 0V Y | =d'X+VY +"Z quand V' l=1 b ALY
d 7 " d

On note . le produit scalaire de K3 et on considére trois vecteurs u,v,w € K3 et le
déterminant dans la base canonique e de K3. Vérifier les égalités entre les produits
mixtes et le déterminant :

(uAv)w = dete(u, v, w) = u.(v Aw)

En déduire que u A v/ = 0 si et seulement si v et v’ sont liés, et que u et v sont
orthogonaux a u A v.
Equation d’une droite passant par deux points

Soit A(ay,as) et B(by, by) deux points d'un plan donnés par leurs coordonnées dans
un repére fixé une fois pour toutes. On pose

o ay bl
ﬁ = a9 N b2
v 1 1

Vérifier que (o, ) = (0,0) <= A= B.

Dans le cas A # B, montrer qu’'une équation de la droite (AB) est aX + 3Y +~ = 0.
Intersection de deux droites du plan

Dans un plan, soit deux droites D et D’ d’équations

{ aX +pY +v=0 (D) (a,8)#(0,0)
dX+ Y+ =0 (D) (o,5)#(0,0)

On note
a «Q o
= B IN| P
¢ gl 0l

Montrer que
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a) D et D’ sont paralléles si et seulement si ¢ = 0.
b
(b) D = D' si et seulement si a =b = ¢ =0.
(¢) D et D" ont un seul point d’intersection si et seulement si ¢ # 0, et dans ce cas
ce point commun a pour coordonnées (a/c,b/c).

7. Droites concourantes ou paralléles

Soit trois droites D, D', D" d’un plan, ayant pour équations :

ar+PBy+v=0 (D) (o, ﬁ) (0,0
dr+py+y =0 (D) («,0)#(0,
O//l‘ + B//y + ,y// — 0 (D/I) ( /I’B/I) (

)
0)
,0)

Montrer que ces trois droites sont concourantes ou paralléles si et seulement si

o O/ a//
det | 6 8 [ | =0
,Y ,Y/ ,}//
On implémentera en maple cette caractérisation de trois droites concourantes ou
paralléles (Concourance et ConcourantesOuParralleles).

5 Applications du produit vectoriel & la dimension 3
(espace vectoriel)

(exercice de TD)

Dans cet exercice, E désigne un espace vectoriel de dimension 3 sur un corps commutatif
quelconque (R par exemple).

1. Plan engendré par deux droites vectorielles
On considére deux droites D, D’ (vectorielles) de E engendrées respectivement par
(a,b,c) et (', b, ). On pose («, 5,7) = (a,b,c) A (a',V, ).
Montrer que D = D’ si et seulement si («, 3,7) = (0,0,0), et dans le cas contraire
aX + Y +~vZ = 0 est une équation du plan D @& D' = Vect(D, D").
Cela vous rappelle-t-il quelque chose ? (indication : exercice 4 question 5)

2. Droites vectorielles coplanaires
On considére trois droites (vectorielles) engendrées par les vecteurs (a, b, ), (a', 0, )
( " bl/ /I)
Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’elles soient dans un méme plan
(vectoriel).
Cela vous rappelle-t-il quelque chose ? (indication : exercice 3...)

11



3. Intersection de deux plans vectoriels
On considére deux plans vectoriels :

aX+ Y +~vZ=0 (P) (a,B,7)#
dX+PY +~vZ=0 (P) (,0,7)
et on pose (a,b,c) = (a,3,7) A (o, 3',7).

Montrer que (a,b,c¢) = (0,0,0) si et seulement si P = P’, et dans le cas contraire
PN P’ est la droite (vectorielle) engendrée par (a, b, c).

Cela vous rappelle-t-il quelque chose ? (indication : exercice 4...)
4. Plans vectoriels «concourants»
On considére trois plans (vectoriels)

aX +pY +7vZ=0 (P) (o )#(0, 0)
X+ Y +9Z=0 (P) (a ’ ') # (0,0,0)
O/IX + /B/IY + ,YI/Z — 0 (Pl/) ( I/ /8” I/) 7& (070’0)

Montrer que ces trois plans ont une droite (vectorielle) en commun si et seulement si

o a/ a//
det | 6 8 p”" | =0
,Y ,Y/ /.y//

Cela vous rappelle-t-il quelque chose ? (indication : exercice 4...)

6 Un peu de biologie...

(exercice de TD)

Cet exercice essaie de faire le lien entre la géométrie projective et le dessin en perspec-
tive, le lien entre la droite & I'infini et la ligne d’horizon...

On munit 'espace R? d’un repére orthonormé (O, 7', %/, Z’). Imaginons que I'on place
le centre de son iris a 'origine du repére. On symbolise le fond de la rétine par le plan
vertical P/ : y = —1 (muni du repére (O, 7, Z") ou O’ = (0, —1,0) dans R?).

Sur une feuille de papier, munie du repére (O”, 2", '), on dessine trois paires de droites
paralléles, trois cercles de rayon 1 de centres respectifs (0,0), (0,1), (0,2), et les paraboles
d’équations y = 22 + 1, y = 2%. Enfin, on place la feuille de papier dans 1’espace sur le plan
P” : z=—1 de sorte que O” = (0,0, —1).

1. Dans R3, on considére la droite D passant O et un point de coordonnées
(x,y,—1) € P”. Quelles sont les coordonnées du point (s'il existe) d’intersection de
D et de P'?

2. En partant des équations (en x,y) des droites, des cercles et paraboles dessinées
dans P”, calculer des équations de leurs images dans P’. Commentez.

12



7 La droite d’Euler d’un triangle

(exercice de TP)

Théoréme 1 On considére un (vrai)
triangle (A, B,C). On note H son or-
thocentre (point de concours des hau-
teurs), M le centre du cercle circons-
crit (point de concours des médiatrices)
et G le centre de gravité (point de
concours des médianes). Alors les trois
points H, M, G sont alignés.

La droite d’Euler est la droite passant
par ces trois points. (Elle n’est définie
que si le triangle n’est pas équilatéral
car dans ce cas les trois points H, M, G
sont confondus.)

Droite d’Euler

G (isobarycentre,

M (mediacentre)

C

. A l'aide de maple, montrer le théoréme précédent et lillustrer par un petit dessin.

. On considére 'homothétie de centre GG est de rapport —2. Montrer « a la main »
que cette homothétie transforme les médiatrices en les hauteurs (on rappelle qu'une
homothétie transforme une droite en une droite paralléle).

Répondre a cette question a l’aide de maple.
. En déduire que H, M, G sont alignés, et plus précisément (voir [Sor2|)

_— =

GH = -2G

Vérifier cette relation avec maple.

. Chaque coordonnée de I'orthocentre du triangle (A, B, C) est une fraction rationnelle
des coordonnées des sommets A, B, C'. Reconnaissez-vous le dénominateur de cette
fraction rationnelle 7

Méme question pour le point de concours des médiatrices.

Quatriéme harmonique a 'infini

(exercice de TD)

13



Objectif : construire la droite paralléle a (AB) pas-

sant par M. N

Dans le plan, on considére trois points A, B, M

non alignés. Soit I le milieu de [AB], un point

N € (AM) quelconque, puis P = (NI)N(MB), et 3 (le Graal)
enfin @) = (AP) N (NB). Via un bon choix de re- :

pére et des calculs automatiques, montrer que les
droites (AB) et (M Q) sont paralléles.

9 Théoréme de Pappus “faible” : premiére approche

(exercice de TD)

On consideére la configuration suivante : deux droites distinctes (en gras sur les figures)
six points distincts A, B, C, A’, B’, C' répartis sur ces deux droites comme suit :

On veut montrer le résultat suivant (théoréme de Pappus “faible”) :
(ABY)|[(A'B) et (AC)[|(A'C) = (CB)[|(C"B)

Pour cela, on va montrer le résultat auxiliaire :

quand A, B, C' alignés d’'une part et

/ 7 / 7 / Y
(+) BANBA+CBANCB+ACNAC = 0 quand A, B', C" alignés d’autre part.

1. Remarquer une permutation circulaire dans 1’énoncé...

2. Pourquoi I'égalité (x) entraine-t-elle le théoréme de Pappus “faible” 7
— —
3. Pour prouver (x), on introduit un point quelconque O et on pose a = OA, b = OB,

etc. Ceci nous rameéne a étudier la nullité de I'expression
(a=)YAN(@ =b)+(b—=)NDB —c)+(c—d)N( —a)=0

14



Vérifier que cette derniére expression est égale a

(" ANV +V N+ Nd)y—(aNb+bAc+cNa)

4. Veérifier que a Ab+bAc+cAa est indépendant du point O en constatant par exemple

que, quel que soit A,

aNb+bAc+cAha=(a+h)AN(b+h)+(b+h)A(c+h)+ (c+h)A(a+h)

5. Vérifier que la nullité de a Ab+ b A ¢+ ¢ A a équivaut a l'alignement de A, B, C.

6. Conclure.

10 Les théorémes de Ménélaiis et de Céva

(exercice de TD et TP)

Théoréme 2 (Ménélaiis) On considére
trois points A, B, C' non alignés dans un
plan affine. Soit A’, B', C" des points res-
pectifs des droites épointées (BC) \ {C},
(CA)\{A} et (AB)\{B}. On pose A'B =
aA'C, BC = BB'A et C'A = ~(C'B.
Alors les points A', B', C' sont alignés si
et seulement si affy = 1.

(Voir [Pag| page 50, ou [Tau| page 52.)

Theoreme de Ceva

Theoreme de Menelaus

B

Théoréme 3 (Céva) Soit trois points A,
B, C non alignés dans un plan affine. On
considere A', B', C" des points respectifs des
droites épointées (BC) \ {C}, (CA)\ {A} et
(AB)\ {B}. On pose A'B = aA'C, B'C =
—5 — —
BB'A et C'"A = ~C'B. Alors les droites
(AA"), (BB'), (CC") sont concourantes ou

paralléles si et seulement si affy = —1.

(Voir [Pag| page 51, ou [Tau| page 49.)

1. Calculer les scalaires «, (3, lorsque les droites (AA’), (BB'), (CC") sont les médianes

du triangle (A, B, C).
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2. Démontrer de maniére «automatique» les théoréemes de Ménélaiis et de Céva, en véri-
fiant que ces théorémes sont des applications directe d’'une méme égalité, du genre

det

82—~ O
— ow

1
z | =xyz+1
0

Indication : on pourra utiliser le plan d’observation z = 1 dans une premiére approche,
puis dans un second temps le plan x +y+ 2z = 1, en posant A = (1,0, %), B = (0, 1, %)
et C'=(0,0,%)...
3. Dans le cadre du théoréme de Céva, on considére les assertions suivantes :
— le point C” est milieu du segment [AB];
— les droites (AB) et (A’B’) sont paralléles;
— les droites (AA"), (BB'), (CC") sont concourantes ou paralléles.
Montrer que si deux de ces assertions sont vraies alors la troisiéme est vraie également.

Indication : il faut traduire ces assertions en termes de a, 3, 7...
4. (facultatif) On pourra montrer que les deux théorémes sont «équivalents par dualitéx.

5. Calculer les scalaires t,u,v en fonction de «, 3,7 tels que A’ soit le barycentre de
(C,1—1),(B,t), B le barycentre de (A, 1 —u) et (C,u), C' le barycentre de (B, 1—wv)
et (A, v).

6. Elaborer un programme maple permettant de démontrer le théoréme de Ménélaiis et
de l'illustrer avec un petit dessin.

7. Méme question avec le théoréme de Céva.

11 Le théoréme de Desargues

(exercice de TP principalement)
Théoréme 4 Dans un plan affine, on consi-
dere 6 points A, B, C, A'", B', C' tels qu’il
existe trois points R, S, T vérifiant

{R} = (AB) N (A'B')
(S} = (BC)n (B'CY)
{T} = (A0) N (AC")

Si les trois droites (AA"), (BB'), (CC") sont
concourantes ou paralléles alors les points R,
S, T sont alignés.

(Voir [ABB*| page 161, ou |Tau| page 397.)
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1. Elaborer un programme maple permettant de démontrer le théoréme de Desargues
et de l'illustrer avec un petit dessin.

2. Déterminer toutes les circonstances (portant sur les 6 points A, B, C, A’ B', C") dans
lesquelles les 3 points R, S, T (supposés existant) sont alignés.

12 Un second théoréme de Desargues ?

(exercice de TD)

Théoréme 5 Soit A, B, C des points non alignés d’un plan affine. Soit A’, B', C" des points
non alignés du méme plan tels que (AB)||(A’B’), (BC)|[(B'C") et (CA)|[(C'A"). Alors les
droites (AA"), (BB') et (CC") sont concourantes ou paralléles.

(Voir [Pag| page 46, ou [Tau| page 51.)

Montrer que 1’égalité déterminantale ci-dessous permet de démontrer les deux théorémes
de Desargues (qui, finalement, ne font qu'un en géométrie projective).

[ As  Bs ] [ Ds Bz | ] [ [ Bs Cs ] [ Bs Fs | ] [ ¢s As ] [ Fs D3 |
A1 By Dy E4 B C1 E1 C1 A Fy Dy
[ A1 By ] [ D1 By ] [ By ©1 ] [ B1 Fi ] [ c1 Ay ] [ 7 Dy ]
Az Ba Dy  E3 ] L By O Ey  Fp | L Cy Az Fy D ]
[ A1 By | [ D1 EBr ] ] r [ B1 ¢ [ By P T [ ¢ A [/ Dy ] ]
Az B Dy E3 By  C2 Ey Fp Ca2 A Fy  Da
[ Ay By | [ Dy By ] [ B2 €3 ] [ By Ry ] [ Co Ay ] [ F» Dy ]
| Az Bz | | Ds  Es | | L [ Bz Csz | | B3 F3 | | L [ O3 Az | | F3 D3 | |
[ Ay By ] [ Do By | ] [ [ B2 C2 ] [ By F> ] ] [ ¢ Az ] [ P2 Dy |7
A3z Bg D3 Es Bz C3 Ez F3 Cs A F3 Ds
[ A3 Bs ] [ Ds  E3 ] [ Bs C3 ] [ BEs Fs ] [ Ccs Az ] [ Fs D3 |
L | 41 B | v B2 | )] || B o] | Be A ) | a ] | A D |l
Ay Dy ] By  Ea | [ Co Py ]
| A3 D3 | | B3 Es | | C3 F3 |
- - - - - - A1 By Oy Dy E1 Fy
Az Ds3 Bz E3 C3 F3
Az By Oy Dy Ez Fp
A1 Dy B1  Ei Ci P
B - - - B i Az Bz C3 D3 Ez F3
A1 Dy B1  Ex Ci B
| A2 D2 | | B2 E2 | | C2 F2 |

Cette égalité est la forme “développée” de celle-ci :

det (AAB)AN(DAE),(BANC)AN(ENF),(CNA)A(FAD)) =
det (AND,BAE,CAF) det(A,B,C) det(D,E,F)

Cette écriture est nettement plus compréhensible pour ceux qui savent interpréter en géo-
métrie (affine ou projective) un déterminant 3 x 3 et le produit vectoriel de deux triplets.

(facultatif) Enfin, on pourra montrer que le théoréme de Desargues en dimension 2 est
auto-dual.
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13 Une égalité impliquant Pappus et Desargues

(exercice de TD)

Rappelons les formules établissant les théorémes de Pappus et de Desargues (respective-
ment pages 25 et 17) :

Pappus :
det(AND,BANE,CNF)+det(BANF,CAND,ANE)+det(CANE,ANF,BAD)
=0

Desargues :
det (AAB)AN(DAE),(BANC)AN(EANF),(CNAA)A(
= det (A/\D,B/\E,C/\F) det (A,B,C) de

El
IS
:E“ij

1. Montrer que I'égalité (que 'on prouvera dans le point suivant)

det(u Au';v AV, w A w') = det(u, v/, w)det(v, v, w') —det(u, v, w')det(v,v, w)

implique les formules de Pappus et de Desargues.
On peut aussi s’amuser a démontrer Céva (page 15) avec cette relation.

2. Dans le but de démontrer 1’égalité ci-dessus, établir celles-ci :

(uAV) ANw = (vw)v — (vaw)u et (uAv).(wAt) = (uw)(v.t) — (vaw)(u.t)

14 Un exercice sur le produit scalaire

(exercice de TP)

(pied de la hauteur issue de A)

T

Soit trois points A, B,C' non alignés, (milieu de [B,C])
J le milieu de [BC|, H le pied de la
hauteur issue de A, et P, (Q les projetés
orthogonaux de H sur (AB) et (AC)

respectivement. A 0 C

1. Implémenter ProduitScalaire(A,B,C,D) retournant le produit scalaire des vecteurs
14_B> et C—ﬁ

2. Identifier de maniére géométrique les facteurs (des numérateur et dénominateur) du
produit scalaire AJ P—@

3. En déduire les circonstances (portant sur A, B, C') dans lesquelles les droites (AJ) et
(PQ) sont orthogonales :
(AJ) et (PQ) sont orthogonales <= le triangle (A, B, C') est ...
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15 Triangle équilatéral

(exercice de TP principalement)

Soit A, B deux points distincts du plan euclidien.

1. Quels sont les points C' tel que le triangle (A, B, C') soit équilatéral 7

2. En maple, écrire la fonction SommetTriangleEquilateralPassantPar calculant le

point C' tel que I'angle ABC soit 27 /6.
Indication : en utilisant les affixes complexes, on a ¢ — b = €*™/%(a — b).

16 Théoréme de Morley

Théoréme 6 Soit A, B,C trois points non Theoreme de Morley...

alignés du plan. On construit les trisec-
trices® (intérieures ou extérieures®) au tri- N
angle ABC, qui partage donc les angles aux
sommets en trois angles égaux. Ces trisec-
trices se coupent deuxr a deur aux points
J, K, L comme lindique la figure. Alors le
triangle JK L est équilatéral.

?Qui, c’est la bonne orthographe!

’Du point de vue algébrique pure, l'intérieur et

A ~8

I'extérieur n’ont pas réellement de sens.

Theoreme de Morley...

4A \/Z

Pour la petite histoire, ce résultat fort simple n’a été découvert qu’au début du XX°¢ siécle.
Fixer A(0,0), B générique, a = %B/R’ et b= %C’/B\A

puis avec maple calculer 'angle ¢ = %A/C\B, et les points C, J, K, L...

Afficher les coordonnées de J sous forme factorisée, et démontrer le théoréme de Morley.
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17 Théoréme de Napoléon et point de Torricelli

(exercice de TP)

(voir [Sorl| page 289) Dans un plan euclidien, on
considére un triangle (A, B,C) quelconque. Sur
chaque coté, a lextérieur (ou bien a l'intérieur),
on construit trois triangles équilatéraux : le coté
[A, B] donne naissance a un sommet ¢, le coté
[B, C] & un sommet a, le coté [A, C] a b.

Le théoreme dit de Napoléon annonce que le tri-
angle dont les sommets A’, B, C" sont les centres
des triangles équilatéraux  (a, B,C), (A,b,C),
(A, B,c), est lui-méme équilatéral.

On a également l'égalité des centres de gravité
des triangles (A, B,C) et (A’, B’,C"). De plus, les
droites (AA’), (BB’), (CC") sont concourantes.

De méme, les droites (Aa), (Bb) et (Cc) sont
concourantes : leur point de concours T est
appelé point de Torricelli. En particulier, ce
point appartient aux trois cercles circonscrits aux
trois triangles équilatéraux  (a, B,C), (A,b,C),
(A, B, c). (voir [CG| pages 70-74)

Avec maple, vérifier tous ces résultats.

18 Cercle passant par trois points

(exercice de TD et TP)
On se donne trois points A, B, C' dans un plan euclidien.

1. Montrer que le calcul de 'équation X2+ Y? +aX +bY +c = 0 du cercle passant par
ces trois points (s’il existe) est un probléme linéaire en les inconnues a, b, c.

2. Etudier ce systéme linéaire.

3. Ecrire en maple les fonctions CerclePassantPar et Cocycliques.

19 Cercle de Wallace-Simson

(exercice de TP)
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Théoréme 7 Soit A, B, C trois points d’un plan euclidien. Soit P un point du cercle cir-
conscrit au triangle ABC'. Alors les projetés orthogonauz de P sur les droites (AB), (BC')
et (AC) sont alignés.

1.

20

On considére un point ) quelconque. En utilisant Maple, calculer I'alignement des
trois projetés orthogonaux de @ sur les droites (AB), (BC) et (AC).

Reconnaitre les facteurs de I'alignement (numérateur et dénominateur) et en déduire
toutes les circonstances dans lesquelles des trois projetés orthogonaux sont alignés.

Centre d’une conique, rayon d’un cercle

(exercice de TD et TP)

1.

21

On considére une ellipse donnée par 1’équation

(x —(12370)2 n (y _beO)Q 1 (1)

Comment obtenir le centre de cette ellipse en utilisant des dérivées partielles (et non
les coefficients de I’équation) ?

. Vérifier que cette méthode permet en fait de calculer le centre d’une «conique

a centre» quelconque, donnée par son équation du second degré. En employant
cette méthode, on pourra d’ailleurs vérifier a quelle condition une conique pos-
séde un centre! Indication : le centre d'une conique C est (0,0) si et seulement si
(x,y) € C = (—x,—y) €C.

Comment obtenir le rayon d’un cercle (toujours en utilisant les dérivées partielles...) 7
En utilisant implicitplot, écrire une procédure maple permettant de dessiner l'el-
lipse d’équation (1).

Méme question, mais sans utiliser implicitplot.

Cercle des neuf points

(exercice de TP)
Théoréme 8 Dans un plan, on considére Cercle des neutf points

un triangle (A, B,C) dont l'orthocentre est

noté H. Alors les neuf points suivants sont

cocycliques : les trois milieux des cotés, les

trois pieds des hauteurs et les milieux des seg-

ments [AH|,[BH),[CH]. [
De plus, le centre du cercle des neuf points

appartient a la droite d’Fuler.

(voir [Sorl] page 111)
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1. A l'aide de maple, montrer le théoréme précédent et l'illustrer par un petit dessin.
2. On note I4, I, I les trois milieux des cotés opposés a A, B,C, et Ha, Hg, Ho les
trois pieds des hauteurs issues de A, B,C. On considére les points d’intersection
des croisillons (Halg) N (Hpl4) d'une part, (Hglc) N (Help) d’autre part, et enfin
(Hola) N (Hale).
Montrer que ces trois points sont alignés sur la droite d’Euler. (...encore elle!)

22 Tangente a une courbe plane F(x,y) =0

(exercice de TD et TP)

On considére une fonction ' : U — R ott U est un ouvert de R?. On rappelle la régle
de dérivation suivante :

d OF OF

S F@®),y(0) = 2" (1) 5 (x(6),y(1)) + /(1) 5~ (1), y(1))

lorsque les fonctions ¢ +— x(t) et t — y(t) sont dérivables, (u,v) — F(u,v) différentiable
sur U, et ¢ — (z(t),y(t)) & valeurs dans U !
1. Vérifier la régle de dérivation ci-dessus pour
F(u,v) = u'v’.
2. En déduire que la régle est vraie pour toute Demi-tangentes a une ellipse
fonction polynome en les variables u, v.

3. Démontrer que le gradient de F' au point
(u,v) est orthogonal & la ligne de niveau con-
tenant (u,v).

On admettra que l'on peut paramétrer la

ligne de niveau contenant (u, v) via une fonc-
tion R — R2.

4. Expliquer pourquoi la tangente a la courbe
F(u,v) = 0 en un point By = (zg,yo) est la
droite d’équation

(2~ 20) 9 () + (3 — ) o (Py) = 0

en supposant F' différentiable et Py point ré-
gulier de la courbe F' =0, i.e.

(grad F)(Py) # 0

5. Ecrire le code de TangenteEn(F, PO).

6. Réaliser le dessin ci-contre.
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23 'Triangle orthique

(exercice de TP)

Triangle orthique

(voir [CG| page 18) Etant donné un
triangle (A, B,C) ayant trois angles
aigiis, son triangle orthique est le tri-
angle (A’, B',C") ou A’ est la projection
orthogonale de A sur la droite (BC)
— (idem pour B’,C"). On peut montrer
que le centre du cercle inscrit au tri-
N angle orthique (A’, B’,C") est l'ortho-
centre de A, B, C.

x ¢ B Et si on le faisait vérifier par maple ?

24 Dualité : premier exemple
(exercice de TD)
1. Soit w,v,v',w,w’ € R3. Dans un premier temps, on admet 1'égalité suivante :
det(v A v, w A u,w Au) = det(w A w', v Au,v" Au)
De cette égalité, écrire deux propositions de géométrie plane, I'une portant sur des
droites concourantes, l'autre portant sur des points alignés.

2. On veut démontrer 1’égalité ci-dessus.

(a) Soit w,w’,u € R3. Montrer que ¢ := (w A u) A (w' A u) est une combinaison
linéaire de w et u d’une part, et de w’ et v d’autre part.

En déduire que t est multiple de wu.

(b) En écrivant ¢ = Au, montrer que A = det(w,w’,u). On pourra remarquer que
t est une expression bilinéaire alternée en w et w’.

(c) Conclure.
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Second aspect de la dualité

(exercice de TD)

La dualité dans un plan affine K2 est li¢ & I'orthogonalité usuelle dans I'espace vecto-
riel K2 et au choix d’un plan d’observation : dans cet exercice, nous choisissons le plan
d’observation d’équation z = 1.

1.

S

26

Dans un plan affine, quelles sont les coordonnées de point dual de la droite d’équation
ar+ By +v=07

Donner une équation de la droite duale du point (a,b) € K2

Quel est le point dual de la droite & I'infini ?

Quels sont les points duaux des droites passant par (0,0) 7

Se donner trois points alignés, puis calculer leurs droites duales, et réciproquement...

Deux théorémes de Pappus?

(exercice de TD)

1.

e (Voir [ABB™| page 14.) Soit ABC'D un
parallélogramme, deux points P € (AB)
et @ € (CD) tels que (PQ)||(BC), deux
points M € (AD) et N € (BC) tels que
(MN)[[(AB).

Montrer que les droites (AC), (PN) et
(M @) sont concourantes ou paralléles.

e Généralisation : soit A, B, C, D dans un
plan, deux points P € (AB) et @ €
(CD) tels que (PQ), (BC), (AD) concou-
rantes (en un point R) ou paralléles, deux
points M € (AD) et N € (BC) tels que
(MN),(AB),(CD) concourantes (en un
point S) ou paralléles.

Montrer que les droites (AC), (PN) et
(MQ) sont concourantes ou paralléles.

/
///’P /B

. En déduire par dualité le théoréme général de Pappus (cf. théoréme 11).

Indication : considérer trois points AM,PQ,C'N alignés sur une droite R, puis trois
autres points C'Q,M N ,AP alignés sur une droite S. Tracer la droite A passant par
les points AM et AP, puis les cinq autres droites C, M, N, P et Q. Etc.
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3. Théoréme 9 (Pappus « faible ») Dans un plan, on considére trois points A, B, C'
alignés et trois autres points A', B', C" alignés. Si (AB')||(BA’) et (A'C)||(AC") alors
(C"B)[|(B'C).

(Voir [Pag| pages 45-46, ou |Tau| pages 51-52.)
Montrer que les versions « faible » et « générale » du théoréme de Pappus sont
équivalentes.

27 Le dual du théoréme de Pappus

(exercice de TD)

La formulation duale du théoréme de Pappus est tout a fait symétrique :

Théoréme 10 On considére 6 points A, A', B, B', C, C" tels que les trois triplets de droites
existent :  (AA"),(BB'),(CC"), (AC"),(BA"),(CB’), (AB),(BC"),(CA"). Sideux

triplets sont formés de droites concourantes alors le troisieme triplet l’est aussi.

1. Gréace a un dessin, montrer que ce théoréme dual (avec des droites concourantes) n’est
qu'une reformulation du théoréme de Pappus (avec des points alignés), c’est-a-dire
que le théoréme de Pappus est auto-dual.

2. Montrer que 1'égalité déterminantale ci-dessous permet de démontrer le théoréme de
Pappus (général ou dual)

[ Ay Dy ] [ By Es |1 [ Co Iy ] [ Ay By ] [ By Fo ] [ Ca Dy ]
| A3 D3 | | Bz Es | | C3 F3 | | A3 Es | | B3 F3 | | C3 D3 |
[ A3 D3 ] [ Bs Es ] [ Cs  F3 ] [ A3 Es ] [ Bz Fs ] [ Cs D3 |
| A1 D1 | | B1  Ei | | 1 1| - | A1 Ei | | B1  F1 | |l C1 D1 | "
(a4, D1 [ B BE11 [cC1 BT (A B ] [ B Fi ] [ o1 D]
As Do By By Co Py Ay Eo By Py Cs Do

) ’ ) [ Ay Py ] [ By Do | [ ¢ B ’ i ’

| A3 F3 | | Bs D3 | | C3 E3 |

[ Az Fs ] [ Bs D3 ] [ cs Es |

| A1 F1 | | B1 D1 | | C1 E1 | -0

[ A Py ] [ B1 Dy ] [ c1 By

| A2 F2 | | B2 D2 | | C2 B2 |
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Cette égalité est la forme “développée” de celle-ci :

det (AND,BAE,CAF)+det (ANE,BAF,CAD)+det (ANF,BAD,CANE) =0

28 Les théorémes de Pascal et de Pappus

(exercice de TD et TP)

Theoreme de Pappus general

Theoreme de Pascal

L
Théoréme 11 Dans un plan affine, on considére 6 points A, B,C, A", B',C" tels qu’il
existe trois points R, S, T wvérifiant {R} = (AB') N (A'B), {S} = (BC') N (B'C), et
{T} = (CA")N(C'A). Alors les points R, S, T sont alignés si et seulement si les points
A, B,C, A", B'",C" sont sur une méme conique, celle-ci pouvant étre une ellipse, ou une

hyperbole, ou une parabole (Pascal) ou méme dégénérée en droites quelconques (Pappus
général).

(Voir |Tau] pages 397-440.)

1. Une conique peut étre définie par un équation cartésienne du type
aX? +bXY +cY? +dX +eY +f=0

avec a, b, ¢, d, e, f non tous nuls. Donner une condition déterminantale signifiant (i.e.
nécessaire et suffisante pour) que 6 points appartiennent a une conique.

2. Montrer que I'union de deux droites est une conique particuliére (dite « dégénérée »).

3. Dans R?, quelle est I'intersection d’un cone et d'un plan d’observation ? Exhiber tous
les cas particuliers.

4. Démontrer le théoreme 11.
Indication : par un changement de plan d’observation, envoyer les points R et S
a l'infini. Ensuite, choisir un repére intéressant de telle sorte que les calculs soient
simples... Par exemple, si B, A’, C' ne sont pas alignés (traiter quand méme ce cas

particulier), on pourra prendre x = 0 pour équation de la droite (BA’), y = 0 une
équation de (BC"), x = 1 pour (B'A) et y = 1 pour (B'C). Etc.
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5. (Cas particulier d’une cubique) On se fixe un point O sur une conique C non dégé-
nérée. On note A une droite quelconque disjointe de C. Pour tout couple de points
(A, B) sur la conique, on définit les points suivants :

(R} := (AB)N A {Ax B} := (OR)nC\ {0}

Exceptions : si A = B alors (par continuité) la droite (AB) est la tangente a C en A.
De plus, si la droite (OR) est tangente a C en O alors (par continuité) A+ B = O.

Montrer que C muni de * est un groupe abélien (le point difficile est 1’associativité
de *). Déterminer les points égaux a leur symétrique.

6. A I'aide de maple, montrer que les trois points R, S, T sont alignés si et seulement si
les six points A, B,C, A", B, C" appartiennent & une conique.

7. Terminer la session maple par un petit dessin...

29 Le théoréme de Brianchon

Sur une ellipse... ...sur une parabole
Theoreme de Brianchon . Theoreme de Brianchon

/4

Théoréme 12 (dual du théoréme de Pascal) On considére siz tangentes Ty, ..., T a une
conique telles qu’il existe siz points Si,..., S vérifiant {S;} = T, N Tiyq pour i < 5 et
{Ss} = Ts NTy. Alors les droites (S1,S4), (S2,S5) et (S3,S6) sont concourantes.

(Voir [CG| pages 88-91 ou |[Tau| page 440.)

1. Montrer qu’'une droite coupant la conique en un point F,, coupe la conique en un
unique autre point P;.
Remarque : si la droite est tangente a la conique, alors Fy = P; est un point “double”...

2. Quitte a translater la conique, on peut la choisir (sans perte de généralité) passant par
I'origine du repére, noté Fy. De plus, quitte a “tourner” la conique, on peut imposer
que la tangente en P, soit “verticale” (i.e. d’équation x = 0). Montrer qu’une équation
cartésienne générique d’'une telle conique est :

C: aX?’+bXY +cY?+dX =0
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3. Grace aux droites y = mz (ot m € R), déterminer un paramétrage de la conique C,
i.e. expliciter m +— Py(m). Vérifier que P;(c0) = Fp.

4. A 'aide de maple, montrer le théoréme de Brianchon et I'illustrer par un petit dessin.

5. Montrer que le théoréme de Brianchon fait « partie » du dual du théoréme de Pascal.

30 Une seule égalité pour prouver trois théorémes !

Les théorémes de Pappus (versions faible et générale), de Pascal et son dual (théoréme
de Brianchon) sont des interprétations de I’égalité déterminantale suivante :

[ A32  AsAs A2 A1A3  AjAs A2 ]
B3?2 ByBs By?2 BBy ByBy B’
C32  CaC3  Cy2  C1Cs C1Cy 12
D3? DgoD3 Ds?> DyD3 DyDy Dq2

E3®  EyEs Ex? E1Es  E1Ey  E?

L F32 FaF3  F?  FF3 FiFy 2

[ A3 E3 ] [ By D3 ] 7 r By Fy | Cs Es 1 r [ Ay F3 ] [ ¢35 D3 | 7
| A1 By | | B1 Di | | B1 B | | o B | 44 B | | &1 Dy
[ Ay Ep ] [ By D; | [ By Fy | [ c1 E1 [ A, Fy ] ¢y D ]
L [ A2 E2 | | B2 D2 | | L [ B2 F2 | | C2 E2 | | L [ A2 F2 | |l C2 D2 | |
[ A Ep ] [ Bi Dy ] 7 r [ B. F ] [c1 By ] 7 r[ a r ] [ c1 Dy ]
| A2 B2 | | B2 D2 | | B2 F2 | | C2 E2 | | A2 F2 | | C2 D2 |
[ Ay  E5 | [ By Dy | [ By Fy | [ Cy Es | [ Ay Fy [ Cy Dy ]
| As  Es | | Bs D3 | | L | Bs Fsz | | Cs Esz | | L | A3 F3 | | ¢ D3 | |
[ Ay By ] [ Bo Dy ] ] [ B2 F» | [ Co By | 7 [ A2 Fp | [ Co Do ] 7
| Az E3z | | Bs D3 | | Bs Fs | | Cs Es | | Az  F3 | | Cs D3 |
[ A3 B3 ] [ By D3 ] [ By Fy ] [ Cc3 E35 ] [ A3  F3 ] [ Cc3 D3 ]|
| A1 By | | B1 D1 || || Bt | | B || || a4 m| | ¢ D1 |l

Ce gros déterminant 3 x 3 est la forme “développée” de celui-ci :
det (AANE)A(BAD),(BANF)AN(CAE),(ANF)A(C A D))
Démontrer que 1'égalité ci-dessus implique les théorémes de Pappus (faible, général ou
dual), de Pascal et de Brianchon.
31 Le visage de Desargues en dimension 3

1. Dans l'espace affine, on considére 6 points A, B, C, A’, B’, C'. On suppose que
AA'B'B est un parallélogramme et que les droites (AC) et (A’C”) sont paralléles.

Montrer que les droites (AA’) et (C'C") sont paralléles si et seulement si les droites
(BC) et (B'C") le sont.
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2. En déduire le théoréme de Desargues ci-dessous. (La droite contenant R, S et T est
la droite intersection des plans contenant les points A, B, C' d’une part, et A, B', C’
d’autre part.)

3. En déduire le théoréme de Desargues en dimension 2 (théoréme 4).

Theoremerde Desargues

Théoréme 13 Dans [’espace projectif, on
considére 6 points A, B, C non alignés et
A, B', C" non alignés. Alors les trois droites

(AA"), (BB'), (CC")

sont concourantes si et seulement s’il existent
trois points R, S, T alignés vérifiant

{R} = (AB) N (A'B)

(S} = (BC)n (B'C)
{T} = (AC) N (AC")
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Corrections des exercices

Fichier definitions.mpl

# x, y sont des variables globales
x =7x’ 1y =7y :
RETOURNE := x -> simplify(expand(x))

with(linalg):

AireTriangle := proc(A,B,C)
RETOURNE (Alignement (A,B,C)/2) ;
end :
CALLS[AireTriangle] := {Alignement} :

Alignement := proc(A,B,C)
local M ;
M := matrix(3, 3, [[A[1],B[1],C[1]], [A[2],B[2],C[2]], [1,1,1]11) ;
RETOURNE (det (M)) ;

end :

CALLS[Alignement] := {} :

Alignes := proc(L)
local p ;
for p in L do
if simplify(Alignement(L[1], L[2], p)) <> O then RETOURNE(false) fi ;
od ;
RETOURNE (true) ;
end :
CALLS[Alignes] := {Alignement} :

Barycentre := proc(A,B,t)

RETOURNE([(1-t)*A[1] + t*B[1], (1-t)x*A[2] + t*B[2]]) ;
end :
CALLS[Barycentre] := {} :

CarreAireTriangleViaHeron := proc(A,B,C)
local a, b, c, s ;

a := sqrt(CarreDistance(B,C)) ;
b := sqrt(CarreDistance(C,A)) ;
¢ := sqrt(CarreDistance(A,B)) ;
s := (atb+c) / 2 ;
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RETOURNE(s * (s-a) * (s-b) * (s-c)) ;

end :
CALLS[CarreAireTriangleViaHeron] := {CarreDistance}
CarreDistance := proc(A,B)
RETOURNE((B[1]1-A[1])"2 + (B[2]-A[2])"2) ;
end :

CALLS[CarreDistance] := {} :

CarreDistancePointDroite := proc(point, droite)

RETOURNE (CarreDistance(point, Projection(point, droite))) ;
end :
CALLS[CarreDistancePointDroite] := {CarreDistance, Projection} :

CarreRayon := proc(cercle)

local centre ;

centre := Centre(cercle) ;

RETOURNE (subs ({x=centre[1] ,y=centre[2]}, -cercle)) ;
end :
CALLS[CarreRayon] := {Centre} :

Centre := proc(ellipse)

RETOURNE (subs (solve ({diff (ellipse,x), diff(ellipse,y)},{x,y}), [x,y1)) ;
end :
CALLS [Centre]

= {} :
CentreGravite := proc(A,B,C)
RETOURNE(1/3 * (A+B+C)) ;
RETOURNE(1/3 * [A[1]+B[1]+C[1], A[2]1+B[2]+C[2]1]) ;
end :

CALLS[CentreGravite] := {} :

CentreTriangleEquilateralPassantPar := proc(A,B)
RETOURNE (CentreGravite(A, B, SommetTriangleEquilateralPassantPar(A,B))) ;
end :
CALLS[CentreTriangleEquilateralPassantPar] :=
{CentreGravite, SommetTriangleEquilateralPassantPar}

CercleCentreEnPassantPar := proc(0, P)

RETOURNE((x-0[1])"2 + (y-0[2])"2 - CarreDistance(0,P)) ;
end :
CALLS[CercleCentreEnPassantPar] := {CarreDistance}
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CerclePassantPar := proc(A, B, C)
local cercle, a, b, c, equations, P, solution ;
cercle := x72 + y~"2 + a*x + b*xy + c ;
equations := {seq(subs([x=P[1], y=P[2]], cercle), P = [A,B,C])} ;
solution := solve(equations, {a,b,c}) ;
RETOURNE (subs (solution, cercle)) ;
end :
CALLS[CerclePassantPar] := {} :

Cocycliques := proc(L::1ist) # L est une liste de plus de trois points
local P, cercle, 0, R2 ;
if nops(L) < 3 then
ERROR(‘il me faut une liste de longueur superieure ou egale a 3°) fi ;
cercle := CerclePassantPar(L[1], L[2], L[3]) ;
for P in L[4..nops(L)] do
if simplify(subs([x=P[1], y=P[2]], cercle)) <> O then RETOURNE(false) fi;
od ;
RETOURNE (true) ;
end :
CALLS[Cocycliques] := {CerclePassantPar}

Coefficients := proc(droite) # si F = ax + by + ¢ retourne a, b, ¢
local d ;
d := expand(droite) ;
RETURN( coeff(d,x,1), coeff(d,y,1), subs([x=0,y=0], d) ) ;

end :

CALLS[Coefficients] := {} :

Concourantes := proc(L::1list)
local solution ;
solution := solve({op(L)}, {x,y}) ;
RETOURNE (evalb(solution <> NULL)) ;
end :
CALLS[Concourantes] := {} :

ConcourantesOuParalleles := proc(D1, D2, D3)

local M;
M := matrix(3,3, [Coefficients(D1),Coefficients(D2),Coefficients(D3)]) ;
RETOURNE (det (M)) ;

end :

CALLS[ConcourantesOuParalleles] := {Coefficients}

DroitePassantPar := proc(A,B)
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RETOURNE(Alignement (A, B, [x,yl)) ;
end :
CALLS[DroitePassantPar] := {Alignement}

DualDroite := proc(droite) local L;
L := Coefficients(droite) ;
RETURN([L[1]/L[3], L[2]1/L[3]1]1) ;

end :

DualPoint := proc(P)
RETURN(C P[1]*x + P[2]*y + 1 ) ;
end :

EstEquilateral := proc(A,B,C)

local AB2, BC2, CA2 ;

AB2 := CarreDistance(A,B) ;

BC2 := CarreDistance(B,C) ;

CA2 := CarreDistance(C,A) ;

RETOURNE (evalb(0 = simplify(AB2-BC2)) and evalb(0 = simplify(AB2-CA2))) ;
end :
CALLS[EstEquilateral] := {CarreDistance}

HauteurIssueDe := proc(P,Q,R)
RETOURNE (Perpendiculaire(P, DroitePassantPar(Q,R))) ;

end :
CALLS[HauteurIssueDe] := {Perpendiculaire, DroitePassantPar}
IntersectantDeuxDroites := proc(D1, D2)

RETOURNE (ProduitVectoriel ([Coefficients(D1)], [Coefficients(D2)])) ;
end :
CALLS[IntersectantDeuxDroites] := {Coefficients, ProduitVectoriel}

IntersectionDroites := proc(L)

# L liste d’équations de droites
local solution ;
solution := solve({op(L)}, {x,y}) ;
RETOURNE (subs(solution, [x,y])) ;

end :

CALLS[IntersectionDroites] := {} :

MatricePassageInfini := proc(droite) local a,b,c,s
(a,b,c) := Coefficients(droite) ;

s := sqrt(a~2+b~2+c"2) ;
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(a,b,c) := (a/s, b/s, c/s) ;
RETURN (matrix([[-b,-axc,al,[a,-b*c,b]l,[0,1-c"2,c1])) ;
end :

MediaCentre := proc(A,B,C)
RETOURNE (IntersectionDroites ([
Mediatrice(A,B), Mediatrice(B,C), Mediatrice(C,A)])) ;
end :
CALLS [MediaCentre] := {IntersectionDroites, Mediatrice}

Mediatrice := proc(A,B)

RETOURNE (Perpendiculaire(Milieu(A,B), DroitePassantPar(A,B))) ;
end :
CALLS[Mediatrice] := {Milieu, Perpendiculaire, DroitePassantPar}

Milieu := proc(A,B)

RETOURNE(1/2 = [A[1]+B[1], A[2]+B[2]]) ;
end :
CALLS[Milieu] := {} :

OrthoCentre := proc(A,B,C)
RETOURNE (IntersectionDroites ([
HauteurIssueDe(A,B,C), HauteurIssueDe(B,C,A), HauteurIssueDe(C,A,B)
1)
end :
CALLS[OrthoCentre] := {IntersectionDroites, HauteurIssueDe}

Parallele := proc(point, droite)
local a, b ;
(a,b) := Coefficients(droite)[1..2] ;
RETOURNE (b* (y-point [2]) + a*(x-point[1])) ;
end :
CALLS[Parallele] := {} :

PassageInfiniDroites := proc(droites, delta) local d,res,P ;
P := MatricePassageInfini(delta) ;
res := [seq(multiply([Coefficients(d)], P), d=droites)] ;
res := map(d -> d[1]*x+d[2]*y+d[3], res) ;
RETOURNE(res) ;

end :

PassageInfiniPoints := proc(points, delta) local d,res,invP ;
invP := inverse(MatricePassageInfini(delta)) ;
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res := [seq(multiply(invP, [d[1], d[2], 1]), d=points)] ;
res := map(d -> [d[1]/d[3], d[2]/d[3]], res) ;
RETOURNE (res) ;

end :

Perpendiculaire := proc(point, droite)
local a, b ;
(a,b) := Coefficients(droite)[1..2];
RETOURNE (a* (y-point [2]) - b*(x-point[1])) ;
end :
CALLS[Perpendiculaire] := {} :

PiedHauteurIssueDe := proc(A,B,C)
RETOURNE (Projection(A, DroitePassantPar(B,C))) ;
end :
CALLS[PiedHauteurIssueDe] := {Projection, DroitePassantPar} :

ProduitVectoriel := proc(A,B)
RETOURNE([A[2]*B[3] - B[2]*A[3],
-(A[11+B[3] - B[1]*A[3D),
A[11xB[2] - B[1]*A[2]]) ;
end :
CALLS[ProduitVectoriel] := {} :

Projection := proc(point, droite)

RETOURNE (IntersectionDroites([droite, Perpendiculaire(point, droite)])) ;
end :
CALLS[Projection] := {IntersectionDroites, Perpendiculaire} :

Rayon := proc(cercle)

RETOURNE (sqrt (CarreRayon(cercle))) ;
end :

CALLS[Rayon] := {CarreRayon} :

RotationDe := proc(A, C, a)
RETOURNE( [ cos(a)*(A[1]-C[1])-sin(a)*(A[2]-C[2]) + C[1],
sin(a)*(A[1]1-C[1])+cos(a)*(A[2]-C[2]) + C[2] 1 ) ;
end :

SommetTriangleEquilateralPassantPar := proc(A,B)
RETOURNE(1/2 * [A[1] + B[1] - sqrt(3)*(A[2] - B[2]),
A[2] + B[2] + sqrt(3)*(A[1] - B[11D1) ;
end :
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CALLS[SommetTriangleEquilateralPassantPar] := {} :

Tangente := proc(F, PO)

local %0, y0O, evalPO ;

x0 := PO[1] ; yO := PO[2] ;

evalPO := [x=x0, y=y0] ;

RETOURNE ( (x-x0) *subs (evalP0O, diff(F,x)) + (y-y0)*subs(evalPO, diff(F,y))) ;
end :
CALLS[Tangentes] := {} :

TriangleOrthique := proc(A,B,C)

RETOURNE ( [PiedHauteurIssueDe(A,B,C),
PiedHauteurIssueDe(B,C,A),
PiedHauteurIssueDe(C,A,B)]) ;

end :
CALLS[TriangleOrthique] := {PiedHauteurIssueDe}

UnPointSur := proc(droite, t)
local a,b,PO ;
(a,b) := Coefficients(droite)[1..2] ;
PO := Projection([0,0], droite) ;
RETOURNE (PO+t*[-b,a]) ;

end :

CALLS [UnPointSur] := {Projection}

HEF S S R S S A S A
Definitions := sort(map(op, [indices(CALLS)]))

Dependance := proc(item)
local R, newR ;
R := {item} ;
do
newR := {seq(op(CALLS[x]), x = R)} union R ;
if newR = R then break fi ;
R := newR ;
od ;
RETURN (R minus {item}) ;
end :

##for def in Definitions do print(definition(def) = Dependance(def)) ; od :
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with(plots)
setoptions(axes = none, scaling = CONSTRAINED, symbol = CIRCLE)

PointTexte := proc(point, texte)
RETURN( [point[1], point[2], texte] ) ;
end :

PointsTexte := proc(L::1list) # Liste point, texte, point, texte,
local F,i ;
F := NULL ;
for i from 1 to nops(L) by 2 do
F := F, plot([L[i]], style=point) ;
F := F, textplot([ op(L[i]), L[i+1] ], align=RIGHT) ;
od ;
RETURN(F) ;
end :

read ‘dessin.mpl

Fichier dessin.mpl

DessinDroite := proc(droite, t0O, tl, couleur)
RETURN (plot([[UnPointSur(droite,t0),
UnPointSur (droite,t1)]], color=couleur)):
end :

# Ellipse (x-x0)"2/a"2 + (y-y0)~2/b"2 =1
DessinEllipseCentreeEnDeParametres := proc(x0y0, a, b, couleur)
local x0, yO, x, v ;
x0 := x0y0[1] ; yO := x0y0[2] ;
RETURN (implicitplot((x-x0)"2/a~2 + (y-y0)~2/b"2 =1,
x=x0-a..x0+a, y=y0-b..y0+b, color=couleur)) ;
end:

DessinCercleCentreEnDeRayon := proc(x0y0, r, couleur)
RETURN (DessinEllipseCentreeEnDeParametres(x0y0, r, r, couleur)) ;

end :

DessinCercle := proc(cercle, couleur)
RETURN (DessinCercleCentreEnDeRayon(Centre(cercle), Rayon(cercle), couleur));
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end :
DessinCerclePassantPar := proc(A,B,C, couleur)

RETURN (DessinCercle(CerclePassantPar(A,B,C), couleur)) ;
end :
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La droite d’Euler d’un triangle

> restart : read ‘my_config.mpl® : interface(echo, echo=3) : read
> ‘Euler.mpl‘;

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined

# Dans un triangle, le centre de gravité, l’orthocentre, et le point

# de concours des médiatrices sont alignés... (sur la droite d’Euler)
>
> vieil_echo := interface(echo, echo=1)

“lecture de definitions.mpl”

v

Dependance(CentreGravite) ;

> G := CentreGravite(A,B,C)

\2

Dependance (OrthoCentre) ;

{ DroitePassantPar, IntersectionDroites, Alignement, HauteurlssueDe, Perpendiculaire}
> H := OrthoCentre(A,B,C)

>

> Dependance (MediaCentre) ;

{DroitePassantPar, IntersectionDroites, Mediatrice, Alignement, Milieu,

Perpendiculaire}
> M := MediaCentre(A,B,C)

>
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#

>

Propriétés classiques

‘Les points G,H,M sont alignés‘, Alignes(G,H,M) ;
Les points G, H, M sont aligns, true

‘GH = -2GM‘, evalb(simplify( H-G = -2%(M-G) )) ;
GH = —2GM, true

Les médiatrices (celle de [A,B]) s’envoient sur

les hauteurs (celle issue de C)

par 1’homothétie de centre G et de rapport -2

im := subs({x = G[1] - (x - G[1]1)/2, y = G[2] - (y - G[2])/2},
Mediatrice(A,B))

simplify(im / HauteurIssueDe(C,A,B)) ;

—1

2

Autres relations algébriques...

factor(denom(H[1])/Alignement (A,B,C)),

factor(denom(H[2])/Alignement (A,B,C)),

>

factor(denom(M[1])/Alignement (A,B,C)),

factor (denom(M[2])/Alignement (A,B,C));

1,1,2,2

Un petit dessin pour terminer

(A, B, C) := ([1,2], [3,3], [3,01)

F := plot([A,B,C,A], style=line, color=black)
F := F, PointsTexte([A, ¢ A¢‘, B, ¢ B¢, C, ¢ C‘D)
F := F, PointsTexte([G, ¢ G (isobarycentre)‘])
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> F := F, PointsTexte([H, ¢ H (orthocentre)‘])

> F := F, PointsTexte([M, ¢ M (mediacentre)‘])

> F :=F, plot([Barycentre(H,M,-.8),
Barycentre(H,M,2.5)],style=1ine,color=blue):

> display(F, title=‘Droite d’Euler®) ;

Droite d’Euler

H (orthocentre)

G (isobarycentr

M (mediace

)

pNtre)

> pour_le_fichier (%, ‘Euler‘)

Les théorémes de Ménélaiis et de Céva
> restart : read ‘my_config.mpl‘ : interface(echo=3)
> read ‘Menelaus.mpl® ;

Warning, the name changecoords has been redefined

> unprotect(’D’,’gamma’) :

> D := Barycentre(C,B,1/(1-alpha))

\4
52
i

Barycentre(A,C,1/(1-beta))

42



F := Barycentre(B,A,1/(1-gamma))

factor(Alignement (D,E,F)) ;

(Bya—1)(C1Ay—C1 By — A1 Cy+ B Cy 4+ Bo Ay — By Ay)

(14 a) (=14 8)(=1+7)
factor(Alignement (A,B,C)) ;

ClAQ—ClBQ—A102+BlcQ+BQA1—BlAQ

Un petit dessin pour terminer
(A,B,C) := [2,1], [1,0], [0,2]

(alpha,beta) := (-1,-2) : gamma := 1/(alpha*beta)

dessin := plot([[B,C,D], [A,C,E]l, [A,B,F]l], color=blue)

dessin := dessin, plot([D,E,F], color=brown)

dessin := dessin, PointsTexte([A, ¢ A‘, B, ¢ B¢, C, ¢ C‘1)
dessin := dessin, PointsTexte([E, ¢ B’‘, F , ¢ C’>‘, D, ¢ A’ ‘])

display(dessin, title=‘Theoreme de Menelaus‘) ;
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> pour_le_fichier(%, ‘Menelaus‘)

>
> restart : read ‘my_config.mpl‘ : interface(echo=3)
> read ‘Ceva.mpl® ;

Warning, the name changecoords has been redefined

> unprotect(’D’,’gamma’) :

\4
o
i

Barycentre(C,B,1/(1-alpha))

> E := Barycentre(A,C,1/(1-beta))

\4
)
i

Barycentre(B,A,1/(1-gamma))

\4

=

(W]
]

DroitePassantPar(A,D)

> BE := DroitePassantPar (B,E)

> CF := DroitePassantPar(C,F)
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factor (ConcourantesOuParalleles(AD,BE,CF)) ;
(—AlBg+BgC'1+A1C'2+AgBl—BlCQ—AQCl)2(1+a75)

(1+a)(=1+p8)(=1+7)
factor (Alignement(A,B,C)) ;

AlBQ—AlcQ—AQBl+A201+BlcQ—Bgcl

Un petit dessin pour terminer
(4,B,C0) := [2,1], [1,0], [0,2]
(alpha,beta) := (-1,-1) : gamma := -1/(alphax*beta)

M := IntersectionDroites([AD,BE,CF])

dessin := plot([[B,C,D], [A,C,E], [A,B,F]], color=blue)

dessin := dessin, plot([[A,D,M], [B,E,M], [C,F,M]], color=brown)

dessin := dessin, PointsTexte([A, ¢ A‘, B, ¢ B¢, C, ¢ C‘, M, “‘1)

dessin := dessin, PointsTexte([E, ¢ B’‘, F , ¢ C’>¢, D, ¢ A ‘])

display(dessin, title=‘Theoreme de Ceva‘) ;
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Theoreme de Ceva

> pour_le_fichier(%, ‘Ceva‘) :

— Pour montrer que le théoréme de Ménélaiis vient de I'égalité déterminantale

det

=8~ O
— ow

1
z | =zyz+1
0

il suffit de prendre A, B, C' comme repére barycentrique du plan et d’écrire les coordonnées
barycentriques de A" ~ (0,1, —«), B’ ~ (—/3,0,1) et C" ~ (1, —~,0). Les points A’, B’, "
sont alignés si et seulement si det(A’, B',C") = 0...

— Pour montrer que le théoréme de Céva vient de I’égalité déterminantale il suffit de calculer
les coefficients des droites (AA") ~ (1,0,0) A (0,1, —a) ~ (0,1,a7 "), (BB') ~ (871,0,1) et
(CC") ~ (1,771,0). Ces trois droites sont concourantes si et seulement si leur déterminant
(afBv)~1 + 1 est nul...

— Lien entre les trois assertions de la question 3 : il est clair que C' est milieu de [AB]
si et seulement si v = 1. Par ailleurs, on calcule (AB) ~ (1,0,0) A (0,1,0) ~ (0,0,1) et
(A'B") ~ (0,1, —a) A (—3,0,1) ~ (1, —af3, 3). Ces deux droites sont paralléles si et seule-
ment si elles sont concourantes avec la droite a I'infini ~ (1,1, 1), c’est-a-dire leur détermi-
nant o + 1 est nul.

Enfin, si parmi les trois égalités v = 1, a8 = —1, affy = —1, deux sont vraies, alors la
troisiéme 'est aussi.
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Le théoréme de Desargues

> restart : read ‘my_config.mpl‘ : interface(echo=3)
> read ‘Desarguesl.mpl‘ ;

Warning, the name changecoords has been redefined

# Soit les points A,B,C,D,E,F,

# R = (AB) inter (DE)
# S = (BC) inter (EF)
# T = (CA) inter (FD)

# si les droites (AD),(BE) et (CF) sont paralléles ou concourantes

# alors R,S,T sont alignés

> AB := DroitePassantPar(A, B)
> BC := DroitePassantPar(B, C)
> CA := DroitePassantPar(C, A)
> DE := DroitePassantPar (D, E)
> EF := DroitePassantPar(E, F)

> FD := DroitePassantPar(F, D)

>
> R := IntersectionDroites([AB,DE])
> S := IntersectionDroites([BC,EF])
> T := IntersectionDroites([CA,FD])
>

# Vérifions que R,S,T sont alignés si

# (AD),(BE) et (CF) sont paralléles ou concourantes.

\4

=

(W]
]

DroitePassantPar(A,D)

> BE := DroitePassantPar (B,E)
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CF := DroitePassantPar(C,F)

hyp := factor(ConcourantesQuParalleles(AD,BE,CF))

factor (numer (Alignement (R,S,T))

/ (hyp * Alignement(D,E,F) * Alignement(A,B,C))) ;

1

On conclut que R,S,T sont alignés si et SEULEMENT SI

(AD), (BE) et (CF) sont paralléles ou concourantes

ou A,B,C alignés ou D,E,F alignés...

Un petit dessin pour terminer

unprotect(’D’)

(A,B,C,D,E,F)

M := IntersectionDroites([AD,BE,CF])

dessin :

dessin :

dessin :

dessin :

dessin :

dessin :

dessin :

dessin :

:= ([5,2],[0,2],[3,4],[10,4]1,[0,8],[9,12])

plot([[M,A,D], [M,B,E], [M,C,F]1], color=blue)

dessin, plot([[R,A,B], [R,D,E]], color=brown)

dessin,
dessin,
dessin,
dessin,
dessin,

dessin,

plot([[S,C,B], [S,F,E]l], color=pink)

plot([[T,C,A]l, [T,D,F]], color=red)

plot([R,S,T], color=green)

PointsTexte([A,
PointsTexte([E,

PointsTexte([R,

‘A‘,B,
‘B¢, F,
¢ R¢, S
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> display(dessin, title=‘Theoreme de Desargues‘) ;

Theoremerde Desargues

> pour_le_fichier(},, ‘Desargues®)

Un second théoréme de Desargues ?

En géomeétrie projective, quand on considére deux points [a, b, c] et [, ¥/, ¢/], leur produit
vectoriel [a”, b, "] donne les coefficients de la droite passant par ces deux points. De méme,
quand on considére deux droites dont les coefficients sont respectivement [a, b, ¢| et [a/, V', (],
leur produit vectoriel [a”, b”, '] donne le point d’intersection des deux droites. En géométrie
affine, c’est la méme chose (le point d’intersection se trouvant a l'infini pour deux droites
paralléles).

Avec ces deux seules propriétés, on peut donner des interprétations géométriques au
déterminant 3 x 3 : par exemple, 3 points alignés, ou encore 3 droites concourantes ou
paralléles.

Pour terminer, voici le code maple qui a permis de vérifier (et d’obtenir le code Latex!)
I’égalité déterminantale.
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Une égalité impliquant Pappus et Desargues

1. Pour obtenir la relation de Pappus, on ajoute les trois égalités suivantes :
det(AND,BNE,CAF)=det(A, D, C)det(B, E, F)—det(A, D, F)det(B, E, C)
det(BAF,CAND,ANE)=det(B,F, A)det(C,D, E)—det(B, F, E)det(C,D, A)
det(CANE,ANF,BAND)=det(C,E, B)det(A, F, D)—det(C,E, D)det(A, F, B)

Pour obtenir la relation de Desargues, on pose :
u=AANB, Y =DAE, v=BANC, Vv=EANF, w=CAA, w=FAD

11 vient alors

det (AAB)A(DAE),(BAC)A(EAF),(CAA)A(FAD))
=det(ANB,DANE, CNA)det(BANC,ENF, FAD)—det(u,u, w)det(v,v, w)

= (det(A, B, O)det(D,E, A) —0)(det(B,C, F)det(E, F, D) —0)
—(0 —det(A, B, D)det(D, E, F))(0—det(B,C, A)det(E, F, C))

= det(A, B,C)det(D, E, F)(det(A, D, E)det(C, F, B) —det(A, D, B)det(C,F, E))
— det(A, B,C) det(D, E, F)det(A A D,C A F,E A B)

2. La premiére : (uAv)Aw = (u.w)v — (v.w)u est linéaire en w. Il suffit donc de 'établir
pour w parcourant la base canonique.

La seconde : (uAv).(wAt) =det(uAv,w,t) = ((uAv) Aw).t = ((vw)v — (vaw)u).t
La derniére :

det(u A/, v AV, wAW) = ((WAW)A (v AV)).(wAw)
= ((wAuw)w)((vAv)w) = ((uAuw)w)((vAd)w)
= det(u, v, w) det(v,v', w') — det(u, v, w’) det(v,v', w)

Un exercice sur le produit scalaire

> restart : read ‘my_config.mpl‘ : interface(echo=3)
> read ‘ProduitScalaire.mpl® ;

Warning, the name changecoords has been redefined
# Soit A,B,C un triangle,

# J le milieu de [B,C],
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# H le pied de la hauteur issue de A,

+H

P,Q les projetés orthogonaux de H sur (AB) et (AC) respectivement

# Montrer que si (AB) et (AC) sont perpendiculaires
# alors (AJ) et (PQ) le sont aussi.
>

> Dependance (PiedHauteurIssueDe) ;

{DroitePassantPar, IntersectionDroites, Perpendiculaire, Alignement, Projection}

> J := Milieu(B,C)

> H := PiedHauteurIssueDe(A,B,C)
> P := PiedHauteurIssueDe(H,A,B)
>  := PiedHauteurIssueDe(H,A,C)
>
>

# Prouvons la proposition en trouvant un lien entre
# les produits scalaires AB.AC et AJ.PQ :

# si AB.AC=0 alors AJ.PQ=0 7

> ProduitScalaire := proc(A,B,C,D)
> # calcul du produit scalaire AB.CD = BA.DC
>  RETOURNE( (A[1]-B[11)*(C[1]-D[1]1) + (A[2]-B[2])=*(C[2]-D[2]) )

> end :

> ABAC := ProduitScalaire(A,B,A,C) ;
ABAC Z:A12—01A1—BlAl+Blcl+A22—AQCQ—BQA2+BQCQ

> AJPQ := factor(ProduitScalaire(A,J,P,Q)) ;
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AJPQ = %(822—232A2+2A202+312—022—281A1—012+201A1)
(A2 —CL A — B A + B Oy + Ay? — Ay Cy — By Ay + By Cy)

(—By Oy + By Ay + Ay Oy — A, O —A231+3102)2/(
(
(

AP+ O+ A2+ 02— 201 A1 —2A4,0)
B12—23101+C12—23202+322+022)
(B2 — 2By Ay + By® — 2By Ay + Aj* + A}?))

# On voit bien que si AB.AC=0 alors AJ.PQ=0
>
>
# Exercice :
# identifier tous les facteurs (aux numérateur et dénominateur) de
AJPQ
# et donner leurs interprétations géométriques...
>
> d1 := ProduitScalaire(A,B,A,B) ;

dl == B> — 2By A1 + B> — 2By Ay + A% + A;?
> d2 := ProduitScalaire(A,C,A,C) ;

d2 == Ay + CP+ A2 +Cy? —2C1 A — 2 A,
> d3 := ProduitScalaire(C,B,C,B) ;

d3 = 312 — 23101 +012 — 23202 +Bgz +022
> nl := ABAC ;

nl = A12—01A1 —BlA1+Blcl+A22 _AQCQ _BZA2+BQCQ
> n2 := Alignement(A,B,C) ;
n2 = —ByCy+ By Ay + Ay C1 — A1 Cy — Ay By + B, Oy
> n3 := ProduitScalaire(A,B,A,B) - ProduitScalaire(A,C,A,C) ;
n3 = By? —=2By Ay + 24, Co+ B> = Cy* —2B1 A — C* +2C1 Ay
>
> evalb( AJPQ = n1 * n2"2 * n3 / (2 * d1 * d2 * d3)) ;
true

>
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# Conclusion :

+H

Le probléme n’est cohérent que si A,B,C sont 3 points distincts.
# Si tel est le cas, on a AJ.PQ = 0 si et seulement si
# A,B,C est un triangle rectangle en A, ou isocéle en A, ou plat.

# On pourra faire une démonstration a la main de cette équivalence...

# Un petit dessin pour terminer

>

> (A, B, ¢) := ([0,0], [0,3], [5,0]) : # triangle
rectangle en A

#(A, B, C) := ([0,0], [2,0], [-1,sqrt(3)]) : # triangle isocele
en A

#(A, B, C) := ([0,0], [-2,0], [5,0]) : # triangle plat

> F := plot([A,B,C,A], style=line, color=black)

> F := F, PointsTexte([A, ¢ A‘, B, ¢ B‘, C, ¢ C‘])

> F :=F, PointsTexte([H, ¢ H (pied issue de A)‘])

> F := F, PointsTexte([J, ¢ J (milieu de [B,Cl)‘])

> F := F, PointsTexte([P, ¢ P‘, Q, “ Q‘])

> F :=F, plot([[H,P], [H,Q], [H,Al], style=line, color=green)
>F :=F, plot([[A,J], [P,Q]], style=line, color=blue)

> display(F, title=‘Exercice sur la projection orthogonale et le
produit scalaire®) ;
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L)

(pied de la hauteur issue de A)

(milieu de [B,C])

R

D
O

>

> pour_le_fichier(%, ‘ProduitScalaire‘)
Avec maple, vérifier tous ces résultats.

Théoréme de Napoléon et point de Torricelli

> restart : read ‘my_config.mpl¢ : interface(echo, echo=3) : read
> ‘Napoleon.mpl‘;

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined
# Soit A,B,C un triangle quelconque. Sur chaque coté, on construit
# le triangle équilatéral. Le théoréme de Napoléon dit que formé

# par les centres des 3 triangles équilatéraux est lui-méme
équilatéral.

>
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> vieil_echo := interface(echo, echo=1)

“lecture de definitions.mpl”

> A := [0,0]

> Dependance (SommetTriangleEquilateralPassantPar) ;

{}

> a := SommetTriangleEquilateralPassantPar(B,C)
> b := SommetTriangleEquilateralPassantPar(C,A)
> ¢ := SommetTriangleEquilateralPassantPar(A,B)
>
>

> Dependance(CentreTriangleEquilateralPassantPar) ;

{SommetTriangle EquilateralPassantPar, CentreGravite}

> GA := CentreGravite(a,B,C)

\4

(]

oo
]

CentreGravite(A,b,C)

\Y%

[}

(@]
I

CentreGravite(A,B,c)

> Dependance(EstEquilateral) ;
{CarreDistance}

# On vérifie le théoréme

> ‘Le triangle des 3 centres est équilatéral‘ =
EstEquilateral (GA,GB,GC) ;

Le triangle des 3 centres est quilatral = true

# Une autre relation simple
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evalb( CentreGravite(GA,GB,GC) = CentreGravite(A,B,C) ) ;
true

Encore une propriété : point de Torricelli

Aa := DroitePassantPar(A,a)
Bb := DroitePassantPar(B,b)
Cc := DroitePassantPar(C,c)

Concourantes([Aa,Bb,Cc]l) ;
true

T := IntersectionDroites([Aa,Bb,Cc]l):

‘A, B, c et T sont cocycliques‘ = Cocycliques([A,B,c,T]);
A, B, c et T sont cocycliques = true

‘C, B, a et T sont cocycliques‘ = Cocycliques([C,B,a,T]);

C, B, a et T sont cocycliques = true

‘A, C, b et T sont cocycliques® = Cocycliques([A,C,b,T]);
A, C, b et T sont cocycliques = true

AGA := DroitePassantPar(A,GA)

BGB :

DroitePassantPar (B,GB)

CGC :

DroitePassantPar(C,GC)

Concourantes ([AGA,BGB,CGC]) ;
true

U := IntersectionDroites([AGA,BGB,CGC])

Un petit dessin pour terminer

(B, ¢ := ([15,01, [5,71)

F := plot([A,B,C,A], style=line, color=black)
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>F :=F, plot([[A,a],[B,b],[C,c]], style=line, color=brown)
>F :=F, plot([[A,GA], [B,GB], [C,GC]], style=line, color=yellow)

> F := F, PointsTexte([A, ¢ A¢, B, ¢ B¢, C, ¢ C‘, T, ¢ T‘ U, ¢

> F := F, PointsTexte([GA, ¢ ¢, GB, ¢ ¢, GC, ¢ ‘1)

>F :=F, plot([[A, B, c, A]l, [A, C, b, A], [B, C, a, BIJ],

> style=line, color=green)

> F :=F, plot([GA, GB, GC, GA], style=line, color=blue)
#display(F, title=‘Théoréme de Napoléon et point de Torricellif) ;

> display(F) ;

U

> pour_le_fichier(%, ‘Napoleon‘)

Cercle des neuf points

> restart : read ‘my_config.mpl®¢ : interface(echo=3)
> read ‘cercle9points.mpl® ;
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Warning, the name changecoords has been redefined

> H := OrthoCentre(A,B,C)

# Voici les 9 points...

>L := [ Milieu(B,C), Milieu(A,C), Milieu(A,B),

> Milieu(A,H), Milieu(B,H), Milieu(C,H),
> PiedHauteurIssueDe(A,B,C),

> PiedHauteurIssueDe(B,C,A),

> PiedHauteurIssueDe(C,A,B) ]

>

# ... cocycliques 7

> Cocycliques(L) ;
true

> (A,B,C) := [0,0]1, [1,3], [4,0]

>Pt =1 -> (1,9

>

> dessin := plot([A,B,C,A], color=pink)

> dessin := dessin, plot([[A,L[1]], [B,L[2]], [C,L[3]]1], color=green)
> dessin := dessin, plot([[A,L[7]], [B,L[8]], [C,L[9]]1], color=black)

> dessin := dessin, DessinCerclePassantPar(L[1], L[2], L[3], blue)

> dessin := dessin, PointsTexte([seq(Pt(i), i=L)1)

> display(dessin, title=‘Cercle des neuf points‘) ;
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Cercle des neuf points

> pour_le_fichier (%, ‘cercle9points‘)

Tangente & une courbe plane F(z,y) =0

Triangle orthique

> restart : read ‘my_config.mpl¢ : interface(echo, echo=3) : read
> ‘TriangleOrthique.mpl®;

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined

# Soit A,B,C un triangle quelconque,

# le triangle (orthique de A,B,C) formé par les

# pieds a,b,c des hauteurs issues de A,B,C respectivement.
>

# On montre que 1l’orthocentre de A,B,C est le centre du
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# cercle inscrit au triangle a,b,c.

>
> vieil_echo := interface(echo, echo=1)
“lecture de definitions.mpl”
>
> A := [0,0]
>

> Dependance(TriangleQOrthique) ;

{Alignement, Perpendiculaire, DroitePassantPar, IntersectionDroites,

PiedHauteurlssueDe, Projection}
> (a,b,c) := op(TriangleOrthique(A,B,C))

> H := OrthoCentre(A,B,C)

# Vérifions la propriété :

> Dependance (CarreDistancePointDroite) ;

{CarreDistance, Perpendiculaire, IntersectionDroites, Projection}

> cd := { CarreDistancePointDroite(H, DroitePassantPar(a,b)),
> CarreDistancePointDroite(H, DroitePassantPar(c,b)),
> CarreDistancePointDroite(H, DroitePassantPar(a,c)) } :

> ‘H est le centre du cercle inscrit au triangle a,b,c ¢ =

evalb(nops(cd) = 1) ;
H est le centre du cercle inscrit au triangle a, b, c = true

# Admirons la belle expression du carré du rayon du cercle inscrit !
# Le rayon est presque rationnel...

> cd := factor(op(cd)) ;
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(B2 Cy + By (71)2 (1322 — B, Cy+ B> - B, (72)2 (By Cy — Cy? + B, Cy — (712)2

cd =
(By Cy — By C1)2 (Cy? + C12) (B2 4 Bo?) (B> — 2B, C1 + C% 4 Bo? — 2By Cy + Cy?)
>

>

# Un petit dessin pour terminer

>
> DessinerCercleCentreRayon := proc(P, R) # courbe paramétrée
> local t, dessin ;

> dessin := plot([P[1]+R*cos(t), P[2]+R*sin(t), t=0..2%Pi],
color=black) ;

> RETURN (dessin) ;
> end :

>

# Testons

> DessinerCercleCentreRayon([0,0], 1) ;
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> (B, €) := ([10,0], [7,11])

> F := plot([A,B,C,A]l, style=line, color=black)

> F :=F, PointsTexte([A, ¢ A, B, ¢ B, C, ¢ C‘, H, ¢ H‘])

> F := F, PointsTexte([a, ¢ a‘, b, ¢ b‘, c, ¢ c‘])

> F :=F, plot([[A,al, [B,b], [C,cl], style=line, color=blue)
> F :=F, plot([a,b,c,al, style=line, color=green)

> F := F, DessinerCercleCentreRayon(H, sqrt(cd))

> display(F, title=‘Triangle orthique‘) ;

Triangle orthique

> pour_le_fichier (%, ‘TriangleOrthique‘)

Dualité : premier exemple

1. Siwu,v,v',w,w sont des droites alors les points v Av', w A u, w' A u sont alignés si et
seulement si les points w A w’, v Au, v' A u le sont.
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Siu,v,v,w,w" sont des points alors les droites v Av', w Au, w’ Au sont concourantes
si et seulement si les droites w A w', v A u, v' A u le sont.

2. (a) t est orthogonal & (w A u), donc dans le plan engendré par w et u. De méme, t
est dans le plan engendré par w’ et u. Or 'intersection de ces deux plans est la
droite engendrée par u.

(b) I suffit de vérifier la formule pour (w,w’) = (e1,e2), (w,w') = (es,e3) et
(w,w") = (es,e1) ou {ey, ea, e3} est la base canonique de R3.
(c) On a : det(v A, w A u,w Au) = (vAvV).t = det(w,w', u) det(v, v, u)

La derniére expression est symétrique en (w,w’) et (v,v')...

Deux théorémes de Pappus?

1. e Un calcul vectoriel (en dimension 3) prouve facilement le résultat, en donnant les
coordonnées projectives de G.

e Quitte a changer de plan d’observation, on peut supposer que les deux points d’in-
tersection (AB)N(C'D) et (AD)N(C B) sont a l'infini, i.e. (AB)||(CD) et (AD)||(CB).
On revient alors au cas précédent.

2. On écrit la proposition duale a la généralisation précédente : les droites (concourantes)
correspondent & des points (alignés)...

3. Passer de Pappus faible & Pappus général (et réciproquement!), c’est simplement
changer de plan d’observation en envoyant ou non les deux points R et S (notation
de Pappus général) a l'infini.

Le dual du théoréme de Pappus

Voici le code maple qui a permis de vérifier (et d’obtenir le code Latex!) I'égalité
déterminantale.

Les théorémes de Pascal et de Pappus

> restart : read ‘my_config.mpl®¢ : interface(echo=3)
> read ‘PappusPascal.mpl® ;

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the name changecoords has been redefined
# Soit six points A, B, C et D, E, F d’un plan

# tels qu’il existe les trois points

63



+H

R = (AE) inter (DB) S = (BF) inter (EC) T = (AF) inter (CD)

On a la propriété suivante :

R,S,T sont alignés

A,B,C,D,E,F sont sur une méme conique.

(La conique peut &tre dégénérée en deux droites.)

AE := DroitePassantPar(A, E)
BF := DroitePassantPar(B, F)
AF := DroitePassantPar(A, F)
DB := DroitePassantPar(D, B)
EC := DroitePassantPar(E, C)

CD := DroitePassantPar(C, D)

R := IntersectionDroites([AE,DB])

S := IntersectionDroites([BF,EC])

T := IntersectionDroites([AF,CD])

Vérifions que

R,S,T sont alignés

A,B,C,D,E,F sont sur une méme conique.

nf := numer(Alignement(R,S,T))
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\2

\

\2

\2

\2

\2

\2

M := matrix(6,6,

[seq([ seq(seq(pl[1]l-i * p[2]~j, j=0..2-i), i=0..2)]1,

p=[A,B,C,D,E,F1D]) ;

factor(nf / det(M)) ;

Une autre relation :

factor( nf /

1

1
1
1
1
1

Ay
By
Cy
D,
Es
Fy

A® Ap Ay Ay AP
By> By BB, By’
C? G GGy O
D,> Dy DyD, Dy
Ey’ Ey E\E, E’
R B RF, F?

( Alignement(A,C,E) * Alignement(A,B,D)

* Alignement(E,D,F) * Alignement(B,C,F)

- Alignement(A,D,E) * Alignement(A,B,C)

* Alignement(E,C,F) * Alignement(B,D,F)

) )

unprotect(’D’)

Théoréme de Pappus général

f :=t -> evalf([abs(t), t/3])

(A,B,C,D,E,F) := £(1),£(2),f(3),f(-1),£(-1.5),f(-2.5)

dessin := plot([[A,B,C], [D,E,F]], color=black)

65



> dessin :

> dessin :

> dessin :

> dessin :

> dessin :

> dessin :

> dessin :

dessin,
dessin,
dessin,
dessin,
dessin,
dessin,

dessin,

plot([[A,E,R], [B,D,R]], color=blue)
plot([[B,F,S8], [C,E,S]], color=blue)
plot([[A,F,T], [C,D,T]], color=blue)
plot([R,S,T], color=brown)
PointsTexte([A, ¢ A‘, B, ¢ B¢, C ,
PointsTexte([E, ¢ B¢, F, ¢ C’¢, D

PointsTexte([R, ¢ R‘, S, ¢ S¢, T ,

> display(dessin, title=‘Theoreme de Pappus general‘) ;

>

Theoreme de Pappus general

> pour_le_fichier (%, ‘PappusPascal‘)

>

# Dessin du dual du théoréme de Pappus général

>

> (D1,D2,D3,E1,E2,E3,F1,F2,F3) := seq(DualPoint (i),
i=[A,B,C,D,E,F,R,S,T])
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> (dAE,dBF,dAF,dDB,dEC,dCD) := seq(DualDroite(i),
i=[AE,BF,AF,DB,EC,CD])

>
> setoptions(scaling = UNCONSTRAINED)
> intervalle := x=-0.9..-0.4, y=-1..2.8, grid=[50,50]

> display(seq(implicitplot(i, intervalle, color=blue),
i=[D1,D2,D3,E1,E2,E3]),

> seq(implicitplot(i, intervalle, color=brown), i=[F1,F2,F3]),
> PointsTexte([dAE, ¢ AB’¢, dBF , ¢ BC’¢, dAF , ¢ AC’‘]),

> PointsTexte([dDB, ¢ BA’‘, dEC , ¢ CB’‘, dCD , ¢ CA’‘]),

> title=‘Dual du theoreme de Pappus general‘) ;

Dual du theoreme de Pappus general

>
> pour_le_fichier(%, ‘PappusPascal‘)
>

# Remarque : les droites ABC et DEF passent par (0,0)
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Ceci a pour conséquence de rendre des droites paralléles dans

le dual : le dual du point (0,0) est la droite & 1’infini !

Dans le dessin du dual de Papus, on reconnait Pappus lui-meme

Pappus est un théoréme auto-dual.

Dans le théoréme de Pappus général, passons la droite RS & 1’infini

RS := DroitePassantPar(R, S)

(A,B,C,D,E,F) := op(PassageInfiniPoints([A,B,C,D,E,F], RS))

dessin := plot([[A,B,C], [D,E,F]], color=black)

dessin := dessin, plot([[A,E], [B,D]], color=blue)

dessin := dessin, plot([[B,F], [C,E]], color=brown)

dessin := dessin, plot([[A,F], [C,D]], color=green)

dessin := dessin, PointsTexte([A, ¢ A‘, B, ¢ B¢, C, ¢ C‘1)
dessin := dessin, PointsTexte([E, ¢ B’‘, F , ¢ C’>¢, D, ¢ A’‘])

display(dessin, title=‘Theoreme de Pappus faible®) ;
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Theoreme de Pappus faible

> pour_le_fichier (%, ‘PappusPascal®)

# Théoréme de Pascal

> (rx,ry) := (3,2)

> f =t -> evalf([rx*cos(t), ry*sin(t)])

> (A,B,C,D,E,F) := £(0),£(1),£(2),£(-1),£(-1.5),£(-2.5)

> dessin := DessinEllipseCentreeEnDeParametres([0,0], 3, 2, black)
> dessin := dessin, plot([[A,E,R], [B,D,R]], color=blue)

> dessin := dessin, plot([[B,F,S], [C,E,S]], color=blue)

> dessin := dessin, plot([[A,F,T], [C,D,T]], color=blue)

> dessin := dessin, plot([R,S,T], color=brown)

> dessin := dessin, PointsTexte([A, ¢ A‘, B, ¢ B¢, C, ¢ C‘])
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\2

\2

>

>

>

#

>

>

i:

>

i:

>

>

dessin := dessin, PointsTexte([E, ¢ B’‘, F , ¢ C’>¢, D, ¢ A’‘])

dessin := dessin, PointsTexte([R, ¢ R‘, S, ¢ S¢, T , ¢ T‘])
setoptions(scaling = CONSTRAINED)

display(dessin, title=‘Theoreme de Pascal‘) ;

Theoreme de Pascal

pour_le_fichier(%, ‘PappusPascal®)

Dessin du dual du théoréme de Pascal

(p1,D2,D3,E1,E2,E3,F1,F2,F3) := seq(DualPoint (i),
[A,B,C,D,E,F,R,S,T])

(dAE,dBF,dAF,dDB,dEC,dCD) := seq(DualDroite(i),
[AE,BF,AF,DB,EC,CD])

conique := (x/rx)"2 + (y/ry)"2 - 1 ;
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cont = LY 1
que = ?;A+—ZI-—
## La bonne facon de voir une conique de P2
## est une matrice symetrique Q (Q est 3x3).
## La conique duale est alors la tranposée de la co-matrice de Q.

> coniqueDuale := (rx*x)~2 + (ry*y)~2 - 1 ;
coniqueDuale = 9% +49% — 1

>

> setoptions(scaling = UNCONSTRAINED)

> intervalle := x=-4.5..3, y=-3.5..5.5, grid=[50,50]

> display(implicitplot(coniqueDuale, x=-1..1, y=-1..1, color=black),

> seq(implicitplot(i, intervalle, color=blue),
i=[D1,D2,D3,E1,E2,E3]),

> seq(implicitplot(i, intervalle, color=brown), i=[F1,F2,F3]),
> PointsTexte([dAE, ¢ AB’¢, dBF , ¢ BC’¢, dAF , ¢ AC’‘]),

> PointsTexte([dDB, ¢ BA’¢, dEC , ¢ CB’¢‘, dCD , ¢ CA’‘]),

> title=‘Dual de Pascal : Brianchon®) ;

Dual de Pascal : Brianchon

CA’
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pour_le_fichier(’, ‘PappusPascal‘)

Dans le théoréme de Pascal, passons la droite RS & 1’infini

RS := DroitePassantPar(R, S)

(A,B,C,D,E,F) :=

op(PassageInfiniPoints([A,B,C,D,E,F], RS))

gt := PassageInfiniPoints([f(t)], RS)[1]

dessin :

dessin :

dessin :

dessin :

dessin :

dessin :

plot([gt[1], gt[2], t=-0.1..2.1], color=black),

plot([gt[1], gt[2], t=-2.8..-0.95], color=black)

dessin,
dessin,
dessin,
dessin,

dessin,

plot([[A,E], [B,D]], color=blue)
plot([[B,F], [C,E]], color=brown)
plot([[A,F], [C,D]], color=green)
PointsTexte([A, ¢ A, B, ¢ B¢, C, ¢ C‘D])

PointsTexte([E, ¢ B¢, F, ¢ C’‘, D, ‘ A>‘])

display(dessin, title=‘Theoreme de Pascal << faible >>¢) ;
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Theoreme de Pascal << faible ==

>
> pour_le_fichier(’, ‘PappusPascal‘) :

>

Pour démontrer le théoréme Pascal /Pappus a la main, on peut faire ainsi : en changeant
de plan d’observation, commencer par envoyer R et S a 'infini pour se placer dans le cas «
faible » ou (BA)||(B'A) et (BC")||(B'C). Rappel : une conique reste une conique quand on
change de plan d’observation. L’objectif est donc maintenant de démontrer maintenant que
les six points A, B, C, A’, B', C" sont sur une conique si et seulement si (AC")||(C'A’). Sauf
cas particulier d’alignement entre B, A" et C’ (cas trivial), on peut supposer en prenant un
bon repére que z = 0 est une équation de la droite (BA’), y = 0 une équation de (BC"),
x=1unede (B'A) et y =1 une de (B'C'). Ainsi les points ont les coordonnées suivantes :
B =(0,0), B =(1,1), A= (1,a), A = (0,b), C = (¢,1) et C" = (d,0) ou a # 1, b # 0,
c¢# 1etd#0. Les droites (AC") et (A'C') sont paralléles si et seulement si le déterminant
suivant est nul :

det(C" — A,C — A') = (d—1)(1 — b) + ac

Les six points B, B, A’,C’, A, C sont respectivement sur une conique * + *y + *y* + *x +
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xxy + *x? = 0 si et seulement si le déterminant suivant est nul :

10 0 0 0 0
111 11 1 Lol
1 b 00 0 boom 000
det Loo0doadl= det | 0 02 d 0 d
1l aa 1 a 1 a a1 a 12
11 1 ¢ ¢ ¢ Llece
1 1 1 1 1
b b? 0 0 0 7
= det 0 0 d 0 d?
a—1ad>*-1 0 a—1 0 Ly = L= L
0 0 c—1 ¢c—1 -1 Ly = Ls = In
1 1 1 1 1
1 b 0 0 0
=(a—1)blc—1)ddet| O 0O 1 0 d
1 a+1 0 1 0
0 0 1 1 ¢c+1
11 11 1 /
0 b—1 0 O c
=(a—1)blc—1)ddet | 0 0 1 0 d Ly — Ly — Ly + Ls
0 a 01 C L4<—L4—L1—|—L5
0 0 01 C—d+]_ L5<—L5—L3
b—1 0 0 c
0 1 0 d
= (a—1)b(c — 1)d det e 01 .
0 01 c—d+1
b—1 0 c
= (a — 1)b(c — 1)d det a 1 c

0 1 c—d+1
=(a—1)b(c—1)d((b—1)(c—d+ 1)+ ac—c(b—1))
= (a—1)b(c — 1)d((b—1)(1 — d) + ac)
= (a —1)b(c — 1)ddet(C" — A,C — A)
Comme (a — 1)b(c — 1)d # 0, on a bien I’équivalence.
Prouvons que C est un groupe abélien :
— C non vide car O € C;

— un élément neutre est O : en effet, si R = (AO)N A alors A = (OR)NC;
— la commutativité de x est évidente : (AB) = (BA);
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— montrons l'existence du symétrique B de A : soit donc R € A tel que la droite (OR)
soit tangente & C (au point O bien siir). Remarquer que R n’appartient pas a C. Soit
enfin B = (AR)NC. Si (AR) tangente a C alors B = A. Alors Ax B = O.

— T'associativité de % est une conséquence du théoréme de Pascal : en effet, pour montrer
que (Ax B)*C = Ax (B (), il faut construire sur la droite A les points Ra g,
Rp.c, Rawp,c et Ra pwc. Or le théoréme de Pascal montre que Ra.pc = Ra p«c car
les trois points Ra g, Rpc et (A% B,C)N (A, B*C) sont alignés (sur A bien sar).
Maintenant, comme Ra.pc = Ra p.c, on a bien (A« B)xC = Ax (B«xC).

Le théoréme de Brianchon
> restart : read ‘my_config.mpl® : interface(echo=3)
> read ‘Brianchon.mpl‘ ;
Warning, the name changecoords has been redefined
# Une conique passant par le point [0,0],

# et dont la tangente en ce point est verticale (x = 0).

> conique := a*x"2 + b¥x*y + c*xy~2 + dxx :

# On obtient un paramétrage de cette conique
> sol := {solve({conique=0, y=m*x }, {x,y})} minus {{x=0, y=0}} :

> parametrage := unapply(subs(op(sol), [x,yl), m) ;
d md

atbm+cm? a+bm4cm?

]

parametrage :== m — [—

# 6 points sur la conique
>n =6 :

> pts := [seq(parametrage(t[i]), i=1..n)]

# les 6 tangentes...

> tangentes := [seq(Tangente(conique, i), i=pts)]

# les 6 points d’intersection, définissant un exagone

1)



\2

>

sommets := [seq(IntersectionDroites(

[tangentes[i], tangentes[(i mod n) + 1]1]), i=1..n)]

les 3 "diagonales" de 1’exagone...
diagonales := [seq(DroitePassantPar(

sommets[i], sommets[i+n/2]), i=1..n/2)]

Vérifions que les diagonales sont concourantes (et non paralléles !)

evalb(0=ConcourantesOuParalleles(op(diagonales))) ;
true

G := IntersectionDroites(diagonales)

Exemple numérique :

(a,b,c,d) := (1,0,2,1)

t := (-2, -0.5, 0, 0.3, 1, 2)

dessin := plot([seq([sommets[i], G, sommets[i+3]], i=1..3)],

color=brown) :

\2

dessin := dessin, plot([op(sommets), sommets[1]], color=blue)

dessin := dessin, implicitplot(conique, x=-1.1..0.2, y=-0.5..0.5)
Pt := i -> (pts[il, ‘¢, sommets[i], ¢ S “Ili )
dessin := dessin, PointsTexte([seq(Pt(i), i=1..6)])

display(dessin, title=‘Theoreme de Brianchon‘) ;
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Theoreme de Brianchon

S6
> pour_le_fichier (%, ‘Brianchon®)
>
# Autre exemple numérique :
> (a,b,c,d) := (0,0,-1,-1)
>t := (1.2, 2.2, 4.2, -3.8, -1.8, -0.8)
>
> dessin := plot([seq([sommets[i], G, sommets[i+3]], i=1..3)],
color=brown) :
> dessin := dessin, plot([op(sommets), sommets[1]], color=blue)
> dessin := dessin, plot([op(sommets), sommets[1]], color=blue)
> dessin := dessin, plot([sommets[1], pts[1]], color=blue)
> dessin := dessin, plot([sommets[6], pts[6]], color=blue)
> dessin := dessin, implicitplot(conique, x=-1.7..0, y=-1..1.5)

> dessin := dessin, PointsTexte([seq(Pt(i), i=1..6)])

> display(dessin, title=‘Theoreme de Brianchon‘) ;
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Theoreme de Brianchon

> pour_le_fichier (%, ‘Brianchon®)

>

### Montrons la dualité avec le théoréme de Pascal-Pappus :
### un point (x,y) de R"2, c’est le triplet (x,y,z=1)

### une droite ax+by+c=0 de R~2, c’est le triplet (a,b,c)
### une "droite passant par", c’est un produit vectoriel

### un "point d’intersection de deux droites", c’est un produit
vectoriel

### (Pappus-Pascal)

### trois points alignés, c’est un déterminant 3x3 nul et

### six points sur une conique, c’est un déterminant 6x6 nul

### (Brianchon)

### trois droites concourantes, c’est un déterminant 3x3 nul

### six droites tangentes a une conique, c’est un déterminant 6x6 nul

>
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### Montrons cette derniére affirmation :

>

> (a,b,c,d,e,f,x,y) = (’a’,’b’,’c’,’d’,%e’,’f?,’x’,’y?)

> conique := a*x"2 + b¥x*y + c*xy~2 + d¥x + exy + f :

> droite := A*x + Bxy + C :

> rel := discrim(resultant(conique, droite, x), y)/A~2 ;
rel = —4 A2 fc+ A?e? +4AdCc—2ACbe+4AfBb—2ABde—4aC?c
—2CbBd+ B*d*+ C*?» +4eBaC -4 fB?a

>

### rel = 0 si et seulement si A*x + Bxy + C est

### une droite tangente a la conique

### Quand on regarde l’expression donnée par rel comme polyndme
### en A,B,C (conefficients de la droite), on voit que

### rel = 0 est bien une conique (projective en A,B,C).

Une seule égalité pour prouver trois théorémes !

En géomeétrie projective, quand on considére deux points [a, b, c] et [, ¥/, ¢/], leur produit
vectoriel [a”, V", "] donne les coefficients de la droite passant par ces deux points. De méme,
quand on considére deux droites dont les coefficients sont respectivement [a, b, ¢| et [a/, V', (],
leur produit vectoriel [a”, b”, '] donne le point d’intersection des deux droites. En géométrie
affine, c’est la méme chose (le point d’intersection se trouvant a l'infini pour deux droites
paralléles).

Avec ces deux seules propriétés, on peut donner des interprétations géométriques au
déterminant 3 x 3 : par exemple, 3 points alignés (pour Pascal-Pappus) ou 3 droites concou-
rantes ou paralléles (pour leur dual)...

Quant au déterminant 6 x 6, il peut s’interpréter comme une appartenance de 6 points
a une conique (pour Pascal-Pappus), ou encore comme 6 droites tangentes a une méme
conique (pour Brianchon)...

Pour terminer, voici le code maple qui a permis de vérifier (et d’obtenir le code Latex!)
I’égalité des deux déterminants.
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Le visage de Desargues en dimension 3

1. Evident : si (AA’) et (C'C”) sont paralléles AA'C’'C' est un parallélogramme et

BC =BA+AC =B'A' + AC' = B'C'

Réciproquement, si (BC) et (B'C’) sont paralleles alors les triangles (A, B,C)
est le translaté du triangle (A’,B’,C’") par le vecteur AA = BTB>, donc
(CCNI(AA)[|(BB).

2. Siles droites (AA’), (BB') et (C'C") sont concourantes (en O) alors les droites (AA’),

(BB') sont coplanaires, donc (AB), (A’B’) aussi et le point R existe (de méme pour
S et T'). Par un changement d’espace d’observation, on peut envoyé O, R et S sur le
plan a l'infini. Le résultat préliminaire montre que T est également a l'infini aligné
avec R et S.
Réciproquement : R existe donc un (le) plan contenant A, A’ et R contient aussi B
et B', ainsi que les droites (AA") et (BB’). Soit O leur point d’intersection. Par un
changement d’espace d’observation, on peut envoyé O et la droite RST sur le plan a
I'infini. Le résultat préliminaire montre que (AA"), (BB’), (CC") sont concourantes
a 'infini.
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