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Résumé

Nous développons la théorie constructive des anneaux de Priifer et de
Dedekind. Les résultats de base de cette théorie sont reformulés de maniere
algorithmique. Les preuves que nous obtenons sont souvent plus simples et
plus générales que celles que l'on trouve dans la littérature classique. Pour
réaliser ces objectifs, de nombreuses définitions classiques doivent étre refor-
mulées de facon constructive. Nous ne faisons en général pas d’hypothese
d’intégrité, d’ott 'importance accordée aux anneaux arithmétiques, aux an-
neaux de Priifer (anneaux arithmétiques réduits) et anneaux de Priifer cohé-
rents (souvent appelés anneaux semi-héréditaires). Nous nous situons dans un
cadre, naturel pour les applications concretes, ot 'on ne prétend pas disposer
d’un algorithme de factorisation complete pour les idéaux inversibles d’un an-
neau de Dedekind. La factorisation complete d’un idéal inversible (qui n’existe
pas toujours d’un point de vue constructif) est remplacée par l'existence de
bases de factorisation partielle pour les familles finies d’idéaux inversibles. De
nombreux résultats sont en outre démontrés dans le cadre moins restrictif des
anneaux de Priifer cohérents ou dans celui des anneaux de Priifer cohérents
de dimension inférieure ou égale a 1.

Abstract

We give a basic constructive theory for Priifer rings and Dedekind rings.
All results are given in a direct algorithmic way. Our proofs are often more
simple and more general than the ones we found in classical literature. Many
definitions have to be reformulated in an equivalent but constructive way. We
don’t assume in general to deal with domains, whence the importance given
to arithmetical rings, Priifer rings (arithmetical reduced rings) and Priifer
coherent rings (semi-hereditary rings). Our general setting for Dedekind rings
does not include complete factorisation of invertible ideals. We prefer to use
partial factorisation bases for finite families of invertible ideals, since they
always do exist constructively. Moreover many important results are obtained
in the weaker setting of Priifer coherent rings or of dimension one Priifer
coherent rings.



2 Introduction

Introduction

Motivations générales

Les définitions usuelles d’anneau de Dedekind se prétent mal & un traitement
algorithmique.

Premierement, la notion de noetheriannité est délicate (du point de vue algo-
rithmique). Deuxiemement les questions de factorisation réclament en général des
hypotheses extréemement fortes. Par exemple, méme si K est un corps tout a fait
explicite, il n’y a pas de méthode générale (valable sur tous les corps) pour factoriser
les polynomes de K[X].

Ainsi un aspect essentiel de la théorie des anneaux de Dedekind, a savoir que la
cloture intégrale d’'un anneau de Dedekind dans une extension finie de son corps de
fractions reste un anneau de Dedekind, ne fonctionne plus en toute généralité (d'un
point de vue algorithmique) si on exige la factorisation compléte des idéaux (voir
par exemple le traitement de cette question dans le livre d’algebre constructive de
Mines, Richman et Ruitenburg [23]).

Par ailleurs, méme si une factorisation compléte est en théorie faisable (dans les
anneaux d’entiers des corps de nombres par exemple), on se heurte tres rapidement
a des problemes d'une complexité rédhibitoire comme celui de factoriser le discrimi-
nant (tache en pratique impossible si celui-ci a plusieurs centaines de chiffres). Aussi
Lenstra et Buchmann ([3]) ont-ils proposé de travailler dans les anneaux d’entiers
sans disposer d'une Z-base. Un fait algorithmique important est qu’il est toujours
facile d’obtenir une factorisation partielle pour une famille d’entiers naturels, c¢’est-
a-dire une décomposition de chacun de ces entiers en produits de facteurs pris dans
une famille d’entiers deux a deux étrangers (cf. [1] voir aussi [2]).

Le but de ce travail est de montrer la validité générale d'un tel point de vue
et de donner des outils performants dans ce cadre. Nous montrons en particulier
que la possibilité de calculer des factorisations partielles se conserve par extensions
algébriques, a condition bien str de passer aux idéaux.

Un role crucial et simplificateur est joué par les anneauz arithmétiques (confor-
mément a une intuition de Gian Carlo Rota [26]), qui sont les anneaux dans lesquels
le treillis des idéaux est distributif, et par les matrices de localisation principale, qui
sont les matrices qui explicitent la machinerie calculatoire des idéaux de type fini
localement principaux.

La volonté de repousser le plus tard possible la mise en place des hypotheses
noethériennes nous a également guidé dans la voie d’une solution algorithmique
de certains des problemes les plus importants dans un cadre plus simple et moins
rigide que celui des anneaux de Dedekind. C’est le cadre des anneaux qui ont les
deux propriétés suivantes :

— les idéaux de type fini sont projectifs (ceci caractérise ce que nous appelons

un anneau de Prifer cohérent et qui est souvent désigné par le vocable peu
suggestif de « anneau semi-héréditaire »).

— la dimension de Krull est inférieure ou égale a 1 (concept que nous manipulons
dans une version totalement algorithmique).

Dans le cas local ce sont les anneaux de valuation dont le groupe de valuation est
de rang 1 (c’est-a-dire isomorphe a un sous-groupe de R). Depuis [7, 20] on dispose



d’une caractérisation constructive de la dimension de Krull. Cela permet d’obtenir
des versions algorithmiques pour les théoremes qui traitent des anneaux de dimen-
sion inférieure ou égale a 1, comme par exemple le célebre théoreme « un et demi ».
Nous obtenons aussi le théoreme de structure pour les modules projectifs de type
fini sur un anneau de Priifer cohérent de dimension inférieure ou égale a 1 (théoreme
4.4). Les théoremes que nous démontrons pour les anneaux de dimension inférieure
ou égale a 1 étaient auparavant inconnus dans leur version constructive.

De méme, nous avons été amenés a étudier les anneaux de Priifer cohérents « a
factorisation partielle » (dans le cas local, ce sont les anneaux de valuation dont le
groupe de valuation est isomorphe a un sous-groupe de Q). Nous pensons que ces
anneaux constituent le cadre de travail naturel suggéré par [3].

Enfin pour ce qui concerne les anneaux de Dedekind, nous nous sommes libérés
de I'hypothese usuelle d’intégrité (car elle se conserve difficilement d’un point de vue
algorithmique par extension algébrique) et nous avons abandonné la factorisation
totale des idéaux de type fini (pour la méme raison) au profit du seul caractere
noethérien. Cette condition implique la factorisation partielle des idéaux de type
fini, qui elle-méme implique la dimension < 1 sous forme constructive.

L’article que vous lisez fait suite a [19] et [27] et présente des simplifications et
améliorations substantielles par rapport a ces deux travaux.

Dans un article a venir certains des auteurs développeront 1’aspect proprement
« Calcul Formel » de ce travail. Il est en effet désormais possible de répondre a
nombre de questions que ’on se pose usuellement au sujet des anneaux d’entiers de
corps de nombres de maniere « paresseuse » c’est-a-dire sans chercher a factoriser le
discriminant ni a calculer une base d’entiers.

Mathématiques classiques et mathématiques constructives

Dans la mesure ou nous voulons un traitement réellement algorithmique de la
théorie des anneaux de Dedekind nous ne pouvons pas utiliser toutes les facilités
que donnent 'usage systématique du lemme de Zorn et du principe du tiers exclu
en mathématiques classiques.

Sans doute le lecteur ou la lectrice comprend bien qu’il est difficile d’'implémenter
le lemme de Zorn en calcul formel.

Le refus du principe du tiers exclu doit par contre lui sembler plus dur a avaler.
Ce n’est de notre part qu’une constatation pratique. Si dans une preuve classique
vous trouvez un raisonnement qui conduit a un calcul du type : « si x est inversible,
faire ceci, sinon faire cela », il est bien clair que cela ne se traduit directement sous
forme d’un algorithme que dans le cas ou on dispose d’un test d’inversibilité dans
I’anneau en question.

C’est pour insister sur cette difficulté, que nous devons contourner en perma-
nence, que nous sommes amenés a parler souvent des deux points de vue, classique
et constructif, sur un méme sujet.

Pour ce qui concerne les définitions nous donnons en premier une variante
constructive, quitte a montrer en mathématiques classiques 1’équivalence avec la
définition usuelle.
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1 Préliminaires

1.1 Quelques définitions constructives

Dans le but de développer une version algorithmique de théremes classiques, nous
aurons souvent besoin de définitions qui sont d'une part équivalentes aux définitions
classiques du point de vue des mathématiques classiques et d’autre part directement
utilisables dans les algorithmes.

Par exemple la définition classique d’'un anneau local est un anneau qui possede
un seul idéal maximal. De méme le radical de Jacobson est défini comme intersection
des idéaux maximaux. Ces définitions sont inopérantes d'un point de vue algorith-
mique.

Voici des définitions équivalentes (en mathématiques classiques) et directement
utilisables dans les algorithmes.

On notera Up le groupe des unités de I'anneau commutatif A. Le radical de
Jacobson de A, est 'idéal Rad(A) défini par :

Rad(A)={r € A; 1+2A CUr} .
L’axiome constructif des anneauz locaux est
Veie A zelpou(l+z)ela .

dans lequel le « ou » doit avoir sa signification constructive (il doit étre explicite).
Tout quotient et tout localisé d'un anneau local est un anneau local.

L’anneau A/Rad(A) est le corps résiduel de I'anneau local. C’est un anneau
local dont le radical de Jacobson est réduit a zéro. Voici une définition qui ne prend
son sens qu’en mathématiques constructives : un anneau local A est dit résiduelle-
ment discret lorsque I'on a de maniére explicite Vo € A x € Rad(A) V x € Ua (en
mathématiques classiques, tout anneau local est résiduellement discret).

Un élément x d'un anneau A est dit régulier ou non diviseur de zéro s’il vérifie :
Vy € A (zy = 0 = y = 0). Voici maintenant une nouvelle nuance inconnue en
mathématiques classiques. Un anneau est dit sans diviseur de zéro s’il vérifie :
Ve,y € A(zy =0 = =0 V y = 0). Un anneau sans diviseur de zéro est
dit integre si on dispose d'un test d’égalité a 0 dans I’anneau, ce qui permet d’af-
firmer que tout élément est nul ou régulier. La notion d’anneau integre est souvent
problématique du point de vue algorithmique parce qu’elle se comporte mal par
localisation (contrairement a la notion d’anneau sans diviseur de zéro).

1.2 Localisations en des monoides comaximaux

Définition 1.1

1. On appelle monoide d'un anneau A une partie de A contenant 1 et stable pour
la multiplication (un monoide peut éventuellement contenir 0).

2. Des monoides S1,...,S, sont dits comaximaux, si et seulement si :
n
Vs € 51,...,Vs8, €5y, Fay,...,an €A, Y7 a5, =1
3. Des éléments sy, ..., S, sont dits comaximaux si et seulement si (sy,...,S,) =

A ce qui revient a dire que les monoides qu’ils engendrent sont comaximaux.



1.2 Localisations en des monoides comaximaux H

Théoréme 1.2 (principe local-global pour la résolution des systemes linéaires) Soit
S1,...,S, des monoides comarimauzr de A, soit B une matrice € A™*P et C' un
vecteur colonne € A™*1. Alors les trois points suivants sont équivalents :

1. Le systéme linéaire BX = C' admet une solution dans AP ;
2. Vi e{l,...,n} le systéme linéaire BX = C admet une solution dans Agi ;

3. Pour tout idéal maximal m C A, l’équation BX = C admet une solution
dans AP .

Preuve : Il est clair que 1. implique 2. et 3.

Montrons que 2. implique 1. Pour chaque i on a Y; € A% et s; € S; tels que
BY;/s; = C dans AY, c’est-a-dire on a t; € S; tel que t; BY; = s;t; C' dans A™. Si
Y. a;sit; =1 on a donc la solution X = . a;t;Y;.

Montrons que 3. implique 1. (en mathématiques classiques). Pour chaque idéal ma-
ximal m on a, en notant Sy, le complémentaire de m dans A, Yy, € AP sy, tm € Sy
tels que t, BYy, = sutm C dans A. L’idéal engendré par les syt ne coupe aucun
idéal maximal et donc il contient 1. Cela donne (de maniére pas du tout explicite)
une somme finie ), am, Sm;tm; = 1 et on termine comme précédemment. O

La preuve du lemme suivant est facile.

Lemme 1.3 Soient ay,... ,ax,ui,... ,us € A. On note S(ay, ... ,ax;u1, ... ug) le
monoide formé des éléments de la forme ui* ---u,* + Y, x;a,. Alors les monoides
Sl = S(O, al), SQ = S(&l;az), Sg = S(&l,az;ag), ey, Sk; = S(CLl, c. ,ak_l;ak) et
Ski1 = S(ay, ... ,ax; 1) sont comazximauz.

On peut montrer en mathématiques classiques que le saturé du monoide
S(aq, ... ,ax;u) est U'intersection de tous les A \ p pour les idéaux premiers p qui
contiennent ay, ... ,a; mais ne contiennent pas u.

Notez que ay, ... ,ar € Rad(S7'A) si S = S(ay, ... ,aruy,... ,ur)). Le lemme
précédent est utile lorsqu’on veut décrypter une preuve en mathématiques classiques
qui utilise un principe local global lorsque la preuve classique se fait selon les lignes
suivantes : on a ayg,... ,a; € A et on localise en un idéal maximal m, si a; ¢ m un
certain calcul marche, si a; € m et ay ¢ m un autre calcul fonctionne, si aj,ay € m
et ag ¢ m un autre calcul fonctionne encore, etc ... En général, le premier calcul
fonctionne alors dans S;*A, le second dans S, 'A, le troisitme dans dans S;'A,
etc ... D’autres systemes de monoides comaximaux peuvent s’avérer utiles pour
décrypter des preuves classiques qui utilisent des arbres de calcul plus compliqués.
Pour plus de détails sur ce sujet on consultera [19, 22].

Les applications du principe local-global de base sont nombreuses. Par exemple :

Corollaire 1.4 Soient i et j deur idéaux d’un anneau commutalif A et Si,...,S5,
des monoides comazrimaud.

1. On aiCj dans A si et seulement siig, Cjg, dans chaque Ag,.

2. Sij est de type fini, alors il y a équivalence entre les trois propriétés suivantes :
— 4l existe un idéal de type fini | de A tel que [i=1;
)=
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— pour chaque v il existe un idéal de type fini [; de Ag, tel que l; ig, = jg,
dans Ag,.

Corollaire 1.5 Soit A un anneau commutatif. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1.Ve,ye A, (2zy=0 =— Amnz+Anny=A).
2. Vr,y € A, Annzy = Annx + Anny.

3. St xy = 0 1l emiste des monoides comaximaux S; tels que dans chacun des
localisés Ag,, x ouy devient nul.

4. Les localisés Ay, de A en tous les idéaux maximauzr m sont integres.

Preuve : On peut réécrire comme suit la propriété numéro 1 :
Ve,y e A, (2zy=0 =— Ju,ve€eA, ur=vy=u+v—-1=0) (1)

Il est clair que 2. = 1. = 3.

Sional.etsizry=0o0nau,vtelsqueuze =vy =u+v—1=0donc z = zu+2v
avec zu € Annz et zv € Anny. Donc 1. = 2.

On obtient 3. implique 1. par le principe local-global appliqué au systeme linéaire
ur =vy =u+v—1=0 avec u et v pour inconnues.

Il est clair que la propriété (1) est stable par localisation. Pour montrer que 4.
implique 1. par le principe local-global (en mathématiques classiques), il suffit donc
de vérifier qu'un anneau local qui vérifie (1) est integre. Plus précisément on a cons-
tructivement : si xy = 0 alors x ou y est nul. En effet ux = vy = 0 avec u ou v
inversible puisque v + v = 1. O

Le corollaire précédent justifie la définition constructive suivante :

Définition 1.6 Un anneau A est dit localement sans diviseur de zéro s’il vérifie
Uimplication (1) du corollaire 1.5 de maniére explicite.

De maniere équivalente : tout idéal principal est plat. Un anneau sans diviseur de
zéro est localement sans diviseur de zéro. Un localisé d’un anneau localement sans
diviseur de zéro est encore localement sans diviseur de zéro. Un anneau localement
sans diviseur de zéro est réduit.

Propriété 1.7 Dans un anneau localement sans diviseur de zéro, l'annulateur d’un
élément est un idéal idempotent.

Preuve : Soit y € Ann(z). Alors il existe u tel que (1 — u)y = ux = 0. On voit
clairement que u € Ann(z) et y = uy € Ann(z)?, d’ott Ann(z) = Ann(z)?. O

Lemme 1.8 Soit A un anneau localement sans diviseur de zéro, V. € A™ et x € A
tel que £V = 0. Alors il existe s € A tel que sV =0 et (1 —s)x =0.

Preuve : Pour chaque composante v; de V' on écrit u;x = s;v; = 0 avec u; +s; = 1.
On pose s = [, s; de sorte que sV = 0. En développant le produit [[,(u; + s;) =
u+ s = 1 on voit que, dans la somme égale a u, chacun des 2" — 1 termes annule x,
et donc uzxr = 0. O
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1.3 Dimension de Krull

La preuve du théoreme 1.13 ci-dessous est une simplification de celles données
dans [20] et [6]. Ce théoréme ainsi que les lemmes 1.9, 1.10, 1.12 sont des théoremes
de mathématiques classiques. Le lemme 1.9 est parfois appelé « théoreme de Krull ».

Lemme 1.9 Dans un anneau commutatif A, on considére un idéal i et un monoide
multiplicatif S. Sii NS =0, alors il existe un idéal premier p tel quei Cp C A\ S.
Preuve : Considérer un idéal maximal de 'anneau non trivial S™'A / S, O
Lemme 1.10 Dans un anneau commutatif A, on consideére un monoide multipli-

catif S, un idéal i et un élément x € A. On construit le monoide S = 2N(S' + Ax).
Sii NS =10, alors il existe un idéal premier p D i tel que x € p et S'N(p+Ax) = 0.

Preuve : 1l suffit en effet quei C p C A\ S. O

Définition 1.11 (cf. [20]) Soit une suite x = x1,...,x, (de longueur £) dans un
anneau A. On considére le monoide multiplicatif Sy défini par
Se = {1} et Si =201 (Siq1 + Axiy1)  pour 0<i</

La suite xq,...,xy est dite pseudo-singuliere lorsque 0 € Sy, c’est-a-dire lorsqu’il
eriste ay,...,ap € A, mq,...,my € N, tels que :
o (s (- (2 (1 + agxg) + -+ ) + asxa) + a1x1) =0 (2)

Elle est dite pseudo-réguliere lorsqu’il est absurde qu’elle soit pseudo-singulicre.

Noter qu'une égalité (2) du style ci-dessus avec certaines valeurs pour les ex-
posants m; en fournit d’autres pour n’importe quelles valeurs supérieures des ex-
posants.

Lemme 1.12 On considére une suite x1,...,xy d’un anneau commutatif A. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La suite est pseudo-réquliere, i.e. 0 & S ;

2. Il existe des idéaux premiers po C p1 C -+ C py tels que x; € p; \ p;—1 pour
1 <</,

Preuve : Supposons qu’il existe des idéaux premiers po C p; C --- C py tels que
x; € p; \ pi—1 pour 1 < ¢ < {. Alors on voit de proche en proche pour k = ¢,... 0
que pr NS, = (. En particulier Sy ne contient pas 0.

Supposons la suite pseudo-réguliere. Posons xy = 0, iy = (0) et appliquons le
lemme 1.10 avec i =1y, S’ = S et x = x1. Alors S = Sp et on a bieniNS =0 : il
existe un idéal premier po contenant iy mais pas x; et tel que S; N (po + Axy) = 0.
Si on a construit pg C p; C -+ C pr (K < £ — 1) tels que x; € p;, w41 & Pi et
Siv1 N (pi + Azi1) = 0 pour 1 < i < k, on applique le lemme 1.10 avec i = iy =
pe + Axpy, 8" = Spyo et & = 1440 Alors S = Spyq et on a bienin S = 0 : il
existe un idéal premier pj,; contenant ix,; (donc pj et Ty, 1) mais pas T, et tel
que Sgr2 N (Pri1 + Apiz) = 0.

A la derniere étape on a p,_q avec xp & pp_q et 1 ¢ p,q + Axy. 1l existe donc un
idéal premier p, contenant p, | + Axy. O

Une conséquence immédiate est la caractérisation constructive suivante de la
dimension de Krull.
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Théoreme 1.13 Soit A un anneau commutatif. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. La dimension de Krull (longueur mazimale des chaines strictement croissantes
d’idéauz premiers) est inféreure ou égale a d ;

2. Toute suite d’éléments de A de longueur d + 1 est pseudo-singuliére.

Le fait suivant, qui résulte du principe local-global de base, affirme que 'on a
bien mis a jour une propriété de nature locale.

Fait 1.14 Soient Si,...,S, des monoides comazrimaur de A et x = x1,...,x) une
suite finie d’éléments de A. Alors x est pseudo-singuliere dans A si et seulement si
elle est pseudo-singuliere dans chacun des Ag,.

Tout ceci justifie la définition constructive suivante :

Définition 1.15 Un anneau A est de dimension (de Krull) inférieure ou égale a
d € N si et seulement si toute suite d’éléments de A de longueur d + 1 est pseudo-
singuliere. Autrement dit pour tous xg,...,xq € A il existe n € N tel que :

(ro - +a)" € wft(onewwa)” A+ al aa oz A+ alT A (3)

L’anneau est dit de dimension —1 s’il est trivial, c’est-a-dire si 1 = 0.
Fait 1.16

1. Si N est le nilradical de A. Alors A est de dimension de Krull inférieure ou
égale a d si et seulement si A/N est de dimension de Krull inférieure ou égale
ad.

2. Soient Si,...,S, des monoides comaximauzr de A. Alors A est de dimension
de Krull inférieure ou égale a d si et seulement si chacun des Ag, est de
dimension de Krull inférieure ou égale a d.

Le lemme suivant est immédiat. Il était également immédiat avec la définition
usuelle de la dimension de Krull en mathématiques classiques, mais maintenant
il a un contenu algorithmique précis. Remarquer aussi que la convention pour la
dimension —1 est bien pertinente.

Lemme 1.17 Soit d € N et x régulier dans A. Si A est de dimension inférieure
ou égale a d alors A [(x) est de dimension inférieure ou égale a d — 1.

Plus généralement, la définition 1.15 a la conséquence suivante.

Lemme 1.18 Soit d > 0. Pour x € A, notons S2 = S, = 2N(1 + zA) et Al?} =
STLA. Alors A est de dimension inférieure ou égale a d si et seulement si pour tout
r € A A est de dimension inférieure ou égale a d — 1.

Notez que la propriété précédente pourrait servir de définition récursive pour la
dimension de Krull, avec I« initialisation » : dim(A) = —1 < 1 =4 0.

En fait on peut encore raffiner le critere ci-dessus en tenant compte du principe
local-global donné dans le fait 1.14.

Lemme 1.19 Soit d > 0. Pour montrer que A est de dimension inférieure ou égale
a d il suffit de trouver pour tout v € A des monoides comazimauz Sy 1, S22, - - , Sz n,
tels que, en posant A, ; = S;;A on ait chacun des Am{x} de dimension inférieure
ou €qgale a d — 1.



Anneaux zéro-dimensionnels

On dira anneau zéro-dimensionnel pour anneau de dimension inférieure ou égale
a 0. Il s’agit d'un léger abus de langage car affirmer que la dimension est inférieure
ou égale a 0 laisse ouverte la possibilité de dimension égale a —1, ce qui signifie que
I’anneau est trivial.

Lemme 1.20 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est zéro-dimensionnel.
2. Vr € A Jac A 3IdeN tels que ¢ = axd*!.
3. Vo € Adsec A JdeN tels que 2?A = sA et s idempotent.
4.

Pour tout idéal de type fini i de A, il existe d € N* tel que i¥ = sA ou s est
un idempotent, et en particulier Ann(i) = (1 — s)A et i° = i? pour e > d.

Preuve : 2. est une simple réécriture de 1.
Montrons que 2. implique 3. Pour tout élément = € A, il existe a € A et d € N tels
que z¢ = az™'. En multipliant d fois par az, on obtient z¢ = ax?' = a?2%*? =
-+ = a%??. On voit alors que a%z? = s est un idempotent et ¢ = sz donc
7?A = sA et Ann(2?) = (1 — s).
Montrons que 3. implique 2. Si s = ax? et 2¢s = 2%, alors 2¢ = ax?? = (az?~1)xd+t,
Montrons que 3. implique 4. Sii=z;A + .-+ z,A, alors il existe des idempotents
S1,...,8, € A et des entiers dq,...,d, > 1 tels que xf”A: $;A.Soitd >dy+ -+
dy—(n—1)et s=1—(1—s1)---(1 —s,) de sorte que SA = s;A +---+s,A. 1l
est clair que I'idempotent s appartient a i, donc a toutes les puissances de i. D’autre
part,

9 CaPA+ - fatA =5 A+ 4 5,A=5A
Conclusion : i = sA.
Enfin, 4. implique clairement 3. O

Noter que dans un anneau zéro-dimensionnel, tout élément régulier est inversible.

Lemme 1.21 (Anneaux zéro-dimensionnels réduits, ou absolument plats)
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est zéro-dimensionnel réduit ;

2. Vx € A Ja € A tel que z(1 —ax) =0;

3. Vx € A s € A tel que s> = s et (x) = (s), en particulier Ann(z) = (1 — s);
4

. Tout idéal de type fini i est engendré par un idempotent s, en particulier
Ann(i) = (1 —s);

5. Pour tout idéal i (de type fini ou non), on ai®> = 1.

2 Idéaux localement principaux, projectifs, in-
versibles

2.1 1Idéaux localement principaux

La définition suivante sera justifiée du point de vue des mathématiques classiques
par le corollaire 2.5.
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Définition 2.1 Un idéal de type fini i d’un anneau A est dit localement principal
s’il existe des monoides comazrimaux Sy, ..., S, de A tels que chaque ig; est principal
dans Ag;. Dans la suite [’expression « idéal localement principal » signifiera toujours
1déal de type fini localement principal.

En particulier, un idéal localement principal i reste localement principal si on
remplace A par un localisé ou un quotient de A.

Matrices de localisation principale

Définition 2.2 Soit x1,...,x, des éléments de A. On appelle matrice de localisa-
tion principale (dans A) pour (z1,...,%,) une matrice A = (a;j)1<ij<n d’éléments
de A qui vérifie :

{a) Sag = 1 ()

B) apT; = T, Vi, 5,0 €{1,...,n}
Remarques :
1. I’idéal i = (xq,...,x,) devient principal, égal & (z;), apres localisation en a;;.
2. La condition (3) signifie que les lignes de la matrice A sont « proportionnelles » a
(.Tl, . ,an).

3. Si 'anneau est local, I'un des a;; est inversible et I'idéal i est engendré par 'un
des x;.

Lemme 2.3 Soit un idéal de type fini i = (x1,...,2,). Si i est principal, alors
(x1,...,2,) admet une matrice de localisation principale.
Preuve : Sii= (g),onag=> . uz; et x; = gy;. Posons b;; = w;y;, alors pour
tous 4,7, € {1,...,n} on a bgjxi = Wgyiyj = byx;. En outre
1= 3= Y- (me.) ’
i=1 i=1
Donc

<1 N ZZ;I bii) g=0,etl— Z;l bi;i € Ann(zy,) pour tout k.

Prenons pour (i,j) # (n,n) et |an, = unyn + (1 — > p_, urys) |, alors

(a;j) est bien une matrice de localisation principale pour (z1,...,z,). O
Proposition 2.4 Soiti= (xy,...,x,) un idéal de type fini. L’idéal i est localement
principal si et seulement si (x1, ..., x,) admet une matrice de localisation principale.

St l'anneau est local, i est localement principal si et seulement s’il est engendré par
Uun des x;.

Preuve : La condition est clairement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. Le

systéme linéaire (4) qui définit la matrice de localisation principale a une solution

localement, donc aussi globalement (principe local-global de base).

Voyons enfin le cas local. Dans les équations (4) I'un des a;; est inversible donc

i=(z;). 0
Ceci donne en mathématiques classiques.

Corollaire 2.5 Un idéal de type fini i est localement principal si et seulement s’il
devient principal dans tout localisé Ay par un idéal mazimal m.
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Preuve : A l'instar de la démonstration précédente, si le systeme d’équations (4)
admet une solution en les (a;;) dans tous les localisés Ay, alors il en admet une

globalement dans A. a
Proposition 2.6 Soit i = (z1,...,x,) un idéal localement principal de A et A =
(a;j) une matrice de localisation principale pour (xi,...,x,). Alors nous avons les

résultats suivants :

(1) (z1,...,20)A = (21,...,%p).
(2) x; annule tout mineur d’ordre 2 de A, et x;(A*> — A) = 0 pour tout i, donc
<x17"'7'rn> (A2 _A) =0

(3) Si A; = A[l/ay] est le localisé obtenu en rendant a; inversible, on ai A; =

(4) (z1,...,2p) (a1j, ..., anj) = (xj).
(5) Plus généralement, sia =", c;x; et "(yi,...,yn) = A (a1, ..., ) alors
(@1, mn) (Y1, Yn) = (@)

En outre si Ann(i) = 0 la matrice 'A est une matrice de localisation principale
pour (Y1, .., Yn)-
(6) En particulier si Y cax; =0 et *(y1,...,yn) = A Yo, .., ay), alors
(1, ) (Y1, s Yn) =0
(7) On considére x : (0g) — Y, qux; la forme linéaire associée a (xq,...,2,),
N = Ann (zy,...,2,) et N® le produit cartésien {(v1,...,v,)|&i(v; € N)} C
A", alors Ker z = Im(I,, — A) + N™.
(8) Pour touti=1,...,n—1 Uintersection (xy,...,x;) N {x;ir1,...,T,) est l'idéal
de type fini engendré par les n coordonnées de (z1,...,x;,0,...0)(I, — A).
Preuve : Le (3) est clair, le (4) et le (6) sont des cas particuliers du (5).
(1) le j-eme élément de (z1,...,z,)A s'écrit :

n n
E QT = E QT = T
=1 =1
(2) Montrons que x; annule tout mineur d’ordre 2 de A :
ﬂﬁz‘(ajeakh - ajhakzz) = Qj;TyQrh — QjiTpOre = AjiQRelp, — AjiTpARe = 0.
2 _ _ n _ n
Posons A* = (b;;), avec b;; = >, aigar;. Alors xp,(bij—asj) = D> 1y QikQr;Tp—aijTh.
Or xpa;rar; = Tpa;jag;, donc

n
Ih(bij — aij) = ThAij < E 1 akk) — Q3 Tp = 0.

(5) Notons que a;;a = Zj QjTia; = Zj QjTa; = (Ej ajaij> x; = y;x; donc a =
dyixi, et a € (T1,...,xn) (Y1, .., Yn). D'autre part,
TilYj = Ti Zk Apjr = Zk QAT = (Zk Ozk%) Qj; = AjiQ
donc z;y; € (a).
Montrons enfin que ‘A est une matrice de localisation principale pour (yy,...,¥,) si

Ann(i) = 0. En effet d'une part la trace est égale a 1 et d’autre part, puisque x,
annule tout mineur d’ordre 2 de A on obtient

ThljiYr = E k TpGj;ApeCly = E . TpOp; A0 = ThpOp; E . Ay = TpOkilY;j-

(7) L’inclusion Ker z C Im(I,, — A) + N™ résulte du (6) et l'inclusion réciproque
de (1).
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(8) Résulte du (7) en remarquant que se donner un élément a de j = (z1,...,x;) N
(Tix1,...,Ty) revient & se donner un élément (aq,...,qa,) de Ker z : a = ajx; +
cee 4Ty = —Qy T — - — QpTy. Adnsi j est engendré par les coordonnées du
vecteur (z1,...,2,) = (z1,...,24,0,...,0)(L, — A). O

Produit de deux idéaux localement principaux

Proposition 2.7 Soiti etj deuzr idéaur localement principaur engendrés respecti-
vement parn et m éléments. Alorsij est localement principal engendré par n+m—1
éléments. Plus précisément, si g et h sont les polynomes dont les coefficients sont des
générateurs de i et j, alors ij est engendré par les coefficients du polynome f = gh.

Preuve : Sii= (x1,...,2,),) = (Y1, .., Ym), si (a;;) est une matrice de localisation
principale pour (z1,...,2,) et (by) est une matrice de localisation principale pour
(Y1, ---,ym) alors la matrice des |cgjyke) = @ijbre| est une matrice de localisation

principale pour les x;y,. En effet :
C(i5) (k) TmYn = QigbeeTm¥Yn = QimbenTiYe = Clim)(kn) LYt

et Zij C(ii)(jj) = Zij a'iibjj = <Z7L:1 aii> <Zj:1 b]> =1

Donc i j est localement principal. 7

Soit (z1,...,%,) le vecteur des coefficients de f. On veut montrer que i j =
(21, ..,2p). Siles S; (resp. les S}) sont des monoides comaximaux tels que ig, =
(zi)g, (resp. js; = (yr) S;'C)’ alors les S;S5) sont des monoides comaximaux et on a
(ii)s.s; = <xiyk>S¢S,;‘ Dans un tel localisé on a g = z;g9;, h = yrhy, avec les poly-
nomes g; et h, qui ont un coefficient égal & 1. Un lemme classique' dit alors que
'idéal des coefficients de g;hy, est égal a (1). Donc 'idéal des coefficients de gh est
égal & (ziyy), c’est-a-dire a (i j)s,s . L'égalité i j = (z1,...,2,) a donc été prouvée
dans tous les localisés et elle est vraie globalement. a

Puissances d’un idéal localement principal
Lemme 2.8 Sii= (z1,...,x) est localement principal, alors ™ = (x},...,x}).

Preuve : On raisonne comme pour la proposition 2.7. [’égalité est vraie localement
donc aussi globalement.
En fait si une matrice de localisation principale pour (z1,...,x)) est (a;;) alors une
matrice de localisation principale pour (z7,...,z}) peut étre obtenue comme suit.
On pose D > k(n — 1) + 1. On peut trouver des ¢; tels que

1= ((I11—|—"‘+Clkk>D :ClaT1+"'+CkaZk
On pose by = ceay;. 11 vient byy + -+ + b = 1 et byal = colapz;)” = colagz;)" =
bejz} donc (b;;) est une matrice de localisation principale pour (27, ..., z}).
En outre on peut donner une expression de z}*---x.* en fonction des z} lorsque
n=mng+--+ng:

afteapt = 30 bawyt gt = Yz Gilagr)™ - (agwy)"™
= Y cilanz)™ - (aga)™ = YL [aad - ag]al =

L Voir [24] : pour deux polynomes F,G & une indéterminée, & coefficients dans un anneau
commutatif, et d > deg(G), on a : c(F)¥! ¢(G) =c(F) c(FG) ou ¢(F), ¢(G) et c¢(FG)
désignent respectivement les idéaux engendrés par les coefficients de F', G et FG.
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« Quotient » d’un idéal par un idéal localement principal qui le contient

Proposition 2.9 Soit i et j deur idéaux tels que i C j et j localement principal
(resp. i de type fini). Alors il existe un idéal | (resp. de type fini) tel que i=j L.

Preuve : Sij = (z1,...,2,) et y € i, on trouve [, tel que j [, = (y) en appliquant
la proposition 2.6, item (5). Ensuite [ est la somme des [, pour une famille (y;) qui
engendre 1i. O

Intersection de deux idéaux de type fini dont la somme est un idéal loca-
lement principal

Lemme 2.10 Soit i et j deux idéaux de type fini avec i +j localement principal.
Lintersection i N j est un idéal de type fini qui vérifie

i nji+i)=ij
Si de plus i et j sont localement principaux alorsi N j est localement principal.
Preuve : Soit i = (xq,...,2,) et j = (y1,...,ym). L'idéal i N j est de type fini
d’apres la proposition 2.6, point (8). Considérons une localisation ou i+ j est, par
exemple, engendré par x;. Alors jg C (x1) =ig, (i N j)s =js et (i+])s = is. Ainsi
I'égalité (i N j)(i+)) = i) est une égalité qui est vérifiée localement en des monoides
comaximaux, donc globalement.
Enfin, avec le méme raisonnement, si de plus i et j sont localement principaux, on
voit que i N j est localement principal. O

Remarque : Si A est une matrice de localisation principale pour (z1,x2) on a
(z1) N (2) = (Y1, 2) avec ‘(y1,y2) = A (2,0) = A'(0, 1), et on vérifie que ‘A est
une matrice de localisation principale pour (yi, ys).

Transporteurs % : quelques égalités

Propriété 2.11 Soit i,j deuzr idéauz de type fini dans un anneau commutatif. St
i+j est localement principal alors (j : 1) + (1:)) = (1).

Démonstration Voir la démonstration du lemme 2.10 : si i 4+ j est localement
principal alors (j : i) + (i : j) = (1) car il s’agit la d'un systeme linéaire que I'on
résoud en appliquant le principe local-global de base. O

Proposition 2.12 Soit A un anneau commutatif et i,j, [ trois idéauz (de type fini
ou non). On a i:+0)=@0:5)N@E:0 et GND:i=0G:9)nN(I:1).
Si(5:0) 4 (L:3) = (1) (en particulier si j+ | est localement principal) alors on a :
(0) VjkeN, ik Ccjytk+tF et VneN, G+ ="+ 1"

(

(

)
D GH0:i=G:)+0:0) (@) iGN D=(:h)+ (s
3) G+0DG N O=jl 4) i Nnh=ijnil
G) i+G N D=>0+)niE+) (6) in(+hH=>GNnjH+@0 N0
En outre la suite exacte courte ci-apres est scindée :
0) —j N -5 x1-Z5j+1— (0)
ou 0(x) = (x,—x) et o(y,z) =y + z.

2 On note classiquement j : i 'idéal transporteur {z € A | zi C j}.
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Preuve : Nous laissons a la lectrice le soin de prouver les deux premicres égalités

de

la proposition et les inclusions universelles suivantes ou t = (j : [) + (I :j).
0) (G:DF+(:j)) j.1F 4wt

) t(G+0:i)cG:)+0:i)cG+0D:i

2) (i i)+ @{:)cCci: (g N
NHcijnil
Cit(GNOCErntD
NH+@EnNnhHcin@G+rn

(
(
(
(
(
(

= =

-~ —
N
- ..

—- . B
-
—
SN—
-

N~—

3
4
>
6

(

Enfin, comme (j : [) + ([ :j) = (1), un scindage de o est donné par :

i+l —  jxI
r > (jz, ko)

avec j € (j: ), ke (l:j),j+k=1. O

2.

de

2 Idéaux projectifs de type fini

Rappelons sans démonstrations quelques points clés de la théorie constructive
s modules projectifs de type fini (voir par exemple [22]).

Un A-module M est projectif de type fini s’il est isomorphe a un facteur direct
dans un A-module libre A", autrement dit s’il est isomorphe a l'image d’une
matrice de projection P € A™*". D’autres caractérisations sont les suivantes :

1. M est un module de type fini et pour tout homomorphisme surjectif ¢ : M’ —
M, Ker ¢ est facteur direct dans M’.

2. M est un module de présentation finie et plat.

Le polynome Ry (X) = >, r; X" défini par det(I, + X P) = Ry (1+ X) ne dépend
que de M et ¢’est un polynome multiplicatif : il vérifie Ry (XY) = Ry (X)Rp(Y)
et Ry (1) = 1. Cela signifie que les r; forment un systeme fondamental d’idem-
potents orthogonaux (sfio). On a 1o = det(I,, — P) et I'idéal (ry) est 'annulateur
de M.

Le fait pour un module M d’étre projectif de type fini se conserve par changement
d’anneau de base, méme chose pour le polynome R,;.

Le module est dit de rang k si Ry/(X) = X*. Il est dit de rang inférieur ou égal
aksirg, =---=rmr, =0 cest-a-dire encore si tous les mineurs d’ordre k + 1
de la matrice P sont nuls. S’il a un rang k le module M est dit de rang constant.
Quand il existe, le rang d’un module projectif de type fini est bien défini des que
I’anneau n’est pas trivial.

Le localisé A,, = A[1/rg] est isomorphe a A /(1 — ). Le localisé M,, est isomor-
phe au sous-module 7, M. Il est de rang k en tant que A,, - module. Le module M
est somme directe des « composantes » M (k > 0).

Si N est un sous-module projectif de type fini de M et si M est de rang inférieur
ou égal a k alors N est de rang inférieur ou égal a k.

Si ¢ : M — M’ est un homomorphisme surjectif entre deux modules projectifs
tels que Ry = Ry, ¢’est un isomorphisme. C’est en particulier le cas si M et M’
sont tous deux de rang k.
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Lemme 2.13 Soit M un A-module engendré par x,...,x,. Notons z : (a;); —
Yo aix; o A" — M. Alors M est projectif de rang inférieur ou égal a 1 si et
seulement s’il existe une matrice P = (p;;) € A™" vérifiant :

1. P2 = P et tout mineur d’ordre 2 de P est nul (donc le polynéme Ry, p est
égal a (1 —1r) +r1 X avecry =tr(P));

2. Pour tous i,5,0 € {1,...,n} on a pur; = pe;;
3. L’annulateur de M est engendré par l'idempotent 1 — tr(P) = det(I,, — P).

Une telle matrice est appelée une matrice de projection pour (x1,...,x,). Dans ce
cas on a Ker P = Kerz et x induit (par restriction) un isomorphisme de Im P sur M
(cet isomorphisme associe la j-éme colonne de P a x;).

Lemme 2.14 Soit z : (a;); — Y, aix; une forme linéaire A™ — A. On suppose

que i = (x1,...,x,) est localement principal et que Ann i = (r) avec r idempo-
tent. Soit A une matrice de localisation principale pour (z1,...,x,), s =1 —1 et
P =sA. Alors Ker P =Ker z et P est une matrice de projection pour (xy,...,T,).

En particulier, i est projectif (de rang inférieur ou égal a 1).

Preuve : Le point (2) de la proposition 2.6 montre que A% — A est & coefficients dans
Ann i= (r), dou (sA)* = sA? = sA, donc P est bien une matrice de projection.
Le point (1) de la proposition 2.6 et les égalités sx; = x; montrent Ker P C Ker z.
L’inclusion inverse provient du point (6) de la proposition 2.6 : soit o € Ker z et
y = Aa, alors y est a coefficients dans Ann i, donc sy = 0 et o € Ker P.

Pour montrer que P = sA est une matrice de projection pour (z1,...,x,), on utilise
d’une part la définition 2.2 et d’autre part le point (2) de la proposition 2.6 : les
mineurs d’ordre 2 de sA appartiennent a Ann i = (1 — s), donc sont nuls. O

Corollaire 2.15

1. Un idéal de type fini i est un module projectif si et seulement s’il est localement
principal et son annulateur est engendré par un idempotent ;

2. Plus précisément les rapports entre une matrice de localisation principale A et

une matrice de projection A" pour un vecteur (x1,...,x,) sont les suivants :
— si A est connue et si Ann (xq, ..., x,) = (r) (r idempotent), alors on peut
prendre A’ = (1 —r)A;
— si la matrice A’ est connue, alors Ann (xy,...,x,) = (r) avec r = 1 —

tr(A") = det(l, — A’) et une matrice de localisation principale A est
obtenue en ajoutant r a l'un quelconque des coefficients diagonauzx de A’.

3. Un idéal de type fini i est un module projectif de rang 1 si et seulement s’il est
localement principal et son annulateur est réduit a (0).

Remarque : Il n’y a pas de différence entre une matrice de localisation principale
et une matrice de projection pour un systeme générateur fini d’un idéal projectif de
rang 1.

Lemme 2.16 Sii etj sont des idéaux projectifs de type fini d’un anneau A, alors
leur produit i j [’est également, et il est isomorphe a4 i®a4 j.
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Preuve : Voyons d’abord le cas ot i et j sont de rang 1. On sait que i j est localement
principal (proposition 2.7) et il est clair que son annulateur est réduit a {0}, donc
c’est un projectif de rang 1. L’homomorphisme i®aj — ij : @y — xy est alors un
homomorphisme surjectif entre modules projectifs de type fini de méme rang. C’est
donc un isomorphisme. Le cas général se ramene au cas précédent en localisant
successivement par les idempotents du sfio {ab, (1 —a)b, a(1 —0b), (1 —a)(1 —b)}
ou Ann i = (a) et Ann j = (b). O

Le lemme de simplification

Lemme 2.17 (lemme de simplification) Sii est un idéal projectif de rang 1, et
j et sont deuz idéaux tels que ij Cij (resp.ij=1j") alorsj Cj (resp.j=17).

Preuve : C’est un « determinant trick ». Soit en effet i = (x1,...,x,), le vecteur
X =Yx1,...,2,), A une matrice de localisation principale pour (xy,...,1,), P =
I, — A et a€j. Puisque ai C 17, il existe une matrice M a coefficients dans j’ telle
que aX = MX. L’image de al,, —*M annule la forme linéaire associée & (x1,...,x,)
donc P(al, — ™M) = al,, —'M, aA = a(I,, — P) = (I, — P) 'M est une matrice a
coefficients dans j’. Enfin a = tr(aA) € j'. 0

Proposition 2.18 Soit k idéaux stricts i1, ...,i; de A deuxr a deux comaximauz.
On définit une application
b { NF —  {idéauxr de A}

a — i?l...izk

Alors on a :
Pla+ B) = d(a).0(3), o(sup(e, B)) = ¢(a) N (), ¢(inf(a, B)) = d(a) + ¢(B)
Si, de plus, les idéauz iq, ... ,1, sont projectifs de rang 1, alors ¢ est injective.

Preuve : Pour trois idéaux quelconques i,j,I C A,onaij+il =1 (j+I[). Soit
m,n,p € N.Sii+j=Aalorsi™+j=A,ij=iNj,j+il=j+LSii+j=i+[=A
alorsi+jl=i+(G NI=Aet
i N APl=({"Nj)N@Ern 1) =im=tpnGon Q) =imete(Gon o)
111] Pl = imin(n,p) (infmin(n,p)j + ipfmin(n,p) [) _ ;min(n,p) (] + [)

Ces dernieres lignes prouvent (a 'aide d’une récurrence) les égalités de la propriété.
Enfin, pour démontrer le caractére injectif de ¢, on utilise (dans une récurrence) le
lemme 2.17. a

Proposition 2.19 (« Quotient » d’un idéal par un idéal projectif)  Soit i
et j deur idéaux tels que i C j et j projectif de type fini. Soit r lidempotent an-
nulateur de j. St r =0, c’est-a-dire sij est de rang 1, il existe un idéal unique [ tel
que i =j [. Plus généralement, il existe un idéal unique [ tel que i =j [ et r[ = 0.
On notera alors | =1 -+).

Preuve : L’existence de [ provient de la proposition 2.9 (il existe ' tel que i =j I

et on pose [ = (1 — r)l') et 'unicité du lemme 2.17. O

Remarque : Les idéaux [ vérifiant j ' = i sont tous les idéaux contenant [ =1 + j
et contenus dans le transporteur i:j = {x € A | zj C i} = [+ Ann(j).
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2.3 Idéaux inversibles

Définition 2.20 Un idéal i d’un anneau A est dit inversible s7l existe un idéal j
de A et un élément réqulier a tels que i j = (a).

NB : Si a est fixé, j est unique car i j =1ij; = (a) implique ij j; = aj = aj; et donc
j =J1 (a régulier). Par ailleurs, a = a1by +- - - +agby avec aq, ..., ar €1, by, ..., by € j.
Posons i = (ay,...,ax) Cietj = (by,...,b) Cj. Alors (a) C Vi Cij= (a). Donc
i =ij=1j =1j ce qui implique i =1 et j = j’. En particulier tout idéal inversible
est de type fini.

Proposition 2.21 Un idéal i est inversible si et seulement sl est localement prin-
cipal et contient un élément régulier. Un idéal inversible est un module projectif de
rang 1.

Preuve :

e Si i est de type fini, localement principal, et contient un régulier a, alors il est
inversible d’apres le point (5) de la proposition 2.6. C’est un module projectif de
rang 1 d’apres le corollaire 2.15.

e Supposons i inversible. On a vu juste avant que i est de type fini. Reprenons les
mémes notations et montrons que i = (ay,...,a) est localement principal : on a
ajbe = ¢y;a et on vérifie immédiatement que la matrice (¢;;) est une matrice de loca-
lisation principale pour (aq,...,ax), car les égalités que 'on doit vérifier sont vraies
apres multiplication par a. O

Proposition 2.22 (« Quotient » d’un idéal par un idéal inversible) Soit i
et ) deuz idéaux tels que i C j avec i localement principal et j inversible, engendrés
respectivement par n et m éléments, alors i+j est engendré par n+m —1 éléments.

Preuve : Il existe un élément régulier a € j, et j; C A tels que j j; = (a) (j; est
engendré par m éléments, cf. proposition 2.6, point (5)). Or i = j [, donc i j; =
j [j; = al. Mais i j; est engendré par n+m — 1 éléments (proposition 2.7). Ecrivons
ij1 = (21,...,2) avec k =n+m—1. On aij C (a). Pour tout i € {1,....,k},
il existe un élément b; tel que z; = b;a. On a alors a (by,...,by) = ij; = al, donc
[ = (by,...,bg) puisque a est régulier. a

Comportement des idéaux projectifs ou inversibles par changement d’an-
neau de base

Un idéal localement principal i = (z1,...,2,) C A reste localement principal
par changement d’anneau de base ¢ : A — B puisqu'une matrice de localisation
principale est transformée en une matrice de localisation principale. Par contre les
choses sont plus délicates avec les idéaux projectifs ou inversibles. Cela tient a ce
que le nouvel idéal i¥ = p(1)B = (p(x1),...,¢(x,)) C B n’est pas nécessaire-
ment isomorphe au module i ®a B. Par exemple un idéal principal inversible reste
principal mais son annulateur peut a priori devenir « n’importe quoi ».

Néanmoins, I'isomorphisme i¥ ~ i® B est assuré si i est de présentation finie et
si I'extension est plate (i.e. B est un A-module plat). Cela comprend en particulier
les cas ou B est un localisé de A et celui ot il est libre sur A.

Fait 2.23 Soit i = (z1,...,x,) un idéal de type fini de A et ¢ : A — B une
extension plate. Sii est projectif ou inversible alors il en va de méme pour i¥.
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Un exemple d’idéaux maximaux inversibles

Définition 2.24 1. Une partie S d’un ensemble E est dite détachable si on a
un test pour « x € S 7 » lorsque v € F ;

2. Un anneau est dit fortement discret si les idéauz de type fini sont détachables ;

3. Un A-module est dit fortement discret si les sous-modules de type fini sont
détachables ;

4. Dans un anneau, on dit que la relation de divisibilité est explicite lorsque les
1déaux principaux sont détachables.

NB : La définition précédente doit étre lue constructivement. Dans le premier point
par exemple le test doit décider si z € S ou pas, et apporter la preuve constructive
du fait correspondant. En particulier dans le dernier point le test décide si un élé-
ment x (arbitraire) divise un autre élément y, et en cas de réponse positive, il donne
un élément c tel que xc = y.

Par exemple toute algebre de présentation finie sur Z (ou sur un corps qui possede
un test d’égalité a 0) est un anneau fortement discret (ce résultat n’est pas trivial,
voir [23]).

Concernant les idéaux premiers, nous les supposerons toujours détachables pour
simplifier les énoncés. Ceci donne les définitions constructives suivantes :

Un idéal premier détachable est un idéal p tel que 'anneau quotient A/p soit in-
tegre, il est minimal si le localisé A, est zéro-dimensionnel. L7idéal p est mazimal
détachable si A/p est un corps possédant un test d’égalité a 0.

En mathématiques classiques, tout anneau est fortement discret, tout idéal est
détachable en vertu du principe du tiers exclu, qui donne en particulier : « Vz €
A, z€i V z¢i» Doncen mathématiques classiques, la proposition suivante
se lit en oubliant partout « détachable » : la preuve constructive vaut aussi, comme
toujours, en mathématiques classiques.

Proposition 2.25 Soit A un anneau intégre, p un idéal maximal inversible dé-
tachable, K le corps de fractions de A et f(X) € A[X] un polynome irréducti-
ble unitaire de K[X]. On suppose que sur le corps résiduel ¥, = A/p, le polyno-
me f se factorise en un produit de polynomes unitaires deux a deux étrangers
f(X) =11,9(X). Soit B = Alz] = A[X] Af(X)). Alors dans B l'idéal p B est
égal au produit des idéaux (g;(x),p) = q;. Ces idéauz sont inversibles et détachables.
En outre g; est irréductible si et seulement si q; est maximal.

Preuve : L’idéal g; est détachable en vertu de 'isomorphisme canonique B/q; ~
F,[X] /(g9:(X)). On constate facilement que les q; sont deux a deux comaximaux.
Donc [],q; =), 4;- Par ailleurs, en tant que treillis, le treillis des idéaux contenant
p B est isomorphe au treillis des idéaux de B/p B ~ F,[X]| /(f(X)), donc (), q; =
p B. Enfin p B (et donc chaque facteur de p B) est inversible d’apres le fait 2.23
puisque B est un A-module libre. a

Factorisation en produit d’idéaux maximaux inversibles

Lemme 2.26 Soit A un anneau commutatif, p1, ..., Pk, q1, ..., des idéaux/ maxi-
mauz inversibles détachables avec p; # p; et q; # q; sii # j. Si Hle pl = Hle q; ",
alors k = k' et il existe 0 € S, tel que p; = qo;) et Ny = My pour tout i.
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Preuve : En effet, p; (premier) contient Hflzl q;"", donc il contient l'un des q;

(maximal), donc p; = q;. On simplifie par 'idéal inversible p; = q; et on termine
par induction.

Autre preuve : puisqu’on a un test d’égalité pour les idéaux de type fini on se
raméne au cas d’une égalité [, p™ = [Ii_, pI™, (avec m;,n; > 0) et on conclut
par la proposition 2.18. O

Proposition 2.27 Soit i,py,...,p, des idéaux de type fini d’un anneau fortement
discret A, les p; étant mazrimauz inversibles, et des entiers positifs m;. Supposons
[Lp" Ci. Alors il existe des entiers n; < my tels que i = [[, p;". En particulier, i
est inversible.

Preuve : Sii= A, le résultat est clair. Si ce n’est pas le cas, alors i ne peut pas étre
comaximal a tous les p;, donc i est inclus dans I'un des p;, par exemple, dans p;. On
considere [ = i+ p;. Par le lemme de simplification 2.17, [ contient p}"* [Lisq pi™.
On termine par induction. O

Remarque : En mathématiques classiques, il n’est pas nécessaire de supposer i de
type fini, et tout anneau est fortement discret.

Proposition 2.28 Soit Z[z] ~ Z[X] [ f(X)) avec f un polynome irréductible uni-
taire. Si pour tout nombre premier p qui divise le dicriminant de f et tout g € Z|x]
unitaire, facteur irréductible de f dans Fy[X]|, lidéal (p,g(x)) est inversible dans
Z[z], alors tout idéal de type fini non nul est inversible et, s’il est distinct de (1), il
se décompose en produit didéauxr maximauz tnversibles.

Preuve : Un idéal de type fini non nul de Z[z] ou bien est égal a (1), ou bien
contient un entier > 1. Un tel entier se factorise en produit d’entiers premiers.
En appliquant la proposition 2.27, il suffit de montrer que tout nombre premier p
engendre un idéal contenant un produit d’idéaux maximaux inversibles. Les idéaux
maximaux de Z[z] sont les idéaux (p, g(z)) ou g € Z[X] est facteur irréductible de
f dans F,[X] (cf. la proposition 2.25). Le cas ou f n’a pas de facteur carré modulo
p, c’est-a-dire lorsque p ne divise pas le discriminant de f, a déja été traité dans la
proposition 2.25. Dans le cas restant, supposons que f(X) = []; ;" (X) modulo p.
Alors on voit que [, (g:(z),p)" C I, (¢ (z),p) C (p). Ceci termine la preuve car
les idéaux maximaux (g;(z),p) sont inversibles par hypothese. O

Remarque : Dans le « cas restant », avec la proposition 2.27, on obtient (p) =
IL (gi(x),p)™ (m; < n;). Ceci implique [, ¢/"(z) = 0 mod p, donc f(X) divise
L g:(X)™ modulo p, et enfin m; = n;. Conclusion : (p) =[], (g:(x),p)™" .

2.4 Le théoréme un et demi

Définition 2.29 Un anneau est dit quasi integre si 'annulateur de tout élément
est engendré par un idempotent.

La terminologie anglaise est pp-ring (principal ideals are projective). Une autre
terminologie frangaise est « anneau faiblement de Baer ».

Lemme 2.30 On considére xq, ..., x, des vecteurs d’un module sur un anneau com-
mutatif. Si on a Ann(z;) = (r;) our; est un idempotent pour 1 < i < n, alors il existe
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des idempotents orthogonauz to, ..., t, tels que l’'élément x = x1 + toxs + -+ - + tyx,
vérifie Ann(zq, ..., x,) = Ann(x) = (ry -+ ry).

En particulier dans un anneau quasi intégre tout idéal de type fini i a pour un an-
nulateur un idéal (r) avec r idempotent, et il contient un élément x ayant le méme
annulateur.

Preuve : Soit s; tel que s; +r; =1, on a :
1= si+ri=s1+ri(se+7rs) =5 +7152 +1ra(sg+13) =+
= 81+ 7118+ 1rireS3+ -+ 1riro 1Sy, + T2 Ty

Posons t; = sy, to = 1189, t3 = 117983, ..., tyy1 = T172 Ty (1, ..., tyyq est un sfio)
et © = tywy + toTo + - - - + ty,. Il est clair que (t,.1) C Ann(zq,...,z,) C Ann(z).
Inversement, soit z € Ann(z). Alors zx = 0, donc zt;x; = zt;x = 0 pour 1 < i <mn,
donc zt; € Ann(x;) = (r;), donc zt; = zt;r; = 0. Mais z = Z?:Jrll zt;, donc z =
Ztn+1 € <tn+1>-

Enfin, on remarque que t1x; = s1x1 = 21 donc x = 1.x1 + toxs + - - - + t, 2. O

Lemme 2.31 Tout module projectif de rang 1 sur un anneau zéro-dimensionnel est
libre?.

Preuve : Soit P une matrice de projection dont I'image est le module projectif.
Appelons P; la j-eme colonne de P = (p;;). Par le lemme 1.20, pour chaque p;;,
di+1>

il existe un entier d; > 0 et un idempotent s; tels que (s;) = <pi’> = <pn-

Comme tr(P) = 1, on a (p{i*',... p*) = A donc Ann (p{i™, ... phtl) =
(0). Notons r; = 1 —s; : on a alors (r;) = Ann(pfj“). D’apres le lemme 2.30, il
existe un sfio, précisément t; = s1, to = 7189, t3 = rT983,..., tpa1 = T2 Ty,
et @ = t,pfi™ + - + t,p™*! dont 'annulateur est nul (remarquer que t,,; = 0).
Donc x est régulier, donc inversible (dimension nulle). On en déduit que le vecteur
V=tP+-+t,P,="v1,...,v,) est unimodulaire : tlpcﬁvl ot typliu, =

car t;v; = t;p;. Conclusion : {V'} est une base de Im P. O

Théoréme 2.32 (théoréme un et demi) Soit A un anneau commutatif de di-
mension inférieure ou égale a 1 et i un idéal inversible. Soit x € i un élément
régulier. Alors il existe y € i tel que pour tout n > 1, i = 2™ + yA. En particulier
i= (", y).

Preuve : Comme z est régulier, 'anneau A/zA est zéro-dimensionnel. Le mod-
ule i ®a A/rA ~ i/xi est projectif de rang 1, si bien qu’il est libre sur A/xA
(lemme 2.31), donc engendré par un élément. Il existe donc y € i tel que i/xi =
(yA + zi)/xi. Ceci implique i = zi + yA, et par suite i = z(xi + yA) + yA =
i+ yA L. a

La preuve que nous avons présentée ici est nettement plus simple et plus générale
que celle que I'on trouve usuellement dans le cadre des anneaux de Dedekind. Elle
nous a été inspirée par la lecture de [28], avec un résultat et une technique de preuve
légerement différentes. Elle est totalement constructive car elle est basée sur une
définition constructive de la dimension de Krull.

Le théoreme un et demi admet une extension remarquable due a O. Forster [10]
dans le cas noethérien et a R. Heitmann [12, 13] dans le cas général : un idéal

3 Cas particulier du résultat suivant : si A/Rad(A) est zéro-dimensionnel tout A-module pro-
jectif de rang constant est libre (voir par exemple [22]).
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inversible sur un anneau de dimension inférieure ou égale a d peut toujours étre
engendré par d + 1 éléments. Plus généralement un module de type fini qui peut
étre engendré localement par r éléments est engendré par r + d éléments. Pour une
preuve constructive voir [8].

Le théoreme suivant qui est un corollaire du théoreme un et demi, aura une
application intéressante pour les anneaux de Priifer cohérents.

Théoreme 2.33 Soit A un anneau de dimension inférieure ou égale a 1, dont le
radical de Jacobson Rad(A) contient un élément réqulier, et i un idéal inversible.
Alors i est principal.

Preuve : Soient y € Rad(A) et x € i tous deux réguliers. Alors inRad(A) contient
a = xy qui est régulier. Par le théoréme un et demi, il existe z € i tel que i = (a?, 2).
Donc a = ua® + vz ce qui donne a(l — ua) = vz et puisque a est dans le radical
a € (z) donc i = (z). 0

2.5 Pour n >3, SL,(A)=E,(A)

Théoréme 2.34 Soitn >3 et (v1,...,x,) un vecteur unimodulaire sur un anneau
quasi integre A de dimension inférieure ou égale a 1. Ce vecteur est la premiere
colonne d’une matrice de E,(A). En particulier SL,(A) = E,(A) pour n > 3.
Et pour n > 2 tout vecteur unimodulaire est la premiere colonne d’une matrice
de SL,(A).

Preuve : L’annulateur de (xi,...,z,) est nul, donc on peut par manipulations
élémentaires transformer le vecteur (colonne) v = (z1,...,x,) en (y1,%2,...,T,)
unimodulaire ol y; est régulier (cf. lemme 2.30). Considérons 'anneau B = A /(y;).
Cet anneau est zéro-dimensionnel et le vecteur v est transformé en (0, o, ..., z,)
toujours unimodulaire. Puisque n > 3, on peut transformer dans B par manipula-
tions élémentaires (xa, ..., 2z,) en (1,0,...,0). Regardons dans A ce que I’on obtient
alors : (y1, 1 +ayy, 23, . .., 2,), d’'ol ensuite, toujours par manipulations élémentaires
(y1,1,23,...,2,), puis (1,0,...,0). a

Ce théoreme admet une généralisation importante, due a H. Bass dans le cas
noethérien et & R. Heitmann [13] dans le cas général : la conclusion est valable si
n > 2+ dim(A) pour n’importe quel anneau commutatif. En outre on peut utiliser
une meilleure notion de dimension, introduite par Heitmann (en généralisation de la
dimension du j-spectrum, qui ne fonctionne que pour le cas noethérien). Pour une
preuve constructive voir [8].

3 Anneaux arithmétiques et anneaux de Priifer

3.1 Anneaux arithmétiques

Définition 3.1 Un anneau A est appelé anneau arithmétique si pour tous xi, zo
dans A, il existe u,v,w € A tels que :

{Zﬁi 0w (5)
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D’aprés la proposition 2.4 cela revient a demander que tout idéal i = (x1,x5) soit
localement principal (les éléments u,v,w,1 — u sont les coefficients d’une matrice
de localisation principale pour (x1,x3)).

Fait 3.2 La définition implique que (x1,xs) (u,w) = (x1). Inversement si on a un
idéal j tel que (x1,x2)j = (x1) on en déduit facilement des éléments u, v, w conven-
ables.

Il y a de nombreuses autres propriétés qui peuvent caractériser les anneaux arith-
métiques, en particulier le fait que les idéaux (ou encore les idéaux de type fini)
forment un treillis distributif : voir [15, 18, 19].

Fait 3.3 — Tout quotient et tout localisé d’un anneau arithmétique est un anneau
arithmétique.

— Un anneau est arithmétique si et seulement s’il a la méme propriété apres locali-
sation en des monoides comaximaux.

— Un idéal de type fini contenant un élément réqulier dans un anneau arithmétique
est un idéal inversible.

Lemme 3.4 (anneaux arithmétiques locaux)

1. Un anneau A est local et arithmétique si et seulement si pour tous a,b € A,
a € bA ou b € aA. De maniére équivalente, tout idéal de type fini est principal et
I’ensemble des idéaux de type fini est totalement ordonné pour l’inclusion.

2. Soit A un anneau arithmétique local. Pour deux idéaux arbitraires, i ¢ j implique
j C i. Donc en mathématiques classiques, [’ensemble de tous les idéaux est totalement
ordonné pour l'inclusion.

Preuve : 1. Dans un anneau local un idéal localement principal i = (xq, ..., z,) est
engendré par I'un des z; (proposition 2.4). Ceci donne I'implication directe. Voyons
la réciproque. Tout d’abord tout idéal de type fini est clairement principal donc loca-
lement principal. Ensuite 'anneau est local : soit « € A, si x divise 1+z, 14+x = xy
et x est inversible, si 1 +x divise z, x = (14+2) —1 = (1 +2)y et 1+ est inversible.
2.Si1¢j, soit x €1ieta¢j Pour tout y € j, on a nécessairement y € zA, donc
jC zA Ci. O

Ces anneaux sont les « valuation rings » de Kaplansky [17]. Nous prendrons
cependant nos « anneaux de valuation » (voir la définition 3.11) sans diviseur de
zéro conformément a la terminologie de Bourbaki.

Construction de la matrice de localisation principale

Proposition 3.5 Dans un anneau arithmétique A, tout idéal de type fini est locale-
ment principal. Plus précisément pour tout (1, ...,x,) € A" il existe une matrice
de localisation principale A = (a;j).

Preuve : Par définition la proposition est vraie pour n = 2. Admettons qu’elle est
vraie a l'ordre n — 1. Il existe donc une matrice B = (b;;)1<i j<n—1 telle que :

n—1
bgjl‘i:bgil’j (Z’j,fz 1,,71-1) et Z'—l b“: 1
On pose s; = by. En considérant (z;,x,) pour i = 1,.....,n — 1 on sait qu'il existe
(u;, v;, w;, t;) pour chaque i tels que :
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Uiy, = U5
Wi, = tix;

e Nous avons ) ) X 1
n— n— n— n—
1= s e st ) = Y sk Y s
et | apy = Sn - Z?:_ll Sit; s de sorte que Z?:l S@ =1.

e D’autre part, pour i # j € {1,...,n — 1}
SZ'ZL‘]‘ = QyT; = S;Uily = Ui(Sin) = uzbwmz

Posons |a;; = s;u; = S;

On prend donc | a;; = u;bs;

e On a aussi pourt=1,....,.n—1
S n—1 n—1 b n—1 b n—1 b
nLi nndi E:Fl jliLi E:jzljwz E:jzljﬂj E:jzl jVjitn

1
On pose donc | a,; = Z?Zl bjw; |.

e Enfinonapouri=1,...n—1:

SiTp = QjiTp = SiUiTn = SV

et on pose [ Gy, = 5777
En résumé, la matrice (a;;) ainsi définie vérifie la relation a;;x; = a;;x;.
Montrons que de facon générale on a : ay;x; = ap;x;. Supposons la propriété vraie
a l'ordre n — 1, montrons qu’elle est vraie pour n. On peut supposer i, j, k distincts
et on a trois cas a examiner :
e Sii,j,ke{l,...,n—1}, alors

QR lq = (Ukbk])ZCZ = Uk<b]ﬂl']) = (Ukbkz)fﬂj = Qidy.
ePouri=mnetjke{l,...,n—1}, ona

ATy = (Ukbkj>xn = (Ulca:k)bkj = vk(bkkxj) = QgnTj.
e Enfinsik=netije{l,...,n—1},ona

n—1 n—1 n—1
Apnjl; = < E ) bng]g) xT; = ( E 1 bgﬁL‘j) Wy = ( E 1 bgﬂUg) Tj = Qnilj. O

Propriété 3.6 Dans un anneau arithmétique, les idéaux de type fini vérifient les
relations de la proposition 2.12 (page 13).

Anneaux de Bezout

Définition 3.7 Un anneau de Bezout est un anneau dans lequel les idéaux de type
fini sont principauz.

Par exemple, tout anneau arithmétique local et donc tout localisé d’un anneau
arithmétique par un idéal premier? est un anneau de Bezout.
Le lemme 2.3 donne immédiatement.

Proposition 3.8 Tout anneau de Bezout est un anneau arithmétique.

Test d’appartenance a un idéal de type fini

Dans un anneau fortement discret, la relation de divisibilité est explicite. On a
la réciproque (remarquable) pour les anneaux arithmétiques.

4 Pour qu'un localisé A, soit local au sens constructif la localisation en 'idéal p doit étre définie
via le monoide complémentaire S, qui doit vérifier de maniére explicite: Vo € A x € SV (14x) € S.
Ceci est vérifié dans le cas des idéaux premiers détachables.
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Proposition 3.9 Un anneau arithmétique est fortement discret si et seulement si la
relation de divisibilité est explicite. Autrement dit, lorsque la relation de divisibilité
est explicite, on sait resoudre une équation linéaire LX = ¢ avec L = (by,...,b,) :
soit A = (a;;) une matrice de localisation principale pour (by,...,b,), l’équation
LX = c admet une solution si et seulement si pour tout i on peut trouver c; tel
que azc = bic;, et alors une solution est X = *(cy1,...,¢,). En particulier on a
1 € (by,...,b,) si et seulement si pour tout i, b; divise a;.

Idéaux premiers projectifs de rang 1

Proposition 3.10 Dans un anneau arithmétique, un idéal premier détachable pro-
jectif de rang 1 est mazximal.

Preuve : Soit p un idéal premier projectif de rang 1 et y ¢ p. Alors p C p + (y).
Comme 'anneau est arithmétique, il existe un idéal j tel que j- (p+ (y)) = p. Mais p
est premier et y ¢ p, doncj C p. En multipliant par p+(y), on obtient p C p-(p+(y)).
Grace au lemme de simplification 2.17, on a (1) C p + (y). Conclusion : y est inver-
sible dans A /p. O

3.2 Anneaux de Priifer et anneaux cohérents

Définition 3.11 Un anneau arithmétique A est appelé anneau de Priifer sl est
réduit, ou de maniere équivalente, s’il est localement sans diviseur de zéro.

On dit que A est un anneau de valuation s7l est un anneau de Prifer local, ou de
maniere équivalente, s’il est un anneau sans diviseur de zéro vérifiant Ya,b, a €

bA ou b € aA (voir le lemme 3.4).

Justification

— Pour tous z,y € A, il existe u € A tel que uy € Az et (1 —u)z € Ay
(A arithmétique), si bien que I'égalité xy = 0 implique Axy = (0), uy* = 0 et
(1 —u)z? =0, et (A réduit) uy = (1 —u)z = 0.

— Pour un anneau A commutatif, étre localement sans diviseur de zéro implique
étre réduit : si z.x = 0 alors il existe u € A tel que uz = (1 — u)x = 0, donc en
sommant, x = 0. O

Fait 3.12 Tout quotient réduit et tout localisé d’un anneau de Prifer est un anneau

de Priifer. Un anneau est de Priifer si et seulement s’il a la méme propriété apres
localisation en des monoides comarimaux.

Définition 3.13 Un anneau est dit cohérent si tout idéal de type fini est de pré-
sentation finie. Autrement dit pour toute équation LX =0 (L € A", X € A™<1),
il existe m € N, G € A™™ tels que
LX=0 < 3Y e A™ X =GY.

Un A-module M est dit cohérent si tout sous-module de type fini est de présentation
finie.

Tout localisé d’un anneau cohérent est cohérent. Le quotient d’un anneau cohé-
rent par un idéal de type fini est un anneau cohérent.
Fait 3.14 Un anneau est cohérent si et seulement si ['intersection de deux idéaux
de type fini est un idéal de type fini et 'annulateur de tout élément est un idéal de

type fini (cf. par exemple [25]).
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3.3 Anneaux de Priifer cohérents
Nous aurons besoin du lemme classique suivant :

Lemme 3.15 Si un idéal de type fini j est idempotent (c’est-a-dire i* = j) il est
engendré par un idempotent, et cet idempotent est déterminé de maniere unique.

Preuve : C’est un « determinant trick » : en effet, il existe une matrice carrée M a
coefficients dans j telle que (z1, ..., x,) = (21,...,2,) M, donc (21, ..., 2,)(I,—M) =
0. On multiplie cette égalité a droite par la transposée de la comatrice de I, — M
et on obtient : (zy,...,z,)det(I, — M) = 0. Or det(l,, — M) =1—ecavec e €j. Il
vient finalement (x1,...,2,) = (x1,...,2,).e, c'est-a-dire que e fixe xy,...,, par
multiplication, donc j = (e) et e = €. O

Rappelons que 'annulateur d’'un élément d’un anneau localement sans diviseur
de zéro (comme un anneau de Priifer) est un idéal idempotent (cf. propriété 1.7) et,
par ailleurs, qu'un anneau est dit quasi integre si 'annulateur de tout élément est
engendré par un élément idempotent.

Proposition 3.16 Pour un anneau A les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est un anneau de Prifer cohérent ;
2. A est un anneau de Priifer quasi integre ;

3. A est un anneau de Priifer et l’annulateur d’un idéal de type finii est toujours
un idéal (r) avec r idempotent ;

4. Tout idéal de type fini de A est projectif.

Remarque : Dans la littérature, de tels anneaux sont souvent appelés des anneaux
semi-héréditaires.

Preuve :

1. implique 2. Soit j = Ann(z). Alors pour tout y € j, il existe u € A tel que
uy = (1 — u)xr = 0 (voir la définition 1.6). Ainsi, y = uy + (1 —u)y = (1 — u)y € j*.
Donc j = j%. On applique le lemme 3.15.

2. implique 3. d’apres le lemme 2.30.

3. implique 4. d’apres le corollaire 2.15 (point 1).

4. implique 1. clair. a

Proposition 3.17 Tout anneau de Prifer zéro-dimensionnel est cohérent.
Preuve : Résulte immédiatement du lemme 1.21. O

Exemple 3.18 Un anneau de Priifer (Bezout) non cohérent de dimension 1 (inspiré
d’un exemple de Sarah Glaz).

On consideére une indéterminée x sur Q, puis a = (0,2,0,2,0,2,...) € Q[z]Y et
A= {(R(%))Z | P € Q[z]" stationnaire}. Alors A est un anneau de Bezout réduit
car Q[z] 'est. De plus, annulateur de v € A est la réunion strictement croissante
des idéaux engendrés par les idempotents (1,0, 1,0,...,1,0,1,0,0,0,0,0,...). Ainsi
I’annulateur de o n’est pas de type fini et A est un anneau de Priifer non cohérent.
Enfin, A est de dimension 1 car Q[z] 'est.

Fait 3.19
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1. Un quotient réduit d’un anneau de Prifer cohérent par un idéal de type fini
est un anneau de Prifer cohérent. Tout localisé d’un anneau de Prifer co-
hérent est un anneau de Prifer cohérent. Un anneau est de Prifer cohérent
si et seulement s’il a la méme propriété apres localisation en des monoides
cCOMaTImaux ;

2. Soit un idéal de type fini i dans un anneau de Prifer cohérent. Alors i est
inversible si et seulement si Ann(i) = 0 si et seulement si i est projectif de
rang 1;

3. Un anneau arithmétique intégre est un anneau de Prifer cohérent, tout idéal
de type fini non nul est inversible.

Pour le point 2. on applique le lemme 2.30.

Anneaux de valuation cohérents

Le résultat suivant, inconnu en mathématiques classiques, a une signification
algorithmique cruciale. Rappelons qu’'un anneau de valuation est sans diviseur de
zéro, donc, en mathématiques classiques, integre.

Proposition 3.20 Un anneau de valuation non trivial est cohérent si et seulement
s’il est integre (i.e. s’il posséde un test d’égalité a 0).

Preuve : Si A est integre 'annulateur d’un élément est (0) ou (1) donc la con-
dition 2. dans la proposition 3.16 est vérifiée. Inversement si cette condition est
vérifiée, soit r I'idempotent tel que Ann(z) = (r). Puisque 'anneau est local on a
r =0 (si 1 —r est inversible) ou r = 1 (si r est inversible). Comme 0 # 1, on a donc
un test d’égalité a 0 dans A. O

Par ailleurs ’anneau trivial est un anneau de valuation integre et cohérent.

Quotient de deux idéaux de type fini dans un anneau de Priifer cohérent

Lemme 3.21 Soiti etj deux idéauz de type fini engendrés respectivement par n et
m éléments dans un anneau de Prifer cohérent avec i C j. Alors on peut construire
n+m — 1 générateurs pour i+ j.

Preuve : Soit r l'idempotent annulateur de j. En considérant les localisés A,
et Ai_,, on est ramené aux cas extrémes r = 1 et r = 0. Le premier cas est clair.
Pour le second, on applique la proposition 2.22. O

Lemme 3.22 Soit i etj deuzr idéauz de type fini dans un anneaw de Prifer cohé-
rent. Alorsi N j = (1j)+ (i+1)). D’autre part, on peut déterminer un systéme
générateurs dei N j an+m éléments.

Preuve : Il est clair que si (r) = Ann(i +j) alors r(i N j) = 0, donc la premiere
affirmation résulte immédiatement du lemme 2.10 et de la proposition 2.19. Pour
obtenir un systeme générateurs a n + m éléments, on utilise la proposition 2.6,
item (8), avec les générateurs de i+ j. O
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Noyau, image et conoyau d’une matrice

Le théoreme suivant donne des informations précises sur la structure d’'un mo-
dule de présentation finie (point 3.), sur celle d'un sous-module de type fini d'un
module libre (point 1.) et sur celle d'un module projectif de type fini général. La
preuve du point 1. est déja, constructive, dans [4] chapitre 1 proposition 6.1.

Théoreme 3.23 Soit A un anneau de Priifer cohérent et soit un homomorphisme
p A" — A",
1. L’image de @ est un module projectif de type fini, isomorphe a une somme
directe de n idéaux de type fini;

2. Le noyau de ¢ est facteur direct ;

3. Le conoyau de p est somme directe de son sous-module de torsion (les éléments
dont lannulateur contient un élément régulier) et d’un sous-module projectif

de type fini;
4. Tout module projectif de rang k est isomorphe a une somme directe de k idéaux
tnversibles ;

5. Tout module projectif de rang inférieur ou égale a k est isomorphe a une somme
directe de k idéauz de type fini.

Preuve : 1. Considérons M =Imp C A" et m, : A" — A la derniere forme coor-
donnée. L'idéal 7, (M) = i, est de type fini donc projectif, et la restriction surjective
m, M — i, de m, est scindée, et

M ~Ker 7, @Im 7, = (MNA" ) @i, .
On termine la preuve par induction sur n : M N A" ! est de type fini puisque
isomorphe a un quotient de M. On a donc écrit M ~1i; @& --- D i,.
2. Conséquence immédiate de 1.
3. Technique « locale-globale ». Voir [19].
4. Si M est de rang constant £ > 1, alors son dual M* l'est également, leurs an-
nulateurs sont nuls, et il existe p € M* tel que Ann(u) = (0) (cf. lemme 2.30).
Alors (M) est un idéal inversible de A car son annulateur est également nul. De
plus, M ~ Ker p & Im p, ce qui prouve que Ker pu est projectif de type fini de rang
constant £k — 1 ...
5. On considere M comme somme directe de ses composantes de rang 1,...,k et on
applique le point 4. a chacune d’elles. O

Idéaux de type fini premiers

Proposition 3.24 Soit p un idéal premier détachable de type fini dans un anneau
de Priifer cohérent. Soit r l'idempotent qui engendre l'annulateur de p, et s =1 —r.
Onar=0oup=(s). Sir=0 alorsp est inversible et mazimal. Si p = (s), A,
est un anneau intégre et A, est isomorphe au corps des fractions de A, (donc p est
minimal).

Preuve : Ona A =7rA & sA avec p C sA donc A/p ~ A, x(A;/p). L'idempotent
r, vu dans A /p est égal a 0 ou 1 puisque A /p est integre.

Dans le premier cas A, est trivial donc » = 0 dans A. On conclut avec la proposi-
tion 3.10 et le fait 3.19 point 2.
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Dans le deuxieme cas, A;/p est trivial donc p = sA. En outre A, ~ A/p est integre
et on vérifie que Frac(A,) ~ A,. O

On a en mathématiques classiques le résultat suivant.

Corollaire 3.25 Dans un anneau arithmétique A, un idéal premier de type fini
est mazximal ou minimal. En particulier tout anneau arithmétique noethérien est de
dimension inférieure ou éqgale a 1.

Preuve : On note \/@ le nilradical de A. Les idéaux premiers de A sont en
bijection avec ceux du quotient A/ \/@ . On se ramene donc au cas d’un anneau de
Priifer B. Soit un idéal maximal m de B. Les idéaux premiers de B contenus dans
m sont en bijection avec ceux du localisé By,. On peut donc se ramener au cas d'un
anneau de Priifer local (anneau de valuation) donc integre et cohérent. On conclut
alors avec la proposition 3.24. O

4 Anneaux de Prufer cohérents de dimension < 1

4.1 Théoréme un et demi

Le théoreme 2.32 (un et demi) admet la variante (pour le cas integre voir [14]) :

Théoreme 4.1 Soit A un anneau de Priifer cohérent de dimension inférieure ou
égale a 1 et i un idéal de type fini. Il existe x € i tel que Ann(x) = Ann(i). Pour un
tel x, il existe y € 1 tel que pour tout n > 1, i = z™i+yA. En particulier i = (z",y).
En outre on peut construire un y tel que Ann(y) = Ann(i).

Preuve : Soit r l'idempotent annulateur de i. En considérant les localisés A,
et Aj_,, on est ramené aux cas extrémes r = 1 et r = 0. Le premier cas est
clair. Pour le second, on applique le théoréeme un et demi car x est régulier. Si
Ann(y) = (e), e =eet f =1—e, on considére ¥ = y+exr €i. Onay = fy et
donc i =z" 4+ y/'A. O

Nous généralisons maintenant un résultat classique souvent formulé ainsi : un

anneau de Dedekind ® intégre ayant un nombre fini didéauz maximauz est un anneau
principal. Pour le cas d'un anneau de Priifer integre voir [14].

Théoreme 4.2 Soit A un anneau de Prifer cohérent de dimension inférieure ou
égale a 1, dont le radical de Jacobson Rad(A) contient un élément régulier. Alors
A est un anneau de Bezout.

Preuve : Soit i’ un idéal de type fini. Son annulateur est engendré par un idempo-
tent e. Alors i =i’ + (e) est inversible et i’ = (1 — e)i. Il suffit de montrer que i est
principal. Or cela résulte du théoreme 2.33. O

4.2 Structure des idéaux de type fini et des modules de pré-
sentation finie

Nous revisitons le résultat classique suivant, dans lequel nous allons nous
débarrasser de I’hypothese noethérienne : si A est un anneau noethérien intégre

5 Voir la définition constructive d’un anneau de Dedekind, section 5.
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de dimension inférieure ou éqgale a 1 et i,j deux idéauzr avec i inversible et j # 0,
alors il existe u € Frac(A) tel que l'idéal ui est entier et étranger a j.

Dans la preuve, nous considérons le monoide multiplicatif des idéaux fraction-
naires de 'anneau A, formé par les sous-A-modules de type fini de ’anneau total
des fractions Frac(A). Il est clair qu'un idéal de type fini de A est inversible dans
ce monoide si et seulement s’il est inversible au sens de la définition 2.20.

Lemme 4.3 Soit A un anneau quasi intégre (par exemple un anneau de Priifer
cohérent) de dimension inférieure ou égale a 1. Soit i un idéal inversible de A et j
un idéal contenant un élément régulier. Alors il existe un élément u inversible dans
Frac(A) tel que l'idéal ui est entier (contenu dans A) et étranger a j.

Preuve : On cherche a et b réguliers tels que %i C A c’est-a-dire encore bi C aA,
et A = g i+j. Si ¢ est un élément régulier de j, comme la condition devrait étre aussi
réalisée lorsque j est I'idéal cA, on doit trouver a et b réguliers tels que bi C aA et
A= g i+ cA. Sion s’arrange pour que a € A, il suffit donc de réaliser les conditions
biCaA et A = (b,c). Cest ce que nous allons faire.

Soit e régulier € j, f régulier € i. Posons ¢ = ef € iNj. D’apres le théoreme un
et demi, il existe a € i tel que i = (a,c®) = {(a,c). Puisque A est quasi integre, en
raisonnant comme au théoreme 4.1 on peut supposer a régulier.

Puisque ¢ € i on a une égalité ¢ = aa + Bc* ce qui donne ¢(1 — ¢) = aa. Posons
b= 1—fcdesorte que A = (b, c). On obtient bi = b (a,c) = (ba,bc) = a (b, a) C aA.
Si b est régulier on a donc gagné.

Si b n’est pas régulier ou plus généralement lorsqu’on ignore si b est régulier on
considere I'idempotent r annulateur de b et s = 1 — r. Alors les conditions voulues
sont réalisées pour a et b’ = b+ra = sb+ra : b est régulier, sb’ = b donc A = (V', ¢)
et Vi=(b+ra)i Cbi+raiCdA. O

Le résultat suivant est classique (théoreme de Steinitz) pour les anneaux de
Dedekind. Il a été généralisé pour les domaines de Priifer possédant la propriété
un et demi par Kaplansky [16] et Heitman&Levy [14]. Ici aussi I'inspection de la
preuve montrerait que 'hypothese « de dimension inférieure ou égale a 1 » pourrait
étre affaiblie en « possédant la propriété un et demi ».

Théoreme 4.4 Soit A un anneau de Prifer cohérent de dimension inférieure ou
égale a 1. Tout module projectif M de rang constant k > 1 est isomorphe a A* 1 @i,
ot i est un idéal inversible. En particulier, il est engendré par k+ 1 éléments. Enfin
puisque i ~ AFM la classe d’isomorphisme de M comme A-module détermine celle
de i.

Preuve : D’apres le théoreme 3.23, M est une somme directe de k idéaux inver-
sibles. Il suffit donc de traiter le cas M ~ i & j, avec des idéaux inversibles i et j.
Par le lemme 4.3, on peut trouver un idéal i; tel que i; ~ i (comme A-modules) et
i1 +j = (1) (comme idéaux). On a alors la suite exacte courte

0) —ij=iNj i@ i+j=A — (0)
ou d(z) = (z, —x) et o(x,y) = x +y. Cette suite est scindée (cf. la proposition 2.12)
done M ~i@®j~i; ®j~Ad(i1Nj) = A (ihj). O

On en déduit immédiatement :
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Corollaire 4.5 Soit A un anneau de Priifer cohérent de dimension inférieure ou
égale a 1. Tout module projectif M est isomorphe a une somme directe 11 A DroA% D
B r, A" @A, ou les m; sont des idempotents orthogonauz (certains peuvent étre
nuls) et i est un idéal de type fini.

Théoreme 4.6 Soit A un anneau de Prifer cohérent de dimension inférieure ou
égale a 1 et x1,...,x, € A. Il existe une matrice inversible M qui transforme

(X1, ..., 2n) en (y1,92,0,...,0).

Preuve : Il suffit de traiter le cas ot n = 3. Si e est un idempotent, alors GL,, (A ) ~
GL,(A.) ®GL, (A _.). Quitte a localiser par 'annulateur de (xy, zo, x3) et par son
complémentaire, on peut supposer que Ann (zq, 9, z3) = (0).

Soit A une matrice de localisation principale pour (xi,z2,x3). Le module K =
Im(I3— A) est le noyau de la forme linéaire associée au vecteur ligne X = (1, x2, 23)
et c’est un module projectif de rang 2 en facteur direct dans A3. En appliquant le
théoreme 4.4, on déduit que K contient un sous-module libre de rang 1 en facteur
direct dans A3, c’est-a-dire un module Av oll v est un vecteur unimodulaire de A3.
Par le théoreme 2.34, ce vecteur est la premiere ligne d’une matrice inversible M, et
la premiere coordonnée de X M est nulle. O

Le théoreme précédent donne une forme réduite des matrices lignes. Il semblerait
utile de le généraliser de fagon a obtenir des formes réduites de matrices arbitraires.

4.3 Factorisations partielles

Définition 4.7 Soit F' = {i,...,i,} une famille d’idéauzx inversibles dans un an-
neau A. On dit que F admet une factorisation partielle sl existe une famille
P = {p1,...,pr} d’idéauzx inversibles deux a deux étrangers telle que tout idéal
i; de F peut s’écrire sous la forme : i; = p;'" - p. " (certains des m;; peuvent étre
nuls). On dit alors que {p1,...,pr} est une base de factorisation partielle pour la
famille F.

Définition 4.8 Un anneau est appelé anneau de Priifer a factorisation partielle
si c’est un anneau de Priifer cohérent fortement discret’ et si toute famille finie
d’idéauz inversibles admet une factorisation partielle.

Lemme 4.9 Soit A est un anneau de Priifer a factorisation partielle local. On note
m = Rad(A). Si a,b € m non nuls, alors il existe p € m, deux entiers strictement
positifs m et n et deux éléments inversibles v et v tels que a = up™ et b = vp". En
conséquence, un anneau de valuation a divisibilité explicite avec un élément non nul
dans Rad(A) est a factorisation partielle si et seulement si son groupe de valuation
est isomorphe a un sous-groupe de Q.

Preuve : Voyons 'implication directe. Comme les idéaux de type fini sont princi-
paux et totalement ordonnés pour I'inclusion, une base de factorisation partielle pour
({a), (b)) ne peut contenir qu'un seul élément, du type (p) d’ou la décomposition
de a et b. L’isomorphisme du groupe de valuation sur un sous-groupe de (Q, +) est
alors donné en fixant un élément @ non nul et non inversible (on a supposé qu'’il en

6 D’apres la proposition 3.9 un anneau arithmétique est fortement discret si et seulement si la
relation de divisibilité est explicite.
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existait au moins un) dont on donne 'image dans Q en posant v(a) = 1, de maniere
purement conventionnelle. La réciproque est immeédiate car Z est principal. O

Remarques :

1. Un anneau de Priifer a factorisation partielle n’est donc pas nécessairement noe-
thérien, bien que la réciproque soit vraie (voir le théoreme 5.2).

2. On n’a pas eu besoin de supposer que m = Rad(A) est détachable.

Théoreme 4.10 Un anneau de Prifer a factorisation partielle est de dimension
inférieure ou égale a 1.

Preuve : — Pour tous m,n € N, et pour ¢ € N assez grand on a :
mt+nt >m(t+1)+nt (sim=0)
ou mt+nt>n(t+1) (si m > 0)

— Considérons x,y € A deux éléments réguliers. Ces deux éléments engendrent
deux idéaux inversibles, qui se factorisent dans une base de factorisation partielle
{p1,....pr}: :z:A:Hip;’“ yA =[], p" n;,m; €N, Vi

On cherche un t tel que z'y' € z*1y' A +y'*1A. Par la prop031t10n 2.18 cela revient
% demander H meH—m - H pml t+1 )+n;t +H pn, (t+1) H pInln m; (t+1)4n;t, nz(t-l—l))
c’est-a-dire encore pour tout i : m;t + n;t > min(m;(t + 1) + n;t, n;(t +1)). Par le
point précédent ceci est vérifié pour t € N assez grand.

— Soit z,y € A deux éléments quelconques et e,, e, deux idempotents engendrant
leurs annulateurs respectifs. Dans les quatre localisés Acc,, Ac,(1—c,)s A(1—cy)ey s
A(_c,)(1-e,), les éléments x,y sont réguliers ou nuls. La suite (x,y) est alors pseudo-
singuliere dans chacune des 4 composantes de ’anneau, et donc dans ’anneau lui-
meéeme. O

4.4 Factorisations moins poussées en dimension inférieure

al

Théoreme 4.11 Dans un anneau de Prifer cohérent de dimension inférieure ou
égale a 1, on considere deux idéaux de type fini i etj avec i inversible. Alors on peut
écrire i = i1y avec i1 +j = (1) et )™ C iy pour un entier n convenable. Cette écriture
est unique et on a iy +iy = (1), iy =i +j" =i +j"tL.

Preuve :
— Unicité du couple (iy,i3) : soit deux couples (iy,i2) et (i}, 1}) satisfaisant i = iyiy =
i avec iy +j =1 +j = (1) et j" C iy, ™ C i}. On peut imposer m = n. Vérifions
alors que ip =j" +1i =1, :
hL+i=(1) = u+i"=(1) = L +ia=(1)

donc ig = igﬂ (il +]n) = iz ﬂil +ig ﬂjn :igi1 +jn = i‘i‘jn
Maintenant, nécessairement i, =i} =1+ (j7 +1i).
— Existence du couple (i1, i) : cherchons iy sous la forme i+j™. Alors on aura i; = i-+iy
et

(1 +i)(i+i") = (1 +i)ia=hia+jlb=i+j (i+)") =i+
Donc i; +j = (1) & i+j" =i+ j"". Ainsi, il suffit de trouver n € N tel que
i+j" =i+ "™ Pour cela, il suffit de raisonner dans le quotient A /i de dimension
inférieure ou égale a zéro : voir le lemme 1.20. a
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Remarque : On n’a pas eu besoin de supposer les idéaux détachables.

Théoreme 4.12 Soit dans un anneau de Prifer cohérent de dimension inférieure

ou €gale a 1, des idéaux de type fini deux a deuxr étrangers pi,...,p, et un idéal
inversible i. Alors on peut écrire i =1ig-1iy - - -1, avec les idéaux de type finiig,..., i,
deux a deux étrangers et, pour j > 1, p;-nj C i; avec m; entier convenable. Cette

’ . . . . . . 1+ .
ecriture est unique et on a1; =1+ p;n] =1+p,; "

Preuve : Par récurrence en utilisant le théoréeme 4.11 avec j € {py,...,pn} 0

5 Anneaux de Dedekind

Une définition constructive de la noetheriannité est « toute suite croissante d’idé-
aux de type fini contient deux termes consécutifs égaux », d’autres définitions un
peu plus fortes sont parfois utiles (cf. [23, 25]).

Définition 5.1 On appelle anneau de Dedekind wun anneau de Prifer cohérent
noethérien et fortement discret (intégre ou non).

En mathématiques classiques, tout anneau est fortement discret et tout anneau
noethérien est cohérent, ce qui raccourcit la définition.

Du point de vue algorithmique un quotient de Z par un idéal arbitraire i est
toujours noethérien mais il n’est pas nécessairement cohérent : il n’y a pas d’algo-
rithme qui calcule un systeme générateur fini pour 'annulateur d’un élément dans
Z/i si on ne dispose pas d’informations suffisantes sur i.

5.1 Les anneaux de Dedekind sont a factorisation partielle

Le corollaire 3.25 donne en mathématiques classiques qu'un anneau de Dedekind
est de dimension inférieure ou égale a 1. Nous obtiendrons constructivement le
résultat en montrant qu'un anneau de Dedekind est a factorisation partielle.

Théoreme 5.2 Soit A un anneau de Dedekind. Alors toute famille § finie didéaux
wversibles de A admet une factorisation partielle. Autrement dit, tout anneau de
Dedekind est un anneau de Priifer a factorisation partielle.

Preuve : On procede par récurrence sur le cardinal de §.
— Considérons une famille § de deux idéaux inversibles i,j # A, et notons les suites
finies £ = (i,j), a = (1,0) et b = (0, 1) et l'entier i = 1. On va faire évoluer £, a,b et
I’entier ¢ suivant un algorithme vérifiant les assertions suivantes :
i:Hj[;'Lj j:Hj[?
Vg [; inversible # A
Vi>i, Vk>j5+2 +=A
Elles le sont au départ car des 7 < 1 n’existent pas et des k£ > 3 non plus. En quoi
consiste une étape de 'algorithme ? Si [; +[;,1 = A alors les assertions ci-dessus sont
vraies pour ¢ = i + 1. On décale i d’un cran. Si on décale ainsi ¢ jusqu’au bout de
la liste, I’algorithme est terminé et on a construit une base de factorisation partielle
pour (i,j). Si [; + ;1 = i # A, alors i est inversible et on consideére de nouvelles
suites
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g = ([1,...,[2‘_1, [Z—l, i, [i+1+i, [i+2,...)

a = (al,...,ai_l, a;, CLi—f-CLH_h Aji+1, ai+2,...)

b= (by,....,bi—1, by, bi+bi1, bir1,  bio,...)
qui, elles aussi, vérifient les assertions ci-dessus avec le méme entier ¢ : en effet,
(G+=1)+ (1) =G+ Ly)~i=i+1i=A.Sil'un des termes [; = iou ;1 +1
est égal a A on raccourcit les listes en conséquence et on voit que les assertions sont
encore vérifiées. Le caractere noethérien de I'anneau assure la terminaison de cet
algorithme car ([; —1) -i- (l;;; + i) est strictement plus grand que [; - [;;1, donc le
produit des idéaux inversibles de la liste £ augmente strictement tant que 1’algo-
rithme n’est pas terminé.
— On veut maintenant ajouter un idéal [ inversible a une famille § qui admet
une base de factorisation partielle £ = (py,...,ps). Dans un premier temps, le
théoreme 4.12 réalise [ = [ply--- avec [; D p/", [ +1; = A = [, +p; pour i # j.
Dans un second temps, on détermine des bases de factorisation partielle de {[;, p;}
pour tout ¢ a ’aide du premier point ci-dessus. Enfin, ces bases de factorisation ne
s’interferent pas mutuellement en raison de la comaximalité des idéaux, si bien que
leur réunion forme une base de factorisation partielle pour la famille F U {I}. O

5.2 Anneaux de Dedekind a factorisation complete

Un anneau de Priifer cohérent fortement discret dans lequel tout idéal inversi-
ble se décompose en produit d’idéaux maximaux inversibles est noethérien, et il est
aussi a factorisation partielle. Nous 'appelerons anneau de Dedekind a factorisation
compléte. Dans le cas integre ce sont les anneaux de Dedekind étudiés dans [23]. En
mathématiques classiques, tout anneau de Dedekind est a factorisation complete.

L’anneau Z[z] dans la proposition 2.28 est un anneau de Dedekind est & factori-
sation complete. Le lemme suivant est facile (voir par exemple [27]).

Lemme 5.3 Un anneau de Dedekind est a factorisation compléte si et seulement
sl vérifie la propriété suivante : on a un test qui décide st un idéal de type fini i est
mazximal ou non, et en cas de réponse négative, fournit un x tel que x ¢ i, 1 ¢ i+(x).

6 Anneaux normaux, extensions entieres

6.1 Idéaux intégralement clos et anneaux normaux

Définition 6.1 Soit i un idéal d’'un anneau A contenu dans un anneau B.

1. Un élément x € B est dit entier sur i sl vérifie une relation de dépendance
intégrale 2" = a1 2™ 4+ agx™t + -+ 4 @, + anyy avee Vh, aj, € i%;

2. L’anneau B est dit entier sur A si tout x € B est entier sur A ;

3. L’idéal i est dit intégralement clos (dans A) si tout x € A entier sur i est
dans i;

4. L’anneau A est dit intégralement clos dans B si tout x € B entier sur A est
dans A ;

5. L’anneau A est dit normal [orsque tout idéal principal est intégralement clos
(voir la proposition 6.4).
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Fait 6.2

1. Un anneau est normal si et seulement sl a la méme propriété apres localisa-
tion en des monoides comaximaux ;

2. Un anneau normal est intégralement clos dans son anneau total des fractions;

3. Un élément x € A est entier sur lidéal i C A si et seulement sii (i+ (z))" =

(i+ (@)t
4. Un idéal i est intégralement clos (dans A) si et seulement s’il vérifie la pro-
priété de simplification Vx € A, i i+ ()" =(i+ ()" = i=1i+ (x)

Proposition 6.3 Un anneau normal est réduit et localement sans diviseur de zéro.

Preuve : L’idéal (0) est intégralement clos veut dire que I'anneau est réduit. Mais
en fait, si zy = 0, alors 2% = xz avec z = x + y, donc x entier sur (z), donc x € (z),
i.e. z = a(x + y). En multipliant par y, on voit que ay® = 0, donc ay = 0 (anneau
réduit). Ainsi on a bien ay = (1 — a)z = 0 : anneau est localement sans diviseur
de zéro. O

Nous faisons maintenant le lien avec la définition classique usuelle d’anneau nor-
mal. Il est facile de voir qu’un anneau integre est normal si et seulement s’il est
intégralement clos dans son corps de fractions. On parle alors d’anneau (integre et)
intégralement clos.

Proposition 6.4 Un anneau commutalif A est normal si et seulement si le localisé
de A en n’importe quel idéal mazximal est (intégre et) intégralement clos.

Preuve : Considérons un anneau A dont chaque localisé A, en un idéal maximal p
est (integre et) intégralement clos (dans son corps de fractions). Si a € A, est
entier sur bA, alors a € bA,. Ceci ayant lieu pour tous les idéaux maximaux, par le
principe local-global, a € bA, donc bA est intégralement clos.

Réciproquement, si A est normal au sens de la définition 6.1, alors A est localement
sans diviseur de zéro, donc tout localisé A, en un idéal maximal p est integre. De
plus, anneau A, est normal (car localisé d’'un anneau normal) donc intégralement
clos. a

Lemme 6.5 Dans un anneau de Priifer tout idéal de type fini (donc tout idéal) est
intégralement clos. En particulier un anneau de Prifer est normal.

Preuve : Soit x € A entier sur un idéal de type fini i. Puisque 'anneau A est
arithmétique, il existe un idéal de type fini j tel que (i+ (x)) j = (z). De plus, pour
unn >0,onai(i+(x)" = (i+ (x))"™ car z est entier sur i. En multipliant cet
égalité par j”, on obtient "1 = 2" (i + (x)), ce qui signifie qu’il existe y € i tel que
" = 2"y cest-a-dire 2" (y — ) = 0. Puisque Panneau A est localement sans di-
viseur de zéro, il existe s tel que sz = 0et (1—5)(y—z) =0, et doncz = (1—s)y € i.
O

Un « determinant trick » fournit un cas important d’élément entier sur un idéal :

Lemme 6.6 Soit M un A-module de type fini dont l’annulateur est réduit a 0, j un
idéal de type fini et x € Frac(A) vérifiant tM CjM. Alors x est entier surj.

Preuve : Si M = a;A+---+a,A, lamatrice A € "= est telle que x'(ay, ... ,a,) =
Al(aq, ... ,a,). Par suite det(xl,, — A) annule *(ay, ... ,a,) donc est nul. O
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6.2 Transfert de la dimension 0

Théoréme 6.7 Soit A un anneau zéro-dimensionnel et B un sur-anneau entier
sur A. Alors B est zéro-dimensionnel.

Preuve : Soit x € B : il existe ag, ...,a, € A (a, = 1) tels que
"+ -+ axr+ag=0 (6)

Comme A est zéro-dimensionnel, pour tout i < n, il existe d; € N* et s; € A idem-
potent tels que siA = aPA (cf. lemme 1.20). Soit r; = 1 — s; (engendrant 1'an-
nulateur de a; ) et t;, = ro---7;—15; pour tout ¢ < n. On note t,,1 = 19---7,; On
a déja vu que (t;)i=0.n+1 forme un sfio de A, mais on constate que t,,; = 0 car
1 =a, =s, =1—r,. Nous allons montrer que t;z% € 7B pour tout 0 < i < n.
Comme Y ,t; = 1, on obtiendra finalement z¢ € z'**B pour e = max(e;);, ce qui
montrera que la dimension de B est inférieure a 0.
Fixons 0 < ¢ < n. L’égalité (6) montre que

apx™ + -+ a2t = — (a2 + -+ agr + ag)
Dans le localisé B;, ~ B /(1 —t;), les éléments ao, ...,a;—1 sont nilpotents, donc
apx™ + - -+ + a;x' Vest aussi, disons d’indice k;. De plus, a; est inversible dans B,,,
disons d’inverse f;. Ainsi, dans By,

0= (fi(a”xn +o a4 xz> € (ahth) 4 ath

Ceci traduit finalement que t;2%% est multiple de ¢;z%%*! dans B. O

6.3 Transfert de la dimension pour le cas des anneaux de
Priifer

Nous ne donnons pas ici la preuve constructive, trop longue, que la dimension
de Krull se conserve par extensions entieres (voir a ce sujet [7]).

Nous donnons une preuve simple pour le cas particulier suivant, celui qui nous
intéresse dans cet article. Le théoreme s’étendrait facilement au cas des anneaux
arithmétiques.

Théoreme 6.8 Soit A un anneau de Prifer de dimension inférieure ou égale a d
et B un localisé d’un anneau entier sur A. Alors B est de dimension inférieure ou
égale a d.

Preuve : On procéde par récurrence sur d, le cas d = —1 étant clair. On suppose
le résultat vrai pour la dimension d — 1 et on suppose A de dimension inférieure ou
égale a d.

Nous faisons d’abord la preuve dans le cas ou 'anneau A est local résiduellement
discret. Puisque la dimension ne peut que diminuer par localisation, on peut supposer
B entier sur A. Soit z € B, SB = 2N(1 + 2B) et Bi*} = (SB)~!B. D’apres le
lemme 1.18 il suffit de montrer que B{#} est de dimension inférieure ou égale a d —1.
Soit SB le saturé de S (qui donne le méme localisé), S = Sf’ NAet A =S1A.
L’anneau B} est un localisé de ¢(B), ol ¢ est ’homomorphisme canonique de B
dans BY#}, et (B) est entier sur p(A) donc a fortiori sur ¢(A’), ou ¢ : A’ — Bi#}
est aussi un homomorphisme canonique. Et ¢)(A’) est un quotient de A’. Il suffit
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donc de montrer que A’ est de dimension inférieure ou égale a d — 1.
Considérons une équation de dépendance intégrale pour =z :

2"+ @y 2" ar +ag =0 ()

Posons a, = 1. Si ag est une unité, = est inversible dans B et B{#} est anneau
trivial (A’ aussi d’ailleurs). Sinon soit & le plus petit indice tel que ay soit une unité.
L’égalité (x) s’écrit

1
a2t (1 n (lk+1x ot _xnk) _ (ak,lxkfl 4t (10) (%)
ag ag

Le premier membre est clairement dans SB. Puisque A est un anneau de valuation

soit alors j € {0,... ,k— 1} tel que a; divise ag, ... ,ax_;. Il est clair que a = a; est

dans S = SBN A et puisque a € Rad(A), 1 + aA est formé d’unités, donc SA C S.

Par suite A’ est un localisé de A%, et donc de dimension inférieure ou égale & d — 1.
La preuve dans le cas général consiste a transformer la preuve donnée dans le

cas local en utilisant le principe local-global donné au lemme 1.19.

En vertu du lemme 1.3 on considére les monoides comaximaux Sy = S(0;ap),

S1 = S(ag;ay), So = Slap,a1;a2), ..., Sp1 = Slag,... ,ap_2;a,-1) et S, =

S(ag, ... ,a,_1;1).

D’autre part, puisque A est un anneau de Priifer, il existe pour chaque k des élé-

ments cxp, ..., cgr—1 de somme 1 tels que a; divise ¢y jao, ..., cxjar—1 dans A.
La preuve donnée dans le cas local nous montre que la considération des monoides
Sk; = S(ag, ... ,ak_1;ak, cx ;) permet d’appliquer le lemme 1.19. O

6.4 Anneaux normaux de dimension inférieure ou égale a 1

Propriété 6.9 Si A est un anneau de dimension inférieure ou €gale a 1, pour des
éléments réguliers aq, ..., a, € A, on note a; le produit H#i a;.
SiaAN---Na,A=a;...a,A alors a;A+---+a,A=A.

Preuve : Nous démontrons le résultat pour n = 2. Le cas général, plus lourd, se
traite a l'identique.

Posons i = a1 A +asA et montrons que i = A. Soit .S = 1+1i. Il suffit de montrer
que le localisé B = S~!A est trivial, c’est-a-dire encore que J = i B = B. Notez que
J = a1B 4 a3B est inclus dans le radical de Jacobson de B, qui reste de dimension
inférieure ou égale a 1.

En particulier si z est régulier dans B, il existe d; et b; tels que afi(l +a;b;) € 2B,
ce qui implique afi € zB. Donc il existe un entier d tel que 3¢ C zB. Prenons
zZ=aa2.51d > 1,0ona Jd_l(a1B+a2B) C aja;B. En particulier a; 34! C a1a:B, et
puisque a; est régulier, 39! C @;B. De méme J%! C @3B, donc 3! C a;BNa.B =
a,asB. Par induction sur d, on obtient B = 3° C a1a:B donc a;ay inversible et
J=B. O

Théoréme 6.10 Soit A un anneau normal de dimension inférieure ou égale a 1.
Pour des éléments réquliers aq, . ..,a, € A, on note a; le produit H#i a;.

Si lidéal ayAN---Na, A est de type fini, alors ay ...a, A = (a1 A+---+a,A)(a;AN
N a,A). En particulier, lidéal ayA + -+ - + a, A est inversible.
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Preuve (calquée sur celle de la propriété 6.9) : Nous démontrons le résultat pour
n = 2. Le cas général se traite a I'identique.

On a toujours (a1A + asA)(a1A N asA) C ajaA, autrement dit il existe un
idéal de type fini i tel que (a; A + asA)(a1A NaxA) = ajay i. On va démontrer que
i = A. Soit S = 1+ 1i. Il suffit de montrer que le localis¢ B = S~'A est trivial,
c’est-a-dire encore que J = iB = B. Notez que J est inclus dans le radical de
Jacobson de B, qui reste de dimension inférieure ou égale a 1 et normal, et qu’on a
(alB + CLQB)(C’IHB N C’LVQB) = a10a9 J.

Comme dans la preuve de la propriété 6.9, si z € B est régulier, puisque J est de
type fini et dans le radical de Jacobson, il existe un entier d tel que J¢ C 2B. Cela
implique que (a1a2)¢ 3¢ C (a1a2)?2B, donc (a;B + a;B)4(a;BNa;B)¢ C (a1a2)%2B.

Sid > 1, notons J = (a;B + a;B)? 1 (a;BNayB)4 ! et 2/ = (ayaz)?"L. Montrons
que J C 2'2B. On a J (a;BNazB)(a;B+a:B) C (a1a2)2’'2B. Comme dans la preuve
de la propriété 6.9, on en déduit I'inclusion J(a1B N a3B) C 2’z (1B N a@3B) (car
ay, as, z, 2" sont réguliers). Le lemme 6.6 nous dit alors que tout élément de J est
entier sur z'zB. Et puisque B est normal, J C 2/2B.

Une induction sur d donne alors B C zB. Autrement dit, tout élément z régulier
est inversible. En particulier a; et ay, donc J = (1B + a2B)(a;1BNa;B) =B. O

Théoreme 6.11 Un anneau A normal, cohérent, de dimension inférieure ou égale
a 1, est un anneau de Prifer. En particulier un anneau A mnormal, cohérent,
noethérien, fortement discret et de dimension inférieure ou égale a 1, est un an-

neau de Dedekind.

Preuve : Il suffit de montrer que A est arithmétique car un anneau normal est
localement sans diviseur de zéro. L’annulateur d’un élément de A est un idéal idem-
potent (proposition 6.3 et propriété 1.7) et de type fini (A cohérent), donc engendré
par un idempotent (lemme 3.15).

Soit a,b € A et e, f les idempotents engendrant leurs annulateurs respectifs. On
découpe : A =eA D (1—e)fAd(1—¢)(1— f)A.

Dans eA et (1 —e)fA, l'idéal (a,b) est monogene (a =0€ eAoub=0¢ (1—
e)fA) donc on peut y déterminer une matrice de localisation principale pour (a,b).

Dans (1—e)(1— f)A (normal, cohérent, de dimension inférieure ou égale & 1), les
éléments a, b sont réguliers donc 'idéal (a, b) est inversible (théoreme 6.10). On peut
déterminer dans cette derniere composante une matrice de localisation principale
pour (a,b). O

6.5 Extensions entieres d’anneaux de Prufer
Le cas integre

Il ne faut pas croire’ qu'un anneau B intercalé entre un anneau intégralement
clos A et son corps des fractions est obligatoirement intégralement clos. Voici un
contre-exemple avec un anneau factoriel non principal : A = K]z, y] un anneau de
polynomes sur un corps et B = A[z] ou z = z/y + y/x. Alors z/y € Frac(B) =
K(z,y) est entier sur B (racine de T? — 2T + 1), mais x/y € B pour des raisons
d’homogénéité.

7 Bien que le résultat soit vrai si B est un localisé de A.
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Le théoreme 6.13 (ol I'hypotheése de noethériannité est absente) est relié® aux
deux théoremes classiques suivants (cf. [11], page 17) :

Krull-Akizuki : Si A est un anneau de Dedekind et L une extension finie du corps
des fractions de A, alors la fermeture intégrale de A dans L est un anneau de

Dedekind.

Grell-Noether : Si A est un anneau de Dedekind alors tout anneau compris entre
A et son corps des fractions est de Dedekind.

Nous rappelons sans preuve le théoreme suivant dit & Kronecker (cf. [9] chapitre 0,
ou [5])

Théoréme 6.12 (Kronecker) Soit B un anneau commutatif, f,g € B[X], h =
fg, et A le sous-anneau de B engendré par les coefficients de h. Si f; et g; sont des
coefficients respectifs de f et g, alors leur produit f;g; est entier sur l"idéal engendré
par les coefficients de h dans A.

Théoreme 6.13 Soit A un anneau de Priifer integre de corps des fractions K, L
une extension algébrique de K, A’ la fermeture intégrale de A dans L et enfin un
anneau B vérifiant A’ C B C L. Alors tout idéal de type fini de B est nul ou
inversible, i.e. B est un anneau de Priifer integre.

Preuve : Il suffit de traiter le cas d’un idéal i engendré par deux éléments non nuls
a,b. On remarque que L possede un test d’égalité a zéro ([23] th. 1.9 p. 141)) donc
B est integre. Comme a # 0 est algébrique sur A, on peut trouver a € B tel que
aa € A\ {0}. Ainsi, quitte a remplacer (a, b) par (aa, ab), on restreint I’étude au cas
ou (a,b) € A x B.

Soit P € A[X] non nul s’annulant en b. On écrit P(X) = (X —b)Q(X) ou Q € B[X].
On a donc P(aX) = (aX — b)Q(aX). On note i le contenu de P(aX) (dans A) et
i’ le contenu de Q(aX) (dans B). On a clairement i B C (a,b) . Comme i C A est
inversible (A arithmétique integre et i # (0)), il existe un idéal fractionnaire j tel
que A =1ij, et donc B=1jB C (a,b)i'j B.

Soit j € j. Comme jP(aX) = (aX — b)Q(aX)j, on sait (cf. le théoreme 6.12) que
(a,b) " (j) est entier sur (j) i C A. Comme B contient A’, on a (a,b) i' (j) C
A’ C B pour tout j € j. Par conséquent, (a,b)i" j B C B.

Conclusion : (a,b)ij B = B, ce qui prouve que (a,b) est inversible dans B. a

Le cas général

Lemme 6.14 Soit A un anneau de Prifer, B un sur-anneau normal et entier sur
A. Alors pour tout couple (a,b) € A x B, on peut construire une matrice de locali-
sation principale pour (a,b).

Preuve : Soit P € A[X] unitaire s’annulant en b. On écrit P(X) = (X — b)Q(X)
ou @ € B[X]. On a donc P(aX) = (aX —b)Q(aX). On note i le contenu de P(aX)
(dans A) et i’ le contenu de Q(aX) (dans B). On a clairement i B C (a, b) 1.

Pour tout ¢ € i (plus tard, on prendra pour i le coefficient dominant de P(aX), i.e.
une puissance de a), il existe un idéal j C A tel que tA =1ij car A est arithmétique.

8 En particulier le théoreme de Krull-Akizuki est une conséquence directe de 6.13 en mathéma-
tiques classiques.
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Soit j € j. Comme jP(aX) = (aX — b)Q(aX)j, on sait (cf. le théoreme 6.12) que
(a,b)1'j est entier sur ji B C j i B = iB. Comme B est normal, iB est intégralement
clos, on a donc (a,b)i'j C iB pour tout j € j. Par conséquent, (a,b)ij B C iB =
ij B C (a,b)ij B. Conclusion : pour tout 7 € i, il existe j C A tel que (a,b)i'j B =
1B.

Ainsi, il existe u,v € B tels que ua + vb = i et il existe M € My(B) tel que
*(u,v).(a,b) = i.M. On a alors iM."(=b,a) = 0 et i(tr(M) — 1) = ua + vb — i = 0.
Comme B est localement sans diviseur de zéro (cf. la proposition 6.3), grace au
lemme 1.8, il existe z € B tel que (zM)!(—=b,a) =0, z(tr(M)—1) =0, et (1—2)i = 0.
On a donc (2M)!(—b,a) = 0 mais tr(zM) = z différente de 1 a priori.

En particulier, pour i = a" € i (le coefficient dominant de P(a X)), on a (1—z)a" = 0.
Comme B est réduit, on a simplement (1 — z)a = 0. On obtient enfin une matrice
de localisation principale pour le couple (a,b) : zM + ( 8 1 E p ) a
Théoreme 6.15 Soit A un anneau de Prifer, B un sur-anneau normal et entier
sur A. Alors B est un anneau de Priifer.

Preuve : Comme B est réduit (cf. la proposition 6.3), il reste a démontrer que B
est arithmétique, i.e. que 'on peut construire une matrice de localisation principale
pour tout couple (z,y) € B2

Soit P = Z?:P p; X" € A[X] unitaire s’annulant en z. On écrit P(X) = (X —z)Q(X)
o Q@ = >, X" € B[X]. On a alors p; = ¢;—1 — xg; pour tout 0 < i < n (par
convention ¢_; = 0 et ¢, = 0). On pose b; = —yq; pour 0 < i < n — 1, et grace au
lemme 6.14, on sait calculer des matrices de localisation principale M; des couples
(pi,b;)) € AxB:

: tr(M;) =1
Vie{0,...,n—1}, { M4y pi) = 0

Or (=b;,pi) = qi(y, —r) mod ¢; B2, si bien que

Vie{0,...,n—1}, ¢M;. (y,—r) =0 mod ¢;_,B? (7)

Montrons par récurrence qu’il existe zg,...,2,_1 € Bet ]\%, ooy M,y € My(B) tels
que

tr(]\Z) =1—2zy- 2
Vie{0,...,n—1}, M;.t(y,—z) =0

2iq; = 0
En effet, le résultat est vrai pour ¢ = 0 : on prend ]\7[,0 = My et le lemme 1.8
donne zy a partir de I’équation (7) car B est localement sans diviseur de zéro (cf. la
proposition 6.3). Pour passer du rang 7 au rang i+1, on multiplie ¢; 1 M; 1. (y, —x) =
0 mod ¢;B? par z;, ce qui donne

Giv12iMi1 H(y, —x) =0 et a fortiori  qip120- - 2 Mg Ny, —x) =0
dans B, qui est localement sans diviseur de zéro, donc (lemme 1.8), il existe z;41 € B
tel que
o 0 :/\(/1 - Zi+1)ZO tee ZZ'MH_l.t(y, —ZE) et 0= Zi+14i+1 o

En posant M; 1 = M;+ (1 — z;41)z0 - - - 2; M1, on vérifie facilement que tr(M; ;) =
1 — 292541 et m.t(y, —x) = 0. L’hypothese de récurrence est donc vérifiée au
rang ¢ + 1.
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Enfin, aurangn—1,onaq, 1 = p, = 1,donc z, 1 = 2, 1¢,—1 = 0, donc tr(M,,_1) =
1 et la matrice M,,_; est une matrice de localisation principale du couple (z,y). O

6.6 Les cas cohérent et fortement discret

Lemme 6.16 Soit A un anneau intégralement clos dans son anneau total des frac-
tions. Si A est quasi intégre, alors A est normal.

Preuve : Tout d’abord remarquons que A est localement sans diviseur de zéro
donc réduit. Soient z,y € A et y" = a1y o+ - + ap_1y2™ ! + a,2™ une relation
de dépendance intégrale de y sur 'idéal (x). Soit r I'idempotent annulateur de x,
s=1—reta,=sa. On ary” = 0, donc puisque A est réduit ry = 0 et sy = v.
L’annulateur de 2’ = r +z est 0. Et on a y" = a\y" '’ + -+ d/,_yz'™ ' +a 2™

Donc y = cx’ avec ¢ € A et y = sy = scx’ = scx. Donc A est normal. O

Proposition 6.17 Soit A un anneau normal quasi intégre. Soit f(X) € A[X] un
polynome unitaire dont le discriminant est régulier. Soit A’ = A[X] (f(X)) et B la
cloture intégrale de A’ dans son anneau total des fractions. Alors B est un anneau
quasi integre.

Preuve : Notons K l'anneau total des fractions de A et L celui de A’ (c’est aussi
celuide B). Ona L ~ K[X] /(f(X)). Par le théoreme 6.7 "anneau L est zéro-dimen-
sionnel et comme il est réduit, il est quasi integre. Soit x € B et r son annulateur
idempotent dans L. Puisque 72 = r, r est entier sur A donc r € B, et l'idéal

annulateur de x dans B est rB. O

Théoréme 6.18 Soit A un anneau de Priifer cohérent. Soit f(X) € A[X] un po-
lynéme unitaire dont le discriminant est régulier. Soit A’ = A[X] [f(X)) et B la
cloture intégrale de A’ dans son anneau total des fractions. Alors B est un anneau
de Priifer cohérent. En outre si A est fortement discret (resp. noethérien), alors il
en va de méme pour B.

Preuve : La premiere affirmation est conséquence de la proposition 6.17, du
lemme 6.16 et du théoreme 6.15. Pour les dernieres voir [19)]. O

Remarque : Nous ne savons pas si la variante suivante, qui serait bien utile, est
vraie : dans le théoréeme précédent, si A est a factorisation partielle, il en va de
meéme pour B. Par ailleurs en mathématiques classiques dans le cas noethérien, on
sait que B est un A-module projectif de type fini. Cependant, il ne semble pas qu’on
puisse expliciter un systeme générateur de B comme A-module sans décomposer le
discriminant en produit d’idéaux maximaux inversibles de A. Dans [23] la variante
« domaines de Dedekind a factorisation complete » du théoreme 6.18 est prouvée
constructivement sous certaines hypotheses restrictives (du point de vue constructif,
mais toujours vraies en mathématiques classiques) concernant I’extension considérée.
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