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Chapitre 1

Introduction

L'objectif de ce travail est de présenter des nouveaux résultats concernant l'exis-
tence et la régularité des solutions positives de deux classes (sous-critiques et cri-
tiques) d'équations aux dérivées partielles non linéaires faisant intervenir un opé-
rateur −→ρ -multivoque de Leray-Lions A : V → P(V∗). L'opérateur a été introduit
récemment par J.-M. Rakotoson sur un domaine régulier Ω ⊂ RN (borné ou non
borné). Grâce aux N -fonctions, nous construisons un opérateur −→ρ -multivoque de
Leray-Lions �fortement monotone� sur un espace d'Orlicz-Sobolev anisotrope. Cette
construction sera le point clé dans notre étude.

1.1 Historique

Soit f une �bonne� fonction sur un espace produit Ω×R. Considérons l'équation
semilinéaire suivante :

−∆u = f(x, u). (1.1)

Cette équation peut s'écrire aussi sous la forme d'une divergence :

−div∇u = f(x, u). (1.2)

Beaucoup d'auteurs ont travaillé sur l'existence, la non existence et la régularité des
solutions de (1.2), avec des conditions au bord très variées.
À la suite des travaux de I.M. Vishik, Leray-Lions, Ladyzhenskaya-Uraltseva (voir
[49] et les livres [50], [47]), l'équation (1.2) a été généralisée de la manière suivante
par exemple :
Soit a(·, ·, ·) : Ω×R×RN → RN une fonction de Carathéodory (a(·, σ, ξ) mesurable
et a(x, ·, ·) continue) et considérons le problème :

−div a(x, u,∇u) = f(x, u). (1.3)

La fonction a dans (1.3) dépend continûment de u et ∇u. Mais il existe maintenant
des modèles mathématiques où la dépendance en gradient n'est plus une fonction

3



Chapitre 1 : Introduction

continue du gradient. Par exemple, en restauration et décomposition d'images, il est

bien connu que lorsque le terme de régularisation est donné par
∫

Ω

|∇u|2dx, alors

le processus de minimisation de l'énergie entraîne un lissage isotrope de l'image (la
puissance quadratique du module du gradient pénalise les zones où le gradient est
élevé, c'est-à-dire au voisinage des contours), voir les travaux de P.L. Lions et al.

dans [3]. D'autre part, lorsque le terme de régularisation est donné par
∫

Ω

|∇u|dx,
alors le processus de minimisation entraîne un lissage anisotrope le long des courbes
de niveau de l'image. Dans ces cas, nous devons avoir plus de souplesse, par exemple,
nous pouvons bien di�user de manière isotrope dans les zones homogènes de l'image
(gradient faible) et de manière anisotrope le long des contours (gradient élevé).
Ceci a été à l'origine de l'idée présentée dans [9] (voir aussi [28]), où le terme de

régularisation est donné par
∫

Ω

Φ(|∇u|)dx =

∫
Ω

|∇u|p(|∇u|)dx et la fonction p doit

être décroissante et choisie de sorte que p ≈ 2 au voisinage de l'origine et p ≈ 1 au
voisinage de l'in�ni. Considérons par exemple la fonction Φ dé�nie par (voir aussi
le modèle étudié dans [15])

Φ(x, t) =


1

q(x)
|t|q(x) si |t| 6 1,

1

m
|t|m +

( 1

q(x)
− 1

m

)
si |t| > 1,

1 < q(x) 6 2 et m > 1.

Nous signalons que Φ(x, ·) est Fréchet-di�érentiable, alors le problème de minimisa-
tion issu de l'équation (1.3), reste dans le cadre des problèmes �univoques�.
Lors de la résolution de ces problèmes, on est amené à considérer l'équation d'Euler
associée au problème :

inf

{∫
Ω

Φ(x,∇v(x))dx−
∫

Ω

F (x, v(x))dx : v ∈ W 1,m
0 (Ω)

}
. (1.4)

Ce qui conduit formellement à l'équation :

−divϕ(x,∇u) = f(x, u), (1.5)

Une question importante qui se pose : Peut-on considérer des fonctions Φ(x, ·) non
di�érentiables au sens classique ? En d'autres termes, peut-on résoudre le problème
(1.5) lorsque la fonction ξ ∈ RN 7→ ϕ(x, ξ) est discontinue ?

Beaucoup d'auteurs ont étudié le problème (1.5), lorsque la fonction f(x, ·) est
discontinue, mais avec un opérateur univoque comme le Laplacien (div∇u) ou le p-
Laplacien (div |∇u|p−2∇u). Nous donnons dans la Section 1.1.1 une brève historique
et quelques domaines d'application de ce type de problèmes.

Dans la Section 1.1.2, l'historique d'une classe plus générale d'opérateurs dits
�non homogènes anisotropes� est également donnée.
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1.1 Historique

1.1.1 Inégalités hemivariationnelles

L'étude des équations dans lesquelles des inégalités dites �hemivariationnelles�
interviennent, a été initié par P.D. Panagiotopoulos dans [68] et [70]. Ces équations
traitent des inégalités variationnelles dont les fonctionnelles d'énergie correspon-
dantes ne sont ni convexes ni Fréchet-di�érentiables. C'est une généralisation du
travail de J.J. Moreau dans [63] et cette extension a été très motivée par di�érents
problèmes en mécanique (voir [69], [88]).

Par exemple, le problème de chargement et de déchargement, ainsi que le pro-
blème d'hystérésis sont des exemples typiques de la théorie des inégalités hemiva-
riationnelles. En e�et, ces problèmes peuvent être réduits à l'étude d'un problème
spectral (voir [36]), comme

(P) Trouver u ∈ V et λ ∈ R qui véri�ent

a(u, v)− λ
∫

Ω

u · v dx+

∫
Ω

j0(x, u, v)dx > 0, ∀v ∈ V. (1.6)

De plus, la stabilité d'une plaque de Von Karman en contact adhésif avec un
support rigide ou la stabilité de plaques de Von Karman adhésivement connectées
sous forme de sandwich est une autre motivation de l'étude de ce problème de valeurs
propres. Pour plus de détails sur les applications des inégalités hemivariationnelles,
on peut consulter le livre de Z. Naniewicz & P.D. Panagiotopoulos [67].

Nous signalons que la formulation théorique de ces applications repose essentiel-
lement sur la notion de sous-di�érentielle de Clarke qui remplace et étend la
notion de sous-di�érentielle des fonctions convexes et celle de di�érentielle classique
(de Fréchet).

La littérature sur l'étude des inégalités hemivariationnelles est très riche et beau-
coup d'auteurs ont traité ce type d'inégalités, comme

−div (a(x, u,∇u))− λf(u) ∈ µ ∂j(x, u). (1.7)

Parmi lesquels, nous mentionnons :

~ les résultats de [22] qui font intervenir un opérateur a univoque de Leray-Lions,
une non-linéarité f discontinue et µ = 0,

~ les résultats de [71] pour a(x, u,∇u) = ∇u, f(u) = a(x) · u et µ = 1,

~ les résultats de [41] pour a(x, u,∇u) = |∇u|p−2 · ∇u, f(u) = a(x)|u|p−2 · u et
µ = 1,

~ les résultats de [42] pour a(x, u,∇u) = |∇u|p−2 · ∇u et λ = 0,

~ les résultats de [53] pour a(x, u,∇u) = |∇u|p−2 · ∇u, λ = 0 et µ = 1.

Tous les résultats ci-dessus ont été obtenus avec des conditions aux bords de type
Dirichlet et sous di�érentes hypothèses sur la fonction j. D'autres travaux, comme
par exemple [72] et [54], traitent un problème de type (1.7) avec une condition de
Neumann aux bords.
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Chapitre 1 : Introduction

1.1.2 Opérateurs non homogènes anisotropes

Tout d'abord, les opérateurs principaux qui existent dans les problèmes varia-
tionnelles et plus précisément dans les problèmes de valeurs propres sont nombreux
et variés. Nous citons par exemple, le Laplacien et le p-Laplacien qui sont des opé-
rateurs homogènes et isotropes (voir [48], [33]).

Dans de nombreuses applications, il est naturel de considérer l'opérateur non
homogène et anisotrope suivant

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi−2

∂u

∂xi

)
, (1.8)

et de travailler avec le concept d'espace de Sobolev anisotrope (voir [92], [39]), où
chaque dérivée partielle faible ∂u

∂xi
de u est intégrable avec un exposant pi > 1 propre

à elle. Plusieurs papiers qui étudie l'existence ou la non existence de solutions pour
des problèmes de valeurs propres associés à (1.8) sont apparus, parmi eux, nous
citons [32] et [27].

Ensuite, M. Mihăilescu et al. ont exploité, dans [57], la notion des espaces de
Lebesgue à exposant variable Lp(·)(Ω), développée par O. Ková£ik et J. Rákosník
dans [45] (voir aussi [30], [61]), pour dé�nir un opérateur non homogène anisotrope
aux exposants variables :

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi(x)−2

∂u

∂xi

)
. (1.9)

De plus, ils ont construit un espace de Sobolev anisotrope aux exposants variables
convenable W 1,p1(·),...,pN (·)

0 (Ω) dans lequel, ils ont étudié l'existence de solutions pour
des problèmes de valeurs propres liés à (1.9).

Nous signalons que les espaces de Sobolev isotropes à exposant variable, dé�-
nis par W 1,p(·)(Ω), ont été utilisés dans de nombreuses applications pour modéliser
plusieurs phénomènes. Sans être exhaustif, nous donnons quelques exemples :

~ pour la restauration d'images (voir [15], [28]),

~ pour modéliser les �uides électrorhéologiques (une suspension de particules conduc-
trices dispersées dans un �uide isolant). Ces �uides sont également considérés
comme matériaux �intelligents� et consomment peu d'énergie. Plusieurs appli-
cations ont été proposées : embrayage automobile, amortisseur, contrôle actif
de vibration, actionneur (voir [1], [4], [89], [58]),

~ pour le problème de �Thermistance� (voir [93]).

Récemment, M. Mihăilescu et al. ont introduit, dans [56] (voir aussi [62], [59]),
un opérateur univoque non homogène anisotrope lié aux N -fonctions :

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(
ϕi

(
∂u

∂xi

))
, (1.10)
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1.2 Présentation du sujet

où ϕi : R→ R est une fonction impaire, continue et strictement croissante.
Nous mentionnons que leurs résultats d'existence, dans l'espace d'Orlicz-Sobolev,

sont très in�uencés par les hypothèses de croissance et la compétition entre l'opéra-
teur principal et le second membre.

1.1.3 Opérateur ρ>-multivoque de Leray-Lions

L'opérateur �totalement discontinu� a été introduit très récemment par J.-M.
Rakotoson dans [85]. Il est dé�ni par

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(
ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
, (1.11)

où ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
et ϕi(x, ·) : Ω× R → R n'est pas nécessaire-

ment continue (peut avoir des points de discontinuité).
Plusieurs exemples concrets des problèmes de valeurs propres, liés à cet opéra-

teur multivoque (par exemple (1.13)), sont donnés dans [85].

Nous rappelons que la motivation principale de ce type d'opérateur est non

seulement l'anisotropie (chaque dérivée partielle faible
∂u

∂xi
se trouve dans un espace

d'Orlicz LΦi(Ω) di�érent), mais encore le besoin de travailler avec un opérateur très

souple qui donne à chaque valeur de
∂u

∂xi
(x) un traitement di�érent.

1.2 Présentation du sujet

Mon travail de thèse est motivé, d'une part, par les résultats de M. Mihăilescu
et al. dans [56] et d'autre part, par les résultats de J.-M. Rakotoson dans [85]. En
fait, grâce à la notion de N -fonction, nous construisons un opérateur −→ρ -multivoque,
anisotrope, de Leray-Lions et �fortement monotone� sur un espace d'Orlicz-Sobolev
convenable.

De plus, nous remarquons premièrement, que notre opérateur généralise et étend
tous les opérateurs de la Section 1.1.2. Deuxièment, les opérateurs principaux utilisés
dans les inégalités hemivariationnelles de la Section 1.1.1 sont tous �univoques�, alors
si nous considérons l'opérateur dé�ni en (1.11) dans ces inégalités, nous pouvons
recouvrir plusieurs résultats.

Tout au long de cette thèse, l'opérateur ρ>-multivoque (1.11) est utilisé pour
résoudre des problèmes de valeurs propres abstraits et dans di�érentes situations.

Dans ce qui suit, nous présentons le cadre abstrait du problème :

7



Chapitre 1 : Introduction

Soient Ω un domaine borné de RN , à bord ∂Ω Lipschitzien et µi une mesure
borélienne pour i = 0, 1, . . . , N . Nous considérons ϕi : Ω×R→ R pour i = 1, . . . , N
une fonction borélienne telle que :

(C1) pour µi-presque tout x ∈ Ω, la fonction ϕi(x, ·) : R→ R est impaire, stricte-
ment croissante et ϕi(x, 0) = 0.

(C2) ϕi(x, ·) : [0,+∞[→ R est continue à droite et lim
t→+∞

inf ess
Ω

ϕi(x, t) = +∞.

(C3) Il existe 2m nombres réels (points de discontinuité) : δi1 < . . . < δi2m de sorte
que pour µi-presque tout x ∈ Ω, la fonction ϕi(x, ·) : R \ {δi1, . . . , δi2m} → R
est continue.

Nous dé�nissons la N -fonction suivante :

Φi(x, t) =

∫ |t|
0

ϕi(x, s) ds, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R.

Nous remarquons que Φi(x, ·) est une fonction convexe continue mais non di�éren-
tiable au sens classique, d'où la nécessité d'utiliser une autre notion, celle de la
sous-di�érentielle.
De plus, pour assurer la ré�exivité de l'espace d'Orlicz correspondant, nous imposons
l'hypothèse de croissance suivante sur les fonctions Φi :

(C4) Il existe deux nombres réels : α > 1, α > 1, tels que pour µi-presque tout
x ∈ Ω, ∀ t ∈ R et ∀ w∗i (x, t) ∈ ∂Φi(x, t), on ait

α Φi(x, t) 6 t w∗i (x, t) 6 α Φi(x, t).

Nous dé�nissons la fonctionnelle J par

J(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dµi.

Nous montrons que sous les conditions (C1)-(C4), l'opérateur −→ρ -multivoque de

Leray-Lions u
A−→ ∂J(u) (voir Dé�nition 3.16) dé�ni par :

Au = −div −→ρ

(
∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
est �fortement monotone� (voir Dé�nition 3.3) sur l'espace d'Orlicz-Sobolev donné
par V0

.
= W 1,ρ1,...,ρN

0 (Ω, µ1, . . . , µN) muni de la norme :

‖v‖V0 =
N∑
i=1

ρi

(∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣) ,

où

ρi

(∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣) = inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

Φi

(
x,

∂v
∂xi

λ

)
dµi 6 1

}
.
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1.3 Exemples modèles et complexité du problème de valeurs propres

Considérons X un espace de Banach ré�exif. Soit j : X → R une fonction localement
Lipschitzienne. On suppose que l'injection V0 X est continue (parfois compacte).
Notre premier but est de résoudre le problème de valeurs propres suivant : −div −→ρ

(
∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
= λ w∗M(x) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(1.12)

où
w∗M ∈ ∂j(u).

En d'autres termes, nous étudions l'existence de solutions du problème de valeurs
propres (1.12) avec di�érentes conditions sur la fonction j. Nous nous intéressons
ensuite à la régularité des fonctions propres obtenues. Nous donnons également un
résultat de non-existence pour certaines hypothèses sur la fonction j.

1.3 Exemples modèles et complexité du problème
de valeurs propres

L'exemple le plus simple est le suivant :
Soient q, p, qM et pM quatre nombres réels positifs tels que

1 < q < p < +∞ et 1 < qM < pM < +∞.

Considérons les deux fonctions J sur W 1,p
0 (Ω) et j sur LpM (Ω) telles que :

J(v) =
1

p

N∑
i=1

[∫
{∣∣∣ ∂v∂xi ∣∣∣61

}
∣∣∣∣ ∂v∂xi

∣∣∣∣q dx+

∫
{∣∣∣ ∂v∂xi ∣∣∣>1

}
∣∣∣∣ ∂v∂xi

∣∣∣∣p dx

]
, (1.13)

et

j(v) =
1

pM

[∫
{|v|61}

|v|qM dx+

∫
{|v|>1}

|v|pMdx

]
. (1.14)

Le problème consiste à prouver l'existence d'une solution non triviale u positive
(point critique de la fonctionnelle d'énergie Φ(u)

.
= J(u)−λj(u)) dans un espace de

Banach-Sobolev bien approprié (W 1,p
0 (Ω)), c'est-à-dire

0 ∈ ∂J(u)− λ∂j(u). (1.15)

Tout d'abord, nous remarquons que les fonctions J et j sont toutes les deux
non di�érentiables au sens classique. Par conséquent, les méthodes variationnelles
classiques qui imposent à la fonctionnelle d'Euler-Lagrange d'être C1-di�érentiable
semblent incompatibles avec le cas traité ci-dessus.

9



Chapitre 1 : Introduction

Ensuite, en essayant avec les méthodes variationnelles généralisées pour le cas
non di�érentiable (par exemple le cas des fonctions localement Lipschitziennes) in-
troduites par K.-C. Chang dans [14], la principale di�culté rencontrée est de montrer
la convergence forte d'une sous-suite extraite de la suite de Palais-Smale trouvée.
Nous adoptons alors des nouvelles méthodes variationnelles qui correspondent aux
problèmes étudiés.

Si nous traitons le problème (1.15), avec pM = p∗ c'est-à-dire pM est l'exposant
critique de l'injection de Sobolev de l'espaceW 1,p

0 (Ω), une vraie complexité apparaît.
En e�et, dans ce cas dit �critique� nous perdons la compacité alors l'équation d'Euler
associé à (1.15) ne véri�e pas la condition de Palais-Smale, ce qui nous empêche de
montrer l'existence d'une fonction minimisante (ou maximisante) à partir les mé-
thodes variationnelles classiques. Un théorème abstrait est donné pour surmonter
cette di�culté.

En�n, l'opérateur −→ρ -multivoque de Leray-Lions est un opérateur non homogène
et anisotrope. La manipulation de cet opérateur fait intervenir des inégalités. Cela
montre une complexité dans les estimations. Par exemple, en étudiant les propriétés
qualitatives des fonctions propres dans le cas univoque du p-Laplacien, nous pouvons
donner une précision sur les constantes. Ce qui n'est pas le cas pour les fonctions
propres liées aux opérateurs −→ρ -multivoques.

1.4 Organisation de la thèse

Nous regroupons nos résultats en cinq chapitres :

Chapitre 2 : �Quelques rappels de certains résultats classiques�.

Chapitre 3 : �Opérateur ρ>-multivoque de Leray-Lions�.

Chapitre 4 : �Problèmes de valeurs propres et exposants critiques�.

Chapitre 5 : �Cas de Résonance�.

Chapitre 6 : �Propriétés qualitatives des fonctions propres liées aux opérateurs
ρ>-multivoques�.

Dans le Chapitre 2, nous rappelons des notations et techniques utilisées dans les
chapitres suivants. Nous donnons quelques dé�nitions et résultats sur les espaces de
fonction de Banach et ceux d'Orlicz, nous présentons di�érents notions et résultats
sur la sous-di�érentielle des fonctions convexes et celle de Clarke qui sont fréquem-
ment utilisés. Ensuite, nous énonçons les théorèmes généraux pour la résolution des
équations aux dérivées partielles dans le cas non di�érentiable (Méthodes variation-
nelles). Nous terminons par rappeler un résultat de compacité dû à A. El Hamidi
et J.-M. Rakotoson qui sert à montrer la convergence forte du gradient dans les
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1.4 Organisation de la thèse

problèmes variationnels dits �critiques�.

Dans le Chapitre 3, nous construisons l'espace de fonction de Banach-Sobolev
sur lequel nous dé�nissons l'opérateur ρ>-multivoque de Leray-Lions, introduit par
J.-M. Rakotoson dans [85]. Nous nous intéressons ensuite, par l'intermédiarire desN -
fonctions, aux espaces d'Orlicz-Sobolev a�n de construire un opérateur ρ>-multivoque
de Leray-Lions �fortement monotone� sur ces espaces (voir [16]).

Nous donnons également une méthode variationnelle qui généralise le théorème
de �Mountain Pass� d'Ambrosetti & Rabinowitz et qui sert à montrer l'existence de
solutions pour de tels opérateurs.

La résolution des di�érents types de problèmes de valeurs propres est l'objet du
Chapitre 4. Nous commençons par donner une application à la généralisation du
théorème de �Mountain Pass� faite dans le Chapitre 3. Dans cette application, nous
introduisons un opérateur −→ρ -multivoque faisant intervenir les espaces de Sobolev
aux exposants variables et véri�ant la propriété de �forte monotonie�. Cette appli-
cation recouvre le résultat suivant :
Considérons les fonctions J et j dé�nies en (1.13) et (1.14). Si 1 < q < p < +∞,

1 < qM < pM < p∗ =
Np

N − p
et qM > p, alors pour tout λ > 0, il existe une solution

non triviale u ∈ W 1,p
0 (Ω) telle que 0 ∈ ∂J(u)− λ∂j(u).

Nous utilisons ensuite, une variante du principe ε-variationnel d'Ekeland pour
montrer deux théorèmes abstraits d'existence au voisinage de l'origine. Le premier
résultat prouve l'existence pour des problèmes dits �sous-critiques� dans lesquels
la compacité joue un rôle important. Ce résultat montre l'existence du problème
suivant :
Considérons les fonctions J et j dé�nies en (1.13) et (1.14). Si 1 < q < p < +∞,
1 < qM < pM < p∗ et qM < q, alors pour tout λ ∈ ]0, λ∗[, il existe une solution non
triviale u ∈ W 1,p

0 (Ω) telle que 0 ∈ ∂J(u)− λ∂j(u).
On montre aussi l'existence du problème (avec coercivité) suivant :

Considérons les fonctions J et j dé�nies en (1.13) et (1.14). Si 1 < q < p < +∞,
1 < qM < pM < p∗ et pM < q, alors pour tout λ > λ∗∗, il existe une solution non
triviale u ∈ W 1,p

0 (Ω) telle que 0 ∈ ∂J(u)− λ∂j(u).
Le deuxième a pour objet de montrer l'existence de solutions pour des problèmes

dits �critiques�, là où nous perdons la compacité.
Nous terminons par donner plusieurs applications de tous les résultats mention-

nés dans des domaines bornés et même dans des domaines non bornés avec un poids
de type Hardy.

Quant au Chapitre 5, nous étudions l'existence de solutions pour un problème
de minimisation avec des contraintes, a�n d'exploiter le théorème de multiplicateur
de Lagrange généralisé pour montrer l'existence pour des problèmes plus généraux.
Ensuite, nous montrons un résultat de non-existence dans un cas particulier.
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Chapitre 1 : Introduction

Nous traitons également à la �n de ce chapitre, un autre problème dans un cas
de résonance au voisinage de l'origine, en d'autres termes, le potentiel j possède la
même croissance que celle de l'opérateur A au voisinage de zéro.

Plusieurs applications sont données pour illustrer ces résultats. Parmi lesquels,
nous montrons l'existence de solution du problème suivant :
Considérons la fonction J dé�nie en (1.13) et

h(x, σ) =


c∗

p
|σ|p si |σ| < 1,

1

β
|σ|β − |σ|+ c∗

p
+
β − 1

β
sinon,

où 0 < c∗ <
1

Np · Sp
, S > 0 est la constante de Sobolev de l'injection de W 1,p

0 (Ω)

dans Lp(Ω) et p < β < p∗. Alors, il existe une solution non triviale u ∈ W 1,p
0 (Ω)

telle que 0 ∈ ∂J(u)− ∂j(u) où j(u) =

∫
Ω

h(x, u(x))dx.

Après avoir étudié l'existence de solutions pour des problèmes de valeurs propres
liées aux opérateurs ρ>-multivoques, nous étudions, dans le dernier chapitre, les
propriétés qualitatives des fonctions propres obtenues en utilisant le �réarrangement
relatif�. Nous montrons alors la régularité L∞ d'une solution positive d'un problème
de valeurs propres. Ensuite, nous étudions d'une façon directe et même plus précise,
la régularité L∞ de la première fonction propre du p-Laplacien.

>−>−>−>−>−>−>
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Chapitre 2

Quelques rappels de certains

résultats classiques

L'objectif de ce chapitre est de rappeler l'essentiel des notations et des techniques
utilisées dans les autres chapitres. Le chapitre est organisé comme suit : dans les
deux premiers paragraphes, nous rappellerons quelques dé�nitions et résultats sur
les espaces de fonction de Banach et ceux d'Orlicz respectivement. Le paragraphe
suivant aura pour objet de présenter di�érents notions et résultats sur la sous-
di�érentielle de Clarke qui seront utilisés dans les chapitres suivants. Ensuite, dans
le quatrième paragraphe, nous allons énoncer les théorèmes généraux (Méthodes
variationnelles) pour la résolution des équations aux dérivées partielles dans le cas
non-di�érentiable. On terminera ce chapitre par rappeler un résultat de compacité
dû à A. El Hamidi et J.-M. Rakotoson qui servira à montrer la convergence forte du
gradient dans des problèmes variationnels avec des exposants critiques.

2.1 Espaces de fonction de Banach

Dans cette section, on dé�nit un espace de fonction de Banach et on donne
quelques propriétés comme la complétude, la ré�exivité et la dualité de cet espace.

2.1.1 Dé�nitions et Propriétés

Soient Ω un domaine de RN , à bord ∂Ω Lipschitzien et µ une mesure de Borel
sur Ω.

Dé�nition 2.1. (Voir [84]) On note l'ensemble des fonctions µ-mesurables et µ-
mesurables positives respectivement par :

L0(Ω, µ) =
{
u : Ω −→ R : u est µ-mesurable

}
,

et
L0

+(Ω, µ) =
{
u ∈ L0(Ω, µ) : u > 0

}
.
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Chapitre 2 : Quelques rappels de certains résultats classiques

Les dé�nitions et résultats qui suivent peuvent être trouvés dans [8].

Dé�nition 2.2. (Voir [8, page 2]) Une fonction ρ : L0
+(Ω, µ) −→ R+ = [0; +∞] est

dite norme de fonction de Banach (ou bien norme de fonction) si ∀f, g et fn dans
L0

+(Ω, µ) et pour tout ensemble µ-mesurable E ⊂ Ω, on a

N1. ρ(f) = 0⇐⇒ f = 0 µ-p.p.

N2. ρ(λf) = λρ(f) , ∀ λ > 0.

N3. ρ(f + g) 6 ρ(f) + ρ(g).

N4. f 6 g µ-p.p. =⇒ ρ(f) 6 ρ(g).

N5. fn ↗ f µ-p.p. =⇒ ρ(fn) −→ ρ(f).

N6. µ(E) < +∞ =⇒ ρ(χE) < +∞.

N7. µ(E) < +∞ =⇒
∫
E

f dµ 6 CE ρ(f), où 0 < CE < +∞, est une constante

indépendante de f et qui dépend seulement de E et ρ.

On désigne par χE la fonction caractéristique de l'ensemble E et par µ(E) la mesure
de cet ensemble.

Exemple 2.3. Un exemple simple de norme de fonction de Banach est la norme
de Lebesgue associée à l'espace Lp(Ω) pour 1 6 p 6 +∞. Nous verrons plus tard
dans le chapitre suivant une liste d'exemples de norme de fonction de Banach (voir
Exemple 3.11).

Dé�nition 2.4. (Voir [8, page 3]) Soit ρ une norme de fonction, on dé�nit l'espace
de fonction de Banach par

X = L(Ω, ρ) =
{
f ∈ L0(Ω, µ) : ρ(|f |) < +∞

}
,

et on munit X de la norme ‖f‖X = ρ(|f |).

L'espace de fonction de Banach X muni de la dernière norme véri�e plusieurs
propriétés, dans ce qui suit, on cite parmi ces propriétés celles qu'on va utiliser par
la suite, pour plus de détails voir [8].

Proposition 2.5. (Voir [8, page 4]) Soit (fn) une suite des fonctions dans l'espace
X.

(i) Si 0 6 fn ↗ f µ-p.p. alors,

ou bien f 6∈ X et ‖fn‖X ↗ +∞,

ou bien f ∈ X et ‖fn‖X ↗ ‖f‖X .
(ii) [Lemme de Fatou] :

Si fn → f µ-p.p. et lim inf
n→+∞

‖fn‖X < +∞, alors f ∈ X et

‖f‖X 6 lim inf
n→+∞

‖fn‖X .
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2.1 Espaces de fonction de Banach

(iii) (X, ‖ · ‖X) est un espace complet.

(iv) Si fn → f dans X, alors fn → f converge en mesure sur tout ensemble de
mesure �nie. En particulier, il existe une sous-suite de (fn) telle que

fn(x)→ f(x) µ-p.p.

On termine ce paragraphe par la propriété topologique suivante :

Théorème 2.6. (Voir [8, page 7]) Soient X et Y deux espaces de fonction de
Banach. Si X ⊂ Y , alors il existe une constante c > 0 telle que ‖f‖Y 6 c‖f‖X
c'est-à-dire

X Y (injection continue).

2.1.2 Espace associé d'un espace de fonction de Banach

Dans ce paragraphe, on dé�nit la norme associée ρ′ à une norme de fonction
de Banach ρ. Ensuite, on introduit l'espace associé dé�ni à partir de cette norme
associée. Dans la section suivante et sous certaines hypothèses sur ρ, nous verrons
que cet espace associé L(Ω, ρ′) n'est autre que l'espace dual L(Ω, ρ)∗.

Dé�nition 2.7. (Voir [8, page 8]) Soit ρ une norme de fonction, on dé�nit sa norme
associée ρ′ sur L0

+(Ω, µ) par

ρ′(g) = sup

{∫
Ω

fg dµ : f ∈ L0
+(Ω, µ) et ρ(f) 6 1

}
, pour g ∈ L0

+(Ω, µ).

On a alors,

Théorème 2.8. (Voir [8, page 8]) Soit ρ une norme de fonction, alors sa norme
associée ρ′ dé�nie ci-dessus est aussi une norme de fonction.

Dé�nition 2.9. L'espace de fonction de Banach dé�ni par

X ′ = L(Ω, ρ′) =
{
g ∈ L0(Ω, µ) : ρ′(|g|) < +∞

}
,

est dit espace associé à X ; X ′ est muni de la norme

‖g‖X′ = sup

{∫
Ω

|fg| dµ : f ∈ X et ‖f‖X 6 1

}
, pour g ∈ X ′.

On déduit immédiatement de cette dé�nition le théorème suivant :

Théorème 2.10. (Inégalité de Hölder, voir [8, page 9]) Soit X un espace de fonction
de Banach et X ′ son espace associé, si f ∈ X et g ∈ X ′, alors fg est intégrable et
on a ∫

Ω

|fg| dµ 6 ‖f‖X‖g‖X′ .

Remarque 2.11. Soient p, q tels que 1 < p < +∞ et
1

p
+

1

q
= 1, alors l'espace

associé à l'espace de Lebesgue Lp(Ω) est Lq(Ω).
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Chapitre 2 : Quelques rappels de certains résultats classiques

2.1.3 Dualité et Ré�exivité

Pour pouvoir trouver une certaine relation entre l'espace X ′ et l'espace dual de
X noté X∗, on a besoin d'introduire la dé�nition d'une norme absolument continue.

Dé�nition 2.12. (Voir [8, page 14]) On dit qu'un espace de fonction de Banach X
possède une norme absolument continue, si pour tout f ∈ X, on a

‖fχEn‖X → 0, pour toute suite (En) ⊂ Ω avec En+1 ⊂ En et µ(En)→ 0.

On termine ce paragraphe par un théorème qui assure la ré�exivité d'un espace
de fonction de Banach.

Théorème 2.13. (Voir [8, page 23]) L'espace X est ré�exif si et seulement si X
ainsi que son espace associé X ′ ont tous les deux des normes absolument continues.

Exemple 2.14. L'espace X = Lp(Ω) pour 1 < p < +∞ et l'espace X
′

= Lp
′
(Ω)

où
1

p
+

1

p′
= 1 possèdent des normes absolument continues (on a le théorème de la

convergence dominée).

2.2 Espaces d'Orlicz

Dans cette section, on présente une généralisation des espaces de Lebesgue dans
lesquels la fonction convexe t 7→ |t|p joue un rôle important, on va la remplacer
par une autre fonction convexe plus générale Φ dite �N -fonction� et les espaces
ainsi obtenus sont les espaces d'Orlicz LΦ (Ω, µ) ou tout simplement LΦ (Ω) (voir [2,
Chapitre 8], [38], [46], [65] et [86]).

Dé�nition 2.15. Une fonction f : R −→ R est dite convexe si pour tout
0 6 α 6 1, on a

f (α t+ (1− α)s) 6 α f(t) + (1− α) f(s), ∀ t, s ∈ R.

Dé�nition 2.16. (Voir [2], [65, page 33]) Soit ϕ : R −→ R une fonction ayant les
propriétés suivantes :

(a) ϕ(0) = 0, ϕ(t) > 0 si t > 0 et lim
t→+∞

ϕ(t) = +∞.

(b) ϕ(·) est croissante sur [0; +∞[ c'est-à-dire 0 6 s < t⇒ ϕ(s) 6 ϕ(t).

(c) ϕ(·) est continue à droite sur [0; +∞[.

Alors, la fonction dé�nie de R dans R+ par :

Φ(t) =

∫ |t|
0

ϕ(s) ds,

est dite N -fonction (voir la �gure 2.1).
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2.2 Espaces d'Orlicz

Figure 2.1 � Le graphe de σ = a(τ) et celui de la N -fonction s = A(t).

2.2.1 Les propriétés d'une N -fonction
Sous les hypothèses de la Dé�nition 2.16, une N -fonction véri�e toutes les pro-

priétés de la proposition suivante :

Proposition 2.17. (Voir [46, page 7]) Si ϕ véri�e (a), (b) et (c) de la Dé�nition
2.16 et Φ la N -fonction correspondante, alors :

(i) Φ(·) est une fonction positive, paire, continue et Φ(0) = 0.

(ii) Φ(·) est strictement croissante sur ]0; +∞[.

(iii) Φ(·) est convexe.

(iv) lim
t→0

Φ(t)

t
= 0 et lim

t→+∞

Φ(t)

t
= +∞.

(v)
Φ(t)

t
est une fonction strictement croissante sur ]0; +∞[.

Dans la proposition suivante, on introduit une caractérisation de la N -fonction :

Proposition 2.18. (Voir [46, page 9]) Soit Φ(·) une fonction continue convexe,
alors

Φ(·) est une N -fonction ⇐⇒ Φ(·) est paire et véri�e la propriété (iv) .

17



Chapitre 2 : Quelques rappels de certains résultats classiques

Dé�nition 2.19. (Voir [2]) Soit Φ une N -fonction, on dé�nit la N -fonction Φ
complémentaire de Φ par

Φ(t) = max
s>0

(
ts− Φ(s)

)
.

Cette N -fonction Φ joue un rôle important dans la dé�nition de l'espace dual de
l'espace d'Orlicz.

Dé�nition 2.20. (Voir [86]) Soit Φ une N -fonction, on introduit une notion qui
caractérise la rapidité de la croissance de Φ : On dit que Φ véri�e la condition (42)
globalement s'il existe une constante positive c > 0 telle que pour tout t > 0, on a

Φ(2t) 6 c Φ(t). (2.1)

De même, on dit que Φ véri�e la condition (42) au voisinage de l'in�ni s'il existe
t0 > 0 telle que pour tout t > t0, la relation (2.1) est véri�ée.

Remarque 2.21. (Voir [86, page 26]) Cette dé�nition joue un rôle important dans
la construction de l'espace d'Orlicz. De plus, si Φ véri�e la condition (42), alors il
existe une constante positive c > 0, t0 > 0 et α > 1 tels que

Φ(t) 6 c|t|α, ∀t > t0.

Exemple 2.22. (Voir [86]) On donne certains exemples de N -fonctions :

~ Φ1(t) = (1 + |t|) log(1 + |t|)− |t| et Φ2(t) = |t|p, p > 1 sont deux N -fonctions qui
véri�ent la condition (42).

Par contre,

~ Ψ1(t) = exp(|t|) − |t| − 1 et Ψ2(t) = exp(|t|p) − 1, p > 1 sont deux N -fonctions
qui ne véri�ent pas la condition (42).

On note que Ψ1(t) = Φ1(t) c'est-à-dire la N -fonction Φ complémentaire d'une
N -fonction Φ qui véri�e la condition (42) ne véri�e pas nécessairement (42).

Dé�nition 2.23. (Voir [66]) Soit Φ une N -fonction, la fonction donnée par ρΦ :

u 7−→
∫

Ω

Φ(u)dµ est dite modulaire.

Dé�nition 2.24. (Voir [86]) Soit Φ une N -fonction, on dé�nit la classe d'Orlicz
généralisée par

KΦ(Ω, µ) =

{
u : Ω −→ R µ-mesurable et

∫
Ω

Φ
(
|u(x)|

)
dµ < +∞

}
.

Dans ce qui suit et pour simpli�er la manipulation dans l'espace d'Orlicz, on va
imposer quelques hypothèses sur la mesure µ. Pour plus de détails voir [86, Chapitre
3].
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2.2 Espaces d'Orlicz

Dé�nition-Hypothèse 2.25. (Voir [86, page 46]) On suppose désormais que la
mesure µ satisfait la propriété de �sous ensemble �ni� c'est-à-dire si E est un en-
semble µ-mesurable et si µ(E) > 0, alors il existe un ensemble F µ-mesurable tel
que F ⊂ E et 0 < µ(F ) < +∞. Cette propriété empêche d'avoir une mesure comme

µ(A) =

{
0 si A = ∅,
+∞ si A 6= ∅.

Dé�nition 2.26. (Voir [86, page 46]) On dit qu'un ensemble A est un atome de µ
(µ-atome) si µ(A) > 0 et si pour tout ensemble B µ-mesurable tel que B ⊂ A on a
ou bien µ(B) = 0 ou bien µ(A−B) = 0.

Dé�nition 2.27. (Voir [86, page 46]) Un ensemble D µ-mesurable est dit di�us par
rapport à µ (en anglais : D is di�use for µ) s'il ne contient aucun µ-atome, ce qui
implique que pour 0 6 λ 6 µ(D), on peut trouver un ensemble µ-mesurable E tel
que E ⊂ D et µ(E) = λ.

En général l'espace KΦ(Ω, µ) n'est pas un espace vectoriel, mais le lemme suivant
donne une condition nécessaire et su�sante pour l'être.

Lemme 2.28. (Voir [86, page 46]) Supposons qu'il existe un ensemble de mesure
positive et di�us par rapport à la mesure µ. Alors, KΦ(Ω, µ) est un espace vectoriel
si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite

(40
2) Φ véri�e la condition (42) globalement,
ou

(4∞2 ) Φ véri�e la condition (42) au voisinage de l'in�ni et µ(Ω) < +∞.

Pour simpli�er, on dit qu'une N -fonction Φ véri�e la condition (42) si elle véri�e
(40

2) ou (4∞2 ).

Remarque 2.29. (Voir [86, page 47]) L'hypothèse �il existe un ensemble de mesure
positive et di�us par rapport à la mesure µ� est utilisée pour démontrer le sens direct
du Lemme 2.28.

Dé�nition 2.30. (Voir [86, page 49]) Soit Φ une N -fonction, on dé�nit l'espace
d'Orlicz généralisé par

LΦ(Ω, µ) =

{
u : Ω −→ R : µ-mesurable et ∃λ > 0,

∫
Ω

Φ (λ|u(x)|) dµ < +∞
}
.

L'espace LΦ(Ω, µ) est un espace de Banach muni de la norme de Luxemburg
(norme de fonction de Banach) suivante (voir [86, page 68]) :

ρ(u) = ‖u‖Φ = inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

Φ

(
|u(x)|
λ

)
dµ 6 1

}
. (2.2)

Par conséquent,
LΦ(Ω, µ) = L(Ω, ρ).
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Chapitre 2 : Quelques rappels de certains résultats classiques

Proposition 2.31. (Voir [86]) Soit u ∈ LΦ(Ω, µ) telle que u 6= 0, alors on a :∫
Ω

Φ

(
u(x)

‖u‖Φ

)
dµ 6 1.

La norme associée à ρ (voir Dé�nition 2.7) est une norme équivalente à la norme
suivante (grâce à la Proposition 2.32, voir aussi [86, page 61]) :

inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

Φ

(
|u(x)|
λ

)
dµ 6 1

}
, (2.3)

où Φ est la N -fonction complémentaire de Φ donnée par la Dé�nition 2.19.

L'espace d'Orlicz qui correspond à Φ est

LΦ(Ω, µ) = L(Ω, ρ′).

L'inégalité de Hölder généralisée s'écrit :

Proposition 2.32. (Voir [2]) Soit Φ et Φ deux N -fonctions complémentaires (ou
conjuguées), alors ∣∣∣∣∫

Ω

u(x)v(x) dµ

∣∣∣∣ 6 2‖u‖Φ‖v‖Φ. (2.4)

Proposition 2.33. (Voir [2], [86, page 77]) Si Φ véri�e la condition (42) (c'est-
à-dire si l'une des conditions (40

2) ou (4∞2 ) du Lemme 2.28 est véri�ée), alors la
classe d'Orlicz et l'espace d'Orlicz généralisés coïncident c'est-à-dire

KΦ(Ω, µ) = LΦ(Ω, µ).

Par suite, si Φ véri�e la condition (42), on peut prendre la dé�nition deKΦ(Ω, µ)
comme une dé�nition de l'espace d'Orlicz. Ce qui simpli�e la manipulation de cet
espace.

Proposition 2.34. (Voir [86, page 83]) Soient Φ une N -fonction qui véri�e la
condition (42) et (un)n une suite dans LΦ(Ω, µ). Alors, la convergence modulaire et
la convergence forte vers un élément u ∈ LΦ(Ω, µ) sont équivalentes c'est-à-dire :

lim
n→+∞

∫
Ω

Φ(un − u)dµ = 0⇐⇒ lim
n→+∞

‖un − u‖Φ = 0.

Pour pouvoir comparer deux espaces d'Orlicz, on introduit la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.35. (Voir [2]) Soient Φ1 et Φ2 deux N -fonctions. On dit que Φ2 do-
mine Φ1 globalement (au voisinage de l'in�ni) s'il existe une constante positive c > 0
telle que

Φ1(t) 6 Φ2(c t), ∀ t > 0 ( ∀ t > t0).
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2.3 Sous-di�érentielle

Proposition 2.36. (Voir [65], [86, page 155]) Soient Φ1 et Φ2 deux N -fonctions.
Si Φ2 domine Φ1, alors on a l'injection continue suivante

LΦ2(Ω, µ) LΦ1(Ω, µ).

Dé�nition-Hypothèse 2.37. (Voir [65, page 36]) Une mesure µ est dite séparable
s'il existe une suite d'ensembles mesurables En tels que

(i) µ(En) < +∞, pour tout n ∈ N.
(ii) Pour tout ensemble µ-mesurable A tel que µ(A) < +∞ et pour tout ε > 0, il

existe n ∈ N tel que µ(A M En) < ε. (où M désigne la di�érence symétrique
c'est-à-dire C M D = (C ∪D)− (C ∩D) )

Théorème 2.38. (Voir [65, page 36], [46, page 85], [86, page 91] ) Soit Φ une
N -fonction et µ une mesure séparable, alors

Φ véri�e la condition (42) =⇒ LΦ(Ω, µ) est séparable.

En utilisant la condition (40
2) ou (4∞2 ), on termine cette Section en donnant

une relation entre l'espace d'Orlicz associé et le dual de l'espace d'Orlicz.

Théorème 2.39. (Voir [2], [86, page 112]) Soit Φ et Φ deux N -fonctions complé-
mentaires, alors

LΦ(Ω, µ) est ré�exif ⇐⇒ Φ et Φ véri�ent la condition (42).

Par conséquent, on a le résultat suivant :

Corollaire 2.40. Si Φ et Φ véri�ent la condition (42), alors l'espace d'Orlicz as-
socié à LΦ(Ω) et son dual coïncident et on a(

LΦ(Ω, µ)
)′

= L(Ω, ρ)′ = L (Ω, ρ′) = LΦ(Ω, µ).

Théorème 2.41. (Voir [46, page 88]) Soit Φ une N -fonction, alors

LΦ(Ω, µ) a une norme absolument continue ⇐⇒ Φ véri�e la condition (42).

2.3 Sous-di�érentielle

Dans le premier paragraphe, on donne la dé�nition de la sous-di�érentielle pour
le cas des fonctions convexes (voir [25]). Ensuite, dans le second, on la donne pour des
fonctions localement Lipschitziennes (voir [18], [64] et [35]). Ce dernier cas englobe
le premier comme le montre le Théorème 2.43.
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Chapitre 2 : Quelques rappels de certains résultats classiques

2.3.1 Cas des fonctions convexes

Soient X un espace de Banach et ϕ : X → R = R∪{+∞} une fonction à valeurs
réelles. On dé�nit le domaine e�ectif de ϕ par

dom ϕ =
{
x ∈ X : ϕ(x) < +∞

}
.

Pour éliminer le cas trivial lorsque ϕ ≡ +∞, on dit qu'une fonction est propre si
son domaine e�ectif est non vide. On commence par donner quelques résultats sur
les fonctions convexes, pour les démonstrations et les détails voir [35].

Lemme 2.42. (Voir [35, page 34]) Si ϕ : X → R est une fonction convexe et
continue en un certain point x0 ∈ dom ϕ, alors il existe r > 0 telle que ϕ soit
Lipschitzienne sur la boule B(x0, r).

D'après le Lemme 2.42, on donne le Théorème 2.43 qui est à l'origine de la théorie
de Clarke que l'on va détailler dans les sections 2.3.3 et 2.3.4 (voir [18] et [35]).

Théorème 2.43. (Voir [35, page 35]) Si ϕ : X → R est une fonction convexe,
propre et semi-continue inférieurement, alors ϕ est localement Lipschitzienne (voir
Dé�nition 2.53) sur i̊nt {dom ϕ}.
i̊nt {·} d'un ensemble désigne son intérieur.

Pour la suite de cette section, on introduit la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.44. (Voir [35]) Soient X, Y deux espaces de Banach et f : X → P (Y )
une multi-fonction (c'est-à-dire c'est une fonction qui donne aux éléments de X,
comme image, des éléments dans l'ensemble des parties de Y , noté P (Y )).
On dit que la multi-fonction f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) en un point
x0 ∈ X si pour tout ouvert V ⊂ Y tel que f(x0) ∩ V 6= ∅, il existe un voisinage U
de x0 tel que f(x) ∩ V 6= ∅, pour tout x ∈ U .
Si f est semi-continue inférieurement en tout point x ∈ X, on dit que f est semi-
continue inférieurement.

Le théorème suivant est un outil majeur de ce qu'on appelle �méthode directe de
calcul des variations�.

Théorème 2.45. (Voir [35, page 37]) Soient X un espace de Banach ré�exif et
ϕ : X → R une fonction propre, convexe, semi-continue inférieurement (ou propre,
faiblement semi-continue inférieurement (voir Proposition A.2 et [10])) et coercive
c'est-à-dire

lim
‖x‖X→+∞

ϕ(x) = +∞,

alors il existe un minimum global x0 ∈ X de ϕ tel que

ϕ(x0) = inf
x∈X

ϕ(x).
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2.3 Sous-di�érentielle

D'après ce dernier théorème, on déduit que l'ensemble des fonctions propres,
convexes et semi-continues inférieurement a une propriété importante dans l'analyse
convexe. On notera dans la suite Γ0(X) l'ensemble de ces fonctions.

Dé�nition 2.46. (Voir [25], [35, page 38]) Soit X un espace de Banach et ϕ :
X → R ∪ {±∞}, on appelle ϕ : X∗ → R ∪ {±∞} la fonction conjuguée de ϕ ou la
transformation de Legendre de ϕ, la fonction dé�nie par

ϕ(x∗) = sup
{
〈x∗, x〉 − ϕ(x) : x ∈ dom ϕ

}
.

〈·, ·〉 est le crochet de dualité entre X∗ et X.

Remarque 2.47. D'après cette dé�nition, on a pour tous x ∈ X et x∗ ∈ X∗,

〈x∗, x〉 6 ϕ(x) + ϕ(x∗). (2.5)

Cette inégalité est dite inégalité de Young-Fenchel. Sous certaines hypothèses, l'éga-
lité aura lieu (voir Proposition 2.50).

2.3.2 Sous-di�érentielle des fonctions convexes

Après avoir énoncé les éléments de base des fonctions convexes et leurs propriétés,
on va dé�nir la sous-di�érentielle de ces fonctions qui généralise la notion du gradient
des fonctions régulières.

Dé�nition 2.48. (Voir [25], [35, page 42]) Soit ϕ : X → R une fonction propre,
convexe. La sous-di�érentielle de ϕ en un point x est l'ensemble dé�ni par

∂ϕ(x) =
{
x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, y − x〉 6 ϕ(y)− ϕ(x), ∀y ∈ dom ϕ

}
.

Ceci dé�nit une fonction multivoque ∂ϕ : X → 2X
∗
, où 2X

∗
désigne l'ensemble des

parties de X∗.
Tout élément x∗ de ∂ϕ(x) est dit sous-gradient de ϕ au point x. On appelle domaine
de ∂ϕ, l'ensemble donné par

Dom ∂ϕ =
{
x ∈ X : ∂ϕ(x) 6= ∅

}
.

On dit ϕ est sous-di�érentiable en x ∈ X, si x ∈ Dom ∂ϕ.

Dans la proposition suivante, on donne une condition sur la fonction ϕ pour que
l'ensemble Dom ∂ϕ ne soit pas vide. En d'autres termes, on donne une hypothèse
de sorte que ϕ soit sous-di�érentiable en un certain point u0 ∈ X.

Proposition 2.49. (Voir [35, page 43], [25]) Soit ϕ : X → R une fonction convexe,
continue en un point u0 ∈ X, alors u0 ∈ Dom ∂ϕ et ∂ϕ(u0) est un ensemble borné,
faiblement* -compact de X∗.
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Proposition 2.50. (Voir [21, � 23], [35, page 42]) Soit ϕ : X → R une fonction
propre, convexe. Alors, on a égalité dans (2.5).

x∗ ∈ ∂ϕ(x)⇐⇒ ϕ(x) + ϕ(x∗) = 〈x∗, x〉 .

Si en plus, on a ϕ ∈ Γ0(X) c'est-à-dire ϕ est s.c.i. , alors

x∗ ∈ ∂ϕ(x)⇐⇒ x ∈ ∂ϕ(x∗).

Proposition 2.51. (Voir [25], [35, page 47]) Soient X, Y deux espaces de Banach,
Λ : X → Y une fonction linéaire continue, Λ∗ : Y ∗ → X∗ sa transposée et ϕ : Y → R
une fonction convexe et continue. Alors, la sous-di�érentielle de la fonction composée
ϕ ◦ Λ est donnée par :

∂ (ϕ ◦ Λ) (u) = Λ∗
(
∂ϕ(Λu)

)
, ∀u ∈ X.

Avant de passer au cas des fonctions localement Lipschitziennes, on termine ce
paragraphe par dé�nir la dérivée directionnelle d'une fonction.

Dé�nition 2.52. (Voir [35, page 44]) Soit ϕ : X → R une fonction propre, convexe.
On dé�nit la dérivée directionnelle de ϕ en x ∈ dom ϕ dans la direction h ∈ X par

ϕ′(x;h) = lim
λ↘0

ϕ(x+ λh)− ϕ(x)

λ
.

2.3.3 Cas des fonctions localement Lipschitziennes

Dans cette Section, on va passer à des fonctions plus générales qui peuvent être
non-convexes. Pour cela, on donne la dé�nition des fonctions localement Lipschit-
ziennes qui sont à la base de la théorie de la sous-di�érentielle généralisée de Clarke
qui a été introduite par Francis H. Clarke en 1976 dans son article [19] (pour plus
de détails voir [18], [64] et [35]).

Dans la suite, on considère X un espace de Banach.

Dé�nition 2.53. On dit que f : X −→ R est une fonction localement Lipschitzienne
si ∀ v ∈ X, il existe un voisinage U(v) de v et une constante K(v) > 0 tels que

|f(u)− f(w)| 6 K(v) ‖u− w‖X , ∀ u,w ∈ U(v).

Remarque 2.54. On rappelle que si ϕ ∈ Γ0(X), alors ϕ est localement Lipschit-
zienne sur i̊nt {dom ϕ} (voir Théorème 2.43).

Lemme 2.55. (Théorème de Rademacher) Si f : RN −→ Rm est une fonction
localement Lipschitzienne, alors f est Fréchet-di�érentiable presque partout. Pour la
preuve de ce résultat, on peut consulter par exemple [40] et [35].
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2.3 Sous-di�érentielle

La dé�nition suivante donne une généralisation de la dérivée directionnelle d'une
fonction convexe.

Dé�nition 2.56. (Voir [64], [18, page 25]) Pour toute fonction ϕ : X −→ R
localement Lipschitzienne, sa dérivée directionnelle généralisée en u ∈ X dans la
direction v ∈ X est donnée par

ϕ0(u; v) = lim sup
λ↘0, h→0

ϕ(u+ h+ λv)− ϕ(u+ h)

λ
.

Remarque 2.57. On note que cette dé�nition n'impose pas l'existence d'une limite
(car c'est une limite supérieure seulement). De plus, ce qui la di�ère de la dé�nition
traditionnelle de la dérivée directionnelle c'est que le point de base u dans le quotient
varie (en u+ h).

Des propriétés importantes de ϕ0(·; ·), pour la suite, sont données dans le reste
de cette Section où la fonction ϕ : X −→ R est toujours supposée localement
Lipschitzienne (pour les démonstrations voir [18] et [35]).

Proposition 2.58. (Voir [64], [18, page 25]) Soit u ∈ X un élément �xé, alors

(a) v 7→ ϕ0(u; v) est sous-linéaire c'est-à-dire ∀ v1, v2 ∈ X, on a

ϕ0(u; v1 + v2) 6 ϕ0(u; v1) + ϕ0(u; v2).

(b) v 7→ ϕ0(u; v) est positivement homogène c'est-à-dire

ϕ0(u;λv) = λϕ0(u; v), ∀ λ > 0.

(c) v 7→ ϕ0(u; v) est convexe, continue et |ϕ0(u; v)| 6 Ku‖v‖X , où Ku > 0 est la
constante de Lipschitz de ϕ au voisinage de u ∈ X.

(d) v 7→ ϕ0(u; v) est Lipschitzienne et Ku > 0 est sa constante de Lipschitz c'est-
à-dire ∣∣ϕ0(u; v1)− ϕ0(u; v2)

∣∣ 6 Ku ‖v1 − v2‖X .

(e) ϕ0(u;−v) = (−ϕ)0(u; v).

Proposition 2.59. (Voir [18, page 26]) (u, v) 7→ ϕ0(u; v) est une fonction semi-
continue supérieurement (s.c.s.) sur X × X c'est-à-dire si (un) et (vn) sont deux
suites dans X qui convergent respectivement vers u et v, alors

lim sup
n→+∞

ϕ0(un; vn) 6 ϕ0(u; v).
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2.3.4 Sous-di�érentielle de Clarke des fonctions localement
Lipschitziennes

Dé�nition 2.60. (Voir [64], [18, page 27]) Soit ϕ une fonction localement Lipschit-
zienne sur X, la sous-di�érentielle généralisée de Clarke de ϕ (ou tout simplement
la sous-di�érentielle de ϕ) en u ∈ X, est la sous-di�érentielle de la fontion convexe
v 7→ ϕ0(u; v) en 0. Plus précisément, on a

ξ∗ ∈ ∂ϕ(u) ⊂ X∗ ⇐⇒ 〈ξ∗, v〉 6 ϕ0(u; v),∀v ∈ X.

Autrement dit, c'est le sous ensemble de X∗, donné par

∂ϕ(u) =
{
ξ∗ ∈ X∗ : 〈ξ∗, v〉 6 ϕ0(u; v),∀v ∈ X

}
.

Remarque 2.61. On note qu'on a utilisé la même notation �∂ϕ(u)� (voir Dé�-
nition 2.48) de la sous-di�érentielle des fonctions convexes pour dé�nir la sous-
di�érentielle des fonctions localement Lipschitziennes, cela ne causera aucune confu-
sion car si on suppose que ϕ est une fonction convexe, alors les deux Dé�nitions 2.48
et 2.60 sont équivalentes.

Dans ce qui suit, on donne quelques propriétés de la sous-di�érentielle généralisée
de Clarke qu'on va utiliser fréquemment dans les chapitres suivants de cette thèse
(pour les détails voir [18] et [35]).

Proposition 2.62. (Voir [64], [18, page 27]) Soit ϕ une fonction localement Lip-
schitzienne sur X et Ku > 0 est la constante de Lipschitz au voisinage de u, alors

(a) ∂ϕ(u) ⊆ X∗ est un ensemble non vide, convexe et faiblement* -compact. Plus
précisément, la fonction ϕ est sous-di�érentiable en tout point de X.

(b) ∀ξ∗ ∈ ∂ϕ(u), on a ‖ξ∗‖∗ 6 Ku, où ‖ · ‖∗ est la norme dans l'espace X∗ donnée

par ‖ξ∗‖∗ = sup
{
〈ξ∗; v〉 : v ∈ X, ‖v‖X 6 1

}
.

(c) ∀v ∈ X, on a

ϕ0(u; v) = max
{
〈ξ∗; v〉 : ξ∗ ∈ ∂ϕ(u)

}
.

On considère la multi-fonction ∂ϕ : X −→ 2X
∗ \ {∅}, on donnera dans les

propositions qui suivent quelques résultats utiles de cette multi-fonction (pour les
preuves voir [18] et [35]).

Proposition 2.63. (Voir [18], [14, page 105]) u 7→ ∂ϕ(u) est une multi-fonction
s.c.s. dans le sens où ∀u0 ∈ X, ε > 0 et v ∈ X, il existe δ > 0 tel que ∀w∗ ∈ ∂ϕ(u)
où ‖u− u0‖ < δ, il existe w∗0 ∈ ∂ϕ(u0) tel que

| 〈w∗ − w∗0 ; v〉 | < ε.
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Proposition 2.64. (Voir [18, page 29]) u 7→ ∂ϕ(u) est une multi-fonction faible-
ment* -fermée c'est-à-dire si (un) et (ξ∗n) sont deux suites dans X et X∗ respecti-
vement telles que ξ∗n ∈ ∂ϕ(un) et on suppose que un converge vers u dans X et ξ∗n
converge vers ξ∗ dans X∗ muni de la topologie faible*, alors

ξ∗ ∈ ∂ϕ(u).

Proposition 2.65. (Voir [18, page 38], [14]) Soit λ ∈ R.
(a) ∂(λϕ)(u) = λ∂ϕ(u).

(b) Si u est un extremum local (maximum ou minimum) de ϕ, alors 0 ∈ ∂ϕ(u).
Dans ce cas, on dit que u est un point critique de ϕ.

Proposition 2.66. (Voir [18, page 38]) Si ϕi : X −→ R pour i ∈ {1, . . . , N} sont
N fonctions localement Lipschitziennes, alors

∂

(
N∑
i=1

ϕi

)
(u) ⊆

N∑
i=1

∂ϕi(u). (2.6)

Si en particulier, toutes les fonctions ϕi sont convexes continues ou bien plus géné-
ralement si

ϕi
′(u;h)

.
= lim

λ↘0

ϕi(u+ λh)− ϕi(u)

λ
= ϕ0

i (u;h) ∀u, ∀h ∈ X.

Alors, on a, dans ce cas, une égalité dans la relation (2.6).

Dé�nition 2.67. (Voir [18, page 39]) Soit ϕ : X −→ R une fonction localement
Lipschitzienne (non nécessairement convexe). On dit que ϕ est régulière au point
u ∈ X, si ∀h ∈ X, ϕ′(u;h) existe et on a

ϕ′(u;h) = ϕ0(u;h), ∀h ∈ X.

La sous-di�érentielle de la composée de deux fonctions est donnée par la propo-
sition suivante :

Proposition 2.68. (Voir [18, page 45]) Soient X, Y deux espaces de Banach, Λ :
X → Y une fonction continue et Gâteaux-di�érentiable et ψ : Y → R une fonction
localement Lipschitzienne. Alors, on a

(1) ψ ◦ Λ : X → R est localement Lipschitzienne,

(2) la sous-di�érentielle de ψ ◦ Λ est donnée par

∂ (ψ ◦ Λ) (u) ⊆ [Λ′]∗
(
∂ψ(Λu)

)
,

⊆ ∂ψ(Λu) ◦ Λ′(u) =
{
w∗ ◦ Λ′(u) : w∗ ∈ ∂ψ(Λu)

}
,
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où [Λ′]∗ est l'opérateur adjoint de Λ′.
Si

ψ′(Λu;h) = lim
λ↘0

ψ(Λu+ λh)− ψ(Λu)

λ
= ψ0(Λu;h) ∀u, ∀h,

ou bien, en particulier, si la fonction ψ est convexe et continue sur Y , alors on a
une égalité (voir Proposition 2.51).

La sous-di�érentielle de la multiplication de deux fonctions localement Lipschit-
ziennes est telle que :

Proposition 2.69. (Voir [18, page 48]) Si ϕ1, ϕ2 : X → R deux fonctions locale-
ment Lipschitziennes, alors ϕ = ϕ1ϕ2 est localement Lipschitzienne et on a

∂(ϕ1ϕ2)(u) = ϕ1(u)∂ϕ2(u) + ϕ2(u)∂ϕ1(u).

La sous-di�érentielle d'un quotient de deux fonctions localement Lipschitziennes
est comme suit :

Proposition 2.70. (Voir [18, page 48]) Si ϕ1, ϕ2 : X → R deux fonctions locale-

ment Lipschitziennes et ϕ2(u) 6= 0, alors ϕ =
ϕ1

ϕ2

est localement Lipschitzienne au

voisinage de u ∈ X et

∂

(
ϕ1

ϕ2

)
(u) =

ϕ2(u)∂ϕ1(u)− ϕ1(u)∂ϕ2(u)

(ϕ2(u))2 .

Proposition 2.71. (Voir [14, page 107]) Soit ϕ : R → R une fonction mesurable
et localement bornée. On considère la fonction intégrale dé�nie par

Φ(t) =

∫ t

0

ϕ(ξ)dξ.

Alors, on a les propriétés suivantes :

(i) Φ est localement Lipschitzienne.

(ii) La sous-di�érentielle de Φ en tout point t est caractérisée par :

∂Φ(t) ⊂
[
lim inf
σ→t

ϕ(σ); lim sup
σ→t

ϕ(σ)

]
.

(iii) Si, de plus, pour tout t ∈ R, ϕ(t± 0) existe, alors

∂Φ(t) =

[
lim inf
σ→t

ϕ(σ); lim sup
σ→t

ϕ(σ)

]
.

Le théorème des valeurs intermédiaires pour les fonctions localement Lipschit-
ziennes s'énonce de la manière suivante :
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Théorème 2.72. (Voir [18, page 41]) Soient u, v ∈ X et ϕ : X −→ R une fonction
localement Lipschitzienne sur un ouvert U ⊆ X contenant le segment fermé [u; v]
dé�ni par :

[u; v] =
{

(1− t)u+ tv : 0 6 t 6 1
}
.

Alors, il existe w ∈ ]u; v[=
{

(1− t)u+ tv : 0 < t < 1
}
et w∗ ∈ ∂ϕ(w) tel que

ϕ(v)− ϕ(u) = 〈w∗; v − u〉 .

Une relation entre la di�érentielle classique et la sous-di�érentielle de Clarke (par
exemple, lorsque la fonction est continûment di�érentiable) qui montre bien que la
seconde est une généralisation de la première, est donnée par :

Proposition 2.73. (Voir [18, page 33]) Si ϕ ∈ C1(X;R), alors ∂ϕ(u) se réduit à
un singleton et dans ce cas la sous-di�érentielle de ϕ n'est autre que sa di�érentielle
au sens classique, c'est-à-dire on a

∂ϕ(u) =
{
ϕ′(u)

}
.

2.4 Méthodes variationnelles et points critiques

Plusieurs auteurs on été intéressés à l'étude des équations aux dérivées partielles
non linéaires avec des discontinuités dans la non linéarité. Par exemple, pour résoudre
l'équation

−∆u = ϕ(u), (2.7)

où ϕ est une fonction discontinue, alors on a besoin des nouvelles méthodes varia-
tionnelles plus adaptées car les méthodes variationnelles classiques (voir [6], [73], [74]
et [75]) impose à la fonctionnelle d'énergie d'être C1-di�érentiable, ce qui n'est pas
le cas dans l'équation (2.7).

Pour cela, des méthodes variationnelles pour les fonctions non-di�érentiables
ont été développées par K.-C. Chang en 1981 dans son fameux article [14] (voir
aussi [64], [35]). En se basant sur l'article [19] de F.H. Clarke, K.-C. Chang a réussi
à faire une généralisation de la dé�nition des points critiques, la condition de Palais-
Smale, le lemme de déformation et le principe de �min-max� qui sont à la base de
la théorie des méthodes variationnelles.

Le reste de cette section est consacré à donner des dé�nitions et quelques énoncés
de ces généralisations (pour les détails voir [14]).

Soient X un espace de Banach et ϕ : X −→ R une fonction localement Lipschit-
zienne.
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Dé�nition 2.74. (Voir [14], [35, page 128]) On dit que u ∈ X est un point critique
de ϕ si 0 ∈ ∂ϕ(u) et dans ce cas, la valeur c = ϕ(u) est dite valeur critique de ϕ
(voir Proposition 2.65).

Remarque 2.75. Si ϕ est une fonction C1-di�érentiable, la Dé�nition 2.74 se réduit
au cas classique.

Proposition 2.76. (Voir [64], [14], [35, page 128]) La fonction

λϕ : u ∈ X 7−→ λϕ(u) = min
{
‖w∗‖∗ : w∗ ∈ ∂ϕ(u)

}
,

est semi-continue inférieurement c'est-à-dire si (un) est une suite qui converge vers
u dans X, alors

λϕ(u) 6 lim inf
n→+∞

λϕ(un).

En particulier, d'après la Proposition 2.62, il existe w∗u ∈ ∂ϕ(u) tel que

‖w∗u‖∗ = inf
{
‖w∗‖∗ : w∗ ∈ ∂ϕ(u)

}
.

La plupart des fonctions que l'on rencontre dans les problèmes de valeurs propres
(comme dans la suite de la thèse) ne sont ni bornées inférieurement ni bornées
supérieurement. Pour cette raison, on a besoin de dé�nir d'autres types de points
critiques qui ne sont pas des minima ou maxima globaux pour ces fonctions (comme
on a déjà vu dans le Théorème 2.45).

Pour cela, on introduit la condition de compacité suivante :

Dé�nition 2.77. (Voir [14], [35, page 124]) On dit que la fonction ϕ véri�e la
condition de Palais-Smale (généralisée) si

�Pour toute suite (un)n ⊆ X telle que
ϕ(un) −→ c et λϕ(un) −→ 0 dans X∗,

la suite (un) admet une sous-suite convergente�.

L'idée de base de la théorie des points critiques est d'examiner les variations de

la structure topologique des ensembles de niveau
(
c'est-à-dire

{
u ∈ X : ϕ(u) S c

})
pour une certaine fonction ϕ. La technique utilisée est de déformer ces ensembles de
niveau en utilisant le champ de vecteurs d'un �pseudo-gradient� (voir [14] et pour
le cas classique lorsque ϕ est C1-di�érentiable voir [44]). Par exemple, la �gure 2.2
montre au voisinage du point-selle, le passage d'un ensemble de niveau connexe à
un autre qui admet deux composantes connexes.

Dans ce chapitre, on ne va pas s'intéresser aux détails de cette théorie, on énonce
seulement quelques résultats dans les théorèmes suivants.

Soient X un espace de Banach, ré�exif et f : X −→ R une fonction localement
Lipschitzienne.
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Figure 2.2 � Changement de la structure topologique des ensembles de niveau.

Théorème 2.78. (Rabinowitz, voir [14], [35, page 142]) Soit X = X1 ⊕X2, où X1

est un espace de dimension �nie. Si f véri�e la condition de Palais-Smale, s'il existe
C1 < C2 deux constantes et un voisinage U de l'origine dans X1 tels que

f > C2 sur X2 ,

f 6 C1 sur ∂U,

alors f admet un point critique.

On donne ensuite l'énoncé du célèbre théorème de �Mountain Pass� dû à A.
Ambrosetti & P.H. Rabinowitz (pour la preuve voir [43] et [90]).

Théorème 2.79. (Ambrosetti & Rabinowitz, voir [14], [35, page 140]) Supposons
qu'il existe u1 ∈ X et une constante δ > 0 telles que

‖u1‖X > δ et

max
{
f(0); f(u1)

}
< α 6 inf

‖u‖X=δ
f(u).

On considère
β = min

p∈Γ
max
t∈[0,1]

f
(
p(t)

)
> α,

où Γ désigne l'ensemble des chemins continus reliant l'origine à u1 dans X (voir la
�gure 2.3) c'est-à-dire

Γ =
{
p ∈ C ([0, 1];X) : p(0) = 0, p(1) = u1

}
.
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Figure 2.3 � Géométrie de �Mountain Pass�.

Figure 2.4 � Exemples de points de �Mountain Pass�.

Alors, sous ces hypothèses, on dit que f véri�e la géométrie de �Mountain Pass�.
Ensuite, d'après S.Z. Shi dans [90], on déduit qu'il existe une suite (un)n ⊂ X telle
que (Principe variationnel d'Ekeland) f(un) −−−−→

n→+∞
β,

λf (un) = inf
{
‖w∗n‖X∗ : w∗n ∈ ∂f(un)

}
−−−−→
n→+∞

0.
(2.8)

De plus, si f véri�e la condition de Palais-Smale, alors β est une valeur critique de
f c'est-à-dire il existe u ∈ X tel que f(u) = β et 0 ∈ ∂f(u) (voir les �gures 2.3 et
2.4).
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Théorème 2.80. (Voir [14], [35, page 144]) Supposons que f véri�e la condition
de Palais-Smale et elle est bornée inférieurement, alors c = inf

X
f(u) est une valeur

critique de la fonction f .

2.5 Théorème de compacité

Au béné�ce de la convergence presque partout du gradient (voir [79], [82], [83]
et [80]) obtenue par J.-M. Rakotoson et le lemme de Brezis-Lieb (voir [11]), on
énonce un théorème de compacité dû à A. El Hamidi et J.-M. Rakotoson qui sert à
démontrer la convergence forte du gradient (voir [26] et [29]).

En utilisant ce nouveau principe de concentration et de compacité, les auteurs
dans [27], ont montré que la constante de Sobolev optimale est atteinte (voir aussi
[52], [51]).

Soient Ω un ouvert arbitraire de RN et ω ⊂⊂ Ω un ouvert relativement compact
de Ω c'est-à-dire ω ⊂ Ω, où ω désigne la fermeture de ω.
Soient 1 < pi < +∞, pour i = 1, . . . , N , on dé�nit

p− = min
{
p1, . . . , pN

}
,

L
−→p
loc(Ω) =

N∏
i=1

Lpiloc(Ω),−→p = (p1, . . . , pN),

W 1,−→p
loc (Ω) =

{
v ∈

N⋃
i=1

Lpiloc(Ω) : ∇v ∈ L
−→p
loc(Ω)

}
.

Soient 1 < q < +∞ et q′ =
q

q − 1
son conjugué.

On dé�nit la fonction de troncature, Lipschitzienne suivante. Pour ε > 0, σ ∈ R,

Sε(σ) =

{
σ si |σ| 6 ε
ε sign(σ) sinon.

On note σk = Sk(σ), pour tout k > 1.

On considère une fonction (non linéaire) â : Ω × R × RN −→ RN qui véri�e les
conditions de Leray-Lions suivantes :

(L1) â(x, ·, ·) est une fonction continue pour presque tout x ∈ Ω et pour tout
(σ, ξ) ∈ R × RN . La fonction â(·, σ, ξ) est mesurable (On dit que â est une
fonction de Carathéodory).

(L2) (i) â transforme les ensembles bornés de W 1,−→p
loc (Ω) en des ensembles bornés

dans
N∏
i=1

L
p′i
loc(Ω),
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(ii) pour presque tout x ∈ Ω et pour tout (σ, ξ) ∈ R× RN , on a

â(x, σ, ξ) · ξ > 0,

(iii) pour presque tout x ∈ Ω et pour tout v ∈ W 1,−→p
loc (Ω), la fonction suivante

est continue pour tout ω ⊂⊂ Ω,

â(x, ·,∇v) :
(
W 1,−→p (ω),Topologie faible

)
−→

(
N∏
i=1

Lp
′
i(ω),Topologie forte

)
u −→ â(x, u,∇v).

(L3) Pour presque tout x ∈ Ω et pour tout (σ, ξi) ∈ R× RN , i = 1, 2, on a[
â(x, σ, ξ1)− â(x, σ, ξ2)

][
ξ1 − ξ2

]
> 0, si ξ1 6= ξ2.

(L4) Si pour un certain x ∈ Ω, il existe une suite (σn, ξ1n) ∈ R× RN , ξ2 ∈ RN tels

que
[
â(x, σn, ξ1n)− â(x, σn, ξ2)

][
ξ1n− ξ2

]
et σn sont bornés lorsque n→ +∞,

alors |ξ1n| reste dans un ensemble borné de R lorsque n→ +∞.

On énonce un théorème concernant la convergence p.p. du gradient (pour la dé-
monstration voir [26]).

Théorème 2.81. (Voir [26]) Soit (un) une suite bornée de W 1,−→p
loc (Ω). Alors,

(i) il existe une sous-suite notée (un) et une fonction u ∈ W 1,−→p
loc (Ω) telles que

un(x)→ u(x) p.p. x ∈ Ω, lorsque n→ +∞,

(ii) si on suppose de plus que les conditions (L1)-(L4) sont véri�ées et ∀ϕ ∈
C∞c (Ω), ∀k > k0 > 0, on a

lim sup
n→+∞

∫
Ω

â
(
x, un(x),∇un(x)

)
· ∇
(
ϕSε(un − uk)

)
6 o(1), lorsque ε→ 0,

alors il existe une sous-suite aussi notée (un) telle que

∇un(x)→ ∇u(x) p.p. x ∈ Ω.

>−>−>−>−>−>−>
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Chapitre 3

Opérateur ρ>-multivoque de

Leray-Lions

Dans ce chapitre, nous allons construire l'espace de fonction de Banach-Sobolev
sur lequel nous dé�nirons l'opérateur ρ>-multivoque de Leray-Lions introduit par
J.M. Rakotoson dans [85]. Nous nous intéresserons ensuite aux espaces d'Orlicz-
Sobolev a�n de construire un opérateur ρ>-multivoque de Leray-Lions �fortement
monotone� (voir [16]). Nous donnerons également une méthode variationnelle (voir
Théorème 3.7) qui étudiera l'existence de solutions pour de tels opérateurs.

3.1 Existence de points critiques

Soient (X, ‖ · ‖X) et (V, ‖ · ‖V ) deux espaces de Banach ré�exifs.

Dé�nition 3.1. (Voir [12]) Un opérateur multivoque A : X → 2X
∗
est dit monotone

si ∀u1, u2 ∈ X, ∀w1 ∈ Au1 et ∀w2 ∈ Au2, on a

〈w1 − w2 ;u1 − u2〉 > 0.

Remarque 3.2. Soit F une fonction convexe, continue de X → R. Alors, l'opéra-
teur A dé�ni par u ∈ X 7→ Au = ∂F (u) est monotone.

Preuve:
D'après la Proposition 2.49, on a ∀u ∈ X, ∂F (u) 6= ∅.
Soient u1, u2 ∈ X et w1 ∈ ∂F (u1), w2 ∈ ∂F (u2), alors d'après la dé�nition de la
sous-di�érentielle de F , on a

F (u2)− F (u1) > 〈w1;u2 − u1〉 ,

et
F (u1)− F (u2) > 〈w2;u1 − u2〉 .

En additionnant ces deux relations, on déduit que A est monotone. �
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Dé�nition 3.3. (Voir [85], [16]) Soit A : X → 2X
∗
un opérateur multivoque mono-

tone. A est dit fortement monotone si

�Pour toute suite (un)n dans X qui converge faiblement vers u et qui véri�e
lim

n→+∞
〈wn − w ;un − u〉 = 0, pour un certain wn ∈ Aun et un certain w ∈ Au,

on a alors un converge vers u fortement dans X. �

Remarque 3.4. • La Dé�nition 3.1 est déjà connue (voir [12]), tandis que la se-
conde est récemment introduite par J.-M. Rakotoson (voir [85]).

• Cette nouvelle dé�nition de la �forte monotonie� généralise la plupart des dé�ni-
tions déjà existantes dans la littérature, car on n'impose pas une minoration
par la norme de l'espace comme par exemple dans la Dé�nition 1.4.3 de l'opé-
rateur fortement monotone (strongly monotone) dans [35].

• Pour traiter le cas univoque, plusieurs notions sur les opérateurs ont été introduites
par di�érents auteurs pour résoudre les problèmes variationnels comme les
opérateurs pseudo-monotones, de type (S)+, . . .

• Si A est fortement monotone et B est monotone, alors A+ B est fortement mo-
notone.

On montre, dans le Lemme 3.5, que sous certaines hypothèses de croissance sur
les fonctions J et j, la fonctionnelle Φ dé�nie par Φ = J − j véri�e la condition de
Palais-Smale.

Lemme 3.5. (Voir [85]) Soient J : V → R et j : X → R deux fonctions localement
Lipschitziennes. Supposons que

(H0) V X est une injection compacte.

(H1)
A : V −→ 2V

∗

u −→ ∂J(u)
est fortement monotone.

(H2) On a les conditions de croissance suivantes :

(1) ∃ β > 0, ∃ c0 > 0 :

βj(u) 6 inf
v∗∈∂j(u)

〈v∗;u〉+ c0β, ∀u ∈ X.

(2) Il existe deux constantes c1 > 0, c2 > 0 :

1

β
sup

w∗∈∂J(u)

〈w∗;u〉 − c2 + c1‖u‖V 6 J(u), ∀u ∈ V,

où J0(u;u) = sup
w∗∈∂J(u)

〈w∗;u〉 et −j0(u;−u) = inf
v∗∈∂j(u)

〈v∗;u〉 .

Alors, la fonction Φ dé�nie par

Φ(u) = J(u)− j(u), u ∈ V

véri�e la condition de Palais-Smale.
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Remarque 3.6. La première hypothèse dans (H2) est une généralisation de la
condition d'Ambrosetti et Rabinowitz introduite dans [76, page 9] pour les fonctions
C1-di�érentiables.

Preuve:
On reprend la preuve de [85] :
Soit (un)n une suite dans V telle que

|Φ(un)| est bornée,
et

‖u∗n‖V ∗ = inf
{
‖`n‖V ∗ : `n ∈ ∂Φ(un)

}
−−−−→
n→+∞

0.
(3.1)

On a alors,
u∗n = w∗n − v∗n où w∗n ∈ ∂J(un) et v∗n ∈ ∂j(un).

On commence par démontrer que la suite (un) est bornée dans V . En e�et, on a
(Dans tout ce qui suit, c et ci sont des constantes positives) :

J(un)− j(un) 6 c, (3.2)

et
〈w∗n;un〉 − 〈v∗n;un〉 = 〈u∗n;un〉 . (3.3)

On mutiplie l'égalité (3.3) par
−1

β
et on l'ajoute à (3.2), on obtient

J(un)− 1

β
〈w∗n;un〉 − j(un) +

1

β
〈v∗n;un〉 6 c− 1

β
〈u∗n;un〉 . (3.4)

D'après l'hypothèse de croissance (H2), on a

J(un)− 1

β
〈w∗n;un〉 > c1‖un‖V − c2, (3.5)

et

−j(un) +
1

β
〈v∗n;un〉 > −c0. (3.6)

Les relations (3.4), (3.5) et (3.6) impliquent

‖un‖V 6 c3| 〈u∗n;un〉 |+ c3 6 c3‖u∗n‖V ∗‖un‖V + c3. (3.7)

D'où
‖un‖V 6 c4, car ‖u∗n‖V ∗ → 0. (3.8)

Par suite, il existe u ∈ V et une sous-suite aussi notée (un) tels que

(i) un ⇀ u faiblement dans V ,

(ii) un → u fortement dans X, d'après l'hypothèse (H0).
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Donc d'après la convergence forte dans X, on a ‖un‖X 6 c5 et d'après (c) de la
Proposition 2.58, on a ‖v∗n‖X∗ 6 c6, pour v∗n ∈ ∂j(un).
De plus, on a

〈w∗n;un − u〉 − 〈v∗n;un − u〉 = 〈u∗n;un − u〉 . (3.9)

Prenons w∗ ∈ ∂J(u), en ajoutant 〈−w∗;un − u〉 à l'égalité (3.9), on déduit

〈w∗n − w∗;un − u〉 = −〈w∗;un − u〉+ 〈v∗n;un − u〉+ 〈u∗n;un − u〉 . (3.10)

Par conséquent,

| 〈w∗n − w∗;un − u〉 | 6 | 〈w∗;un − u〉 |+ c6‖un − u‖X + c7‖u∗n‖V ∗ . (3.11)

D'après ce qui précède, on déduit que

lim
n→+∞

〈w∗n − w∗;un − u〉 = 0, w∗n ∈ ∂J(un) et w∗ ∈ ∂J(u) = A(u). (3.12)

L'hypothèse (H1) implique que un → u fortement dans V . �

En s'appuyant sur le théorème suivant et en utilisant la condition de Palais-
Smale du Lemme 3.5 et la géométrie de �Mountain Pass�, on prouve l'existence de
point critique de la fonctionnelle Φ.
Pour que la fonctionnelle Φ véri�e la géométrie de �Mountain Pass� (voir la �gure
2.3), on suppose qu'on a en plus les deux conditions suivantes :

(H3) Φ(0) = 0 et il existe r0 > 0, R0 > 0 tels que
inf
‖u‖V =r

J(u) > 0 si 0 < r < r0,

et
J(u) > 0 si ‖u‖V > R0.

(3.13)

(H4) lim
‖u‖V→0

j(u)

J(u)
= 0 et il existe u0 6= 0 tel que lim sup

t→+∞

j(tu0)

J(tu0)
> 1.

Théorème 3.7. (Voir [85]) Sous les hypothèses (H0)-(H2) du Lemme 3.5, (H3)
et (H4), il existe une fonction u ∈ V , u 6= 0 telle que u est un point critique de Φ
c'est-à-dire

0 ∈ ∂Φ(u), Φ(u) = β > 0.

Preuve:
On reprend la preuve de [85] :
L'idée de cette preuve c'est de montrer que les conditions (H3) et (H4) qu'on a
mises sur J et j au voisinage de l'origine et l'in�ni servent à montrer que Φ véri�e
la géométrie de �Mountain Pass�. Puis en utilisant un résultat de S.Z. Shi, on déduit
qu'il existe une suite de Palais-Smale. En�n, les hypothèses (H0)-(H2) achèvent la
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démonstration.

D'après l'hypothèse (H4), il existe r assez petit où 0 < r < r0, u0 ∈ V , u0 6≡ 0
et t0(R0, u0) = t0 > 0 tels que

sup
‖v‖V =r

j(v)

J(v)
<

1

2
,

1− j(t0u0)

J(t0u0)
< 0 et t0‖u0‖V > 2R0.

D'après ce qui précède et (H3), on a ∀v ∈ V tel que ‖v‖V = r,

Φ(v) = J(v)− j(v)

= J(v)

(
1− j(v)

J(v)

)
>

1

2
inf
‖u‖V =r

J(u)
.
= α > 0, ∀v ∈ V , ‖v‖V = r.

Posons u1 = t0u0, alors

Φ(u1) = J(u1)

(
1− j(u1)

J(u1)

)
< 0, où u1 /∈ B(0, r).

Par conséquent, Φ véri�e la géométrie de �Mountain Pass�.
Appliquons le résultat de S. Z. Shi (voir Théorème 2.79, [43] et [90]), on déduit

qu'il existe une suite (un) ⊂ V telle que
Φ(un) −−−−→

n→+∞
β,

et

λΦ(un) = inf
{
‖w∗n‖V ∗ : w∗n ∈ ∂Φ(un)

}
−−−−→
n→+∞

0,

(3.14)

où
β = min

p∈Γ
max
t∈[0,1]

Φ
(
p(t)

)
,

et
Γ =

{
p ∈ C ([0, 1];V ) : p(0) = 0, p(1) = u1

}
.

D'après le Lemme 3.5, Φ véri�e la condition de Palais-Smale, on conclut alors qu'il
existe u ∈ V tel que

0 ∈ ∂Φ(u), Φ(u) = β > α > 0.

�

Remarque 3.8. Dans le chapitre 4 de cette thèse, on va imposer à la place de
la condition de compacité (H0) seulement une injection continue et on modi�era
les autres hypothèses du Théorème 3.7 de sorte qu'on puisse résoudre et montrer
l'existence de solutions pour des problèmes critiques, là où on perd la compacité
(voir Théorème 4.8).
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3.2 Espace de fonction de Banach-Sobolev

Dans ce paragraphe, on reprend les travaux de [85] et [16], mais en travaillant
sur des mesures plus générales. On dé�nit l'espace de fonction de Banach-Sobolev
sur lequel on va construire un opérateur −→ρ -multivoque de Leray-Lions fortement
monotone (voir Section 3.3) et on donne quelques propriétés de cet espace, utiles
pour la suite de cette thèse (voir [85] et [16]).

Rappelons que L(Ω, ρi) =
{
v ∈ L0(Ω, µi) : ρi(|v|) < +∞

}
, i = 0, . . . , N où µi est

une mesure borélienne, ρi est une norme de fonction de Banach.

Dé�nition 3.9. (Voir [85]) Soient Ω un ouvert de RN et ρ0, . . . , ρN (N+1) normes
de fonction de Banach et L(Ω, ρi), i = 0, . . . , N les espaces de fonction de Banach
correspondants. On dé�nit l'espace de fonction de Banach-Sobolev par

W = W 1,ρ0 ,...,ρN (Ω, µ0, . . . , µN)

=

{
v ∈ L(Ω, ρ0) :

∂v

∂xi
∈ L(Ω, ρi), i = 1, . . . , N

}
.

L'espace W est muni de la norme

‖v‖W =
N∑
i=1

ρi

(∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣)+ ρ0(|v|).

(W, ‖ · ‖W) est un espace de Banach (voir [85]).

Remarque 3.10. • On suppose que pour chaque i = 0, . . . , N , la mesure boré-
lienne µi véri�e les hypothèses déjà mentionnées dans le Chapitre 2, pages 19
et 21.

• Si Ω est borné, alors l'espace W s'injecte dans W 1,1(Ω, µ0, . . . , µN) de façon conti-
nue :

W W 1,1(Ω, µ0, . . . , µN).

En e�et, en utilisant la propriété N7. de la Dé�nition 2.2, on a∫
Ω

|f | dµi 6 CΩ ρi(|f |), pour f ∈ L(Ω, ρi), i = 0, . . . , N.

Alors, les fonctions v ∈ L1(Ω, µ0) et
∂v

∂xi
∈ L1(Ω, µi) car v ∈ L(Ω, ρ0) et

∂v

∂xi
∈ L(Ω, ρi).

• Notons que d'après N6. de la Dé�nition 2.2, on a C∞c (Ω) ⊂W.

Exemple 3.11. On donne ici quelques exemples de normes de fonction de Banach
et leurs espaces correspondants :
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3.2 Espace de fonction de Banach-Sobolev

(1) La norme de Lebesgue classique : ρ(v) = ‖v‖p dans l'espace Lp(Ω), pour 1 6
p 6 +∞ (Dans le reste de cette thèse, nous ne tenons pas compte des cas
p = 1,+∞ car on a besoin de la ré�exivité de l'espace).

(2) La norme de Lebesgue à exposant variable dans l'espace Lp(·)(Ω) (voir [45]),
pour p ∈ L∞(Ω) et inf ess

x∈Ω
p(x) > 1, dé�nie par :

ρ(v) = ‖v‖p(·) = inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣v(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx 6 1

}
.

(3) La norme modulaire ou de Luxemburg (voir [2] et [65]) dans l'espace d'Orlicz
LΦ(Ω), où Φ est une N -fonction (voir Dé�nition 2.16) :

ρ(v) = ‖v‖Φ = inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

Φ

(
x,
v(x)

λ

)
dx 6 1

}
.

(4) La norme de Lorentz (voir [84]) :

ρ(v) = ‖v‖Lp,q(Ω,a) =

[∫ |Ω|a
0

(
t
1
p |v|a∗∗(t)

)q dt

t

] 1
q

,

dans l'espace de Lorentz avec poids Lp,q(Ω, a), où a est un poids sur l'ensemble
Ω, 1 < p, q < +∞ et pour v > 0 et σ ∈ ]0, |Ω|a[, on dé�nit

va∗(σ) = inf

{
t > 0 :

∫
{v>t}

a(x)dx 6 σ

}
et va∗∗(σ) =

1

σ

∫ σ

0

va∗(t)dt.

(5) La norme (voir [31]) :

ρ(v) = ‖v‖GΓ(p,m,w) =

[∫ 1

0

w(t)

(∫ t

0

|v|p∗(s)ds
)m

p

dt

] 1
m

,

dans le Γ-espace généralisé GΓ(p,m,w).

Pour les applications de l'espace W dans les problèmes aux limites, on s'intéresse
par la suite aux conditions de Dirichlet, pour cela on introduit l'espace de fonction
de Banach-Sobolev suivant :

Dé�nition 3.12. On a C∞c (Ω) ⊂W, alors sous les mêmes hypothèses de la Dé�-
nition 3.9, on dé�nit l'espace de fonction de Banach-Sobolev

V = W
1,ρ0 ,...,ρN
0 (Ω, µ0, . . . , µN),

comme la fermeture de l'espace C∞c (Ω) muni de la norme suivante (voir aussi [85]) :

‖v‖ =
N∑
i=1

ρi

(∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣)+ ρ0(|v|).
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3.2.1 Dual des espaces de fonction de Banach-Sobolev

Après avoir dé�ni l'espace V de fonction de Banach-Sobolev, on introduit dans
la proposition suivante le dual de V.

Proposition 3.13. (Voir [85]) Soient Ω un ouvert de RN et ρ0, . . . , ρN (N + 1)
normes de fonction de Banach et ρ′i la norme de fonction associée à ρi. On suppose
que ρi et ρ

′
i sont des normes absolument continues. Alors, le dual de l'espace V est

donné par :

V∗ =
(
W

1,ρ0 ,...,ρN
0 (Ω, µ0, . . . , µN)

)∗
=

{
T : il existe f0, . . . , fN où fi ∈ L(Ω, ρ′i) telles que

〈T, v〉 =

∫
Ω

v(x)f0(x) dµ0 +
N∑
i=1

∫
Ω

fi(x)
∂v

∂xi
(x) dµi ,∀ v ∈ V

}
.

3.2.2 Calcul de la sous-di�érentielle sur les espaces de fonc-
tion de Banach-Sobolev

Dans ce paragraphe, on étudie la sous-di�érentielle généralisée d'une fonction
dé�nie sur l'espace V de fonction de Banach-Sobolev. Pour cela, on énonce un théo-
rème dans lequel on trouve la sous-di�érentielle d'une fonction présentée sous forme
d'une intégrale (voir [24], [18, Section 2.7] et [35, page 58]).

Soient L(Ω, ρ) un espace de fonction de Banach, ré�exif et séparable, µ une
mesure borélienne. On considère Φ : Ω×R→ R une fonction de Carathéodory (c'est-
à-dire ∀σ ∈ R, x ∈ Ω 7→ Φ(x, σ) est µ-mesurable et µ-p.p. x ∈ Ω, σ ∈ R 7→ Φ(x, σ)
est continue). On suppose que

(H5) Pour tout ensemble borné B ⊂ L(Ω, ρ), il existe une constante KB > 0 telle
que ∀u ∈ B et ∀v ∈ B, on a∫

Ω

∣∣∣Φ(x, u(x))− Φ(x, v(x))
∣∣∣ dµ(x) 6 KB ρ(u− v),∫

Ω

|Φ(x, 0)| dµ(x) < +∞.

Théorème 3.14. (Voir [24], [18, Section 2.7], [35, page 58]). Sous l'hypothèse

(H5), on déduit que la fonctionnelle F (u) =

∫
Ω

Φ(x, u(x)) dµ(x) est bien dé�nie

sur L(Ω, ρ) et sa sous-di�érentielle est donnée par

∂F (u) ⊆
{
w∗ ∈ L(Ω, ρ′) : w∗(x) ∈ ∂Φ(x, u(x)) µ-p.p. x ∈ Ω

}
. (3.15)
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Si, en plus, la fonction σ ∈ R 7→ Φ(x, σ) est convexe µ-p.p. x ∈ Ω, ou bien plus
généralement si µ-p.p. x ∈ Ω, (voir Proposition 2.66)

Φ′(x, σ; t) = lim
λ↘0

Φ(x, σ + λt)− Φ(x, σ)

λ
= Φ0(x, σ; t) ∀σ, ∀t ∈ R.

Alors, on a, dans ce cas, une égalité dans la relation (3.15).

En utilisant ce dernier théorème et la Proposition 2.68, on montre le lemme sui-
vant qui va nous permettre de calculer la sous-di�érentielle d'une fonction intégrale
sur un espace de fonction de Banach-Sobolev.

Lemme 3.15. (Voir [85]) Soit V = W
1,ρ0 ,...,ρN
0 (Ω, µ0, . . . , µN) l'espace de fonction

de Banach-Sobolev tel que ρi et sa norme associée ρ′i sont toutes des normes de
fonction de Banach absolument continues. Soient Φi pour i = 0, . . . , N (N + 1)
fonctions de Carathéodory sur Ω× R telles que

(1) µi-p.p. x ∈ Ω, la fonction σ 7→ Φi(x, σ) est localement Lipschitzienne sur R.

(2) Les fonctions v ∈ L(Ω, ρi) 7→ Fi(v) =

∫
Ω

Φi(x, v(x)) dµi véri�ent (H5) pour

i = 0, . . . , N c'est-à-dire pour tout ensemble borné Bi ⊂ L(Ω, ρi), il existe une
constante KBi > 0 telle que ∀u ∈ Bi et ∀v ∈ Bi, on a∫

Ω

∣∣∣Φi(x, u(x))− Φi(x, v(x))
∣∣∣ dµi 6 KBiρi(u− v),∫

Ω

|Φi(x, 0)| dµi < +∞.

Alors,

(i) la fonctionnelle dé�nie par

J0(v) =

∫
Ω

Φ0(x, v(x)) dµ0 +
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)
)
dµi (3.16)

est localement Lipschitzienne sur V,

(ii) pour tout u ∈ V et tout T ∈ ∂J0(u), il existe (N + 1) fonctions

(w0, . . . , wN) ∈ L(Ω, ρ′0)× . . .× L(Ω, ρ′N),

telles que

〈T ; v〉 =

∫
Ω

w0(x)v(x) dµ0 +
N∑
i=1

∫
Ω

wi(x)
∂v

∂xi
(x) dµi , ∀ v ∈ V,
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où pour i = 1, . . . , N, on a

wi(x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)
)

µi-p.p. x ∈ Ω,

et

w0(x) ∈ ∂Φ0(x, u(x)) µ0-p.p. x ∈ Ω.

Preuve:
On reprend la preuve de [85] :
Montrons (i) :

Soit v ∈ V. Considérons la fonction F̂ dé�nie par

F̂ :
N∏
j=0

L(Ω, ρj) −→ R

−→u =
(
u0, . . . , uN

)
−→ F̂ (−→u ) =

N∑
j=0

Fj(uj).

Étant donné que v ∈ V, alors −→v =

(
v,
∂v

∂x1

, . . . ,
∂v

∂xN

)
∈

N∏
j=0

L(Ω, ρj).

D'après l'hypothèse (2), on peut trouver une boule B(−→v , r) dans
N∏
j=0

L(Ω, ρj) de

centre −→v , de rayon r > 0 et une constante KB > 0 telles que

∣∣∣F̂(−→f )− F̂(−→g )∣∣∣ =
∣∣∣ N∑
j=0

Fj(fj)− Fj(gj)
∣∣∣

6 KB

N∑
j=0

ρj(fj − gj),

pour tout
−→
f =

(
f0, . . . , fN

)
et −→g =

(
g0, . . . , gN

)
dans B(−→v , r).

Vu que la fonctionnelle J0 dans (3.16), n'est autre que la fonction F̂ restreinte à
V, alors en prenant le voisinage ϑ = B(−→v , r) ∩V de v dans V, on déduit que J0

est localement Lipschitzienne sur V.

Montrons (ii) :
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Considérons l'injection Λ dé�nie par

Λ : V −→
N∏
j=0

L(Ω, ρj)

u −→ Λ(u) =

(
u,

∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
.

Alors, on a J0 = F̂ ◦ Λ et en appliquant la Proposition 2.68, on obtient

∂J0(u) ⊆ Λ∗
(
∂F̂ (Λu)

)
. (3.17)

On introduit la projection (linéaire) Πk suivante pour k = 0, . . . , N,

Πk :
N∏
j=0

L(Ω, ρj) −→ L(Ω, ρk)

−→v =
(
v0, . . . , vN

)
−→ Πk(

−→v ) = vk = −→v · −→ek ,

où
{−→ek , k = 0, . . . , N

}
est la base canonique de RN+1. Par suite, on a

Fi(vi) = Fi
(
Πi(
−→v )
)
, pour i = 0, . . . , N,

d'où,

F̂ (−→v ) =
N∑
i=0

Fi(vi) =
N∑
i=0

Fi
(
Πi(
−→v )
)
.

D'après la Proposition 2.66, on a

∂F̂ (−→v ) ⊆
N∑
i=0

∂
(
Fi
(
Πi(
−→v )
))
.

De plus, la Proposition 2.68 nous donne

∂F̂ (−→v ) ⊆
N∑
i=0

∂
(
Fi
(
Πi(
−→v )
))
⊆

N∑
i=0

Π∗i

(
∂Fi
(
Πi(
−→v )
))
. (3.18)

Alors, les relations (3.18) et (3.17) combinées, impliquent ∀u ∈ V,

∂J0(u) ⊆ Λ∗
N∑
i=0

Π∗i

(
∂Fi
(
Πi ◦ Λ(u)

))
. (3.19)

Essayons maintenant de calculer explicitement les éléments de l'ensemble

Λ∗
N∑
i=0

Π∗i

(
∂Fi
(
Πi ◦ Λ(u)

))
dans (3.19).
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Chapitre 3 : Opérateur ρ>-multivoque de Leray-Lions

∂Fi
(
Πi ◦ Λ(u)

)
:

D'après la dé�nition de Λ et Πi, on a

Πi ◦ Λ(u) = Πi

(
u,

∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
=


u si i = 0,

∂u

∂xi
si 1 6 i 6 N.

D'après ce qui précède, on a

∂F0

(
Π0 ◦ Λ(u)

)
= ∂F0(u),

et

∂Fi
(
Πi ◦ Λ(u)

)
= ∂Fi

(
∂u

∂xi

)
, pour i = 1, . . . , N .

Par suite, d'après le Corollaire 3.14, on obtient

∂F0(u) ⊆

{
w∗0 ∈ L(Ω, ρ′0) : w∗0(x) ∈ ∂Φ0(x, u(x)) µ0-p.p. x ∈ Ω

}
, (3.20)

et

∂Fi

(
∂u

∂xi

)
⊆

{
w∗i ∈ L(Ω, ρ′i) : w∗i (x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
µi-p.p. x ∈ Ω

}
. (3.21)

Π∗i :

L'opérateur adjoint Π∗i de Πi est donné par (voir Dé�nition A.7) :

Π∗i : L(Ω, ρ′i) −→
( N∏
j=0

L(Ω, ρj)
)∗

v∗i −→ Π∗i (v∗i ) = v∗i · −→ei ,

où
{−→ei , i = 0, . . . , N

}
est la base canonique de RN+1.

Λ∗ :

De même l'opérateur adjoint Λ∗ :
( N∏
j=0

L(Ω, ρj)
)∗
−→ V∗ est dé�ni par

〈
Λ∗
( N∑
i=0

w∗i
−→ei
)

; v

〉
.
=

〈
Λ∗
(−→
w∗
)

; v
〉

=
〈−→
w∗;Λ(v)

〉
=

∫
Ω

vw∗0 dµ0 +
N∑
i=1

∫
Ω

w∗i
∂v

∂xi
dµi .
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On déduit alors, pour T ∈ ∂J0(u), qu'il existe (N + 1) fonctions

(w∗0, . . . , w
∗
N) ∈

N∏
i=0

L(Ω, ρ′i),

telles que

〈T ; v〉 =

∫
Ω

vw∗0 dµ0 +
N∑
i=1

∫
Ω

w∗i
∂v

∂xi
dµi .

De plus, on a, pour i = 1, . . . , N,

w∗i (x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)
)

µi-p.p. x ∈ Ω,

et
w∗0(x) ∈ ∂Φ0(x, u(x)) µ0-p.p. x ∈ Ω.

�

Dé�nition 3.16. (Voir [85], [16]) Sous les hypothèses et les notations du Lemme
3.15, on dé�nit l'opérateur −→ρ -multivoque de Leray-Lions par

−div −→ρ

(
∂Φi

(
x,
∂u

∂xi

))
= −

N∑
i=1

∂wi
∂xi

+ ω0 dans D′(Ω),

où −→ρ = (ρ0, . . . , ρN).

Dans le lemme suivant, on donne quelques hypothèses supplémentaires pour
rendre l'opérateur multivoque u 7→ ∂J0(u) fortement monotone.

Lemme 3.17. (Voir [85]) Supposons que les hypothèses du Lemme 3.15 sont véri-
�ées et que

(A) Pour tout j = 0, . . . , N et pour µj-p.p. x ∈ Ω, les fonctions σ 7→ ∂Φj(x, σ) sont
monotones ;

(B) Pour toute suite (un)n>0 dans V qui converge faiblement vers un élément u ∈
V, telle que

lim
n→+∞

〈T ∗n − T ∗;un − u〉 = 0, pour certains T ∗n ∈ ∂J0(un), T ∗ ∈ ∂J0(u),

et
lim

n→+∞
ρ0

(
|un − u|

)
= 0, (3.22)

on a l'existence d'une sous-suite notée aussi (un) qui véri�e :

(B1)
∂un
∂xi

(x)→ ∂u

∂xi
(x) µi-p.p. x ∈ Ω, pour i = 1, . . . , N .
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Chapitre 3 : Opérateur ρ>-multivoque de Leray-Lions

(B2) Il existe une constante M > 1 telle que

lim
n
ρj

(∣∣∣∣∂un∂xj
(x)− ∂u

∂xj
(x)

∣∣∣∣χEnj) = 0, pour j = 1, . . . , N,

où

Enj
.
=
{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∂un∂xj
(x)

∣∣∣∣ > M,

∣∣∣∣ ∂u∂xj (x)

∣∣∣∣ > M − 1
}
.

(B3)

Si lim
n

∫
Fnj

w∗nj
∂un
∂xj

(x) dµj = 0, alors lim
n
ρj

(∣∣∣∣∂un∂xj
(x)

∣∣∣∣χFnj) = 0,

où

Fnj
.
=
{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∂un∂xj
(x)

∣∣∣∣ > M,

∣∣∣∣ ∂u∂xj (x)

∣∣∣∣ 6M − 1
}
,

et

w∗nj(x) ∈ ∂Φj

(
x,
∂un
∂xj

(x)

)
, j = 1, . . . , N µj-p.p. x ∈ Ω.

Alors, avec toutes ces hypothèses, on déduit que

(i) u 7→ ∂J0(u) est monotone.

(ii) un → u fortement dans V (pour toute la suite).

Preuve:
On reprend la preuve de [85] :
Soit j ∈

{
1, . . . , N

}
�xé, on décompose le domaine Ω de la manière suivante

Ω = Enj ∪ Fnj ∪Gnj,

où

Gnj
.
=
{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∂un∂xj
(x)

∣∣∣∣ 6M
}
.

On dé�nit

δjn(x) =

∣∣∣∣∂un∂xj
(x)− ∂u

∂xj
(x)

∣∣∣∣ .
D'après (B1) et pour tout j = 1, . . . , N , on a

δjn(x)→ 0, µj-p.p. x ∈ Ω.

De plus, on a

ρj(δ
j
n) 6 ρj

(
δjnχEnj

)
+ ρj

(
δjnχFnj

)
+ ρj

(
δjnχGnj

)
. (3.23)

Montrons que chacun des trois termes à droite tend vers 0, lorsque n→ +∞.
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3.2 Espace de fonction de Banach-Sobolev

(1) Si x ∈ Gnj, alors on a

0 6

∣∣∣∣∂un∂xj
(x)− ∂u

∂xj
(x)

∣∣∣∣ 6M +

∣∣∣∣ ∂u∂xj (x)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
∈L(Ω,ρj)

.

Par suite, δjnχGnj ∈ L(Ω, ρj) et puisque ρj est une norme absolument continue,
on déduit que

ρj
(
δjnχGnj

)
−−−−→
n→+∞

0. (3.24)

(2) D'après (B2), on a
ρj
(
δjnχEnj

)
−−−−→
n→+∞

0. (3.25)

(3) D'après le Lemme 3.15, on a pour T ∗n ∈ ∂J0(un), T ∗ ∈ ∂J0(u),

〈T ∗n − T ∗;un − u〉 =

∫
Ω

(
w∗n0 − w∗0

)(
un − u

)
dµ0

+
N∑
j=1

∫
Ω

(
w∗nj − w∗j

)(∂un
∂xj
− ∂u

∂xj

)
dµj

>
N∑
j=1

∫
Ω

(
w∗nj − w∗j

)(∂un
∂xj
− ∂u

∂xj

)
dµj

> 0,

où w∗nj(x) ∈ ∂Φj

(
x,
∂un
∂xj

(x)

)
, w∗j (x) ∈ ∂Φj

(
x,

∂u

∂xj
(x)

)
, µj-p.p. x ∈ Ω.

En e�et, ceci découle de la condition (A) (c'est-à-dire la monotonicité des
fonctions ∂Φj(x, ·)). En particulier, cela implique que la fonction u 7→ ∂J0(u)
est monotone, d'où (i).
Par suite, d'après (B) et (3), on a pour tout j = 1, . . . , N :

lim
n→+∞

∫
Ω

(
w∗nj − w∗j

)(∂un
∂xj
− ∂u

∂xj

)
dµj = 0. (3.26)

D'autre part, on a

w∗nj
∂un
∂xj

=
(
w∗nj − w∗j

)(∂un
∂xj
− ∂u

∂xj

)
+ w∗nj

∂u

∂xj
+ w∗j

(
∂un
∂xj
− ∂u

∂xj

)
.

Donc,∫
Fnj

∣∣∣∣w∗nj ∂un∂xj

∣∣∣∣ dµj 6 ∫
Ω

(
w∗nj − w∗j

)(∂un
∂xj
− ∂u

∂xj

)
dµj +

∫
Fnj

∣∣∣∣w∗nj ∂u∂xj
∣∣∣∣ dµj

+

∫
Fnj

∣∣∣∣w∗j (∂un∂xj
− ∂u

∂xj

)∣∣∣∣ dµj. (3.27)
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(α) D'après (3.26), on a

lim
n→+∞

∫
Ω

(
w∗nj − w∗j

)(∂un
∂xj
− ∂u

∂xj

)
dµj = 0.

(β) On a w∗j ∈ L(Ω, ρ′j). De plus, on a lim
n→+∞

w∗j (x)χFnj(x) = 0, µj-p.p. x ∈ Ω.

Comme la suite (un) est bornée dans V, on a donc∫
Fnj

∣∣∣∣w∗j (∂un∂xj
− ∂u

∂xj

)∣∣∣∣ dµj 6 C ρ′j(w
∗
jχFnj) −−−−→

n→+∞
0,

car la norme ρ′j est absolument continue.

(γ) D'après l'inégalité de Hölder, on a∫
Fnj

∣∣∣∣w∗nj ∂u∂xj
∣∣∣∣ dµj 6 ρj

( ∂u
∂xj

χFnj

)
ρ′j(w

∗
nj). (3.28)

Le fait que w∗nj ∈ ∂Fj
(
∂un
∂xj

)
et la suite

(
∂un
∂xj

)
n

est bornée dans L(Ω, ρj)

(car (un)n est bornée dans V), implique que le dernier terme ρ′j(w
∗
nj) dans

(3.28) reste dans un borné de R, lorsque n→ +∞.
D'autre part, on a

∂u

∂xj
∈ L(Ω, ρj) et lim

n→+∞

∂u

∂xj
(x)χFnj(x) = 0, µj-p.p.

De même, comme la norme ρj est absolument continue, on trouve

ρj

(∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣χFnj) −−−−→n→+∞

0. (3.29)

Par conséquent, (3.28) nous donne∫
Fnj

w∗nj
∂u

∂xj
dµj −−−−→

n→+∞
0. (3.30)

On déduit de (α), (β) et (γ) que∫
Fnj

w∗nj
∂un
∂xj

dµj −−−−→
n→+∞

0.

En utilisant l'hypothèse (B3), on obtient

lim
n
ρj

(∣∣∣∣∂un∂xj
(x)

∣∣∣∣χFnj) = 0. (3.31)

Les relations (3.29) et (3.31) impliquent

ρj
(
δjnχFnj

)
−−−−→
n→+∞

0. (3.32)
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En�n, grâce aux relations (3.24), (3.25) et (3.32), on conclut de la relation (3.23)
que

ρj

(∣∣∣∣∂un∂xj
− ∂u

∂xj

∣∣∣∣) −−−−→n→+∞
0.

En e�et, en raisonnant par l'absurde, on a pour toute la suite :

lim
n→+∞

ρj

(∣∣∣∣∂un∂xj
− ∂u

∂xj

∣∣∣∣) = 0.

Ce qui montre (ii) et implique que

un → u fortement dans V.

�

3.3 Construction générale d'un opérateur ρ> multi-
voque fortement monotone

Dans cette section, on construit un opérateur −→ρ -multivoque de Leray-Lions (voir
la Dé�nition 3.16) qui est un opérateur �totalement discontinu� dans le sens donné
ci-dessous et on donne des conditions nécessaires pour qu'il soit fortement monotone
(voir [16]).

Soit Ω un domaine borné de RN , à bord ∂Ω Lipschitzien.
On considère ϕi : Ω× R→ R pour i = 1, . . . , N une fonction borélienne telle que :

(C1) pour µi-presque tout x ∈ Ω, la fonction ϕi(x, ·) : R→ R est impaire, stricte-
ment croissante et ϕi(x, 0) = 0.

(C2) ϕi(x, ·) : [0,+∞[→ R est continue à droite et lim
t→+∞

inf ess
Ω

ϕi(x, t) = +∞.

(C3) Il existe 2m nombres réels (points de discontinuité) : δi1 < . . . < δi2m de sorte
que pour µi-presque tout x ∈ Ω, la fonction ϕi(x, ·) : R \ {δi1, . . . , δi2m} → R
soit continue.

Sous ces hypothèses, on dé�nit la fonction suivante :

Φi(x, t) =

∫ |t|
0

ϕi(x, s) ds, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R .

Proposition 3.18. (Voir [16]) Sous les conditions (C1), (C2) et (C3), la fonction
Φi véri�e les propriétés suivantes :

(a) pour µi-presque tout x ∈ Ω, Φi (x, ·) est une N -fonction sur [0; +∞[.
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Chapitre 3 : Opérateur ρ>-multivoque de Leray-Lions

Figure 3.1 � Le graphe de σ = Φi(x, t).

(b) Φi (x, ·) est convexe.

(c) Φi (x, ·) est localement Lipschitzienne et ∀ t ∈ R, on a

∂Φi(x, t) =

[
lim inf
σ→t

ϕi(x, σ); lim sup
σ→t

ϕi(x, σ)

]
. (3.33)

(d) ∀ t ∈ R et ∀ w(x, t) ∈ ∂Φi(x, t), on a∫ |t|
0

w(x, σ)dσ = Φi(x, t). (3.34)

Preuve:

(a,b) D'après les conditions (C1) et (C2), on voit que les hypothèses (a)-(c) de la
Dé�nition 2.16 sont véri�ées, ainsi les propriétés (a) et (b) de la Proposition
3.18 se déduisent facilement.

(c) D'après le Lemme 2.42, la fonction Φi (x, ·) est localement Lipschitzienne.
De plus, d'après la Proposition 2.71, on a

∂Φi(x, t) =

[
lim inf
σ→t

ϕi(x, σ); lim sup
σ→t

ϕi(x, σ)

]
.
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(d) On rappelle que, pour presque tout t ∈ R (sauf aux 2m points (δij)j=1,...,2m de
discontinuité), on a

ϕi(x, t) = lim inf
σ→t

ϕi(x, σ) = lim sup
σ→t

ϕi(x, σ).

Ainsi ∀ t ∈ R et ∀ w(x, t) ∈ ∂Φi(x, t), on a
∫ |t|

0

w(x, σ)dσ = Φi(x, t).

�

Remarque 3.19. On remarque que

lim inf
σ→t

ϕi(x, σ) = lim
ε→0 , ε>0

ϕi(x, t− ε),

et
lim sup
σ→t

ϕi(x, σ) = lim
ε→0 , ε>0

ϕi(x, t+ ε).

Vu l'importance de la condition (42) dans l'utilisation et la manipulation des
espaces d'Orlicz (voir la Section 2.2), on a besoin d'ajouter l'hypothèse de croissance
suivante sur les fonctions Φi assurant cette condition.

(C4) Il existe deux nombres réels : α > 1, α > 1, tels que pour µi-presque tout
x ∈ Ω, ∀ t ∈ R et ∀ wi(x, t) ∈ ∂Φi(x, t), on a

α Φi(x, t) 6 t wi(x, t) 6 α Φi(x, t).

Remarque 3.20. (i) D'après la Remarque 3.19, cette dernière condition est équi-
valente à

α Φi(x, t) 6 t lim
ε→0 , ε>0

ϕi(x, t− ε) 6 t lim
ε→0 , ε>0

ϕi(x, t+ ε) 6 α Φi(x, t).

(ii) D'après la condition (C4), on a pour µi-presque tout x ∈ Ω, pour tout t > 0
et tout σ > 1 (voir [2] et [46, page 24]),

σα Φi(x, t) 6 Φi(x, σt) 6 σα Φi(x, t). (3.35)

(iii) Il existe K > 0 tel que pour µi-presque tout x ∈ Ω et pour tout t ∈ R, on a

Φi(x, 2t) 6 K Φi(x, t). (3.36)

D'où la N -fonction Φi (x, ·) satisfait la condition (42) (voir Dé�nition 2.1).

(iv) D'après (C4), on a les injections continues suivantes (voir [86, Corollaire 5
page 26]) :

Lα(Ω, µi) LΦi(Ω, µi) Lα(Ω, µi). (3.37)
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Chapitre 3 : Opérateur ρ>-multivoque de Leray-Lions

Exemple 3.21. Après avoir énoncé les hypothèses (C1)-(C4), on donne quelques
exemples des fonctions ϕ(x, t) et Φ(x, t) qui les véri�ent (pour plus de détails, voir
[20] et [60]) :

(i) Soient δ > 0, q(x) et p(x) deux fonctions mesurables bornées telles que

2 6 inf ess
Ω

q(x) 6 q(x) 6 sup ess
Ω

q < inf ess
Ω

p(x) 6 p(x) 6 sup ess
Ω

p < +∞.

On considère

ϕ(x, t) =


q(x)α(x)|t|q(x)−2t si |t| < δ,

p(x)|t|p(x)−2t si |t| > δ,

p(x) · (δ)p(x)−1 si t = δ,

−p(x) · (δ)p(x)−1 si t = −δ,

et

Φ(x, t) =

{
α(x)|t|q(x) si |t| 6 δ,

|t|p(x) si |t| > δ,
où α(x) = (δ)p(x)−q(x).

On peut choisir α = inf ess
Ω

q(x) et α = sup ess
Ω

p(x).

(ii) Soit p(x) une fonction mesurable bornée telle que

3 6 inf ess
Ω

p(x) 6 p(x) 6 sup ess
Ω

p(x) < +∞.

On considère

ϕ(x, t) = p(x)
|t|p(x)−2t

log(1 + |t|)
,

et

Φ(x, t) =
|t|p(x)

log(1 + |t|)
+

∫ |t|
0

sp(x)

(1 + s)(log(1 + s))2
ds.

On peut choisir α = inf ess
Ω

p(x)− 1 et α = sup ess
Ω

p(x).

(iii) Soient α > 0 et p(x) une fonction mesurable bornée telle que

2 6 inf ess
Ω

p(x) 6 p(x) 6 sup ess
Ω

p(x) < +∞.

On considère
ϕ(x, t) = p(x) · log(1 + α + |t|) · |t|p(x)−2t,

et

Φ(x, t) = log(1 + α + |t|) · |t|p(x) −
∫ |t|

0

sp(x)

1 + α + s
ds.

On peut choisir α = inf ess
Ω

p(x) et α = sup ess
Ω

p(x) + 1.
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Proposition 3.22. (Voir [16]) Soient i ∈
{

1, . . . , N
}
et t, s ∈ R.

On suppose que

(t− s)(wt − ws) = 0 où wt ∈ ∂Φi(x, t) et ws ∈ ∂Φi(x, s),

alors
t = s.

Preuve:
Raisonnons par l'absurde et supposons que t 6= s, alors on aura wt = ws.
D'après la condition (C1), on a ϕi(x, ·) est strictement croissante, donc si on suppose
par exemple que t < s, on obtient

wt 6 lim sup
σ→t

ϕi(x, σ) < lim inf
σ→s

ϕi(x, σ) 6 ws,

ce qui contredit le fait que wt = ws, par conséquent

t = s.

�

On dé�nit l'espace d'Orlicz associé à la N -fonction Φi par :

LΦi(Ω, µi) =

{
u : Ω −→ R µi-mesurable et

∫
Ω

Φi

(
x, u(x)

)
dµi < +∞

}
.

Cet espace est muni de la norme de fonction de Banach (de Luxemburg) suivante :

ρi(u) = ‖u‖Φi = inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

Φi

(
x,
u(x)

λ

)
dµi 6 1

}
.

On suppose de plus que la N -fonction Φi(x, ·) complémentaire de Φi(x, ·) (voir la
Dé�nition 2.19) véri�e la condition (42).

Remarque 3.23. (Voir [17]) D'après l'exemple 2.22, si la N -fonction Φi véri�e la
condition (42), alors Φi(x, ·) ne la véri�e pas nécessairement. C'est pour cela, si par
exemple, on suppose que

(UC) pour presque tout x ∈ Ω la fonction t ∈ [0,+∞) 7→ Φi

(
x,
√
t
)
est convexe,

alors dans ce cas Φi(x, ·) véri�e la condition (42).

En e�et, d'après la Proposition 2.2. de [60], l'espace de Banach LΦi(Ω) est uni-
formément convexe (c'est-à-dire ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tel que

u, v ∈ LΦi(Ω), ‖u‖Φi 6 1, ‖v‖Φi 6 1 et ‖u− v‖Φi > ε =⇒
∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥
Φi

< 1− δ).

De plus, tout espace de Banach uniformément convexe est ré�exif (voir [10]), alors
d'après le Théorème 2.39, on déduit que Φi(x, ·) véri�e la condition (42).
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On dé�nit l'espace d'Orlicz-Sobolev associé à −→ρ = (ρ1, . . . , ρN) noté V0 =

W
1,ρ1 ,...,ρN
0 (Ω, µ1, . . . , µN) (voir Dé�nitions 3.9 et 3.12) comme la fermeture de l'es-

pace C∞c (Ω) muni de la norme suivante (voir aussi [16]) :

‖v‖ =
N∑
i=1

ρi

(∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣) ,

où

ρi

(∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣) =

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥

Φi

= inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

Φi

(
x,

∂v
∂xi

(x)

λ

)
dµi 6 1

}
.

On dé�nit la fonctionnelle J sur V0 de la façon suivante :

J(u) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi .

Le résultat principal de ce paragraphe est donné par le théorème suivant :

Théorème 3.24. (Voir [16]) Sous les conditions (C1)-(C4), l'opérateur −→ρ mul-
tivoque de Leray-Lions (voir Dé�nition 3.16) dé�ni par :

Au = −div −→ρ

(
∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
est fortement monotone sur l'espace d'Orlicz-Sobolev W 1,ρ1,...,ρN

0 (Ω, µ1, . . . , µN).

Remarque 3.25. (Voir [16]) L'espace d'Orlicz-Sobolev W
1,ρ1 ,...,ρN
0 (Ω, µ1, . . . , µN)

s'injecte dans l'espace W 1,1
0 (Ω, µ1, . . . , µN) de façon continue.

Preuve:
D'après la condition (C2), on a lim

t→+∞
inf ess

Ω
ϕi(x, t) = +∞, donc il existe t0 > 0

tel que pour tout t > t0 > 0, on a 1 6 inf ess
Ω

ϕi(x, t).

Par suite,∫
{∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣>t0}
∣∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣∣ dµi 6 ∫{∣∣∣ ∂v∂xi (x)
∣∣∣>t0}

∣∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ϕi(x, ∂v∂xi (x)

)∣∣∣∣ dµi ,
et d'après la condition (C4), on a∫
{∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣>t0}
∣∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ϕi(x, ∂v∂xi (x)

)∣∣∣∣ dµi 6 α

∫
{∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣>t0} Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dµi .
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Par conséquent,∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣∣ dµi =

∫
{∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣>t0}
∣∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣∣ dµi +

∫
{∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣<t0}
∣∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣∣ dµi
6 α

∫
{∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣>t0} Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dµi + C

6 α

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dµi + C.

Alors,
W 1,ρ1,...,ρN

0 (Ω, µ1, . . . , µN) W 1,1
0 (Ω, µ1, . . . , µN).

oùW 1,1
0 (Ω, µ1, . . . , µN) est la fermeture de l'espace C∞c (Ω) muni de la norme suivante

‖v‖ =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥
L1(Ω,µi)

.

�

Pour démontrer le Théorème 3.24, nous allons montrer la monotonicité forte de
l'opérateur multivoque :

u 7→ −div −→ρ

(
∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
.

Pour cela, on considère une suite (un)n>0 bornée dans V0 qui converge faiblement
vers u ∈ V0. Il faut montrer que ∀ Tn ∈ ∂J(un) et ∀ T ∈ ∂J(u), véri�ant

lim
n→+∞

〈Tn − T ;un − u〉 = 0,

alors on a un −−−−→
n→+∞

u fortement dans V0.

L'idée générale de la preuve c'est d'appliquer le Lemme 3.17. Mais tout d'abord,
on montre que toutes les hypothèses de ce lemme sont satisfaites dans les lemmes
suivants :

Dans un premier temps, on véri�e l'hypothèse (B1) du Lemme 3.17 :

Lemme 3.26. (Voir [16]) Sous les hypothèses ci-dessus, il existe une sous-suite de
(un) aussi notée (un) telle que pour µi-presque tout x ∈ Ω, on a

∂un
∂xi

(x) −−−−→
n→+∞

∂u

∂xi
(x), ∀ i = 1, . . . , N.
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Preuve:
Soient Tn ∈ ∂J(un) et T ∈ ∂J(u) véri�ant

lim
n→+∞

〈Tn − T, un − u〉 = 0.

Alors, il existe une sélection (voir Lemme 3.15)

w∗ni ∈ ∂Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
et w∗i ∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
,

telle que Tn = −
N∑
i=1

∂w∗ni
∂xi

, T = −
N∑
i=1

∂w∗i
∂xi

et

lim
n→+∞

N∑
i=1

∫
Ω

(w∗ni(x)− w∗i (x))

(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi = 0.

Étant donné que la fonction Φi (x, ·) est convexe, on déduit que pour µi-presque tout
x ∈ Ω, Fni(x) > 0 où

Fni(x)
.
= (w∗ni(x)− w∗i (x))

(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
. (3.38)

Par suite, ∀ i = 1, . . . , N , on a

lim
n→+∞

∫
Ω

(w∗ni(x)− w∗i (x))

(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi = 0. (3.39)

Donc, on peut extraire une sous-suite de (Fni(x))n telle que

lim
n→+∞

(w∗ni(x)− w∗i (x))

(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
= 0 , µi-p.p. x ∈ Ω. (3.40)

D'après la condition (C4), on a pour tout n ∈ N,

α Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
6 w∗ni(x)

∂un
∂xi

(x) 6 α Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
. (3.41)

La deuxième inégalité de (3.41) implique

1

α
w∗ni(x)

∂un
∂xi

(x) 6 Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
. (3.42)

Puisque Φi(x, ·) est convexe, alors d'après la dé�nition de la sous-di�érentielle, on a

w∗ni(x)

(
∂u

∂xi
(x)− ∂un

∂xi
(x)

)
6 Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
− Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
, (3.43)
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ce qui implique

w∗ni(x)
∂u

∂xi
(x) 6 w∗ni(x)

∂un
∂xi

(x) + Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
− Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
. (3.44)

Par suite, en combinant (3.42) et (3.44), on obtient

w∗ni(x)
∂u

∂xi
(x) 6

(
1− 1

α

)
w∗ni(x)

∂un
∂xi

(x) + Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
. (3.45)

En développant Fni(x) de la relation (3.38), on trouve que

w∗ni(x)
∂un
∂xi

(x) = w∗i (x)
∂un
∂xi

(x)− w∗i (x)
∂u

∂xi
(x) + w∗ni(x)

∂u

∂xi
(x) + Fni(x). (3.46)

Alors, en utilisant (3.45) et (3.46), on obtient

w∗ni(x)
∂un
∂xi

(x) 6 w∗i (x)
∂un
∂xi

(x)− w∗i (x)
∂u

∂xi
(x)+(

1− 1

α

)
w∗ni(x)

∂un
∂xi

(x) + Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
+ Fni(x). (3.47)

Cette dernière relation nous donne

1

α
w∗ni(x)

∂un
∂xi

(x) 6 w∗i (x)
∂un
∂xi

(x)−w∗i (x)
∂u

∂xi
(x) + Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
+ Fni(x). (3.48)

D'autre part,

~ si

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣ > 1, alors d'après la relation (3.35), on a

Φi(x, 1)

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣α 6 Φi

(
x,

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣ . 1

)
, (3.49)

~ si

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣ 6 1 et ayant α > 1, alors on a

Φi (x, 1)

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣α 6 Φi (x, 1) . (3.50)

Donc, d'après les relations (3.49) et (3.50), on a

Φi (x, 1)

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣α 6 Φi (x, 1) + Φi

(
x,

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣) . (3.51)
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On multiplie (3.51) par α et on utilise la première inégalité de (3.41), on obtient

α Φi (x, 1)

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣α − α Φi (x, 1) 6 w∗ni(x)
∂un
∂xi

(x). (3.52)

On multiplie ensuite (3.52) par
1

α
et on utilise la relation (3.48), on obtient

α

α
Φi (x, 1)

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣α − α

α
Φi (x, 1) 6

w∗i (x)
∂un
∂xi

(x)− w∗i (x)
∂u

∂xi
(x) + Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
+ Fni(x). (3.53)

D'après (3.40), on a pu extraire une sous-suite (Fni(x))n qui est convergente, alors
il existe une fonction K1(x) indépendante de n telle que

−w∗i (x)
∂u

∂xi
(x) + Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
+ Fni(x) 6 K1(x), (3.54)

alors les relations (3.53) et (3.54) nous donnent

α

α
Φi (x, 1)

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣α 6 α

α
Φi (x, 1) + w∗i (x)

∂un
∂xi

(x) +K1(x). (3.55)

D'après la condition (C1), on a Φi (x, 1) > 0 et comme α > 1, alors µi-p.p.∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣α 6 1 +

(
α

α Φi (x, 1)
w∗i (x)

)
∂un
∂xi

(x) +K2(x). (3.56)

Par conséquent, la suite

(
∂un
∂xi

(x)

)
n

est bornée dans R, car sinon, il existe une sous-

suite de

(
∂un
∂xi

(x)

)
n

telle que

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣ −−−−→n→+∞
+∞, ce qui contredit la relation

(3.56).
Alors, il existe une sous-suite telle que

∂un
∂xi

(x) −−−−→
n→+∞

Υi(x).

En plus, la suite (w∗ni(x))n est bornée dans R, ceci d'après la Proposition 2.58 et

puisque

(
∂un
∂xi

(x)

)
est bornée. Alors de même, il existe une sous-suite telle que

w∗ni(x) −−−−→
n→+∞

ŵi(x).
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On a aussi (voir la Proposition 2.64),

ŵi(x) ∈ ∂Φi

(
x,Υi(x)

)
.

Par conséquent, la relation (3.40) s'écrit à la limite, de la manière suivante :

(ŵi(x)− w∗i (x))

(
Υi(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
= 0.

D'après la Proposition 3.22, on déduit que

Υi(x) =
∂u

∂xi
(x).

Finalement, on a l'existence d'une sous-suite qui véri�e

∂un
∂xi

(x) −−−−→
n→+∞

∂u

∂xi
(x) , pour µi-presque tout x ∈ Ω.

�

Ensuite, l'hypothèse (B2) est satisfaite grâce au lemme suivant :

Lemme 3.27. (Voir [16]) Soit M > 1 une constante telle que


M >

(
sup

{ ∣∣δij∣∣ : 1 6 i 6 N et 1 6 j 6 2m
}

+ 2
)
,

la mesure de l'ensemble

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣ = M

}
soit nulle.

(3.57)

On dé�nit l'ensemble suivant

Θni
.
=

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣ > M et

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣ > M − 1

}
.

Alors,

lim
n→+∞

∫
Θni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi = 0. (3.58)

D'après le choix de la constante M , on déduit que :

Remarque 3.28. Soit i ∈
{

1, . . . , N
}
. Alors, d'après la dé�nition de M et pour

µi-presque tout x ∈ Ω, la fonction

ϕi(x, ·) : ]M − 2,+∞[ −→ R
t 7−→ ϕi(x, t)

(3.59)
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est continue. Par suite, si x ∈ Θni, on a alors

∂Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
=

{
ϕi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)}
, (3.60)

et

∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
=

{
ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)}
. (3.61)

Preuve du Lemme 3.27 :
Soit ε > 0, on dé�nit l'ensemble suivant :

Ωε
ni
.
=

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)− ∂u

∂xi
(x)

∣∣∣∣ > ε

}
.

Son complémentaire dans Ω est donné par :

(Ωε
ni)

c =

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)− ∂u

∂xi
(x)

∣∣∣∣ 6 ε

}
.

Soit aussi l'ensemble

Θε
ni

.
= Θni ∩ (Ωε

ni)
c

=

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣ > M,

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣ > M − 1 et

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)− ∂u

∂xi
(x)

∣∣∣∣ 6 ε

}
.

Sous ces notations, on a alors,

Θni \Θε
ni = Θni ∩ Ωε

ni ⊂ Ωε
ni.

Par suite, on peut décomposer l'intégrale suivant comme suit :∫
Θni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi =∫

Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi +

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi .

(3.62)

Sur Θε
ni

On a Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
6 Φi (x, ε) .

Alors, d'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

lim
n→+∞

∫
Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi = 0. (3.63)
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Sur Θni \Θε
ni

La fonction Φi(x, ·) est convexe, on a alors,

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
6

1

2
Φi

(
x, 2

∂un
∂xi

(x)

)
+

1

2
Φi

(
x, 2

∂u

∂xi
(x)

)
. (3.64)

En plus, la fonction Φi(x, ·) véri�e la condition (42) (voir la Remarque 3.20).
Par suite, d'après (3.64), on déduit que :

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
6 2α−1 Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
+ 2α−1 Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
. (3.65)

Alors,∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi 6

C

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
dµi + C

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi , (3.66)

où C est une constante positive.
De plus, comme on a l'inclusion suivante Θni \Θε

ni ⊂ Ωε
ni , on trouve

lim sup
n→+∞

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi 6

C lim sup
n→+∞

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
dµi + C lim sup

n→+∞

∫
Ωεni

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi . (3.67)

On rappelle que

Ωε
ni =

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)− ∂u

∂xi
(x)

∣∣∣∣ > ε

}
.

On sait, d'après le Lemme 3.26, qu'on a

∂un
∂xi

(x) −−−−→
n→+∞

∂u

∂xi
(x), µi-p.p. x ∈ Ω,

alors, d'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim sup
n→+∞

∫
Ωεni

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi = 0. (3.68)

Il nous reste à montrer que

lim sup
n→+∞

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
dµi = 0. (3.69)
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Pour cela, on dé�nit la fonction suivante :

Gϕi
n (x)

.
=

(
ϕi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
− ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
. (3.70)

On développe Gϕi
n (x), on obtient alors

ϕi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
∂un
∂xi

(x) = Gϕi
n (x)+

+ ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
+ ϕi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
∂u

∂xi
(x). (3.71)

La N -fonction Φi(x, ·) est convexe, alors d'après la dé�nition de la sous-di�érentielle
des fonctions convexes et en utilisant (3.60) de la Remarque 3.28, on a pour x ∈ Θni :

ϕi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)(
∂u

∂xi
(x)− ∂un

∂xi
(x)

)
6 Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
− Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
, (3.72)

ce qui implique,

ϕi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
∂u

∂xi
(x) 6 Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
+

− Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
+ ϕi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
∂un
∂xi

(x). (3.73)

En combinant les relations (3.71) et (3.73), on obtient

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
6 Gϕi

n (x)+

+ ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
+ Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
. (3.74)

En intégrant (3.74) sur l'ensemble Θni \Θε
ni et puisque Gϕi

n (x) > 0 pour µi-presque
tout x (ϕi est strictement croissante), on déduit que

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
dµi 6

∫
Θni

Gϕi
n (x) dµi +∫

Θni\Θεni
ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi +

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi .

(3.75)
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Alors,∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
dµi 6

∫
Θni

Gϕi
n (x) dµi︸ ︷︷ ︸
∆1
n

+

∫
Θni

ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi︸ ︷︷ ︸

∆2
n

−
∫

Θεni

ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi︸ ︷︷ ︸

∆3
n

+

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi︸ ︷︷ ︸

∆4
n

.

(3.76)
Traitons chaque terme du membre de droite de cette dernière inégalité :

Pour ∆1
n :

D'après (3.39) du Lemme 3.26, il existe

w∗ni(x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
et w∗i (x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
:

lim
n→+∞

∫
Ω

(w∗ni(x)− w∗i (x))

(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi = 0.

En plus, dans (3.38), on a dé�ni la fonction Fni sur Ω par :

Fni(x) = (w∗ni(x)− w∗i (x))

(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
.

Sous les hypothèses du Lemme 3.27, on utilise les relations (3.60) et (3.61) de la
Remarque 3.28 sur l'ensemble Θni, et on obtient

Fni(x) =

(
ϕi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
− ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
.
= Gϕi

n (x),

c'est-à-dire les deux fonctions Fni et Gϕi
n coïncident sur l'ensemble Θni (voir la dé�-

nition de Gϕi
n (x) dans (3.70)).

Par conséquent,

∆1
n =

∫
Θni

Gϕi
n (x) dµi =

∫
Θni

Fni(x) dµi 6
∫

Ω

Fni(x) dµi. (3.77)
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Par suite, d'après (3.77), on conclut que

lim
n→+∞

∆1
n = 0 (3.78)

Pour ∆2
n :

D'après (3.61), on a pour µi-presque tout x ∈ Θni :

ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
.

Par suite, d'après la Proposition 2.50, on a

∂u

∂xi
(x) ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
= Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
+ Φi

(
x, ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
, (3.79)

où Φi(x, t) = sup
s>0

{
ts− Φi(x, s)

}
est la fonction conjuguée de Φi(x, ·).

D'après la construction de la fonction Φi, on a Φi(x, ·) > 0 et Φi(x, 0) = 0, alors

Φi(x, 0) = sup
s>0
{−Φi(x, s)} = − inf

s>0
{Φi(x, s)} = 0.

Ensuite, d'après la condition (C4), la relation (3.79) nous donne

Φi

(
x, ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
6 Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
+ Φi

(
x, ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
=

∂u

∂xi
(x) ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
6 α Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
.

En intégrant cette dernière relation sur Θni et en utilisant le fait que Φi(x, 0) = 0,
on obtient,∫

Θni

Φi

(
x, ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
dµi =

∫
Ω

Φi

(
x, χΘni(x)ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
dµi

6 C

∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi < +∞,

où C est une constante qui ne dépend pas de u.

D'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que
χΘni(x)ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
−−−−→
n→+∞

χΘ∞,i(x)ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
µi-p.p. x ∈ Ω,

et

χΘni ϕi

(
x,
∂u

∂xi

)
−−−−→
n→+∞

χΘ∞,i ϕi

(
x,
∂u

∂xi

)
fortement dans LΦi (Ω, µi),

(3.80)
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où Θ∞,i
.
=

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣ > M

}
.

Par hypothèse, on a
∂un
∂xi

⇀
∂u

∂xi
faiblement dans LΦi (Ω, µi), alors on conclut que

lim
n→+∞

∆2
n = lim

n→+∞

∫
Θni

ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi = 0. (3.81)

Pour ∆3
n :

Pour tout x ∈ Θε
ni, on a

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣ > M − 1 et

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)− ∂u

∂xi
(x)

∣∣∣∣ 6 ε.

Par suite, d'après la condition (C4), on obtient∣∣∣∣ϕi(x, ∂u∂xi (x)

)(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ϕi(x, ∂u∂xi (x)

)∣∣∣∣ ε
6 ϕi

(
x,

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣) (M − 1)

6 ϕi

(
x,

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣) ∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣
6 α Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
.

D'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

lim
n→+∞

∆3
n = lim

n→+∞

∫
Θεni

ϕi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)(
∂un
∂xi

(x)− ∂u

∂xi
(x)

)
dµi = 0. (3.82)

Pour ∆4
n :

On a ∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi 6

∫
Ωεni

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi . (3.83)

Alors, de (3.68), il résulte
lim sup
n→+∞

∆4
n = 0. (3.84)

Revenons à l'inégalité (3.76) : D'après les relations (3.78), (3.81), (3.82) et (3.84),

on a lim sup
n→+∞

∫
Θni\Θεni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
dµi = 0, d'où la relation (3.69) est prouvée.

D'après ce qui précède, il s'ensuit que la relation (3.58) est montrée, ce qui achève
la démonstration. �

En�n, on montre que l'hypothèse (B3) est véri�ée par le lemme suivant :
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Lemme 3.29. (Voir [16]) On considère M la constante dé�nie dans le Lemme 3.27.
On dé�nit l'ensemble suivant :

Λni
.
=

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣∂un∂xi
(x)

∣∣∣∣ > M et

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣ 6M − 1

}
.

Si on a, pour w∗ni(x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
:

lim
n→+∞

∫
Λni

w∗ni(x)
∂un
∂xi

(x) dµi = 0,

alors,

lim
n→+∞

ρi

(
∂un
∂xi

χΛni

)
= 0. (3.85)

Preuve:

On a pour µi-presque tout x ∈ Ω, w∗ni(x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
, alors d'après la

condition (C4), on a

α Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
6
∂un
∂xi

(x)w∗ni(x). (3.86)

Etant donné que Φi (x, 0) = 0, alors en intégrant (3.86) sur l'ensemble Λni, on obtient∫
Ω

Φi

(
x, χΛni(x)

∂un
∂xi

(x)

)
dµi =

∫
Λni

Φi

(
x,
∂un
∂xi

(x)

)
dµi

6
1

α

∫
Λni

∂un
∂xi

(x)w∗ni(x) dµi .

D'où,

lim
n→+∞

∫
Ω

Φi

(
x, χΛni(x)

∂un
∂xi

(x)

)
dµi = 0.

Par suite,

lim
n→+∞

ρi

(
∂un
∂xi

χΛni

)
= 0. (3.87)

�

Remarque 3.30. La convexité des fonctions Φi assure la monotonicité de l'opéra-
teur u 7−→ Au. En e�et, puisque la N -fonction Φi est convexe pour tout i = 1, . . . , N
(voir la Proposition 3.18), alors µi-p.p. x ∈ Ω, la fonction σ 7→ ∂Φi(x, σ) est mo-
notone (voir la Remarque 3.2). Par conséquent, l'hypothèse (A) du Lemme 3.17 est
satisfaite et l'opérateur A est monotone.
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Preuve du Théorème 3.24.
Après avoir véri�é toutes les hypothèses du Lemme 3.17, on l'applique, on trouve

un −−−−→
n→+∞

u fortement dans V0.

D'où, sous les conditions (C1)-(C4), on peut construire un opérateur −→ρ -multivoque
et fortement monotone. �

Remarque 3.31. Dans le chapitre suivant, nous verrons comment en pratique
la propriété de �forte monotonie� de l'opérateur A construit précédemment permet
de résoudre des problèmes de valeurs propres non-di�érentiables dans le cas sous-
critique.

>−>−>−>−>−>−>
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Chapitre 4

Problèmes de valeurs propres et

exposants critiques

Dans ce chapitre, nous commencerons par donner une application du Théorème
3.7 dans laquelle nous allons introduire un opérateur −→ρ -multivoque véri�ant la pro-
priété de �forte monotonie� dé�nie dans le chapitre précédent. Nous utiliserons en-
suite une variante du principe ε-variationnel d'Ekeland pour montrer deux théorèmes
d'existence abstraits. Le premier résultat prouvera l'existence pour des problèmes
dits �sous-critiques�, ici la compacité jouera un rôle important. Le deuxième aura
pour objet de montrer l'existence de solutions pour des problèmes dits �critiques�,
là où nous n'avons pas d'injection compacte. Nous terminerons par donner des ap-
plications de tous les résultats mentionnés dans des domaines bornés et même dans
des domaines non bornés avec un poids de type Hardy.

4.1 Exemple d'application - Mountain Pass

Dans la présente section, on commence par traiter un problème de valeurs propres
non-di�érentiable au sens classique (c'est-à-dire au sens de Fréchet) dans le cas sous-
critique pour un certain opérateur −→ρ -multivoque qui véri�e la propriété de �forte
monotonie�. On reprend les travaux de [16], [85].

Soient δ1, δ2, . . . , δN , N nombres réels positifs, qi : Ω → R et pi : Ω → R, pour
i = 1, . . . , N , 2N fonctions mesurables et bornées sur un domaine borné Ω ⊂ RN

à bord régulier telles que

2 6 inf ess
Ω

qi 6 qi(x) 6 sup ess
Ω

qi < inf ess
Ω

pi 6 pi(x) 6 sup ess
Ω

pi < +∞.
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On note (analogue pour qi) :

pi+ = sup ess
x∈Ω

pi(x),

pi− = inf ess
x∈Ω

pi(x),

p+
+ = max

{
p1+, . . . , pN+

}
,

p−− = min
{
p1−, . . . , pN−

}
.

Considérons la fonction Φi : Ω× R→ R dé�nie par

Φi(x, t) =

{
αi(x)|t|qi(x) si |t| 6 δi,

|t|pi(x) si |t| > δi,
où αi(x) = (δi)

pi(x)−qi(x).

On peut choisir la fonction ϕi(x, t) comme suit :

ϕi(x, t) =


qi(x)αi(x)|t|qi(x)−2t si |t| < δi,

pi(x)|t|pi(x)−2t si |t| > δi,

pi(x) · (δi)pi(x)−1 si t = δi,

−pi(x) · (δi)pi(x)−1 si t = −δi.

Les fonctions ϕi et Φi véri�ent les hypothèses (C1)-(C4) du Théorème 3.24,
avec α = q−− > 1 et α = p+

+ > 1.

L'espace d'Orlicz LΦi(Ω) qui correspond à la N -fonction Φi (dé�nie ci-dessus)
est l'espace de Lebesgue à exposant variable Lpi(·)(Ω) dé�ni par

Lpi(·)(Ω) =

{
v : Ω→ R mesurable :

∫
Ω

|v(x)|pi(x) dx < +∞
}
.

Cet espace est muni de la norme de Luxemburg suivante :

‖u‖pi(·) = inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣u(x)

λ

∣∣∣∣pi(x)

dx 6 1

}
.

Etant donné que 1 < pi− 6 pi+ < +∞, alors l'espace Lpi(·)(Ω) est un espace de
Banach ré�exif. De plus, la norme ‖ · ‖pi(·) est une norme absolument continue (pour
plus de détails sur l'espace Lpi(·)(Ω) voir [30] et [45]).

On considère V0 l'espace de Sobolev anisotrope aux exposants variables suivant
(pour plus de détails voir [57]) :

V0
.
= W

1,p1(·),...,pN (·)
0 (Ω)

=

{
v ∈ W 1,1

0 (Ω) :
N∑
i=1

(∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣∣pi(x)

dx

)
< +∞

}
.
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On munit cet espace de la norme suivante :

‖v‖V0 =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥
pi(·)

.

La fonction Φi(x, ·) est localement Lipschitzienne, convexe et sa sous-di�érentielle
est donnée par

∂Φi(x, t) =

{
ϕi(x, t) si |t| > δi ou |t| < δi,

sign(t)
[
qi(x), pi(x)

]
(δi)

pi(x)−1 sinon.

On dé�nit la fonctionnelle J : V0 → R par

J(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dx

pi(x)
.

Théorème 4.1. (Voir [16]) Soient δN+1 > 0 un réel positif, qN+1(x) et pN+1(x)
deux fonctions mesurables et bornées sur Ω telles que

2 < inf ess
Ω

qN+1(x) 6 sup ess
Ω

qN+1(x) < inf ess
Ω

pN+1(x).

On dé�nit la fonction j : LpN+1(·)(Ω)→ R par

j(v) =

∫
Ω

ΦN+1

(
x, v(x)

) dx

pN+1(x)
,

telle que

ΦN+1

(
x, u(x)

)
=

{
|u(x)|pN+1(x) si |u(x)| > δN+1,

αN+1(x)|u(x)|qN+1(x) si |u(x)| 6 δN+1,

et αN+1(x) = (δN+1)pN+1(x)−qN+1(x).

On suppose que

(a) L'injection V0 LpN+1(·)(Ω) est compacte.

(b) (qN+1)− = inf ess
Ω

qN+1(x) > p+
+ = max

{
p1+, . . . , pN+

}
.

Alors, (sous les hypothèses et les notations déjà introduites) pour tout λ > 0, il existe
une fonction u ∈ V0 non triviale et u > 0 telle que

0 ∈ ∂J(u)− λ∂j(u).

Plus précisément, il existe wi(x) pour i = 1, . . . , N et wN+1(x) telles qu'on a
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pi(x)wi(x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
p.p.,

où ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
=

 lim inf
t→ ∂u

∂xi
(x)
ϕi(x, t); lim sup

t→ ∂u
∂xi

(x)

ϕi(x, t)

 ,
pN+1(x)wN+1(x) ∈ ∂ΦN+1

(
x, u(x)

)
p.p.,

où ∂ΦN+1 (x, u(x)) =

[
lim inf
t→u(x)

ϕN+1(x, t); lim sup
t→u(x)

ϕN+1(x, t)

]
,

et
N∑
i=1

∫
Ω

wi(x)
∂v

∂xi
(x)dx = λ

∫
Ω

wN+1(x)v(x)dx, ∀ v ∈ V0.

Ce que nous dé�nissons comme

−div −→ρ

(
∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
= λ wN+1(x).

Preuve:
Pour ce faire, il s'agit d'appliquer le Théorème 3.7. Plus précisément, véri�er les
hypothèses (H0)-(H4) :

(i) D'après (a), on a l'hypothèse de compacité (H0).

(ii) Pour tout i ∈
{

1, . . . , N
}
, les fonctions ϕi et Φi véri�ent les hypothèses (C1)-

(C4), alors en appliquant le Théorème 3.24, on déduit que l'opérateur multi-
voque v ∈ V0 7→ ∂J(v) est fortement monotone. Par la suite, on a (H1).

(iii) Soit v∗ ∈ λ∂j(u), alors on a v∗(x) ∈ λ∂ΦN+1

(
x, u(x)

) 1

pN+1(x)
p.p.

On rappelle qu'on a p.p. x ∈ Ω,

∂ΦN+1(x, u(x))

pN+1(x)
=



qN+1(x)

pN+1(x)
αN+1(x)|u|qN+1(x)−2u si |u(x)| < δN+1,

|u|pN+1(x)−2u si |u(x)| > δN+1,

sign(u(x))
[
qN+1(x)

pN+1(x)
, 1
]

(δN+1)pN+1(x)−1 sinon.
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En outre, on a∫
Ω

v∗(x)u(x)dx > λ

∫
{|u|>δN+1}

|u(x)|pN+1(x) dx

+ λ

∫
{|u|6δN+1}

qN+1(x)

pN+1(x)
αN+1(x) |u|qN+1(x) dx

> λ(qN+1)−

∫
{|u|>δN+1}

|u(x)|pN+1(x)

pN+1(x)
dx

+ λ(qN+1)−

∫
{|u|6δN+1}

αN+1(x)

pN+1(x)
|u|qN+1(x) dx

= λ(qN+1)− j(u).

Par hypothèse, on a

(pN+1)+ > (pN+1)− > (qN+1)+ > (qN+1)− > p+
+.

En choisissant β > 0 tel que p+
+ < β < (qN+1)− et d'après ce qui précède, on

trouve que
inf

v∗∈λ∂j(u)
〈v∗;u〉 > β

(
λj(u)

)
. (4.1)

D'où, on a la première condition de croissance de (H2).

(iv) Pour véri�er la deuxième condition de (H2), considérons l'ensemble suivant :

Hi =

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣ > δi

}
. (4.2)

Par conséquent, on a

J(u) >
N∑
i=1

∫
Hi

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣pi(x)
dx

pi(x)
(4.3)

>
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣pi(x)
dx

pi(x)
− C1(1 . . . N), (4.4)

où C1(1 . . . N) est une constante positive qui dépend de δ1, . . . , δN , p1, . . . , pN
et du domaine Ω.
D'autre part, soit w∗ ∈ ∂J(u), alors il existe une constante C2(1 . . . N) telle
que

〈w∗;u〉 6
N∑
i=1

∫
Hi

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣pi(x)

dx+ C2(1 . . . N),

où C2(1 . . . N) est positive et dépend des mêmes paramètres que C1(1 . . . N).
Par la suite, on a

〈w∗;u〉 6 p+
+

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣pi(x)
dx

pi(x)
+ C2(1 . . . N).
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Comme β > 0, d'après (4.4) on déduit que

1

β
sup

w∗∈∂J(u)

〈w∗;u〉 6 p+
+

β

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣pi(x)
dx

pi(x)
+ C3(1 . . . N) (4.5)

6
p+

+

β
J(u) + C4(1 . . . N). (4.6)

Ayant
p+

+

β
< 1 et sous les hypothèses données sur J , il existe k1 et k2 deux

constantes positives telles que(
1− p+

+

β

)
J(u) > k1‖u‖V0 − k2, ∀ u ∈ V0. (4.7)

Cette dernière relation et (4.6) impliquent

1

β
sup

w∗∈∂J(u)

〈w∗;u〉+ k1‖u‖V0 6 J(u) + C5(1 . . . N).

Donc la deuxième condition de (H2) est véri�ée.

D'après le Lemme 3.5, on conclut que la fonction Φλ(u)
.
= J(u)−λj(u) véri�e

la condition de Palais-Smale. Dans ce qui suit, on montre en plus qu'elle véri�e
la géométrie de �Mountain Pass�.

(v) On a Φλ(0) = 0. En plus, d'après la construction de la fonctionnelle J , on a
J(u) > 0 pour tout u 6= 0, u ∈ V0. Alors, on a (H3).

(vi) Commençons par regarder le comportement de Φλ(u) au voisinage de l'in�ni :
Soient u0 ∈ C1

c (Ω), u0 6≡ 0 et t > 1 tels que

j(tu0) =

∫
Ω

ΦN+1

(
x, tu0(x)

)
pN+1(x)

dx

>
∫
{|tu0|>δN+1}

tpN+1(x)|u0|pN+1(x) dx

pN+1(x)

> t(pN+1)−
1

(pN+1)+

∫
{|tu0|>δN+1}

|u0|pN+1(x)dx

> t(pN+1)−

[
1

(pN+1)+

∫
Ω

|u0|pN+1(x)dx− c0(δN+1, pN+1,Ω)

]
,

où c0 est une constante positive qui dépend de δN+1, pN+1 et Ω.
On choisit u0 ∈ C1

c (Ω) de sorte que∫
Ω

|u0|pN+1(x)dx > c0 · (pN+1)+.
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Par conséquent, on a

j(tu0) > t(pN+1)−

[
1

(pN+1)+

∫
Ω

|u0|pN+1(x)dx− c0

]
> 0. (4.8)

D'autre part, on a

J(tu0) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x, t

∂u0

∂xi

)
dx

pi(x)

6
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣t∂u0

∂xi

∣∣∣∣pi(x)
dx

pi(x)
+ c1(1 . . . N),

où c1(1 . . . N) est une constante positive indépendante de t et qui dépend
seulement de δ1, . . . , δN , p1, . . . , pN et Ω. Par conséquent, on a

J(tu0) 6 tp
+
+

1

p−−

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂u0

∂xi

∣∣∣∣pi(x)

dx+ c1. (4.9)

D'après (4.8) et (4.9), on déduit que

λj(tu0)

J(tu0)
>
t(pN+1)−λ

[
1

(pN+1)+

∫
Ω

|u0|pN+1(x)dx− c0

]
tp

+
+

[
1

p−−

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂u0

∂xi

∣∣∣∣pi(x)

dx+
c1

tp
+
+

] . (4.10)

Par hypothèse, on a (pN+1)− > p+
+ et ayant

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂u0

∂xi

∣∣∣∣pi(x)

dx > 0, alors

d'après (4.10), on obtient

lim
t→+∞

λj(tu0)

J(tu0)
= +∞. (4.11)

De la même manière, on étudie Φλ(u) au voisinage de u = 0 : Soit u ∈ V0 tel
que ‖u‖V0 < 1.
Etant donné que (qN+1)− < (pN+1)−, il existe une constante c2 > 0 telle que

j(u) 6 c2

(
‖u‖(pN+1)−

V0
+ ‖u‖(qN+1)−

V0

)
6 c3‖u‖(qN+1)−

V0
. (4.12)

D'autre part, on a

J(u) > c4‖u‖
p++
V0
. (4.13)

Ayant (pN+1)− > p+
+, alors d'après (4.12) et (4.13), on déduit que

λj(u)

J(u)
6 c5‖u‖

(qN+1)−−p++
V0

−−−−−→
‖u‖V0

→0
0. (4.14)
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Toutes les hypothèses du Théorème 3.7 sont véri�ées par la fonctionnelle Φλ, on
conclut qu'il existe un point critique u ∈ V0 tel que

0 ∈ ∂Φλ(u), Φλ(u) > 0.

En plus, on peut supposer que la solution non triviale u est positive u > 0, comme

Φλ(u) = Φλ(|u|).

�

Remarque 4.2. Si dans le Théorème 4.1, on suppose que les fonctions exposants
pi et qi sont égales p.p. x ∈ Ω et pour tout i = 1, . . . , N (c'est-à-dire pi(x) = qi(x)
p.p.) et si en plus, on a pN+1(x) = qN+1(x) p.p., alors dans ce cas :

(a) Les deux fonctions J et j déjà introduites s'écrivent

J : V0 → R où J(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣∣pi(x)
dx

pi(x)
,

et

j : LpN+1(·)(Ω)→ R où j(v) =

∫
Ω

|v(x)|pN+1(x) dx

pN+1(x)
.

En particulier, les fonctions J et j deviennent C1-di�érentiables au sens de
Fréchet.

(b) La preuve du Théorème 4.1 reste vraie. Par contre, la propriété de �forte mono-
tonie� de l'opérateur u 7→ ∂J(u) peut être véri�ée d'une autre manière et sans
passer par le Théorème 3.24. En e�et, il su�t d'appliquer l'inégalité suivante
(voir [91, Formule (2.2)]) :
Pour p > 2, il existe une constante c(p) > 0 telle que(

|ξ|p−2ξ − |ψ|p−2ψ
)
· (ξ − ψ) > c(p)|ξ − ψ|p ξ, ψ ∈ R (4.15)

Notre Théorème 4.1 généralise un résultat récent de M. Mihăilescu et al. donné
par le Théorème 2. de [57] et présenté dans le corollaire suivant :

Corollaire 4.3. On suppose que ∀ i = 1, . . . , N , pi(x) = qi(x) p.p. x ∈ Ω et
pN+1(x) = qN+1(x) p.p. x ∈ Ω, alors le Théorème 4.1 se réduit au cas univoque et
en particulier, il généralise le résultat du Théorème 2. dans [57].
En d'autres termes, ∀ λ > 0, il existe u ∈ V0, u 6≡ 0 et u > 0 telle que u soit une
solution du problème suivant : −div

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi(x)−2

∂u

∂xi

)
= λ|u|pN+1(x)−2u dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

(4.16)
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Plus généralement, les N -fonctions Φi, i = 1, . . . , N , qu'on a dé�nies dans la
Section 3.3 contiennent celles dé�nies récemment par M. Mihăilescu et al. dans [56],
alors en combinant le Théorème 3.7 et le Théorème 4.1, on déduit que le Théorème
1. de [56] peut-être obtenu par le corollaire suivant :

Corollaire 4.4. On suppose que ∀ i = 1, . . . , N , les fonctions ϕi sont des homéomor-
phismes de R dans R qui véri�ent l'hypothèse (C1) (voir page 51). Par conséquent,
les N -fonctions Φi sont C

1-di�érentiables au sens de Fréchet.
Dans ce cas particulier, notre opérateur sera un opérateur anisotrope univoque.
De plus, si les Φi véri�ent (C4), alors en suivant la même procédure de la preuve
du Théorème 4.1, on déduit que, sous les mêmes hypothèses de [56], on a :
∀ λ > 0, il existe u ∈ V0, u 6≡ 0 et u > 0 telle que u soit une solution du problème
suivant :  −div

(
ϕi

(
∂u

∂xi

))
= λ|u|pN+1(x)−2u dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(4.17)

4.2 Principe ε-variationnel d'Ekeland

Dans cette section, on rappelle le principe ε-variationnel d'Ekeland qui à partir
d'une fonction Φ semi-continue inférieurement dé�nie sur un espace métrique (V, d)
et à valeurs réelles telle que Φ(u) > β, ∀ u ∈ V , on peut construire une suite
minimisante sous certain contrôle (voir [23] et [24]).

Plus précisément, considérons (V, ‖ · ‖) un espace de Banach muni de la norme
‖ · ‖.

Lemme 4.5. (Voir [23], [24], [43, page 23]) Soit B(0, σ) une boule ouverte dans V ,
de rayon σ > 0 et soit la fonction Φ : B(0, σ) −→ R ∪ {+∞} qui véri�e
~ Φ(·) est semi-continue inférieurement sur B(0, σ).

~ Φ 6≡ +∞.

~ Φ(·) est bornée inférieurement sur B(0, σ) c'est-à-dire inf
B(0,σ)

Φ > −∞.

Alors, pour tout ε > 0 et u ∈ B(0, σ) véri�ant

inf
B(0,σ)

Φ 6 Φ(u) 6 inf
B(0,σ)

Φ + ε,

il existe un certain v ∈ B(0, σ) tel que

~ Φ(v) 6 Φ(u).

~ ‖u− v‖ 6
√
ε.

~ ∀w ∈ B(0, σ) \ {v} , on a Φ(w) > Φ(v)−
√
ε ‖w − v‖.
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Figure 4.1 � Principe ε-variationnel d'Ekeland.

Corollaire 4.6. (Voir [16]) Sous les mêmes hypothèses du lemme précédent, il existe
une suite (un)n>0 ⊂ B(0, σ) telle que

(i) Φ(un) −−−−→
n→+∞

inf
B(0,σ)

Φ.

(ii) ∀w ∈ B(0, σ), on a Φ(w) > Φ(un)− 1

n
‖w − un‖.

(iii) Si, en plus, on suppose que la suite (un) ⊂ i̊nt
{
B(0, σ)

}
= B(0, σ), alors

λΦ(un) = inf
{
‖w∗n‖V ∗ : w∗n ∈ ∂Φ(un)

}
−−−−→
n→+∞

0.

Preuve:
On choisit ε du Lemme 4.5 de sorte qu'il dépend de l'entier n :

Posons ε =
1

n2
et v = un , on obtient alors

Φ(un) 6 inf
B(0,σ)

Φ +
1

n2
. (4.18)

et

Φ(w) > Φ(un)− 1

n
‖w − un‖, ∀w ∈ B(0, σ). (4.19)

~ La relation (4.18) montre (i).

~ La relation (4.19) montre (ii).
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~ Pour montrer (iii), on dé�nit la fonction Q sur B(0, σ) par

Q(w)
.
= Φ(w) +

1

n
‖w − un‖.

Par conséquent, d'après l'inégalité (4.19), on a Q(un) 6 Q(w), ∀w ∈ B(0, σ).
D'après (iii), on a (un)n ⊂ B(0, σ), alors

0 ∈ ∂Q(un) ⊂ ∂Φ(un) +
1

n
∂Pn(un), (4.20)

où la fonction Pn est donnée par Pn(w)
.
= ‖w − un‖.

Par conséquent, on a

0 = w∗n +
1

n
v∗n , où w∗n ∈ ∂Φ(un) et v∗n ∈ ∂Pn(un). (4.21)

D'autre part, d'après la dé�nition de la sous-di�érentielle des fonctions convexes,
on a

∂Pn(un) =
{
v∗ ∈ V ∗ : 〈v∗, w − un〉V 6 ‖w − un‖ ,∀w

}
.

Donc,

∂Pn(un) ⊂
{
v∗ ∈ V ∗ : ‖v∗‖V ∗ 6 1

}
. (4.22)

Les relations (4.21) et (4.22) impliquent que

λΦ(un) 6 ‖w∗n‖V ∗ =
1

n
‖v∗n‖V ∗ 6

1

n
−−−−→
n→+∞

0. (4.23)

D'où (iii) est montré. Ce qui achève la démonstration.

�

4.3 Existence de points critiques au voisinage de
l'origine

En utilisant le principe ε-variationnel d'Ekeland et plus précisément le Corollaire
4.6, on montre deux résultats abstraits d'existence d'un point critique. Tout d'abord,
le cas sous-critique pour lequel on a une injection compacte (voir Théorème 4.7),
ensuite celui dit critique pour lequel on perd la compacité (voir Théorème 4.8).

4.3.1 Cas sous-critique

Dans ce paragraphe, on introduit un théorème abstrait qui montre l'existence
d'un point critique d'une fonctionnelle Φ au voisinage de l'origine sous une hypothèse
de compacité.
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Théorème 4.7. (Voir [17]) Soient J : V → R et j : X → R deux fonctions
localement Lipschitziennes. Supposons que

(H0) V X est une injection compacte.

(H1)
A : V −→ 2V

∗

u −→ ∂J(u)
est fortement monotone.

(H3') Soit Φ
.
= J − j telle que Φ(0) = 0 et supposons qu'il existe une fonction

ν0 ∈ V et une constante η > 0 telles que

~ ‖ν0‖V < η.

~ Φ(v) > 0 pour tout v ∈ V tel que ‖v‖V = η.

~ Φ(ν0) < 0.

~ inf
v∈B(0,η)

Φ(v) > −∞.

Alors, sous les hypothèses (H0), (H1) et (H3'), il existe une fonction u ∈ V non
nulle telle que u est un point critique de la fonctionnelle Φ c'est-à-dire

0 ∈ ∂Φ(u) ⊂ ∂J(u)− ∂j(u).

Preuve:
A�n de montrer le Théorème 4.7, on applique le principe ε-variationnel d'Ekeland,
plus particulièrement, on applique le Corollaire 4.6. Pour cela, on considère la boule
ouverte B(0, η) de rayon η > 0 où η est donné dans (H3').
D'après l'hypothèse (H3'), il existe ν0 ∈ V non nul tel que

~ Φ(0) = 0, Φ(ν0) < 0, alors Φ 6≡ +∞.

~ Φ(ν0) < 0, alors ν0 ∈ B(0, η).

~ −∞ < inf
v∈B(0,η)

Φ(v)
.
= c, alors −∞ < c 6 Φ(ν0) < 0.

Les fonctions J et j sont localement Lipschitziennes alors Φ = J−j est semi-continue
inférieurement, par suite les hypothèses du Corollaire 4.6 sont véri�ées.
On conclut qu'il existe une suite minimisante (un) ⊂ B(0, η) et u ∈ V tels que

(i) un ⇀ u faiblement dans V .

(ii) un → u fortement dans X, d'après l'hypothèse (H0).

(iii) Φ(un) −−−−→
n→+∞

c , par conséquent un ∈ i̊nt
{
B(0, η)

}
= B(0, η).

(iv) Ayant (un) ⊂ B(0, η), alors il existe ξ∗n ∈ ∂Φ(un) tel que

‖ξ∗n‖V ∗ −−−−→n→+∞
0.
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Puisque (un) est une suite bornée dans V , alors elle est bornée dans X, par la suite,
on a ‖un‖X 6 c1 et d'après (c) de la Proposition 2.58, on a ‖v∗n‖X∗ 6 c2, pour
v∗n ∈ ∂j(un) (où c1 et c2 sont deux constantes positives).
De plus, il existe w∗n ∈ ∂J(un) et v∗n ∈ ∂j(un) tels que

ξ∗n = w∗n − v∗n dans V ∗,

on sait qu'il existe une constante c2 > 0 telle que ‖v∗n‖X∗ 6 c2, ainsi, on a

〈w∗n;un − u〉V − 〈v
∗
n;un − u〉V = 〈ξ∗n;un − u〉V . (4.24)

Prenons un élément quelconque w∗ dans l'ensemble ∂J(u), alors en ajoutant le terme
〈−w∗;un − u〉 à l'égalité (4.24), on déduit que

〈w∗n − w∗;un − u〉 = −〈w∗;un − u〉+ 〈v∗n;un − u〉+ 〈ξ∗n;un − u〉 . (4.25)

Par conséquent,

| 〈w∗n − w∗;un − u〉 | 6 | 〈w∗;un − u〉 |+ c2‖un − u‖X + c3‖ξ∗n‖V ∗ . (4.26)

D'après ce qui précède, on déduit que

lim
n→+∞

〈w∗n − w∗;un − u〉 = 0, w∗n ∈ ∂J(un) et w∗ ∈ ∂J(u) = A(u). (4.27)

L'hypothèse (H1) implique que un → u fortement dans V . On conclut alors qu'il
existe u ∈ V tel que

0 ∈ ∂Φ(u), Φ(u) = c < 0.

�

4.3.2 Cas critique (sans hypothèse de compacité)

Dans ce deuxième paragraphe, on introduit un théorème abstrait qui nous permet
de montrer l'existence d'un point critique de la fonctionnelle Φ = J−j sans demander
que l'injection V X soit compacte, comme on a déjà vu au Théorème 3.7 (voir la
Remarque 3.8) :

Théorème 4.8. (Voir [16]) On considère Φ = J − j où

j : X −→ R,

J : V −→ R,

sont deux fonctions localement lipschitziennes telles que :

On remplace (H1) du Théorème 3.7 par
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(H1') Pour toute suite de points
(
un, w

∗
n

)
n>0

du graphe de ∂Φ(·)
(c'est-à-dire w∗n ∈ ∂Φ(un)), on a

un ⇀ u faiblement dans V
w∗n −→ 0 fortement dans V ∗

}
=⇒ 0 ∈ ∂Φ(u).

Et on remplace (H2) du même théorème par

(H2') On peut décomposer la fonction j en une somme de deux fonctions localement
Lipschitziennes j0 et j1 dans V (c'est-à-dire j = j0 + j1) telles que

~ j0(0) = j1(0) = 0,

~ la fonction j0 : V −→ R est faiblement continue c'est-à-dire si vn ⇀ v
faiblement dans V , alors j0(vn) −→ j0(v).

En plus, il existe β > 0 tel que les deux conditions de croissance suivantes sont
satisfaites

j1(u) 6
1

β
inf

v∗∈∂j(u)
〈v∗, u〉 , ∀u ∈ X, (4.28)

1

β
sup

w∗∈∂J(u)

〈w∗, u〉 6 J(u), ∀u ∈ V. (4.29)

(H3') Φ(0) = 0 et il existe une fonction ν0 ∈ V et une constante η > 0 telles que

~ ‖ν0‖V < η.

~ Φ(v) > 0 pour tout v ∈ V tel que ‖v‖V = η.

~ Φ(ν0) < 0.

~ inf
v∈B(0,η)

Φ(v) > −∞.

Alors, sous les hypothèses (H1'), (H2') et (H3'), il existe une fonction u ∈ V
non nulle telle que u est un point critique de la fonctionnelle Φ c'est-à-dire

0 ∈ ∂Φ(u) ⊂ ∂J(u)− ∂j(u).

Preuve:
De même pour montrer le Théorème 4.8, on applique le Corollaire 4.6 (principe
ε-variationnel d'Ekeland). Alors, comme on a déjà vu dans la preuve du Théorème
4.7, d'après l'hypothèse (H3'), il existe ν0 ∈ V et ν0 6≡ 0 tel que

~ Φ(0) = 0, Φ(ν0) < 0, alors Φ 6≡ +∞.

~ Φ(ν0) < 0, alors ν0 ∈ B(0, η).

~ −∞ < inf
v∈B(0,η)

Φ(v)
.
= c, alors −∞ < c 6 Φ(ν0) < 0.

Les fonctions J et j sont localement Lipschitziennes alors Φ = J−j est semi-continue
inférieurement, par conséquent les hypothèses du Corollaire 4.6 sont véri�ées.
Par la suite, il existe une suite minimisante (un) ⊂ B(0, η) et u ∈ V telles que
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(a) un ⇀ u faiblement dans V .

(b) Φ(un) −−−−→
n→+∞

c , alors un ∈ i̊nt
{
B(0, η)

}
= B(0, η).

(c) Ayant (un) ⊂ B(0, η), alors il existe ξ∗n ∈ ∂Φ(un) telle que

‖ξ∗n‖V ∗ −−−−→n→+∞
0.

D'après (a), (c) et (H1'), on déduit que

0 ∈ ∂Φ(u) ⊂ ∂J(u)−∂j(u) c'est-à-dire u est un point critique de la fonctionnelle Φ.

Pour �nir la preuve, il reste à montrer que ce dernier point critique trouvé est non
trivial c'est-à-dire u 6≡ 0.
D'après (c), on a ξ∗n ∈ ∂Φ(un), donc ∀ n ∈ N, il existe w∗n ∈ ∂J(un) et v∗n ∈ ∂j(un)
tels que

ξ∗n = w∗n − v∗n. (4.30)

Par la suite, on applique l'égalité (4.30) à un et on la multiplie par − 1

β
, où β est la

constante positive donnée dans (H2'). On obtient alors,

− 1

β
〈ξ∗n, un〉 = − 1

β
〈w∗n, un〉+

1

β
〈v∗n, un〉 . (4.31)

Puis, on ajoute Φ(un) = J(un)− j0(un)− j1(un), on trouve

− 1

β
〈ξ∗n, un〉+Φ(un) =

[
J(un)− 1

β
〈w∗n, un〉

]
+

[
1

β
〈v∗n, un〉 − j1(un)

]
−j0(un). (4.32)

D'après la relation (4.29), on déduit que

J(un)− 1

β
〈w∗n, un〉 > J(un)− 1

β
sup

w∗∈∂J(un)

〈w∗, un〉 > 0. (4.33)

De même, d'après la relation (4.28), on obtient

1

β
〈v∗n, un〉 − j1(un) >

1

β
inf

v∗∈∂j(un)
〈v∗, un〉 − j1(un) > 0. (4.34)

Donc d'après (4.33) et (4.34), l'égalité (4.32) implique

− 1

β
〈ξ∗n, un〉+ Φ(un) > −j0(un). (4.35)

En plus, on a

~ − 1

β
〈ξ∗n, un〉 6

1

β
‖ξ∗n‖V ∗ ‖un‖V −−−−→n→+∞

0.
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~ Φ(un) −−−−→
n→+∞

c, d'après (b).

~ un ⇀ u faiblement dans V et j0(un) −−−−→
n→+∞

j0(u), d'après (a) et le fait que j0

est faiblement continue par (H2').

Donc si on fait tendre n→ +∞ dans (4.35), on conclut que

−j0(u) 6 c < 0.

Par conséquent, j0(u) > 0 et comme j0(0) = 0 d'après (H2'), il en résulte que
u 6≡ 0. �

4.4 Exemples d'application

4.4.1 Cas sous-critique 1

Dans la présente Section, nous traitons le même problème de valeurs propres
(cas sous-critique) déjà introduit à la Section 4.1 c'est-à-dire nous nous intéressons
à l'opérateur −→ρ -multivoque associé à des exposants variables et qui véri�e la pro-
priété de �forte monotonie�. Sauf qu'ici nous changerons les hypothèses mises sur les
exposants et dans ce cas le théorème de �Mountain Pass� n'est plus valable. Nous
appliquerons le Théorème 4.7 pour résoudre le nouveau problème obtenu.

Soient δ1, δ2, . . . , δN , N nombres réels positifs, qi : Ω → R et pi : Ω → R, pour
i = 1, . . . , N , 2N fonctions mesurables et bornées sur un domaine borné Ω ⊂ RN

à bord régulier telles que

2 6 inf ess
Ω

qi 6 qi(x) 6 sup ess
Ω

qi < inf ess
Ω

pi 6 pi(x) 6 sup ess
Ω

pi < +∞.

Considérons les mêmes notations déjà dé�nies dans la Section 4.1 (analogue pour qi) :

pi+ = sup ess
x∈Ω

pi(x),

pi− = inf ess
x∈Ω

pi(x),

p+
+ = max

{
p1+, . . . , pN+

}
,

p−− = min
{
p1−, . . . , pN−

}
.

De plus, considérons la fonction Φi : Ω× R→ R dé�nie par

Φi(x, t) =

{
αi(x)|t|qi(x) si |t| 6 δi,

|t|pi(x) si |t| > δi,
où αi(x) = (δi)

pi(x)−qi(x).
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De même, on peut choisir la fonction ϕi(x, t) comme suit :

ϕi(x, t) =


qi(x)αi(x)|t|qi(x)−2t si |t| < δi,

pi(x)|t|pi(x)−2t si |t| > δi,

pi(x) · (δi)pi(x)−1 si t = δi,

−pi(x) · (δi)pi(x)−1 si t = −δi.

Alors comme on a déjà vu, les fonctions ϕi et Φi véri�ent les hypothèses (C1)-
(C4) du Théorème 3.24, avec α = q−− > 1 et α = p+

+ > 1.

On munit l'espace d'Orlicz LΦi(Ω) associé à la N -fonction Φi, dé�ni par

LΦi(Ω) =

{
v : Ω→ R mesurable :

∫
Ω

Φi (x, v(x)) dx < +∞
}
,

de la norme de Luxemburg suivante :

‖u‖Φi
= inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

Φi

(
x,
u(x)

λ

)
dx 6 1

}
.

Étant donné que 1 < qi− < pi+ < +∞, alors l'espace LΦi(Ω) muni de cette dernière
norme est un espace de Banach ré�exif. De plus, cette norme ‖ · ‖Φi est une norme
absolument continue.
On considère V0 l'espace de Sobolev anisotrope aux exposants variables :

V0
.
= W 1,Φ1,...,ΦN

0 (Ω)

=

{
v ∈ W 1,1

0 (Ω) :
N∑
i=1

(∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dx

)
< +∞

}
.

On munit cet espace de la norme suivante :

‖v‖V0 =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥

Φi

.

On dé�nit la fonctionnelle J : V0 → R par

J(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dx

pi(x)
.

Théorème 4.9. (Voir [17]) Soient δN+1 > 0 un réel positif, qN+1(x) et pN+1(x)
deux fonctions mesurables et bornées sur Ω telles que

2 < inf ess
Ω

qN+1(x) 6 sup ess
Ω

qN+1(x) < inf ess
Ω

pN+1(x).
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On dé�nit la fonction j : LΦN+1(Ω)→ R par

j(v) =

∫
Ω

ΦN+1

(
x, v(x)

) dx

pN+1(x)
,

où

ΦN+1

(
x, u(x)

)
=

{
|u(x)|pN+1(x) si |u(x)| > δN+1,

αN+1(x)|u(x)|qN+1(x) si |u(x)| 6 δN+1,

et αN+1(x) = (δN+1)pN+1(x)−qN+1(x).

On suppose que

(a) L'injection V0 LΦN+1(Ω) est compacte.

(b) (qN+1)− = inf ess
Ω

qN+1(x) < q−− = min
{
q1−, . . . , qN−

}
.

Alors, sous les hypothèses et les notations déjà introduites, il existe λ∗ > 0 tel que
pour tout λ ∈ ]0;λ∗[, il existe une fonction u ∈ V0 non triviale et u > 0 telle que

0 ∈ ∂J(u)− λ∂j(u).

Plus précisément, il existe wi(x) pour i = 1, . . . , N et wN+1(x) telles qu'on a

pi(x)wi(x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
p.p.,

pN+1(x)wN+1(x) ∈ ∂ΦN+1

(
x, u(x)

)
p.p.

et
N∑
i=1

∫
Ω

wi(x)
∂v

∂xi
(x)dx = λ

∫
Ω

wN+1(x)v(x)dx, ∀ v ∈ V0.

Preuve:
Pour ce faire, il s'agit d'appliquer le Théorème 4.7 c'est-à-dire véri�er les hypothèses
(H0), (H1) et (H3').
En e�et, les hypothèses (H0) et (H1) se véri�ent comme dans la preuve du Théo-
rème 4.1.
Par la suite, il nous reste à montrer que la fonctionnelle Φλ

.
= J − λj véri�e l'hypo-

thèse (H3') :

(i) On a V0 LΦN+1(Ω), alors il existe S0 > 0 une constante positive telle que

‖u‖ΦN+1
6 S0‖u‖V0 , ∀ u ∈ V0.

On considère η > 0 tel que η <
1

S0

. Alors,

‖u‖ΦN+1
< 1, ∀ u ∈ V0 tel que ‖u‖V0 = η.
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Par la suite, d'après le Lemme 5.12, on a∫
Ω

ΦN+1 (x, u(x)) dx 6 ‖u‖(qN+1)−
ΦN+1

, ∀ u ∈ V0 tel que ‖u‖V0 = η. (4.36)

D'après ce qui précède, on a∫
Ω

ΦN+1 (x, u(x)) dx 6 (S0)(qN+1)−‖u‖(qN+1)−
V0

, ∀ u tel que ‖u‖V0 = η.

(4.37)
D'autre part, d'après le Corollaire 5.13, on a ∀ u ∈ V0 tel que ‖u‖V0 = η :

J(u) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dx

pi(x)
>

1

Np++ · p+
+

· ‖u‖p
+
+

V0
. (4.38)

Alors, ∀ v ∈ V0 tel que ‖v‖V0 = η, on a les inégalités suivantes :

Φλ(v)
.
=

N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dx

pi(x)
− λ

∫
Ω

ΦN+1

(
x, v(x)

) dx

pN+1(x)

>
1

Np++ · p+
+

· ‖v‖p
+
+

V0
− λ 1

(pN+1)−
(S0)(qN+1)−‖v‖(qN+1)−

V0

= η(qN+1)−

[
1

Np++ · p+
+

· ηp
+
+−(qN+1)− − λ 1

(pN+1)−
(S0)(qN+1)−

]
.

Si on choisit λ∗ > 0 telle que

λ∗ =
(pN+1)−

Np++ · p+
+ · (S0)(qN+1)−

· ηp
+
+−(qN+1)− . (4.39)

Alors, pour toute valeur λ telle que 0 < λ < λ∗ et pour tout u ∈ V0 tel que
‖u‖V0 = η, on a

Φλ(u) > 0.

(ii) Soit ε > 0 tel que (qN+1)− + ε < q−−. D'après la dé�nition de (qN+1)−, il existe
un ouvert Ω̂ ⊂ Ω tel que

qN+1(x) 6 (qN+1)− + ε < q−−, p.p. x ∈ Ω̂. (4.40)

Soit ν0 ∈ C1
c (Ω) telle que Ω̂ ⊂ supp (ν0), ν0(x) = 1 pour tout x ∈ Ω̂ et

0 6 ν0(x) 6 1 dans Ω (supp (ν0) désigne le support de la fonction ν0).
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Alors, pour tout 0 < t < 1 et en utilisant la relation (5.14), on a

Φλ(tν0) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x, t

∂ν0

∂xi
(x)

)
dx

pi(x)
− λ

∫
Ω

ΦN+1

(
x, tν0(x)

) dx

pN+1(x)

6
N∑
i=1

tq
−
−

p−−

∫
Ω

Φi

(
x,
∂ν0

∂xi
(x)

)
dx− λ

(pN+1)+

∫
Ω̂

ΦN+1

(
x, tν0(x)

)
dx

=
tq
−
−

p−−

N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂ν0

∂xi
(x)

)
dx+

− λ

(pN+1)+

∫
Ω̂
tqN+1(x)(δN+1)pN+1(x)−qN+1(x) |ν0(x)|qN+1(x)dx

6 tq
−
−

[
1

p−−

N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂ν0

∂xi
(x)

)
dx

]
+

− t(qN+1)−+ε

[
λ · C

(pN+1)+

∫
Ω̂
|ν0(x)|qN+1(x)dx

]
,

où C est une constante positive qui dépend de δN+1, pN+1 et qN+1.
Par conséquent,

Φλ(tν0) < 0, pour 0 < t < C

(
1

q−−−(qN+1)−−ε

)
0 assez petit tel que

0 < C0 < min

1 ;
λ · C · p−−
(pN+1)+

∫
Ω̂

|ν0(x)|qN+1(x)dx

N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂ν0

∂xi
(x)

)
dx

 . (4.41)

De plus, t est choisi de sorte que ‖tν0‖V0 < η. Dans (4.41), on a divisé par
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂ν0

∂xi
(x)

)
dx, donc il faut bien véri�er que cette quantité est non

nulle. En e�et, on a

0 < C

∫
Ω̂

|ν0(x)|qN+1(x)dx

6
∫

Ω̂

(δN+1)pN+1(x)−qN+1(x)|ν0(x)|qN+1(x)dx

6
∫

Ω

ΦN+1

(
x, ν0(x)

)
dx

6

{
(S0)(qN+1)−‖ν0‖(qN+1)−

V0
si ‖ν0‖ΦN+1

6 1,

(S0)(pN+1)+‖ν0‖(pN+1)+
V0

si ‖ν0‖ΦN+1
> 1.
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Alors, on déduit que ‖ν0‖V0 > 0. Par suite, en utilisant la relation (5.22) ou

(5.23), on conclut que
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂ν0

∂xi
(x)

)
dx > 0.

Remarque 4.10. D'après les dernières inégalités, on déduit que pour tout
u ∈ V0, on a∫

Ω

ΦN+1

(
x, u(x)

)
dx 6 (S0)(qN+1)−‖u‖(qN+1)−

V0
+ (S0)(pN+1)+‖u‖(pN+1)+

V0
.

(iii) A l'étape (i) et en utilisant les inégalités (4.37) et (4.38), on a montré que pour
tout u ∈ V0 tel que ‖u‖V0 = η, on a

Φλ(u) >
1

Np++ · p+
+

· ‖u‖p
+
+

V0
− λ 1

(pN+1)−
(S0)(qN+1)−‖u‖(qN+1)−

V0
. (4.42)

Par suite, on déduit que

−∞ < inf
u∈B(0,η)

Φλ(u) < 0. (4.43)

Toutes les hypothèses du Théorème 4.7 sont véri�ées, ce qui achève la démonstration.
�

4.4.2 Cas sous-critique 2 (avec coercivité)

Sous les mêmes notations introduites dans la Section 4.4.1 et en utilisant le
Théorème 2.45, on montre le résultat suivant :

Théorème 4.11. (Voir [17]) Soient δN+1 > 0 un réel positif, qN+1(x) et pN+1(x)
deux fonctions mesurables et bornées sur Ω telles que

2 < inf ess
Ω

qN+1(x) 6 sup ess
Ω

qN+1(x) < inf ess
Ω

pN+1(x).

On dé�nit la même fonction j : LΦN+1(Ω)→ R par

j(v) =

∫
Ω

ΦN+1

(
x, v(x)

) dx

pN+1(x)
,

telle que

ΦN+1

(
x, u(x)

)
=

{
|u(x)|pN+1(x) si |u(x)| > δN+1,

αN+1(x)|u(x)|qN+1(x) si |u(x)| 6 δN+1,

et αN+1(x) = (δN+1)pN+1(x)−qN+1(x).

De plus, on suppose que
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(a) L'injection V0 LΦN+1(Ω) est compacte.

(b) (qN+1)− < (pN+1)+ < q−− = min
{
q1−, . . . , qN−

}
.

Alors, sous ces hypothèses, il existe λ∗ > 0 et λ∗∗ > 0 deux constantes telles que
pour toute valeur λ ∈ ]0;λ∗[ ∪ ]λ∗∗; +∞[, il existe une solution u ∈ V0 non triviale
et u > 0 telle que

0 ∈ ∂J(u)− λ∂j(u).

En d'autres termes, il existe wi(x) pour i = 1, . . . , N et wN+1(x) telles qu'on a

pi(x)wi(x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
p.p.,

pN+1(x)wN+1(x) ∈ ∂ΦN+1

(
x, u(x)

)
p.p.

et
N∑
i=1

∫
Ω

wi(x)
∂v

∂xi
(x)dx = λ

∫
Ω

wN+1(x)v(x)dx, ∀ v ∈ V0.

Preuve:
Tout d'abord, l'existence de la première valeur λ∗ > 0 telle que pour tout λ ∈ ]0;λ∗[,
λ est une valeur propre de notre problème, est une conséquence du Théorème 4.9.
Ensuite, pour trouver la deuxième valeur λ∗∗ > 0, on va montrer que pour λ su�-
samment grand, la fonctionnelle Φλ

.
= J − λj admet un minimum global non trivial

dans V0.

(i) La fonctionnelle Φλ est coercive sur V0. En e�et, pour v ∈ V0(�xé) tel que

max
16i6N

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥

Φi

> 1, on a d'après le Corollaire 5.13 :

J(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dx

pi(x)
>

1

p+
+

· 1

N q−−
· ‖v‖q

−
−
V0
.

D'autre part, d'après la Remarque 4.10, on déduit la minoration suivante :

Φλ(v) >
1

p+
+ ·N q−−

· ‖v‖q
−
−
V0
− λ(S0)(qN+1)−

(pN+1)−
‖v‖(qN+1)−

V0
+
λ(S0)(pN+1)+

(pN+1)−
‖v‖(pN+1)+

V0
;

Ceci pour tout v ∈ V0 où max
16i6N

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥

Φi

> 1.

Par hypothèse, on a (qN+1)− < (pN+1)+ < q−−, alors lorsque ‖v‖V0 → +∞,

c'est ‖v‖q
−
−
V0

qui domine et par suite

Φλ(v) −−−−−−−→
‖v‖V0

→+∞
+∞.

Par conséquent, Φλ est coercive.
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(ii) La fonctionnelle Φλ est faiblement semi-continue inférieurement sur V0

c'est-à-dire pour toute suite (un) ⊂ V0 telle que un ⇀ u faiblement dans V0,
on a

Φλ(u) 6 lim inf
n→∞

Φλ(un).

En e�et, J est une fonction convexe (car c'est une somme �nie des fonctions
convexes), alors d'après la Proposition A.2, pour montrer qu'elle est semi-
continue inférieurement pour la topologie faible, il su�t en fait de montrer
qu'elle est semi-continue inférieurement pour la topologie forte. Pour cela, on
�xe un élément u0 ∈ V0 et on considère ε > 0.
On remarque que d'après (b) de la Proposition 2.62, on a

‖w∗0‖V∗0 6 Ku0 , pour tout w
∗
0 ∈ ∂J(u0), (4.44)

où Ku0 > 0 est la constante de Lipschitz de J au voisinage de u0 ∈ V0.
Ensuite, d'après la dé�nition de la sous-di�érentielle de la fonction convexe J ,
on a pour tout u ∈ V0 et pour tout w∗0 ∈ ∂J(u0) :

J(u)− J(u0) > 〈w∗0;u− u0〉
> −‖w∗0‖V∗0 · ‖u− u0‖V0

> −Ku0 · ‖u− u0‖V0 .

Prenons δ =
ε

Ku0

, alors pour tout u ∈ V0 avec ‖u− u0‖V0 < δ, on a

J(u)− J(u0) > −ε.

D'où J est semi-continue inférieurement pour la topologie forte et par suite
pour la topologie faible.

Soit (un) ⊂ V0 une suite telle que un ⇀ u faiblement dans V0. D'après l'hypo-
thèse (a), l'injection V0 LΦN+1(Ω) est compacte, alors un → u fortement
dans LΦN+1(Ω), donc lim

n→∞
j(un) = j(u).

On rappelle que
J(u) = Φλ(u) + λj(u).

Par conséquent, on a

J(u) 6 lim inf
n→∞

[
Φλ(un) + λj(un)

]
6 lim inf

n→∞
Φλ(un) + lim sup

n→∞
λj(un)

= lim inf
n→∞

Φλ(un) + λ lim
n→∞

j(un)

= lim inf
n→∞

Φλ(un) + λj(u).

D'où Φλ(u) 6 lim inf
n→∞

Φλ(un), donc Φλ est faiblement semi-continue inférieure-

ment sur V0.
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(iii) Les deux étapes précédentes nous permettent d'appliquer le Théorème 2.45,
donc la fonctionnelle Φλ atteint son minimum dans V0. Par suite, il existe
umin ∈ V0 un minimum global de Φλ et donc une solution de notre problème.

(iv) Montrons que cette solution umin est non triviale pour λ su�samment grand.
En e�et, considérons t0 > max

{
1; δN+1

}
un nombre réel �xé et Ω1 ⊂⊂ Ω un

ouvert tel que |Ω1| > 0. Alors, on peut construire une fonction v0 ∈ C∞c (Ω) ⊂
V0 telle que {

v0(x) = t0 si x ∈ Ω1

0 6 v0(x) 6 t0 si x ∈ Ω \ Ω1

Par la suite, on a

Φλ(v0) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v0

∂xi
(x)

)
dx

pi(x)
− λ

∫
Ω

ΦN+1

(
x, v0(x)

) dx

pN+1(x)

6
1

p−−

N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v0

∂xi
(x)

)
dx− λ

(pN+1)+

∫
Ω1

|v0|pN+1(x)dx

6
1

p−−

N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v0

∂xi
(x)

)
dx− λ

(pN+1)+

∫
Ω1

(t0)(pN+1)−dx

6 C1 −
λ

(pN+1)+

(t0)(pN+1)−|Ω1|,

où C1 > 0 est une constante positive.
Posons maintenant,

λ∗∗ =
C1 (pN+1)+

(t0)(pN+1)− |Ω1|
> 0,

Puisque umin est un minimum global de Φλ, alors pour tout λ > λ∗∗, on a

Φλ(umin) 6 Φλ(v0) < 0.

�

Remarque 4.12. (Voir [17]) Soit f ∈ V∗0. On considère le problème suivant :

−div −→ρ

(
∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

))
= f, (4.45)

où les fonctions Φi véri�ent les mêmes hypothèses du Théorème 4.11. Alors, en rem-
plaçant la fonction j(v) du Théorème 4.11 par le produit de dualité suivant 〈f, v〉V0

,
on montre, en suivant les mêmes étapes de la démonstration précédente, que la fonc-
tionnelle Φ dé�nie par

Φ(v) = J(v)− 〈f, v〉V0
,

est coercive et faiblement semi-continue inférieurement.
Par conséquent, il existe un minimiseur global u ∈ V0 solution de (4.45).
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Dans le reste de ce chapitre, nous nous intéressons aux problèmes dits �critiques�
là où nous perdons la compacité. Dans ce genre de problèmes nous avons besoin
d'autres instruments pour montrer l'existence de solutions à partir de la convergence
faible. Nous traitons plusieurs cas di�érents dans des domaines bornés et même dans
des domaines non bornés.

4.5 Exposant critique dans un domaine borné

Dans cette section, on donne une application du Théorème 4.8 dans la résolution
des problèmes de valeurs propres avec des exposants critiques dans un domaine
borné. Dans cette application, la compacité n'est plus satisfaite, donc on va utiliser
le résultat de compacité de A. El Hamidi et J.-M. Rakotoson (voir Théorème 2.81)
pour surmonter cette di�culté.

Théorème 4.13. (Voir [16]) Soient Ω un domaine borné de RN , à bord ∂Ω Lip-

schitzien et Φi : Ω × R → R telle que Φi(x, t) =
1

pi
|t|pi, où pi est un réel tel que

pi > 1 pour i = 1, . . . , N .

Sous la condition :
N∑
i=1

1

pi
> 1, on dé�nit

p+ = max
{
p1, . . . , pN

}
,

p− = min
{
p1, . . . , pN

}
,

p∗ =
N

N∑
i=1

1

pi
− 1

.

On suppose que p+ < p∗ et on considère q1 et q2 deux réels tels que

(a) 1 < q1 < p−, (b) 1 < q2 < p∗, (c) q1 < q2. (4.46)

Alors, il existe λ∗ > 0, tel que ∀ λ ∈ ]0, λ∗[, le problème suivant :

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi−2

∂u

∂xi

)
− up∗−1 ∈ λ ∂j0(u) (4.47)

admet une solution u ∈ W 1,p1,...,pN
0 (Ω), u > 0 et u 6≡ 0, où la fonction j0 est dé�nie

comme suit :

j0(u) =

∫
Ω

g(u(x)) dx et g(u(x)) =

{
|u(x)|q1 si |u(x)| 6 1,
|u(x)|q2 si |u(x)| > 1.

Preuve:
La preuve se fait en plusieurs étapes :
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(i) On considère les deux espaces V et X dé�nis par :

V =

{
v ∈ Lp+(Ω) :

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi (x)

∣∣∣∣pi dx < +∞, pour i = 1, . . . , N et γ0v = 0

}
,

X = Lp
∗
(Ω).

On a alors,
V X injection continue,

et
V Lq(Ω) injection compacte, pour tout q < p∗.

(Pour plus de détails sur l'exposant critique dans le cas anisotropique, voir
[32], [39], [77], [78] et [92]).
On dé�nit les fonctions j = j1 + λj0 : X −→ R et J : V −→ R telles que

J(u) =
N∑
i=1

1

pi

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣pi dx,

j1(u) =
1

p∗

∫
Ω

|u|p
∗

dx.

Alors, J et j1 sont C1-di�érentiables et leurs dérivées sont données respective-
ment par :

J ′(u) =

{
−

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣pi−2

∂u

∂xi

)}
,

et
j′1(u) =

{
|u|p

∗−2 u
}
.

D'après (c), la fonction j0 est convexe, en plus j0(0) = 0, alors l'opérateur
u 7→ ∂j0(u) est monotone, donc 〈∂j0(u), u〉 > 0.
Par suite,

〈∂j(u), u〉 > 〈j′1(u), u〉 =

∫
Ω

|u|p
∗

dx > p∗j1(u).

En outre, ∀ i ∈ {1, . . . , N}, on a 1 6
p+

pi
, alors

〈J ′(u), u〉 =
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)

∣∣∣∣pi dx 6 p+J(u).

Si on choisit la constante β > 0 de (H2') telle que p+ < β < p∗, alors les
deux conditions de croissance (4.28) et (4.29) sont véri�ées.
En plus, comme V Lq(Ω) est compacte, pour tout q < p∗, alors la fonction
j0 : V −→ R est faiblement continue.
D'où l'hypothèse (H2') est véri�ée.
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(ii) L'injection V Lp
∗
(Ω) est continue. Considérons alors S0 la constante de So-

bolev telle que

‖v‖p∗ 6 S0 ‖v‖V , où ‖v‖V =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥
pi

.

Soit la fonction f : ]0,+∞[−→ R dé�nie par

f(σ) =
1

Np+−1
σp

+−q2 − (S0)p
∗
σp
∗−q2 .

On a p+ < p∗, alors il existe 0 < η < 1 tel que f(η) > 0.
Par conséquent, pour tout v ∈ V tel que ‖v‖V = η , on trouve (voir Proposition
A.3)

J(v)− j1(v) =
N∑
i=1

1

pi

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥pi
pi

− 1

p∗
‖v‖p

∗

p∗

>
1

p∗

[
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥p+
pi

− (S0)p
∗
‖v‖p

∗

V

]

>
1

p∗

[
1

Np+−1
‖v‖p

+

V − (S0)p
∗
‖v‖p

∗

V

]
=

1

p∗
f(η) ηq2 .

Donc, d'après ce qui précède, si on choisit λ∗ > 0 tel que

λ∗ sup
‖v‖V=η

j0(v) <
1

p∗
f(η) ηq2 ,

on obtient alors, pour tout v ∈ V tel que ‖v‖V = η et ∀ λ ∈ ]0, λ∗[ ,

Φ(v)
.
= J(v)− j1(v)− λj0(v) > 0. (4.48)

Soit la fonction ν0 ∈ C1
c (Ω) telle que

∣∣{ |ν0| 6 1
}∣∣ > 0, et

∣∣{ |ν0| > 1
}∣∣ > 0.
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Alors, pour tout 0 < t < 1, on a

Φ(tν0) =
N∑
i=1

tpi

pi

∥∥∥∥∂ν0

∂xi

∥∥∥∥pi
pi

− tp
∗

p∗
‖ν0‖p

∗

p∗ − λt
q1

∫
{|ν0|61}

|ν0|q1 dx

−λtq2
∫
{|ν0|>1}

|ν0|q2 dx

6
tp
−

p−

N∑
i=1

∥∥∥∥∂ν0

∂xi

∥∥∥∥pi
pi

− tp
∗

p∗
‖ν0‖p

∗

p∗ − λt
q1

∫
{|ν0|61}

|ν0|q1 dx

6 tp
−

[(
1

p−

N∑
i=1

∥∥∥∥∂ν0

∂xi

∥∥∥∥pi
pi

)
− tp∗−p−

(
1

p∗
‖ν0‖p

∗

p∗

)

−tq1−p−
(
λ

∫
{|ν0|61}

|ν0|q1 dx

)]
6 tp

−
[
C1 − tp

∗−p−C2 − tq1−p
−
C3

]
.

D'après (4.46), on a p∗ − p− > 0 et q1 − p− < 0, en plus, d'après le choix de
ν0, on a C3 > 0, alors si on choisit t > 0 très petit, on obtient,

Φ(tν0) < 0 où t ‖ν0‖V < η. (4.49)

Il nous reste à véri�er le dernier point de l'hypothèse (H3'). Soit v ∈ B(0, η),
d'après les injections V Lp

∗
(Ω), V Lq1(Ω) et V Lq2(Ω), il existe deux

constantes K1 > 0 et K2 > 0, telles que

‖v‖p∗ 6 S0 ‖v‖V , ‖v‖q1 6 K1 ‖v‖V et ‖v‖q2 6 K2 ‖v‖V . (4.50)

Par la suite,

Φ(v) =
N∑
i=1

1

pi

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥pi
pi

− 1

p∗
‖v‖p

∗

p∗ − λ
∫
{|v|61}

|v|q1 dx− λ
∫
{|v|>1}

|v|q2 dx

> − 1

p∗
(S0)p

∗
‖v‖p

∗

V − λK
q1
1 ‖v‖

q1
V − λK

q2
2 ‖v‖

q2
V

> − 1

p∗
(S0)p

∗
ηp
∗ − λKq1

1 η
q1 − λKq2

2 η
q2 .

Par conséquent,

inf
{

Φ(v) : v ∈ B(0, η)
}
> −∞. (4.51)

D'après les relations (4.48), (4.49) et (4.51), l'hypothèse (H3') est véri�ée.
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(iii) Il nous reste à montrer l'hypothèse de compacité c'est-à-dire le graphe de ∂Φ(·)
véri�e-t-il (H1') ? Plus précisément, pour toute suite (un, w

∗
n)n>0 telle que

w∗n ∈ ∂Φ(un), il faut qu'on ait

un ⇀ u faiblement dans V
w∗n −→ 0 fortement dans V∗

}
=⇒ 0 ∈ ∂Φ(u).

Pour cela, on utilise le résultat de compacité de [26], (voir Théorème 2.81) :
En e�et, soit (un)n une suite dans V telle que

~ un ⇀ u faiblement dans V.

~ un −→ u fortement dans Lr(Ω), pour tout r < p∗.

~ un(x) −→ u(x) p.p. dans Ω.

Considérons l'opérateur

â(x, v,∇v) =

(∣∣∣∣ ∂v∂x1

∣∣∣∣p1−2
∂v

∂x1

, . . . ,

∣∣∣∣ ∂v∂xN
∣∣∣∣pN−2

∂v

∂xN

)
. (4.52)

â véri�e les hypothèses (L1)-(L4) du Théorème 2.81 (voir [29]).
De plus, soient ε > 0 et σ ∈ R tels que

Sε(σ) =

{
σ si |σ| 6 ε
ε sign(σ) sinon.

On note σk = Sk(σ), pour tout k > 1. Soit ϕ ∈ C∞c (Ω).
L'opérateur u ∈ V 7→ ∂j(u) est borné, alors la suite

(
∂j(un)

)
n
est bornée dans

l'espace dual
(
Lp
∗
(Ω) + Lq2(Ω)

)∗
.

Par la suite, ∀ v∗n ∈ ∂j(un), il existe une constante C0 > 0 (indépendante de
n) telle que ∣∣ 〈v∗n;ϕSε(un − uk)

〉 ∣∣ 6 εC0‖ϕ‖∞. (4.53)

D'autre part, soit w∗n ∈ ∂Φ(un), alors ∃ C1 > 0 (indépendante de n) telle que∣∣ 〈w∗n;ϕSε(un − uk)
〉 ∣∣ 6 C1‖w∗n‖V∗ . (4.54)

On a w∗n ∈ ∂Φ(un) ⊂ J ′(un)− ∂j(un). Alors, il existe v∗n ∈ ∂j(un) telle que

w∗n + v∗n = J ′(un).

Donc d'après (4.53) et (4.54), on a

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂xi

∣∣∣∣pi−2
∂un
∂xi

∂

∂xi

(
ϕSε(un − uk)

)
dx 6 εC0‖ϕ‖∞ + C1‖w∗n‖V∗ . (4.55)
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Par hypothèse, on a w∗n → 0 fortement dans V∗. Par conséquent, d'après
(4.55), on obtient

lim sup
n→+∞

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂xi

∣∣∣∣pi−2
∂un
∂xi

∂

∂xi

(
ϕSε(un − uk)

)
dx 6 εC0‖ϕ‖∞.

Ce qui nous permet d'appliquer le Théorème 2.81 (voir [29]), pour déduire
l'existence d'une sous-suite telle que

∇un(x) −→ ∇u(x) p.p. dans Ω. (4.56)

Alors, ∀v ∈ V, on a
〈J ′(un); v〉 −→ 〈J ′(u); v〉 , (4.57)

et
〈j′1(un); v〉 −→ 〈j′1(u); v〉 . (4.58)

En plus, comme V Lq(Ω) est une injection compacte, pour tout q < p∗,
alors la fonction h : V −→ Lr(Ω) dé�nie par h(u) = |u|p

∗−2 u est faiblement
continue (c'est-à-dire h est continue de V muni de la topologie faible dans

Lr(Ω) muni de la topologie forte), pour tout r <
p∗

p∗ − 1
.

Puisque w∗n ∈ ∂Φ(un) ⊂ J ′(un)− j′1(un)− λ∂j0(un), alors

−w∗n + J ′(un)− j′1(un) ∈ λ∂j0(un). (4.59)

Finalement, on va montrer par deux méthodes di�érentes qu'en passant à la
limite dans (4.59), on obtient

J ′(u)− j′1(u) ∈ λ∂j0(u) c'est-à-dire 0 ∈ ∂Φ(u).

Ce qui revient à dire que l'hypothèse (H1') est véri�ée.

Première méthode

Soit v ∈ V. D'après la dé�nition de la sous-di�érentielle de j0 (convexe), on a

〈−w∗n + J ′(un)− j′1(un); v − un〉 6 λj0(v)− λj0(un). (4.60)

Par la suite,

〈j′1(un)− J ′(un);un〉 6 λj0(v)− λj0(un) + 〈w∗n; v − un〉
− 〈J ′(un)− j′1(un); v〉 .

De plus, d'après ce qui précède, on a les convergences suivantes :

~ lim
n→+∞

j0(un) = j0(u) (car j0 est faiblement continue).
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~ lim
n→+∞

〈w∗n; v − un〉 = 0 (car (un) est une suite bornée dans V et w∗n → 0

fortement dans V∗).

~ lim
n→+∞

〈J ′(un)− j′1(un); v〉 = 〈J ′(u)− j′1(u); v〉 (d'après (4.57) et (4.58)).

En passant à la limite, on déduit que

〈j′1(u)− J ′(u);u〉 6 λj0(v)− λj0(u)− 〈J ′(u)− j′1(u); v〉 .

Alors, pour v ∈ V, on a

〈J ′(u)− j′1(u); v − u〉 6 λj0(v)− λj0(u).

Ce qui montre (d'après la dé�nition de la sous-di�érentielle de j0) que

0 ∈ ∂Φ(u).

Deuxième méthode

La suite un → u converge fortement dans Lq2(Ω) (car q2 < p∗). En plus, d'après
(4.59), ∀ n ∈ N, il existe une fonction ξ∗n ∈ Lq

′
2(Ω) (où q′2 est le conjugué de

q2) telle que
ξ∗n = −w∗n + J ′(un)− j′1(un) ∈ λ∂j0(un). (4.61)

La suite (ξ∗n)n est bornée dans l'espace dual Lq
′
2(Ω), alors il existe une sous-

suite (aussi notée (ξ∗n)n) et une fonction ξ∗ telles que ξ∗n ⇀ ξ∗ faiblement dans
Lq
′
2(Ω). La Proposition 2.64 implique que

ξ∗ ∈ λ∂j0(u).

Puisque w∗n → 0 fortement dans V∗ alors, ∀ v ∈ V, on a lim
n→+∞

〈w∗n; v〉= 0.

Par suite, d'après (4.57) et (4.58), on a

lim
n→+∞

〈−w∗n + J ′(un)− j′1(un); v〉 = 〈J ′(u)− j′1(u); v〉 .

Par conséquent, d'après (4.61), on déduit que

J ′(u)− j′1(u) = ξ∗ ∈ λ∂j0(u),

c'est-à-dire
0 ∈ ∂Φ(u).

Finalement, les hypothèses (H1'), (H2') et (H3') sont véri�ées dans (iii), (i)
et (ii) respectivement, alors il existe une solution u ∈ W 1,p1,...,pN

0 (Ω) non nulle, du
problème (4.47). Ayant Φ(u) = Φ(|u|), on peut choisir u > 0. �

Remarque 4.14. Le Théorème 4.13 nous permet de recouvrir des autres résultats,
en particulier, si λj0 est petit, on peut retrouver le Théorème 1 de [5].
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4.6 Exposant critique avec un poids de type Hardy
dans un domaine non borné (Cas di�érentiable)

Dans le Théorème 4.19 ci-dessous, on montre sous l'hypothèse 1 < q < p et
en appliquant le Théorème 4.8, l'existence d'une solution d'un problème de valeurs
propres dans un domaine non borné avec un poids de type Hardy. Ensuite, dans le
Théorème 4.21 et sous l'hypothèse p < q < p∗α, on montre l'existence d'une solution
du même problème mais en appliquant la même preuve utilisée dans [29].

Tout d'abord, on commence par donner quelques résultats préliminaires :

Le théorème suivant est dû à V. Maz'ja (voir [55]).

Théorème 4.15. (Voir [55, page 92]) Pour toute fonction u dans W 1,1(RN) à
support compact et pour tout α ∈ [0, 1], on a(∫

RN
|u(x)|

N−α
N−1

dx

|x|α

) N−1
N−α

6 (N − α)
1−N
N−α ω

α−1
N−α
N ‖∇u‖L1(RN ),

où ωN est la mesure de Lebesgue de la boule unité dans RN .

D'après ce dernier théorème, on montre le corollaire suivant :

Corollaire 4.16. (Voir [16]) Soient α ∈ [0, 1], p > 1 et p∗α =
(N − α)p

(N − α)− (1− α)p
tels que

(N − α) > (1− α)p.

Alors, ∀u ∈ W 1,p(RN) à support compact, on a(∫
RN
|u|p∗α dx

|x|α

) 1
p∗α
6 cN

(∫
RN
|∇u|p|x|α(p−1)dx

) 1
p

, (4.62)

où cN = t(N − α)
1−N
N−α ω

α−1
N−α
N et t =

N − 1

N − α
p∗α.

Preuve:
Soit u ∈ W 1,p(RN) une fonction à support compact. Alors, pour tout 1 6 t 6 p, on
a |u|t ∈ W 1,1(RN) et à support compact. Par conséquent, on applique le Théorème
4.15 à |u|t, on obtient(∫

RN
|u(x)|t

N−α
N−1

dx

|x|α

) N−1
N−α

6 cN

∫
RN
|u(x)|t−1|∇u(x)|dx, (4.63)

où cN = t(N − α)
1−N
N−α ω

α−1
N−α
N .
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D'autre part, on introduit le poids |x|−α dans le second membre de l'inégalité
comme suit :∫

RN
|u(x)|t−1|∇u(x)|dx =

∫
RN

[
|u(x)|t−1|x|−

α
p′
][
|∇u(x)| |x|

α
p′
]
dx. (4.64)

Par suite, en utilisant l'inégalité de Hölder, on déduit pour t =
N − 1

N − α
p∗α,(∫

RN
|u(x)|p∗α dx

|x|α

) t
p∗α
6 cN

(∫
RN
|u(x)|(t−1)p′ dx

|x|α

) 1
p′
(∫

RN
|∇u(x)|p|x|α(p−1)dx

) 1
p

.

(4.65)
En plus, d'après le choix de t et par un simple calcul, on trouve

t

p∗α
− 1

p′
=

1

p∗α
, (4.66)

ce qui implique
(t− 1)p′ = p∗α. (4.67)

La relation (4.67) nous permet d'écrire (4.65) comme suit :(∫
RN
|u(x)|p∗α dx

|x|α

) t
p∗α
6 cN

(∫
RN
|u(x)|p∗α dx

|x|α

) 1
p′
(∫

RN
|∇u(x)|p|x|α(p−1)dx

) 1
p

.

(4.68)
Par conséquent,(∫

RN
|u(x)|p∗α dx

|x|α

) t
p∗α
− 1
p′

6 cN

(∫
RN
|∇u(x)|p|x|α(p−1)dx

) 1
p

. (4.69)

La relation (4.66) achève la démonstration. �

Remarque 4.17. (1) Si α = 0, alors p∗α =
Np

N − p
est l'exposant critique classique

et dans ce cas on retrouve d'après (4.62), l'injection de Sobolev usuelle.

(2) Si α = 1, alors p∗α = p.

Soit Ω un ouvert de RN . On considère la norme suivante

‖v‖ =

(∫
Ω

|∇v(x)|p|x|α(p−1)dx

) 1
p

, ∀ v ∈ C∞c (Ω).

On note l'espace D1,p
0,α(Ω) la fermeture de C∞c (Ω) munie de la norme ci-dessus.

Alors, comme au Corollaire 4.16, on a le lemme suivant :

Lemme 4.18. (Voir [16]) ∀ u ∈ D1,p
0,α(Ω), on a(∫

Ω

|u(x)|p∗α dx

|x|α

) 1
p∗α
6 cN

(∫
Ω

|∇u(x)|p|x|α(p−1)dx

) 1
p

.
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4.6.1 Cas 1 < q < p

Nous sommes prêts à résoudre le problème de valeurs propres suivant :

Théorème 4.19. (Voir [16]) Soient un réel 1 < q < p et a ∈ Lm+
(

Ω, |x|
αq

p∗α−q

)
une

fonction tels que m =
p∗α

p∗α − q
. Alors, il existe λ∗ > 0 tel que ∀ λ ∈]0, λ∗[, il existe

une fonction u > 0, u 6≡ 0, u ∈ D1,p
0,α(Ω) solution du problème

−div
(
|x|α(p−1)|∇u|p−2∇u

)
= λa(x)uq−1 +

up
∗
α−1

|x|α
dans D′(Ω). (4.70)

Remarque 4.20. Soit a ∈ Lm+
(

Ω, |x|
αq

p∗α−q

)
, on dé�nit la fonction j0 telle que

j0 : D1,p
0,α(Ω) −→ R

u −→ 1

q

∫
Ω

a(x)|u(x)|qdx.

D'après la condition d'intégrabilité sur la fonction a, on a

~ j0 est bien dé�nie (voir l'étape (ii) de la preuve ci-dessous).

~ j0 est faiblement continue c'est-à-dire si (un)n est une suite bornée dans D1,p
0,α(Ω),

on sait qu'il existe une fonction u ∈ D1,p
0,α(Ω) et une sous-suite aussi notée (un)

telle que un(x) −→
n
u(x) p.p. x ∈ Ω et un ⇀ u faiblement dans D1,p

0,α(Ω). En

plus, la propriété de �continuité faible� de la fonction implique que

lim
n→+∞

∫
Ω

a(x)|un − u|qdx = 0.

Pour la preuve, voir [7].

Preuve:
L'idée de la preuve du Théorème 4.19 est la même que celle qu'on a utilisée dans
la démonstration du Théorème 4.13 c'est-à-dire on véri�e les hypothèses (H1')-
(H3'), puis on applique le Théorème 4.8 :

(i) On dé�nit les deux fonctions J(u) et j(u) = λj0(u) + j1(u) telles que

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p|x|α(p−1)dx,

j1(u) =
1

p∗α

∫
Ω

|u|p∗α dx

|x|α
,

j0(u) =
1

q

∫
Ω

a(x)|u(x)|qdx.
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Par suite, on a

∂J(u) =
{
− div

(
|x|α(p−1)|∇u|p−2∇u

)}
,

∂j1(u) =

{
|u|p∗α−2u

|x|α

}
,

∂j0(u) =
{
a(x)|u|q−2u

}
.

Par hypothèse, on a a ∈ Lm+
(

Ω, |x|
αq

p∗α−q

)
, alors

∫
Ω

a(x)|u|qdx > 0.

Par conséquent,

〈∂j(u), u〉 >
∫

Ω

|u|p∗α dx

|x|α
> p∗α j1(u). (4.71)

En plus, on a
〈J ′(u), u〉 = pJ(u). (4.72)

Alors, la constante β > 0 de la condition (H2') peut être choisie telle que

p < β < p∗α.

D'après la Remarque 4.20, (H2') est véri�ée.

(ii) On a Φ(0)
.
= (J − j)(0) = 0 = J(0) = j(0).

Ayant p < p∗α, alors il existe η > 0 telle que

η1
.
= ηp−q − cp

∗
α
N η

p∗α−q > 0,

où cN est la constante de Sobolev donnée dans le Lemme 4.18.
Donc, pour tout v ∈ D1,p

0,α(Ω) tel que ‖v‖ = η, on a

J(v)− j1(v) =
1

p
‖v‖p − 1

p∗α

∫
Ω

|u|p∗α dx

|x|α

>
1

p
‖v‖p − 1

p∗α
c
p∗α
N ‖v‖

p∗α

>
1

p∗α

[
ηp − cp

∗
α
N η

p∗α

]
=

1

p∗α
ηqη1.

Soit λ∗ > 0 telle que

λ∗ sup
||v||=η

j0(v) <
1

p∗α
η1η

q.

Par suite, ∀ v ∈ D1,p
0,α(Ω) tel que ‖v‖ = η et ∀ λ ∈ ]0, λ∗[, on a

Φ(v) = J(v)− j1(v)− λj0(v) > 0.
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Ensuite, on considère une fonction u0 ∈ C∞c (Ω) telle qu'au moins un des deux
ensembles F et G suivants a une mesure non nulle où

F
.
=
{

supp (a) ∩
{
|u0| > 1

}}
et G

.
=
{

supp (a) ∩
{
|u0| 6 1

}}
.

(supp (a) désigne le support de la fonction a).

Sous ces conditions, on obtient
∫

Ω

a(x)|u0|qdx > 0.

Soit 0 < t < 1, alors

Φ(tu0) =
tp

p

∫
Ω

|∇u0|p|x|α(p−1)dx− tp
∗
α

p∗α

∫
Ω

|u0|p
∗
α

dx

|x|α
− λtq

q

∫
Ω

a(x)|u0|qdx

6 tp
(
A1 − A2t

p∗α−p − A3t
q−p
)
.

Etant donné que q < p < p∗α et A3 =
λ

q

∫
Ω

a(x)|u0|qdx > 0, alors pour t

su�samment petit, on déduit que Φ(tu0) < 0 et ‖tu0‖ < η.
D'autre part, on a d'après le Lemme 4.18,

j1(v) 6 C1‖v‖p
∗
α , où C1 =

c
p∗α
N

p∗α
.

En plus, d'après la condition d'intégrabilité sur la fonction a, on a

j0(v) 6 C2‖v‖q, où C2 =
cqN
q
‖a‖

Lm
(

Ω,|x|
αq

p∗α−q
) < +∞.

En e�et, en utilisant l'inégalité de Hölder, on trouve∫
Ω

a(x)|v|qdx =

∫
Ω

[
a(x)|x|

αq
p∗α

][
|v|q|x|−

αq
p∗α

]
dx

6

(∫
Ω

[
a(x)|x|

αq
p∗α

] p∗α
p∗α−qdx

) p∗α−q
p∗α
(∫

Ω

[
|v|q|x|−

αq
p∗α

] p∗α
q

dx

) q
p∗α

=

(∫
Ω

a(x)
p∗α
p∗α−q |x|

αq
p∗α−qdx

) p∗α−q
p∗α
(∫

Ω

|v|p∗α |x|−αdx

) q
p∗α

6

(∫
Ω

a(x)
p∗α
p∗α−q |x|

αq
p∗α−qdx

) p∗α−q
p∗α

cqN‖v‖
q

= ‖a‖
Lm
(

Ω,|x|
αq

p∗α−q
)cqN‖v‖q.

(4.73)
Par conséquent,

Φ(v) =
1

p

∫
Ω

|∇v|p|x|α(p−1)dx− j1(v)− λj0(v)

>
1

p
‖v‖p − C1‖v‖p

∗
α − λC2‖v‖q.
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On déduit alors que

inf
{

Φ(v) : ‖v‖ 6 η
}
> −∞.

D'où l'hypothèse (H3') est véri�ée.

(iii) Dans cette dernière étape, nous montrerons que le graphe de la sous di�éren-
tielle de Φ : ∂Φ(·) = J ′(·) − j′(·) véri�e l'hypothèse (H1'), c'est-à-dire pour
toute suite (un, w

∗
n)n>0 telle que w∗n = J ′(un)− j′(un), on a

un ⇀ u faiblement dans D1,p
0,α(Ω)

et

w∗n −→ 0 fortement dans
(
D1,p

0,α(Ω)
)∗
 =⇒ 0 = J ′(u)− j′(u).

Comme dans la preuve précédente, on utilise le Théorème 2.81 :
En e�et, soit (un)n une suite dans D1,p

0,α(Ω) telle que

~ un ⇀ u faiblement dans D1,p
0,α(Ω).

~ un(x) −→ u(x) p.p. dans Ω.

Considérons l'opérateur

â(x, v,∇v) = |x|α(p−1)|∇v|p−2∇v. (4.74)

â véri�e les hypothèses (L1)-(L4) du Théorème 2.81 (voir [26]).
Soient 0 < ε < 1 et σ ∈ R tels que

Sε(σ) =

{
σ si |σ| 6 ε
ε sign(σ) sinon.

On note σk = Sk(σ), ∀ k > 1. Soit ϕ ∈ C∞c (Ω). Par suite, d'après l'inégalité
de Hölder, on a

Θn
j′0

.
= |

〈
j′0(un);ϕSε(un − uk)

〉
| 6 ε

∫
Ω

a(x)|un|q−1|ϕ|dx

6 ε

(∫
Ω

[
a(x)|x|

αq
p∗α

] p∗α
p∗α−q dx

) p∗α−q
p∗α

∫
Ω

[
|un|q−1|ϕ|
|x|

αq
p∗α

] p∗α
q

dx


q
p∗α

= ε ‖a‖
Lm
(

Ω,|x|
αq

p∗α−q
)
∫

Ω

[
|un|

q−1
q
p∗α

|x|
α
q′

] |ϕ| p∗αq
|x|

α
q

 dx


q
p∗α

6 ε ‖a‖
Lm
(

Ω,|x|
αq

p∗α−q
)(∫

Ω

|un|p
∗
α

|x|α
dx

) 1
q′

q
p∗α
(∫

Ω

|ϕ|p∗α
|x|α

dx

) 1
q
q
p∗α

6 ε C3‖un‖q−1.
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Et

Θn
j′1

.
= |

〈
j′1(un);ϕSε(un − uk)

〉
| 6 ε

∫
Ω

|un|p
∗
α−1|ϕ|
|x|α

dx

6 ε

∫
Ω

 |un|p∗α−1

|x|α
p∗α−1

p∗α


p∗α
p∗α−1

dx


p∗α−1

p∗α ∫
Ω

[
|ϕ|
|x|

α
p∗α

]p∗α
dx

 1
p∗α

6 ε

(∫
Ω

|un|p
∗
α

|x|α
dx

) p∗α−1

p∗α
(∫

Ω

|ϕ|p∗α
|x|α

dx

) 1
p∗α

6 ε C4‖un‖p
∗
α−1.

On sait que J ′(un) = Φ′(un) + j′1(un) + λj′0(un). Par suite, on a∫
Ω

|x|α(p−1)|∇un|p−2∇un∇
(
ϕSε

(
un − uk

))
dx 6 C5

(
ε+ ‖w∗n‖∗

)
, C5 > 0.

En utilisant le fait que w∗n → 0 fortement dans
(
D1,p

0,α(Ω)
)∗
, on obtient

lim sup
n→+∞

∫
Ω

|x|α(p−1)|∇un|p−2∇un∇
(
ϕSε

(
un − uk

))
dx 6 ε C5.

D'après le Théorème 2.81, on déduit l'existence d'une sous-suite de (un) telle
que

∇un(x) −→ ∇u(x) p.p. dans Ω.

Alors, ∀v ∈ D1,p
0,α(Ω), on a

〈J ′(un), v〉 −→ 〈J ′(u), v〉 , (4.75)

et
〈j′1(un), v〉 −→ 〈j′1(u), v〉 . (4.76)

La continuité faible de j0, (4.75) et (4.76) impliquent

0 = J ′(u)− j′(u) dans
(
D1,p

0,α(Ω)
)∗
.

Alors, l'hypothèse (H1') est véri�ée.

Les hypothèses (H1'), (H2') et (H3') du Théorème 4.8 sont véri�ées, alors il
existe u ∈ D1,p

0,α(Ω), u 6≡ 0 et u > 0 solution du problème (4.70).
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4.6.2 Cas p < q < p∗α

Théorème 4.21. (Voir [16]) Soient un réel q > 0 tel que p < q < p∗α et une

fonction a 6≡ 0, a ∈ Lm+
(

Ω, |x|
αq

p∗α−q

)
tels que m =

p∗α
p∗α − q

. Alors, il existe λ∗ > 0 tel

que ∀ λ > λ∗, il existe une fonction u > 0, u 6≡ 0, u ∈ D1,p
0,α(Ω) solution du problème

−div
(
|x|α(p−1)|∇u|p−2∇u

)
= λa(x)uq−1 +

up
∗
α−1

|x|α
dans D′(Ω). (4.77)

Preuve:
Dans cette preuve, on suit les mêmes étapes de la démonstration donnée par A. El
Hamidi et J.-M. Rakotoson dans [29] en ajustant certains calculs, à savoir :

(i) On considère la fonctionnelle d'Euler-Lagrange Jλ associée au problème (4.77)
dé�nie par :

Jλ(u)
.
=

1

p

∫
Ω

|x|α(p−1)|∇u|pdx− λ

q

∫
Ω

a(x)|u|qdx− 1

p∗α

∫
Ω

|u|p∗α
|x|α

dx. (4.78)

On a Jλ ∈ C1(D1,p
0,α(Ω),R) (voir l'inégalité (4.73)). Les solutions de notre pro-

blème peuvent se voir comme les points critiques de Jλ.

(ii) On cherche les solutions du problème de valeurs propres (4.77) sur la variété de
Nehari (qui contient tous les points critiques de Jλ) dé�nie par :

NJλ
.
=

{
v ∈ D1,p

0,α(Ω) \ {0} : 〈J ′λ(v); v〉 = 0
}

=

{
tϕ : t ∈ R \ {0} et ϕ ∈ D1,p

0,α(Ω) \ {0} :
d

dt
Jλ(tϕ) = 0

}
.

Pour cela, on introduit la fonction à deux variables J̃λ dé�nie sur R×D1,p
0,α(Ω)

par :
J̃λ(t, u)

.
= Jλ(tu)

Comme Jλ(tu) = Jλ(−tu), alors on peut supposer, dans ce qui suit, que t > 0.

(iii) On commence par énoncer les lemmes suivants qui se démontrent de la même
manière que dans [29] :

Lemme 4.22. (Voir [29]) Soit p < q < p∗α. Alors, ∀ λ > 0 et u ∈ D1,p
0,α(Ω)\{0},

il existe un réel t(λ, u) > 0 unique tel que :

(a) t(λ, u)u ∈ NJλ.
(b) L'application (λ, u) 7→ t(λ, u) est C1(R+ ×D1,p

0,α(Ω) \ {0},R).

(c) Pour tout γ > 0, on a t(λ, γu) =
1

γ
t(λ, u).

(d) t(λ, |u|) = t(λ, u).
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Lemme 4.23. (Voir [29]) Soit u ∈ D1,p
0,α(Ω) \ {0}.

(a) Si

∫
Ω

a(x)|u|qdx > 0, alors l'application λ ∈ R+ 7→ t(λ, u) est décrois-

sante.

(b) Si

∫
Ω

a(x)|u|qdx = 0, alors l'application λ ∈ R+ 7→ t(λ, u) est une

constante et dans ce cas t(λ, u) = t(0, u), ∀ λ > 0.

D'après le Lemme 4.22, on déduit que ∀ λ > 0, la variété de Nehari s'écrit
plus précisément comme :

NJλ =
{
± t(λ, u)u : u ∈ D1,p

0,α(Ω) \ {0}
}
.

Pour tout λ > 0, on dé�nit la quantité suivante :

α(λ)
.
= inf

u∈NJλ
Jλ(u)

= inf
u∈S

Jλ(t(λ, u)u),
(4.79)

où S .
=
{
u ∈ D1,p

0,α(Ω) :

∫
Ω

|x|α(p−1)|∇u|pdx = 1
}
.

(iv) De la même façon que dans [29], on montre le lemme suivant :

Lemme 4.24. (Voir [29]) Soit u ∈ D1,p
0,α(Ω) \ {0} et on considère l'ensemble

I(u)
.
=
{
λ > 0 : t(λ, u) 6 1

}
.

Alors,

I(u) =


un intervalle de la forme ]λmin(u); +∞[ si

∫
Ω

a(x)|u|qdx > 0,

ensemble vide ∅ ou R+ si

∫
Ω

a(x)|u|qdx = 0.

Ensuite, on dé�nit la fonction J̃0 sur D1,p
0,α(Ω) par

J̃0(u) =

(
1

p
− 1

p∗α

)∫
Ω

|x|α(p−1)|∇u|pdx.

Sous ces notations, on montre que ∀ u ∈ D1,p
0,α(Ω) \ {0} et ∀ λ > 0, on a

Jλ
(
t(λ, u)u

)
= J̃0

(
t(λ, u)u

)
− λ

(
1

q
− 1

p∗α

)
t(λ, u)q

∫
Ω

a(x)|u|qdx. (4.80)
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Existence d'une suite de Palais-Smale sur la variété de Nehari NJλ

(v) Comme dans [29], on montre que :

Lemme 4.25. (Voir [29]) Soit λ > 0. Alors,

(a) toute suite minimisante (un)n ⊂ S de α(λ) véri�e

0 < lim inf
n→+∞

t(λ, un) 6 lim sup
n→+∞

t(λ, un) < +∞, (4.81)

(b) il existe une suite minimisante (un)n ⊂ S de α(λ) et positive telle que(
t(λ, un)un

)
n
est une suite de Palais-Smale bornée de Jλ.

On introduit le niveau critique c∗ dé�ni par inf
u∈S

J0(t(0, u)u) et on montre que :

c∗
.
= inf

u∈S
J0(t(0, u)u) = inf

u∈S0
J̃0(u) = inf

u∈S1
J̃0(u), (4.82)

où

S0
.
=
{
u ∈ D1,p

0,α(Ω) \ {0} :

∫
Ω

|x|α(p−1)|∇u|pdx =

∫
Ω

|u|p∗α
|x|α

dx
}
,

et

S1
.
=
{
u ∈ D1,p

0,α(Ω) \ {0} :

∫
Ω

|x|α(p−1)|∇u|pdx 6
∫

Ω

|u|p∗α
|x|α

dx
}
.

Existence de solutions

(vi) En appliquant le Théorème 2.81, on montre le lemme suivant :

Lemme 4.26. (Voir [29]) Soit p < q < p∗α et λ > 0. Supposons que (un)n est
une suite de Palais-Smale bornée de Jλ et u est sa limite faible dans D1,p

0,α(Ω).
Alors, il existe une sous-suite de (un)n telle que

∇un(x)→ ∇u(x) p.p. dans Ω.

Preuve:
Comme dans l'Exemple 3 de [26] où le poids ρ(x) = |x|α(p−1), posons

Ω
′
= Ω \ {0}.

Ensuite, (un)n est une suite bornée dans W 1,p
loc (Ω

′
). Alors, il existe une sous-

suite telle que un(x)→ u(x) p.p. dans Ω lorsque n tend vers l'in�ni.
Par hypothèse, (un)n est une suite de Palais-Smale de Jλ c'est-à-dire

J ′λ(un) −−−−→
n→+∞

0 dans
(
D1,p

0,α(Ω)
)∗
.

Considérons l'opérateur â donné par (4.74) et soient 0 < ε < 1 et σ ∈ R tels
que

Sε(σ) =

{
σ si |σ| 6 ε
ε sign(σ) sinon.
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On note σk = Sk(σ), ∀ k > 1. Soit ϕ ∈ C∞c (Ω
′
). Par suite, d'après l'inégalité

de Hölder, on a∫
Ω′
a(x)|un|q−2un · ϕSε(un − uk)dx 6 ε

∫
Ω′
a(x)|un|q−1|ϕ|dx

6 ε

(∫
Ω′

[
a(x)|x|

αq
p∗α

] p∗α
p∗α−q dx

) p∗α−q
p∗α

∫
Ω′

[
|un|q−1|ϕ|
|x|

αq
p∗α

] p∗α
q

dx


q
p∗α

= ε ‖a‖
Lm
(

Ω′ ,|x|
αq

p∗α−q
)
∫

Ω′

[
|un|

q−1
q
p∗α

|x|
α
q′

] |ϕ| p∗αq
|x|

α
q

 dx


q
p∗α

6 ε ‖a‖
Lm
(

Ω′ ,|x|
αq

p∗α−q
)(∫

Ω
′

|un|p
∗
α

|x|α
dx

) 1
q′

q
p∗α
(∫

Ω
′

|ϕ|p∗α
|x|α

dx

) 1
q
q
p∗α

6 ε C1‖un‖q−1.

De plus, on a∫
Ω′

|un|p
∗
α−2un
|x|α

· ϕSε(un − uk)dx 6 ε

∫
Ω′

|un|p
∗
α−1|ϕ|
|x|α

dx

6 ε

∫
Ω′

 |un|p∗α−1

|x|α
p∗α−1

p∗α


p∗α
p∗α−1

dx


p∗α−1

p∗α ∫
Ω′

[
|ϕ|
|x|

α
p∗α

]p∗α
dx

 1
p∗α

6 ε

(∫
Ω′

|un|p
∗
α

|x|α
dx

) p∗α−1

p∗α
(∫

Ω′

|ϕ|p∗α
|x|α

dx

) 1
p∗α

6 ε C2‖un‖p
∗
α−1.

D'après ce qui précède, il en découle que

lim sup
n→+∞

∫
Ω′
|x|α(p−1)|∇un|p−2∇un∇

(
ϕSε

(
un − uk

))
dx 6 ε C3.

Le Théorème 2.81 achève la démonstration. �

(vii) D'après le même raisonnement fait dans [29], on montre que :

Lemme 4.27. (Voir [29]) La fonction α qu'on a déjà dé�nie dans (4.79),
véri�e :

(a) α(0) > 0.

(b) Pour tout λ > 0, on a α(λ) > 0.
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Ainsi, on prouve que

Lemme 4.28. (Voir [29]) Soit p < q < p∗α et λ > 0. Supposons que (un)n
est une suite de Palais-Smale de Jλ au niveau c (c'est-à-dire Jλ(un) → c). Si
c < c∗, alors il existe une sous-suite qui converge fortement dans D1,p

0,α(Ω).

(viii) On dé�nit l'ensemble M∗ comme suit :

M∗ .=
{
u ∈ D1,p

0,α(Ω) \ {0} :

∫
Ω

a(x)|u|qdx > 0 et J̃0(u) = c∗
}
.

D'après le Lemme 4.27, on a c∗
.
= α(0) > 0, alors l'ensemble M∗ est non vide.

On considère la valeur λ∗ telle que

λ∗ = inf
{
λmin(u) : u ∈M∗}.

Lemme 4.29. (Voir [29]) Si λ > λ∗ > 0, alors α(λ) < c∗.

D'après ce dernier lemme, on énonce le résultat principal qui se démontre de
la même façon de [29] :

Théorème 4.30. Pour tout λ > λ∗, il existe une solution positive du problème
de valeurs propres (4.77).

(ix) D'après ce qui précède, on déduit qu'il existe λ∗ > 0 tel que ∀ λ > λ∗, il existe
une fonction u > 0, u 6≡ 0, u ∈ D1,p

0,α(Ω) solution du problème

−div
(
|x|α(p−1)|∇u|p−2∇u

)
= λa(x)uq−1 +

up
∗
α−1

|x|α
dans D′(Ω).

�

4.7 Exposant critique avec un poids de type Hardy
(Cas non-di�érentiable)

Plus généralement, dans ce paragraphe, on remplace la fonction j0 du Théorème
4.19 par une fonction ja non-di�érentiable et on prouve l'existence d'une solution
positive pour le problème (4.83) dans un domaine non borné.

Théorème 4.31. (Voir [16]) Soient q1 et q2 deux nombres réels tels que 1 < q1 <

q2 < p et a ∈ Lmi+

(
Ω, |x|

αqi
p∗α−qi

)
, où mi =

p∗α
p∗α − qi

, pour i = 1, 2. Alors, il existe

λ∗ > 0 tel que ∀ λ ∈]0, λ∗[, il existe u > 0, u 6≡ 0, u ∈ D1,p
0,α(Ω) solution du problème

suivant :

−div
(
|x|α(p−1)|∇u|p−2∇u

)
− up

∗
α−1

|x|α
∈ λ∂ja(u), (4.83)

où la fonction ja est dé�nie par

ja(u) =

∫
{|u|61}

a(x)|u(x)|q1dx+

∫
{|u|>1}

a(x)|u(x)|q2dx. (4.84)
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Preuve:
Véri�ons les hypothèses du Théorème 4.8, en suivant textuellement les mêmes étapes
de la preuve du Théorème 4.19, avec quelques petites modi�cations :
On dé�nit les fonctions J(u) et j(u) = j1(u) + λja(u) telle que J et j1 sont données
dans le Théorème 4.19.

(i) On a 〈∂ja(u), u〉 > 0, alors identiquement à (4.71), on déduit que

〈∂j(u), u〉 > p∗α j1(u).

En plus, la fonction ja :
(
D1,p

0,α(Ω), Topologie faible
)
−→ R est faiblement

continue. Par suite, on choisit la même constante β > 0 prise dans la preuve
du Théorème 4.19 et l'hypothèse (H2') sera véri�ée.

(ii) Sous les hypothèses du Théorème 4.31, il existe η > 0 telle que

η1 = ηp−q2 − cp
∗
α
N η

p∗α−q2 > 0,

où cN est la constante de Sobolev donnée dans le Lemme 4.18.
Soit λ∗ > 0 telle que

λ∗ sup
‖v‖=η

ja(v) < η1
ηq2

p∗α
.

Par conséquent, comme dans la preuve du Théorème 4.19, l'hypothèse (H3')
est véri�ée.

(iii) D'après la condition d'intégrabilité sur la fonction a, l'opérateur

u ∈ D1,p
0,α(Ω) 7→ ∂j(u)

est borné, alors le Théorème 2.81 peut-être appliqué, pour obtenir (H1').

Ce qui achève la démonstration. �

>−>−>−>−>−>−>
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Chapitre 5

Cas de Résonance

Dans ce chapitre, nous allons étudier l'existence de solutions pour un problème
de minimisation avec des contraintes, a�n d'exploiter le théorème de Multiplicateur
de Lagrange généralisé pour montrer l'existence pour des problèmes plus généraux.
Nous traiterons également un autre problème dans un cas de résonance au voisinage
de l'origine (le potentiel possède la même croissance que celle de l'opérateur au
voisinage de zéro).

5.1 Fonction distance

Dans cette section, on dé�nit la fonction distance dC par rapport à un certain
ensemble non vide C. Notons que dC n'est pas di�érentiable au sens classique ; Ce-
pendant, elle est globalement Lipschitzienne. Par conséquent, on peut calculer sa
dérivée directionnelle généralisée au sens de la Dé�nition 2.56. Cette dernière nous
permettra de dé�nir la notion de cônes tangents et cônes normaux pour un ensemble
arbitraire C (n'est pas nécessairement fermé).

Soit C un ensemble non vide de X. On considère la fonction distance dC : X → R
dé�nie par

dC(u) = inf
{
‖u− c‖ : c ∈ C

}
.

Si C est fermé, alors u ∈ C ⇐⇒ dC(u) = 0.

Proposition 5.1. (Voir [18, page 50]) La fonction distance dC est une fonction
globalement Lipschitzienne sur X :

|dC(u)− dC(v)| 6 ‖u− v‖X .

C'est une conséquence de l'inégalité triangulaire et de la dé�nition.

Dé�nition 5.2. (Voir [18, page 51]) Soit c ∈ C. Un vecteur v ∈ X est dit tangent
à C au point c si la dérivée directionnelle généralisée de la fonction distance dC au
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point c véri�e d0
C(c; v) = 0. L'ensemble de tous les vecteurs v ∈ X tangents à C au

point c est noté TC(c) c'est-à-dire

TC(c) =
{
v ∈ X : d0

C(c; v) = 0
}
.

D'après la Proposition 2.58, TC(c) est un cône convexe fermé dans X, en parti-
culier 0 ∈ TC(c).

Dé�nition 5.3. (Voir [18, page 51]) Soit c ∈ C. On dé�nit le cône normal à C au
point c par

NC(c) =
{
ξ∗ ∈ X∗ : 〈ξ∗; v〉 6 0, ∀ v ∈ TC(c)

}
.

Exemple 5.4. On donne six exemples de cônes tangents et normaux dans la �gure
5.1 :

Figure 5.1 � Flèches doubles : Cône tangent & Flèches simples : Cône normal.

5.2 Multiplicateur de Lagrange généralisé

En utilisant le principe ε-variationnel d'Ekeland (voir Lemme 4.5), F.H. Clarke
a étendu dans [19], le théorème de Multiplicateur de Lagrange pour des fonctions
localement Lipschitziennes (voir aussi [18, Chapitre 6]). L'idée générale de ce théo-
rème est de minimiser une fonction (non di�érentiable) donnée f sur un espace de
Banach X sous les trois types de contraintes suivantes :

(i) Contraintes des inégalités : gi(x) 6 0, pour i = 1, . . . , n où gi : X → R sont n
fonctions réelles.

(ii) Contraintes des égalités : hj(x) = 0, pour j = 1, . . . ,m où hj : X → R sont m
fonctions réelles.

(iii) Contraintes abstraites : x ∈ C où C ⊂ X est un sous-ensemble donné de X.

Remarque 5.5. On remarque que les contraintes de types (i) et (ii) peuvent être
toujours écrites comme une contrainte de type (iii) avec un ensemble C bien conve-
nable, mais le but c'est d'exploiter l'e�et explicite de (i) et (ii).
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On énonce ce résultat dans le théorème suivant :

Théorème 5.6. (Voir [18, page 228]) Soit X un espace de Banach. On suppose
que les fonctions f : X → R, gi : X → R et hj : X → R pour i = 1, . . . , n et
j = 1, . . . ,m sont toutes localement Lipschitziennes au voisinage de tout point de C
où C est un sous-ensemble fermé de X.
On considère le problème de minimisation suivant :

(P )


Trouver min{f(x)} tel que
gi(x) 6 0, pour i = 1, . . . , n,
hj(x) = 0, pour j = 1, . . . ,m,
x ∈ C.

Pour tout y une solution du problème (P ), il existe t, ri et sj pour i = 1, . . . , n et
j = 1, . . . ,m non tous nuls et ξ∗ ∈ X∗ tels que
(a) t > 0 et ri > 0.

(b) ri gi(y) = 0.

(c) ξ∗ ∈ t ∂f(y) +
n∑
i=1

ri ∂gi(y) +
m∑
j=1

sj ∂hj(y).

(d) −ξ∗ ∈ NC(y) (voir Dé�nition 5.3).

Pour la preuve du Théorème 5.6 voir [19] et [18, Chapitre 6].

Remarque 5.7. (i) Les deux entiers n et m doivent être supérieurs ou égales à 1,
mais dans le cas où la contrainte de type (i) (ou (ii)) n'apparaît pas, on peut
supposer que n = 0 (ou m = 0).

(ii) (b) est équivalent à dire que ri = 0 lorsque gi(y) < 0.

(iii) Plus précisément, −ξ∗ ∈ ∂dC(y) dans (d) où dC : X → R désigne la fonction
distance dé�nie par (voir le paragraphe 5.1) :

dC(u) = inf
{
‖u− c‖ : c ∈ C

}
.

En particulier, si C = X, alors la fonction distance dC est identiquement nulle.

(iv) La conclusion du Théorème 5.6 reste vraie si on remplace l'ensemble C par
C ∩

{
B(y, ε)

}
, ∀ε > 0 .

Corollaire 5.8. Sous les hypothèses du Théorème 5.6, si y ∈ i̊nt{C}, alors ξ∗ = 0

Preuve du Corollaire 5.8 :
Si y ∈ i̊nt{C}, alors d'après la dé�nition du cône NC(y) normal à C au point y, on
déduit que

NC(y) = {0}.

�
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5.3 Problème de minimisation avec des contraintes

Dans cette section, on montre pour tout γ > 0 un réel positif l'existence d'une
fonction uγ qui résout le problème de minimisation avec la contrainte suivante :

inf
{
J(u) : u ∈ V0 et j(u) = γ

}
. (5.1)

De plus, en utilisant le théorème de Multiplicateur de Lagrange généralisé de Clarke
(c'est-à-dire la version des fonctions non di�érentiables), on montre que uγ est une
solution faible d'un certain problème de valeur propre. Plus précisément, il existe
λγ > 0 tel que

0 ∈ ∂J(uγ)− λγ∂j(uγ).
Soit Ω un domaine borné de RN , à bord ∂Ω Lipschitzien.
Soit ϕi : Ω×R→ R pour i = 1, . . . , N une fonction borélienne telle que ϕi véri�e

les conditions (C1), (C2), (C3) et (C4) de la Section 3.3. On dé�nit la N -fonction
Φi par :

Φi(x, t) =

∫ |t|
0

ϕi(x, s) ds, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R .

On considère la fonctionnelle J sur l'espace V0 = W
1,ρ1 ,...,ρN
0 (Ω, µ1, . . . , µN) (voir la

page 56) par :

J(u) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi.

Sous ces hypothèses, on montre le théorème suivant :

Théorème 5.9. (Voir [17]) Soient X un espace de Banach, J la fonction dé�nie
ci-dessus et j : X → R une fonction convexe, paire telle que j(0) = 0. On suppose
qu'on a une des deux conditions suivantes :

(A1) la fonction j est continue et l'injection V0 X est compacte.

ou

(A2) la fonction j est faiblement continue et l'injection V0 X est seulement conti-
nue.

Alors, il existe uγ ∈ V0, uγ > 0, uγ 6≡ 0 et λγ > 0 tels que

0 ∈ ∂J(uγ)− λγ∂j(uγ). (5.2)

Corollaire 5.10. Si la mesure µi est la mesure de Lebesgue pour i = 1, . . . , N et
si les fonctions ϕi et Φi ne dépendent pas de x ∈ Ω, c'est-à-dire si ϕi : R → R et
Φi : R → R et sous les hypothèses du Théorème 5.9, on considère i0 ∈ {1, . . . , N}
tel que j(v) =

∫
Ω

Φi0(v(x)) dx et X = LΦi0 (Ω), alors il existe λmin > 0 telle que si

λ < λmin, alors il n'y a pas de solutions non triviales pour le problème

0 ∈ ∂J(u)− λ∂j(u). (5.3)
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Remarque 5.11. Si l'opérateur A : u 7→ ∂J(u) est homogène, comme par exemple
dans le cas du p-Laplacien, on montre que la valeur propre λγ trouvée ci-dessus est
exactement la première. Mais ce n'est pas le cas ici.

Avant de démontrer le Théorème 5.9, on a besoin du lemme suivant qui donne

une relation entre l'intégrale (fonction modulaire)
∫

Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi et la norme∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥
Φi

dans un espace d'Orlicz :

Lemme 5.12. (Voir [60]) Soit u ∈ V0. Sous les hypothèses du Théorème 5.9, on a

(a) Si

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

> 1, alors

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

6
∫

Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi 6

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

. (5.4)

(b) Si

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

< 1, alors

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

6
∫

Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi 6

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

, (5.5)

où α et α sont les constantes données dans l'hypothèse (C4).

Preuve:
D'après (ii) de la Remarque 3.20, on rappelle qu'on a pour µi-presque tout x ∈ Ω,
pour tout t > 0 et tout σ > 1 :

σα Φi(x, t) 6 Φi(x, σt) 6 σα Φi(x, t). (5.6)

Si

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

> 1 :

(i) Commençons par montrer la deuxième inégalité de (5.4) :∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi =

∫
Ω

Φi

x,∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

·
∂u
∂xi∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Φi

 dµi (5.7)

6

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

∫
Ω

Φi

x, ∂u
∂xi∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Φi

 dµi (5.8)

6

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

. (5.9)

On a (5.8) d'après (5.6), et on a (5.9) d'après la Proposition 2.31.
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(ii) Pour la première inégalité, soit 1 < β <

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

. D'après la dé�nition de la

norme

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

et ayant β <

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

, on a alors

∫
Ω

Φi

(
x,

∂u
∂xi

β

)
dµi > 1.

Par suite, ∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi =

∫
Ω

Φi

(
x, β ·

∂u
∂xi

β

)
dµi (5.10)

> βα
∫

Ω

Φi

(
x,

∂u
∂xi

β

)
dµi (5.11)

> βα. (5.12)

Si on fait tendre β ↗
∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥
Φi

, on déduit que

∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi >

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

. (5.13)

Si

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

< 1 :

Si 0 < ξ < 1, alors
1

ξ
> 1, par suite, l'équation (5.6) s'écrit : pour µi-presque tout

x ∈ Ω et pour tout t > 0 :

ξα Φi(x,
t

ξ
) 6 Φi(x, t) 6 ξα Φi(x,

t

ξ
). (5.14)

(iii) De même, commençons par la deuxième inégalité de (5.5) :

∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi =

∫
Ω

Φi

x,∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

·
∂u
∂xi∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Φi

 dµi (5.15)

6

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

∫
Ω

Φi

x, ∂u
∂xi∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Φi

 dµi (5.16)

6

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

. (5.17)

On a (5.16) d'après (5.14) et on a (5.17) d'après la Proposition 2.31.
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(iv) Pour la première inégalité, soit 0 < β <

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

. D'après (5.14), on a

∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi > βα

∫
Ω

Φi

(
x,

∂u
∂xi

β

)
dµi. (5.18)

Etant donné que 0 < β <

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

, alors on a

∥∥∥∥∥
∂u
∂xi

β

∥∥∥∥∥
Φi

> 1. Ensuite, la relation

(5.13) appliquée à
∂u
∂xi

β
nous donne

∫
Ω

Φi

(
x,

∂u
∂xi

β

)
dµi >

∥∥∥∥∥
∂u
∂xi

β

∥∥∥∥∥
α

Φi

> 1. (5.19)

Les relations (5.18) et (5.19) impliquent∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi > βα. (5.20)

Si on fait tendre β ↗
∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥
Φi

, on déduit

∫
Ω

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dµi >

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥α

Φi

. (5.21)

�

D'après le Lemme 5.12, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 5.13. (Voir [17]) Soit u ∈ V0. Sous les hypothèses du Théorème 5.9, on
a

(a) Si max
16i6N

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

> 1, alors

1

Nα
· ‖u‖αV0

6 J(u) 6 N · ‖u‖αV0
. (5.22)

(b) Si max
16i6N

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥

Φi

< 1, alors

1

Nα
· ‖u‖αV0

6 J(u) 6 N · ‖u‖αV0
. (5.23)
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Preuve du Théorème 5.9.
Soit γ > 0 un réel donné. Montrons tout d'abord, qu'il existe uγ ∈ V0, uγ > 0 et
uγ 6≡ 0 telle que

J(uγ) = inf
{
J(v) : j(v) = γ

}
> 0.

On note le réel m et l'ensemble S comme suit :

m
.
= inf

{
J(v) : j(v) = γ

}
et S

.
=
{
u ∈ V0 : j(u) = γ

}
.

On cherche à ce que la valeur m soit atteinte par un élément uγ ∈ S ⊂ V0.
Pour cela, on considère une suite minimisante (vn) dans S telle que

J(vn) −−−−→
n→+∞

m. (5.24)

Alors, d'après (5.24) et le Corollaire 5.13, la suite (vn) ⊂ S est bornée dans
l'espace V0 qui est ré�exif. Par la suite, on peut extraire une sous-suite (vn) telle
que vn ⇀ u faiblement dans V0.

D'après les hypothèses (C1)-(C4), la fonctionnelle J : V0 → R est convexe et
continue. En outre, d'après la Proposition A.2, il découle que J est semi-continue
inférieurement pour la topologie faible. Par conséquent,

J(u) 6 lim inf
n→+∞

J(vn) = m. (5.25)

Supposons (A1) :

L'injection V0 X est compacte, alors on peut extraire une sous-suite (vn) telle
que vn → u converge fortement dans X. En plus, j : X → R est continue. Il s'ensuit
avec ce qui précède que j(vn) = γ −−−−→

n→+∞
j(u) = γ. Par suite, u ∈ S. Or, par la

dé�nition de m, on a m 6 J(u). Donc d'après (5.25), on déduit que

J(u) = m. (5.26)

Supposons (A2) :

La fonction j : X → R est faiblement continue et l'injection V0 X est continue.
Comme vn ⇀ u converge faiblement dans V0, alors j(vn) −−−−→

n→+∞
j(u). Par suite,

u ∈ S. Donc on retrouve (5.26).

Par hypothèse, la fonction j est paire, alors on peut choisir notre solution uγ =
|u| > 0 (c'est-à-dire de sorte qu'elle soit positive).

En appliquant le Théorème 5.6, on déduit qu'il existe deux réels (t, s) 6= (0, 0)
tels que t > 0 et

0 ∈ t ∂J(uγ) + s ∂j(uγ). (5.27)
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On a t 6= 0. En e�et, si t = 0, alors on a

0 ∈ s ∂j(uγ) et s 6= 0.

Par suite,
0 ∈ ∂j(uγ). (5.28)

Ce qui est impossible car 〈∂j(uγ);uγ〉 > γ > 0 (voir la dé�nition de ∂j(uγ)).
Par conséquent, on a t > 0 et

0 ∈ ∂J(uγ)− λγ ∂j(uγ) où λγ = −s
t
. (5.29)

Alors, il existe w∗J ∈ ∂J(uγ) et w∗j ∈ ∂j(uγ) tels que

w∗J = λγ w
∗
j . (5.30)

On applique (5.30) à uγ ∈ S ⊂ V0, on obtient

λγ =
〈w∗J ;uγ〉〈
w∗j ;uγ

〉 > 0. (5.31)

En e�et, d'un côté, on a déjà vu que
〈
w∗j ;uγ

〉
> γ > 0.

De l'autre côté, il existe w∗i (x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂uγ
∂xi

(x)

)
µi-p.p. x ∈ Ω, pour i = 1, . . . , N

(voir Lemme 3.15) telle que

〈w∗J ;uγ〉 =
N∑
i=1

∫
Ω

w∗i (x)
∂uγ
∂xi

(x) dµi

> α

N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂uγ
∂xi

(x)

)
dµi

> α J(uγ) > 0.

Si λγ = 0, alors J(uγ) = 0. D'après le Corollaire 5.13 et ce qui précède, on déduit
que ‖uγ‖V0 = 0. Ce qui est contradictoire car uγ ∈ S. Ce qui implique

λγ > 0.

�

Preuve du Corollaire 5.10.

D'après (5.31), il existe w∗i (x) ∈ ∂Φi

(
∂uγ
∂xi

(x)

)
p.p., pour i = 1, . . . , N et w∗j (x) ∈
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∂Φi0 (uγ(x)) p.p. tels que

λγ =
〈w∗J ;uγ〉〈
w∗j ;uγ

〉 =

N∑
i=1

∫
Ω

w∗i (x)
∂uγ
∂xi

(x) dx∫
Ω

w∗j (x)uγ(x) dx

>

α
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
∂uγ
∂xi

(x)

)
dx

α

∫
Ω

Φi0(uγ(x)) dx

>
α

∫
Ω

Φi0

(
∂uγ
∂xi0

(x)

)
dx

α

∫
Ω

Φi0(uγ(x)) dx
.

D'après l'inégalité de type Poincaré pour les N -fonctions (voir [38, Lemme 2.], [37]
et [34]), on a ∫

Ω

Φi0(uγ(x)) dx 6
∫

Ω

Φi0

(
2d

∂uγ
∂xi0

(x)

)
dx, (5.32)

où d est le diamètre du domaine Ω. On déduit alors que

λγ >
α

∫
Ω

Φi0

(
∂uγ
∂xi0

(x)

)
dx

α

∫
Ω

Φi0

(
2d

∂uγ
∂xi0

(x)

)
dx

. (5.33)

Par conséquent,

(a) si 2d 6 1 (c'est-à-dire lorsque le domaine Ω admet un petit diamètre), alors

λγ >
α

α
,

(b) si 2d > 1, alors en utilisant (3.35), on a λγ >
α

α · (2d)α
.

Par suite, puisque la borne inférieure obtenue est minorée, on considère

Λ
.
=
{
λ > 0 : ∃uλ ∈ V0, uλ 6≡ 0 et 0 ∈ ∂J(uλ)− λ∂j(uλ)

}
, (5.34)

et
λmin

.
= inf Λ. (5.35)

D'après ce choix de λmin, on déduit que pour λ < λmin, le problème (5.3) n'a pas
de solutions non triviales.
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5.3.1 Exemple d'application cas (A1)

Soient δ1, δ2, . . . , δN , N nombres réels positifs, qi : Ω → R et pi : Ω → R, pour
i = 1, . . . , N , 2N fonctions mesurables et bornées sur un domaine borné Ω ⊂ RN .
On note (de même pour qi) :

pi+
.
= sup ess

x∈Ω
pi(x),

pi−
.
= inf ess

x∈Ω
pi(x),

p+
+

.
= max

{
p1+, . . . , pN+

}
,

p−−
.
= min

{
p1−, . . . , pN−

}
,

p+
−

.
= max

{
p1−, . . . , pN−

}
.

On suppose que

2 6 qi− 6 qi(x) 6 qi+ < pi− 6 pi(x) 6 pi+ < +∞.

De plus, on suppose que

N∑
i=1

1

pi−
> 1 et on dé�nit p∗−

.
=

N
N∑
i=1

1

pi−
− 1

. (5.36)

On dé�nit la fonctionnelle J : W
1,p1(·),...,pN (·)
0 (Ω)→ R par

J(v)
.
=

N∑
i=1

(∫
{∣∣∣ ∂v∂xi ∣∣∣6δi}

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣qi(x)

αi(x)dx

pi(x)
+

∫
{∣∣∣ ∂v∂xi ∣∣∣>δi}

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣pi(x)

dx

pi(x)

)
,

où αi(x) = (δi)
pi(x)−qi(x).

Soient δM > 0 un réel positif, qM(x) et pM(x) deux fonctions mesurables et
bornées sur Ω telles que

2 < inf ess
Ω

qM(x) 6 sup ess
Ω

qM(x) < inf ess
Ω

pM(x).

On dé�nit la fonction j : LpM (·)(Ω)→ R par

j(v) =

∫
Ω

ΦM

(
x, v(x)

) dx

pM(x)
,

telle que

ΦM

(
x, u(x)

)
=

{
|u(x)|pM (x) si |u(x)| > δM ,

αM(x)|u(x)|qM (x) si |u(x)| 6 δM ,
où αM(x) = (δM)(pM−qM )(x).

On suppose que
pM(x) < max

{
p+
−, p

∗
−
}
p.p. (5.37)

Sous les hypothèses ci-dessus, on montre le théorème suivant :
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Théorème 5.14. Il existe u1 ∈ W
1,p1(·),...,pN (·)
0 (Ω), u1 > 0, non triviale et λ1 > 0

tels que
0 ∈ ∂J(u1)− λ1∂j(u1).

Preuve:
On véri�e les hypothèses du Théorème 5.9 :

(i) Nous avons déjà vu, dans la section 4.1, que les hypothèses (C1)-(C4) sont
véri�ées.

(ii) La fonction j : LpM (·)(Ω) → R est une fonction continue, convexe, paire et
j(0) = 0.

(iii) D'après (5.36) et (5.37), l'injection W
1,p1(·),...,pN (·)
0 (Ω) LpM (·)(Ω) est com-

pacte (voir [57]).

Le Théorème 5.9 achève la démonstration. �

5.3.2 Exemple d'application cas (A2)

Soient Ω un domaine de RN , α ∈ [0, 1], p > 1 et

p∗α
.
=

(N − α)p

(N − α)− (1− α)p
tels que (N − α) > (1− α)p.

Considérons la fonction poids a ∈ Lm+
(

Ω, |x|
αq

p∗α−q

)
, où m =

p∗α
p∗α − q

et les deux

fonctions J : D1,p
0,α(Ω)→ R et j : Lp

∗
α (Ω, |x|−α)→ R dé�nies par

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p|x|α(p−1)dx,

j(u) =
1

q

∫
Ω

a(x)|u(x)|qdx.

Par conséquent, on a

∂J(u) =
{
− div

(
|x|α(p−1)|∇u|p−2∇u

)}
,

∂j(u) =
{
a(x)|u|q−2u

}
.

Sous les notations déjà introduites, on a le théorème suivant :

Théorème 5.15. Il existe u1 ∈ D1,p
0,α(Ω), u1 > 0 non triviale et λ1 > 0 tels que

−div
(
|x|α(p−1)|∇u1|p−2∇u1

)
= λ1 a(x)uq−1

1 .

Preuve:
On véri�e les hypothèses du Théorème 5.9 :

126



5.4 Problème de résonance au voisinage de l'origine

(i) La fonction j : D1,p
0,α(Ω)→ R est une fonction faiblement continue, convexe, paire

et j(0) = 0.

(ii) J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p|x|α(p−1)dx =
1

p
‖u‖p.

(iii) D'après le Lemme 4.18, l'injection D1,p
0,α(Ω) Lp

∗
α (Ω, |x|−α) est continue.

Pour �nir, on applique le Théorème 5.9. �

5.4 Problème de résonance au voisinage de l'origine

Dans la présente section, nous traitons l'existence de solution d'un problème de
valeurs propres associé à un opérateur −→ρ -multivoque, dans ce problème la fonction
g (non di�érentiable au sens classique) véri�e une condition de résonance au voi-
sinage de l'origine c'est-à-dire le potentiel possède la même croissance que celle de
l'opérateur au voisinage de zéro (voir (j4) ci-dessous). La méthode variationnelle
utilisée est le �Mountain Pass� pour les fonctions non di�érentiables.

Soit Ω un domaine borné de RN , à bord ∂Ω Lipschitzien.
On considère ϕi : Ω × R → R pour i = 1, . . . , N et ϕM : Ω × R → R des fonctions
boréliennes qui véri�ent les hypothèses (C1), (C2) et (C3) de la Section 3.3.

On dé�nit la N -fonction suivante :

Φi(x, t) =

∫ |t|
0

ϕi(x, s) ds, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R pour i = 1, . . . , N et M.

On suppose que Φi véri�e la condition (C4) c'est-à-dire :
Il existe quatre nombres réels : α > 1, α > 1, β > 1 et β > 1 tels que pour presque
tout x ∈ Ω, ∀ t ∈ R et ∀ w∗i (x, t) ∈ ∂Φi(x, t), on a

α Φi(x, t) 6 t w∗i (x, t) 6 α Φi(x, t), ∀ 1 6 i 6 N.

et ∀ w∗M(x, t) ∈ ∂ΦM(x, t), on a

β ΦM(x, t) 6 t w∗M(x, t) 6 β ΦM(x, t).

On considère V0 l'espace de Sobolev anisotrope suivant :

V0
.
= W 1,Φ1,...,ΦN

0 (Ω)

=

{
v ∈ W 1,1

0 (Ω) :
N∑
i=1

(∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dx

)
< +∞

}
.

On munit cet espace de la norme suivante :

‖v‖V0 =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥

Φi

.
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On dé�nit la fonctionnelle J : V0 → R par

J(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dx.

Théorème 5.16. (Voir [17]) Soit j : Ω × R → R une fonction qui véri�e les
hypothèses suivantes

(j1) x 7→ j(x, ξ) est une fonction mesurable pour tout ξ ∈ R.
ξ 7→ j(x, ξ) est une fonction localement Lipschitzienne pour presque tout x ∈ Ω.

(j2) Il existe une constante a1 > 0 telle que

|j(x, ξ)| 6 a1

(
|ξ|+ ΦM(x, ξ)

)
, p.p. x ∈ Ω et pour tout ξ ∈ R.

(j3) Il existe M > 0, β > 0 et k1 > 0 tels que

k1|ξ|β 6 j(x, ξ), ∀ |ξ| >M.

(j4) Il existe une constante 0 < c∗ <
1

Nα · (S2)α
telle que

j(x, ξ) 6 c∗|ξ|α, dans un petit voisinage de ξ = 0,

où S2 > 0 est la constante de Sobolev de l'injection V0 Lα(Ω).

(j5) On a les conditions de croissance suivantes :

(1) ∃ c0 > 0 :
βg(u) 6 inf

v∗∈∂g(u)
〈v∗;u〉+ c0β, ∀u ∈ LΦM (Ω),

où g(u) =

∫
Ω

j(x, u(x))dx.

(2) Il existe deux constantes c1 > 0, c2 > 0 :

1

β
sup

w∗∈∂J(u)

〈w∗;u〉 − c2 + c1‖u‖V 6 J(u), ∀u ∈ V0.

On suppose de plus que l'injection V0 LΦM (Ω) est compacte.

Si α < β < β, alors sous les hypothèses et les notations déjà introduites, il existe
une fonction u ∈ V0 non triviale telle que

0 ∈ ∂J(u)− ∂g(u).

La preuve de ce théorème se fait sur plusieurs lemmes :
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Lemme 5.17. (Voir [17]) Sous les hypothèses (j1), (j2) et (j4) il existe η > 0 et
α > 0 telle que

Φ(u)
.
= J(u)− g(u) > α pour tout u ∈ V0 et ‖u‖V0 = η.

Preuve:
D'après (j4), il existe 0 < δ << 1 tel que

j(x, ξ) 6 c∗|ξ|α, pour tout |ξ| 6 δ. (5.38)

Et d'après (j2), on a pour presque tout x ∈ Ω, pour tout ξ ∈ R tel que |ξ| > δ et
∀ w∗M(x, ξ) ∈ ∂ΦM(x, ξ) :

|j(x, ξ)| 6 a1

(
|ξ|+ ΦM(x, ξ)

)
6 a1

( |ξ|
ΦM(x, ξ)

+ 1
)

ΦM(x, ξ)

6 a1

( β

w∗M(x, |ξ|)
+ 1
)

ΦM(x, ξ)

6 a1

( β

w∗M(x, δ)
+ 1
)

ΦM(x, ξ).

Alors, d'après ce qui précède, on déduit que pour tout ξ ∈ R, on a

j(x, ξ) 6 c∗|ξ|α + c(δ)ΦM(x, ξ), (5.39)

où c(δ) > 0 est indépendante de ξ.
On rappelle qu'on a les injections suivantes :

V0 LΦM (Ω) Lβ(Ω) Lα(Ω). (5.40)

Alors, il existe S0 > 0, S1 > 0 et S2 > 0 telles que

‖v‖ΦM 6 S0‖v‖V0 , pour tout v ∈ V0. (5.41)

‖v‖Lβ 6 S1‖v‖V0 , pour tout v ∈ V0. (5.42)

‖v‖Lα 6 S2‖v‖V0 , pour tout v ∈ V0. (5.43)

Prenons 0 < η < min
{

1;
1

S0

}
, alors d'après le Corollaire 5.13, on a

J(u) >
1

Nα
· ‖u‖αV0

pour tout ‖u‖V0 = η.
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Par conséquent, il existe δ1 > 0 tel que pour tout ‖u‖V0 = η, on a

Φ(u) = J(u)− g(u)

>
1

Nα
· ‖u‖αV0

− c∗‖u‖αLα − δ1

∫
Ω

ΦM(x, u(x))dx

>
1

Nα
· ‖u‖αV0

− c∗(S2)α‖u‖αV0
− δ1‖u‖

β

ΦM

>

(
1

Nα
− c∗(S2)α

)
‖u‖αV0

− δ1(S0)β‖u‖βV0
.

Par hypothèse, on a c∗ <
1

Nα · (S2)α
et α < β, alors pour un choix de η > 0 assez

petit, on déduit que Φ(u) > α > 0 pour tout ‖u‖V0 = η. �

Lemme 5.18. (Voir [17]) Sous les hypothèses (j1), (j2) et (j3) il existe u0 ∈ V0

tel que
Φ(u0) < α et ‖u0‖V0 > η.

Preuve:
D'après (j3), il existe k1 > 0 tel que

k1|ξ|β 6 j(x, ξ), ∀ |ξ| >M.

Soit u ∈ V0 un élément non nul, alors il existe k2 > 0 tel que

k1

∫
Ω

|u|βdx = k1

∫
{|u|>M}

|u|βdx+ k1

∫
{|u|<M}

|u|βdx

6
∫
{|u|>M}

j(x, u(x))dx+ k2.

De l'autre côté, d'après (j2), il existe k3 > 0 tel que

−g(u) = −
∫
{|u|>M}

j(x, u(x))dx−
∫
{|u|<M}

j(x, u(x))dx

6 −
∫
{|u|>M}

j(x, u(x))dx+

∫
{|u|<M}

|j(x, u(x))|dx

6 −k1

∫
Ω

|u|βdx+ k2 + k3

= −k1‖u‖βLβ + k4.

Soit t > 1, d'après la Remarque 3.20 et ce qui précède, on a

Φ(tu) = J(tu)− g(tu)

6 tαJ(u)− k1 · tβ‖u‖βLβ + k4.
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Par hypothèse, on a α < β, alors lorsqu'on fait tendre t vers l'in�ni, on déduit que

Φ(tu) −−−−→
t→+∞

−∞.

Par conséquent, on choisit t0 > 1 su�samment grand et u0 = t0u ∈ V0 de sorte que

Φ(u0) < α et ‖u0‖V0 > η.

�

D'après les deux lemmes précédents et en appliquant le Théorème 2.79, on déduit
qu'il existe une suite de Palais-Smale (un) ⊂ V0 telle que

Φ(un) −−−−→
n→+∞

γ,

et

λΦ(un) = inf
{
‖w∗n‖V∗0 : w∗n ∈ ∂Φ(un)

}
−−−−→
n→+∞

0,

(5.44)

où
γ = min

p∈Γ
max
t∈[0,1]

Φ
(
p(t)

)
,

et
Γ =

{
p ∈ C ([0, 1];V ) : p(0) = 0, p(1) = u0

}
.

Lemme 5.19. (Voir [17]) La suite de Palais-Smale (un) ⊂ V0 trouvée dans (5.44)
est bornée.

Preuve:
On véri�e les hypothèses du Lemme 3.5 :

(0) Par hypothèse, l'injection V0 LΦM (Ω) est compacte.

(1) D'après le Théorème 3.24 et sous les hypothèses qu'on a mises sur Φi pour

i = 1, . . . , N , on déduit que l'opérateur
A : V0 −→ 2V∗0

u −→ ∂J(u)
est fortement

monotone.

(2) Les hypothèses de croissance dans (H2) du Lemme 3.5 sont les mêmes que dans
(j5).

En suivant les mêmes lignes de la démonstration du Lemme 3.5, on montre que
(un) ⊂ V0 est bornée. �

Preuve du Théorème 5.16.
D'après ce dernier lemme, il existe u ∈ V0 et une sous-suite aussi notée (un) tels
que
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(i) un ⇀ u faiblement dans V0,

(ii) un → u fortement dans LΦM (Ω).

De plus, d'après la même démonstration (du Lemme 3.5), on déduit que la forte
monotonie dans (1) implique que un → u fortement dans V0, ce qui achève la
démonstration du Théorème 5.16. �

5.4.1 Exemple d'application

Soient Ω un domaine borné de RN à bord régulier et qi, pi ∈ R pour i = 1, . . . , N ,
2N réels positifs tels que

2 6 qi < pi < +∞.

On note (analogue pour qi) :

p+ = max
{
p1, . . . , pN

}
,

p− = min
{
p1, . . . , pN

}
.

Considérons la fonction Φi : Ω× R→ R dé�nie par

Φi(x, t) =

{
|t|qi si |t| 6 1,

|t|pi si |t| > 1.

On peut choisir la fonction ϕi(x, t) comme suit :

ϕi(x, t) =


qi|t|qi−2t si |t| < 1,

pi|t|pi−2t si |t| > 1,

pi si t = 1,

−pi si t = −1.

Les fonctions ϕi et Φi véri�ent les hypothèses (C1)-(C4) du Théorème 3.24, avec
α = q− > 1 et α = p+ > 1.
La fonction Φi(x, ·) est localement Lipschitzienne, convexe et sa sous-di�érentielle
est donnée par

∂Φi(x, t) =

{
ϕi(x, t) si |t| > 1 ou |t| < 1,

sign(t)
[
qi, pi

]
sinon.

On considère V0 l'espace de Sobolev anisotrope suivant :

V0
.
= W 1,Φ1,...,ΦN

0 (Ω)

=

{
v ∈ W 1,1

0 (Ω) :
N∑
i=1

(∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dx

)
< +∞

}
.

132
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On munit cet espace de la norme suivante :

‖v‖V0 =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥

Φi

.

On dé�nit la fonctionnelle J : V0 → R par

J(v) =
N∑
i=1

∫
Ω

Φi

(
x,
∂v

∂xi
(x)

)
dx

pi
.

Ensuite, on dé�nit la fonction ΦM : Ω× R→ R par

ΦM(x, t) = |t|q.

On considère

j(x, σ) =


c∗

p+
|σ|p+ si |σ| < 1,

1

β
|σ|β − |σ|+ c∗

p+
+
β − 1

β
sinon,

où 0 < c∗ <
1

Np+ · (S)p+
et S > 0 est la constante de Sobolev de l'injection

V0 Lp
+

(Ω).

Théorème 5.20. (Voir [17]) Sous les hypothèses et les notations introduites ci-
dessus, si on choisit p+ < β < q < p∗ (p∗ est l'exposant critique), alors toutes
les hypothèses du Théorème 5.16 sont satisfaites. Par suite, il existe une fonction
u ∈ V0 non triviale telle que

0 ∈ ∂J(u)− ∂g(u).

>−>−>−>−>−>−>
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Chapitre 6

Propriétés qualitatives des fonctions

propres liées aux opérateurs

ρ>-multivoques

Après avoir étudié, dans les chapitres précédents, l'existence de solutions pour
des problèmes de valeurs propres liées aux opérateurs ρ>-multivoques, nous allons
attaquer, dans ce chapitre et en utilisant le réarrangement relatif, les propriétés
qualitatives des fonctions propres obtenues. Par suite, nous étudierons ces mêmes
propriétés d'une façon directe pour la première fonction propre du p-Laplacien.

6.1 Rappel : Réarrangement relatif

On commence par rappeler quelques outils sur le réarrangement relatif qui est
un instrument d'estimations dans les problèmes aux limites (pour plus de détails
voir [84]).

Soit Ω un domaine borné dans RN .

Dé�nition 6.1. (Voir [84, page 8]) Soit u : Ω −→ R une fonction mesurable. On
appelle réarrangement décroissant de u, la fonction u∗ : Ω∗

.
=]0, |Ω|[−→ R dé�nie

par
u∗(s) = inf

{
t ∈ R : |u > t| 6 s

}
.

Si s = 0, u∗(0) = sup ess
Ω

u, s = |Ω|, u∗(|Ω|) = inf ess
Ω

u.

Proposition 6.2. (Voir [84, page 9]) Le réarrangement décroissant de u véri�e les
propriétés suivantes :

(i) (équimesurabilité) ∀t ∈ R, on a |u > t| = |u∗ > t|. De plus,
|u 6 t| = |u∗ 6 t| et |u > t| = |u∗ > t|.

(ii) ‖u‖Lp(Ω) = ‖u∗‖Lp(Ω∗), pour 1 6 p 6 +∞.
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(iii)
(
|u|p
)
∗ =

(
|u|∗
)p

p.p., pour 1 6 p < +∞.

Théorème 6.3. (Voir [84, page 32]) Soient u, v ∈ L1(Ω) et w : Ω∗ −→ R la fonction
dé�nie par

w(s) =

∫
{u>u∗(s)}

v(x)dx+

∫ s−|u>u∗(s)|

0

(
v|{u=u∗(s)}

)
∗(σ)dσ,

où v|{u=u∗(s)} désigne la restriction de v à l'ensemble {u = u∗(s)} et
(
v|{u=u∗(s)}

)
∗

son réarrangement décroissant.
Si v ∈ Lp(Ω), 1 6 p 6 +∞, alors

(a) w ∈ W 1,p(Ω∗).

(b)
(u+ λv)∗ − u∗

λ
⇀λ→0

dw

ds

{
dans Lp(Ω∗)-faible si 1 6 p < +∞,
dans L∞(Ω∗)-faible-* si p = +∞.

Dé�nition 6.4. (Voir [84, page 41]) Sous les mêmes conditions que le théorème
ci-dessus, on appelle le réarrangement relatif de v par rapport à u, la fonction

v∗u =
dw

ds
∈ Lp(Ω∗).

Proposition 6.5. (Voir [84, page 42]) Soient u ∈ L1(Ω) et v ∈ Lp(Ω), 1 6 p 6 +∞,
le réarrangement relatif de v par rapport à u véri�e les propriétés suivantes :

(i) ‖v∗u‖Lp(Ω∗) 6 ‖v‖Lp(Ω).

(ii)

∫
Ω∗

v∗u(s)ds =

∫
Ω

v(x)dx.

(iii) Si v1 6 v2 p.p. et vi ∈ Lp(Ω), alors v1∗u 6 v2∗u p.p.

(iv) Si α > 0, alors (αv)∗u = αv∗u.

Théorème 6.6. (Inégalité de Poincaré-Sobolev pour le réarrangement relatif, voir
[84, Théorème 4.1.1, page 85]) Soit u ∈ W 1,1

0 (Ω), u > 0, alors u∗ ∈ W 1,1
loc (Ω∗), et

−u′∗(s) 6
s

1
N
−1

Nω
1
N
N

|∇u|∗u(s), p.p. dans Ω∗. (6.1)

Lemme 6.7. (Voir [84, page 116]) Soient 1 6 p 6 +∞, v ∈ Lp(Ω) tel que v∗ ∈
W 1,1
loc (Ω∗), alors ∀g ∈ Lp

′
(Ω), la fonction G(s) =

∫
Ω

g ·
(
v − v∗(s)

)
+

dx ∈ W 1,1
loc (Ω∗).

De plus, on a p.p. s ∈ Ω∗ :

G′(s) = −v′∗(s)
∫
{u>u∗(s)}

g(x)dx = −v′∗(s)
∫ s

0

g∗v(σ)dσ. (6.2)
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6.1.1 Régularité L∞ des fonctions propres liées aux opéra-
teurs ρ>-multivoques

Soient Φi : Ω × R −→ R, i = 1, . . . , N et ΦM : Ω × R −→ R, N + 1 fonctions
boréliennes telles que les hypothèses (C1)-(C4) de la Section 3.3 sont satisfaites. On
considère l'espace d'Orlicz-Sobolev W 1,Φ1,...,ΦN

0 (Ω) et u ∈ W 1,Φ1,...,ΦN
0 (Ω) LΦM (Ω),

u > 0 solution du problème de valeurs propres suivant :

−div

(
∂Φi

(
x,
∂u

∂xi

))
= λw∗M , (6.3)

où
w∗M(x) ∈ ∂ΦM(x, u(x)) p.p. x ∈ Ω.

Que peut-on dire sur la régularité de la solution u ? C'est le sujet de la suite de cette
section.

Théorème 6.8. (Voir [17]) Soient τ et α deux réels tels que 1 < τ < α < +∞.
Considérons la fonction Φi : Ω× R −→ R dé�nie par

Φi(x, t) =

{
|t|τ si |t| 6 1,

|t|α si |t| > 1.

Alors, il existe λ1 > 0, u ∈ W 1,α
0 (Ω) et u > 0 solution du problème

−div

(
∂Φi

(
x,
∂u

∂xi

))
= λ1u

α−1. (6.4)

De plus, si

(i) 1 6 N 6 5,

ou

(ii) N > 6 et


1 < α < α−N , où α−N =

N + 1−
√

(N − 3)2 − 8

4
,

ou

α+
N < α < N, où α+

N =
N + 1 +

√
(N − 3)2 − 8

4
,

alors u ∈ L∞(Ω).

La preuve du Théorème 6.8 se fait en plusieurs étapes :

Lemme 6.9. (Voir [17]) Sous les hypothèses du Théorème 6.8, il existe λ1 > 0,
u ∈ W 1,α

0 (Ω) et u > 0 solution du problème (6.4).

Preuve:

La fonction j : Lα(Ω) −→ R dé�nie par j(v) =
1

α

∫
Ω

|v|αdx est continue, convexe,

paire et j(0) = 0. L'injection W 1,α
0 (Ω) Lα(Ω) est compacte, alors le Théorème 5.9

achève la démonstration. �
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Lemme 6.10. (Voir [17]) Toute solution u de (6.4) véri�e l'inéquation di�érentielle
suivante (

|∇u|α
)
∗u(s) 6 λ1N

(
−du∗
ds

(s)

)∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt+ c2, (6.5)

où λ1N et c2 sont deux constantes positives.

Preuve:
Comme u est solution du problème (6.4), alors il existe

w∗i (x) ∈ ∂Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
p.p., pour i = 1, . . . , N , telles que

N∑
i=1

∫
Ω

w∗i (x)
∂ϕ

∂xi
(x)dx = λ1

∫
Ω

uα−1(x)ϕ(x)dx, ∀ ϕ ∈ W 1,α
0 (Ω). (6.6)

Soit la fonction test ϕ(x) =
(
u(x)− u∗(s)

)
+
∈ W 1,α

0 (Ω). D'après (6.6), on déduit

N∑
i=1

∫
{u>u∗(s)}

w∗i (x)
∂u

∂xi
(x)dx = λ1

∫
Ω

uα−1(x)
(
u(x)− u∗(s)

)
+

dx. (6.7)

Or, si on pose

E61
.
= {u > u∗(s)} ∩

{∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ 6 1

}
et E>1

.
= {u > u∗(s)} ∩

{∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ > 1

}
,

alors

N∑
i=1

∫
{u>u∗(s)}

w∗i (x)
∂u

∂xi
(x)dx > τ

N∑
i=1

∫
{u>u∗(s)}

Φi

(
x,
∂u

∂xi
(x)

)
dx

= τ

N∑
i=1

∫
E61

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣τ (x)dx+ τ

N∑
i=1

∫
E>1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣α dx

> τ

N∑
i=1

∫
{u>u∗(s)}

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣α dx− τ

N∑
i=1

∫
E61

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣α dx

> τ

N∑
i=1

∫
{u>u∗(s)}

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣α (x)dx− c1,

où c1 = N · τ · |Ω| est une constante positive qui ne dépend pas de u.
De plus, il existe une constante c2 = c2(N,α) positive qui dépend de N et α telle
que

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣α > c2

(
N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2
)α

2

= c2|∇u|α. (6.8)
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D'après ce qui précède, on déduit que

N∑
i=1

∫
{u>u∗(s)}

w∗i (x)
∂u

∂xi
(x)dx > τ · c2

∫
{u>u∗(s)}

|∇u|αdx− c1. (6.9)

Par suite, les relations (6.9) et (6.7) impliquent que

τ · c2

∫
{u>u∗(s)}

|∇u|αdx 6 λ1

∫
Ω

uα−1(x)
(
u(x)− u∗(s)

)
+

dx+ c1. (6.10)

Comme u ∈ W 1,α
0 (Ω) et u > 0, alors u∗ ∈ W 1,1

loc (Ω∗). Alors, en utilisant le Lemme
6.7, on déduit de (6.10) que(

|∇u|α
)
∗u

(s) 6 λ2

(
− u′∗(s)

)∫ s

0

(
uα−1

)
∗u(σ)dσ

6 λ2

(
− u′∗(s)

)∫ s

0

(
uα−1

)
∗(σ)dσ

6 λ2

(
− u′∗(s)

)∫ s

0

(
u∗
)α−1

(σ)dσ,

où λ2 =
λ1

τ · c2

. �

Proposition 6.11. (Voir [17]) Soit u ∈ W 1,α
0 (Ω), u > 0 une solution de l'inéquation

di�érentielle (6.5), alors il existe c6 > 0 et c7 > 0 deux constantes telles que pour
presque tout s ∈ Ω∗ =]0, |Ω|[, on a

|∇u|∗u(s) 6 c6s
− N−1
N(α−1)

(∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt

) 1
α−1

+ c7. (6.11)

Preuve:
Comme

−u′∗(s) 6
s

1
N
−1

Nω
1
N
N

|∇u|∗u(s), (voir [84, page 119]) (6.12)

et l'inégalité de Hölder pour le réarrangement relatif conduit :[
|∇u|∗u

]α
(s) 6

(
|∇u|α

)
∗u(s), p.p. en s, (voir [84, page 119]) (6.13)

on déduit que[
|∇u|∗u

]α
(s) 6 λ1N

(
−du∗
ds

(s)

)∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt+ c2

6
λ1N

Nω
1
N
N

s
1
N
−1

∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt · |∇u|∗u(s) + c2.
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Par l'inégalité de Young, on déduit que

[
|∇u|∗u

]α
(s) 6 c3s

α′( 1
N
−1)
(∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt

)α′
+

1

α

[
|∇u|∗u

]α
(s) + c2, (6.14)

où c3 =

(
λ1N

Nω
1
N
N

)α′
α′

et
1

α
+

1

α′
= 1.

Par conséquent,

[
|∇u|∗u

]α
(s) 6 c4s

α′( 1
N
−1)
(∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt

)α′
+ c5, (6.15)

où c4 =
c3

1− 1
α

et c5 =
c2

1− 1
α

.

D'après la Proposition A.3, on déduit que

|∇u|∗u(s) 6 c6s
α′
α ( 1

N
−1)
(∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt

)α′
α

+ c7. (6.16)

Par la suite,

|∇u|∗u(s) 6 c6s
1

α−1( 1
N
−1)
(∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt

) 1
α−1

+ c7. (6.17)

�

Proposition 6.12. (Voir [17]) Sous les hypothèses de la Proposition 6.11, si u ∈
Lr(Ω), r >

N

α′
et

1

α
+

1

α′
= 1, alors u ∈ L∞(Ω).

Preuve:
D'après l'inégalité de Hölder, on a pour β =

r

r − α + 1
et β′ =

r

α− 1
:

(∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt

) 1
α−1

6

s 1
β ·

(∫ |Ω|
0

u(α−1)β′

∗ (t)dt

) 1
β′


1
α−1

6 s(1−α−1
r ) 1

α−1 ·

(∫ |Ω|
0

u
(α−1) r

α−1
∗ (t)dt

)α−1
r
· 1
α−1

6 s
1

α−1
− 1
r ·

(∫ |Ω|
0

ur∗(t)dt

) 1
r

.
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D'après l'équimesurabilité (voir [84, page 9]), on déduit que(∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt

) 1
α−1

6 s
1

α−1
− 1
r · ‖u‖Lr(Ω). (6.18)

D'après (6.12) et (6.17) de la Proposition 6.11, on a

−u′∗(s) 6
s

1
N
−1

Nω
1
N
N

[
c6s

1
α−1( 1

N
−1)
(∫ s

0

uα−1
∗ (t)dt

) 1
α−1

+ c7

]
. (6.19)

En utilisant (6.18), on obtient

−u′∗(s) 6
s

1
N
−1

Nω
1
N
N

[
c6s

1
α−1( 1

N
−1) · s

1
α−1
− 1
r · ‖u‖Lr(Ω) + c7

]
6 c8s

1
N
−1 · s

1
α−1( 1

N
−1) · s

1
α−1
− 1
r · ‖u‖Lr(Ω) + c9s

1
N
−1

= c8s
( 1
N
−1)[1+ 1

α−1 ]+ 1
α−1
− 1
r · ‖u‖Lr(Ω) + c9s

1
N
−1.

L'exposant γ doit véri�er

γ + 1 > 0 ⇐⇒ γ
.
=

(
1

N
− 1

)[
1 +

1

α− 1

]
+

1

α− 1
− 1

r
> −1

⇐⇒ r >
N

α′
.

Pour tous σ, t ∈ Ω∗, on a

|u∗(σ)− u∗(t)| 6 c8 · ‖u‖Lr(Ω)

∫ |Ω|
0

sγds+ c9

∫ |Ω|
0

s
1
N
−1ds

6 c8
|Ω|γ+1

γ + 1
· ‖u‖Lr(Ω) + c9

|Ω| 1N
1
N

.

D'où
osc

Ω
u 6 c10|Ω|γ+1 · ‖u‖Lr(Ω) + c11|Ω|

1
N < +∞. (6.20)

De plus, u ∈ W 1,α
0 (Ω) et u > 0, on déduit que u∗(|Ω|) = 0.

En particulier, pour tout σ ∈ Ω∗, on a

|u∗(σ)| 6 c10|Ω|γ+1 · ‖u‖Lr(Ω) + c11|Ω|
1
N . (6.21)

Par conséquent,
‖u‖L∞(Ω) 6 c12 · ‖u‖Lr(Ω) + c13. (6.22)

�
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On considère 1 < α < N et α∗ =
Nα

N − α
l'exposant de Sobolev. On veut trouver

des conditions pour que α∗ >
N

α′
. En e�et,

α∗ =
Nα

N − α
>
N

α′
⇐⇒ α

N − α
>

(α− 1)

α
⇐⇒ α2 > (N − α)(α− 1)
⇐⇒ 2α2 − (N + 1)α +N > 0.

(6.23)

Pour cette équation de second degré, on a

∆N = (N + 1)2 − 8N = N2 − 6N + 1 = (N − 3)2 − 8.

Si ∆N > 0, alors les deux racines simples sont

α−N =
N + 1−

√
∆N

4
et α+

N =
N + 1 +

√
∆N

4
. (6.24)

Proposition 6.13. (Voir [17]) Si 1 6 N 6 5, alors α∗ >
N

α′
et u ∈ L∞(Ω).

Preuve:

Si 1 6 N 6 5, alors ∆N < 0. D'après (6.23), on a α∗ >
N

α′
et par suite il existe une

constante r > 0 telle que α∗ > r >
N

α′
.

D'après l'injection de Sobolev, on a

W 1,α
0 (Ω) Lα

∗
(Ω) Lr(Ω).

D'après la Proposition 6.12, u ∈ L∞(Ω). �

Proposition 6.14. (Voir [17]) Si N > 6, alors il existe deux racines simples α−N et
α+
N telles que

1 < α−N < α+
N < N.

Preuve:
Si N > 6, alors ∆N > 0 et dans ce cas il existe deux racines simples données par
(6.24).
De plus, on a

1 < α−N ⇐⇒ 4 < N + 1−
√

(N − 3)2 − 8

⇐⇒
√

(N − 3)2 − 8 < N − 3

⇐⇒ −8 < 0,
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ce qui est vraie. Et

α+
N < N ⇐⇒ N + 1 +

√
(N − 3)2 − 8 < 4N

⇐⇒
√

(N − 3)2 − 8 < 3N − 1

⇐⇒ (N − 3)2 − 8 < (3N − 1)2

⇐⇒ N2 − 6N + 1 < 9N2 − 6N + 1

⇐⇒ 0 < 8N2,

ce qui est vraie aussi. �

Proposition 6.15. (Voir [17]) Soit N > 6.

Si α+
N < α < N , alors u ∈ Lr(Ω) tel que r >

N

α′
et u ∈ L∞(Ω).

Si 1 < α < α−N , on a de même u ∈ L∞(Ω).

Preuve:
D'après la Proposition 6.14, il existe deux racines α−N et α+

N telles que

1 < α−N < α+
N < N.

Si α+
N < α < N , alors α∗ =

Nα

N − α
>
N

α′
, par suite par le même argument de la

preuve de la Proposition 6.13, on obtient u ∈ L∞(Ω).

Si 1 < α < α−N , le même raisonnement implique que u ∈ Lr(Ω) où r >
N

α′
, alors

u ∈ L∞(Ω). �

6.2 Fonction propre du p-Laplacien

Dans le cas univoque, on peut a�ner les calculs et donner des précisions sur
les constantes. La méthode utilisée dans cette section est basée sur l'inégalité de
Poincaré-Sobolev et une inégalité d'interpolation.
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Théorème 6.16. (Voir [17]) Soient λ1 la première valeur propre et u1 la première
fonction propre liées au p-Laplacien : −∆pu1 = λ1u

p−1
1 > 0, pour 1 < p < N,∫

Ω

up1dx = 1, et u1 ∈ W 1,p
0 (Ω).

(6.25)

Alors,

max
Ω

u1 6

 B
1
p∗
p∗

Nω
1
N
N

 θ
θ−1 (

λ1

p

) θ
p(θ−1)

,

où θ =
p∗

p
, λ1 = inf

{∫
Ω

|∇v|pdx :

∫
Ω

vpdx = 1

}
, p∗ =

Np

N − p
est l'exposant de

Sobolev, Bp∗ est la constante de Bliss (voir [84, page 99]) et ωN est la mesure de
Lebesgue de la boule unité dans RN .

Preuve:
Soit J tel que

J =

∫
Ω

|∇u1|p−2∇u1 · ∇(um+1
1 )dx

= (m+ 1)

∫
Ω

|∇u1|p−2∇u1 · (∇u1 u
m
1 )dx

= (m+ 1)

∫
Ω

|∇u1|p · um1 dx

= (m+ 1)

∫
Ω

∣∣∣∇u1 · u
m
p

1

∣∣∣p dx.

Comme on a

∇u
m+p
p

1 =
m+ p

p
∇u1 · u

m
p

1 ,

ainsi

J =
p(m+ 1)

m+ p

∫
Ω

∣∣∣∣∇um+p
p

1

∣∣∣∣p dx. (6.26)

D'après (6.25), J est tel que

J = λ1

∫
Ω

up−1
1 · um+1

1 dx

= λ1

∫
Ω

um+p
1 dx.
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L'inégalité de Poincaré-Sobolev nous donne (voir [84, page 98]) :(∫
Ω

u
p∗(m+p)

p

1 dx

) 1
p∗

6
B

1
p∗
p∗

Nω
1
N
N

(∫
Ω

∣∣∣∣∇um+p
p

1

∣∣∣∣p) 1
p

=
B

1
p∗
p∗

Nω
1
N
N

(
λ1

m+ p

p(m+ 1)

) 1
p
(∫

Ω

um+p
1 dx

) 1
p

.

On déduit alors que

‖u1‖
m+p
p

Lθ(m+p)(Ω)
6

B
1
p∗
p∗

Nω
1
N
N

(
λ1

m+ p

p(m+ 1)

) 1
p

‖u1‖
m+p
p

Lm+p(Ω). (6.27)

Par conséquent, on a

‖u1‖Lθ(m+p)(Ω) 6

 B
1
p∗
p∗

Nω
1
N
N


p

m+p (
λ1

m+ p

p(m+ 1)

) 1
m+p

‖u1‖Lm+p(Ω). (6.28)

Or, pour 0 6 η 6 1, on a l'inégalité d'interpolation suivante (voir [10, page 57])

‖u1‖Lm+p(Ω) 6 ‖u1‖1−η
Lp · ‖u1‖ηLθ(m+p) où

1

m+ p
=

1− η
p

+
η

θ(m+ p)
. (6.29)

De plus,

1

m+ p
=

1− η
p

+
η

θ(m+ p)

=
1

p
+ η

[
p− θ(m+ p)

θ(m+ p)p

]
.

Alors,

1

m+ p
− 1

p
= η

[
p− θ(m+ p)

θ(m+ p)p

]
=⇒ η

[
p− θ(m+ p)

θ

]
= −m. (6.30)

Par la suite,

η =
θm

θ(m+ p)− p
, (6.31)

et

1− η =
p(θ − 1)

θ(m+ p)− p
. (6.32)

Les deux relations (6.28) et (6.29) impliquent

‖u1‖Lθ(m+p) 6

 B
1
p∗
p∗

Nω
1
N
N


p

m+p (
λ1

m+ p

p(m+ 1)

) 1
m+p

‖u1‖1−η
Lp · ‖u1‖ηLθ(m+p) . (6.33)
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Ce qui entraîne que

‖u1‖1−η
Lθ(m+p) 6

 B
1
p∗
p∗

Nω
1
N
N


p

m+p (
λ1

m+ p

p(m+ 1)

) 1
m+p

‖u1‖1−η
Lp . (6.34)

Alors,

‖u1‖Lθ(m+p) 6

 B
1
p∗
p∗

Nω
1
N
N


p

m+p
· 1
1−η (

λ1
m+ p

p(m+ 1)

) 1
m+p

· 1
1−η

‖u1‖Lp . (6.35)

Or

1

m+ p
· 1

1− η
=

1

m+ p
· θ(m+ p)− p

p(θ − 1)

=
1

p(θ − 1)
· θ(m+ p)− p

m+ p
−−−−→
m→+∞

θ

p(θ − 1)
.

Lorsque m→ +∞, on déduit que

‖u1‖L∞ 6

 B
1
p∗
p∗

Nω
1
N
N

 θ
θ−1 (

λ1

p

) θ
p(θ−1)

. (6.36)

�

Remarque 6.17. La régularité L∞ des fonctions propres du p-Laplacien est déjà
connue voir par exemple [48].

>−>−>−>−>−>−>
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Annexe A

Fonction semi-continue inférieurement

Dé�nition A.1. (Voir [25]) Soit X un espace topologique. Une fonction ϕ : X →
]−∞; +∞] est dite semi-continue inférieurement en a ∈ X si ∀ ε > 0, il existe un
voisinage U(a) de a dans X tel que

ϕ(a)− ε 6 ϕ(x), ∀ x ∈ U(a).

Proposition A.2. (Voir [10]) Soit ϕ : X →] − ∞; +∞], une fonction convexe
et semi-continue inférieurement pour la topologie forte. Alors, ϕ est s.c.i. pour la
topologie faible σ(X,X∗). En particulier, si xn ⇀ x pour σ(X,X∗), alors

ϕ(x) 6 lim inf
n→+∞

ϕ(xn).

Equivalence des normes

Proposition A.3. (Voir [13]) Soient 1 6 s < +∞, ai ∈ R et ai > 0 pour i =
1, . . . , N , alors on a l'inégalité suivante :

N∑
i=1

(ai)
s 6

( N∑
i=1

ai

)s
6 N s−1

N∑
i=1

(ai)
s.

Proposition A.4. [Inégalité de Young, voir [10]] Pour tout a > 0 et b > 0, on a

ab 6
ap

p
+
bq

q
où

1

p
+

1

q
= 1.

Lemme de Brézis-Lieb

Lemme A.5. [Brézis-Lieb, voir [11]] Soit 1 < p < +∞. On suppose que

~ un(x)→ u(x) p.p. x ∈ Ω.

~ ‖un‖p 6 C < +∞, ∀ n ∈ N.
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Alors,

lim
n→+∞

(
‖un‖pp − ‖un − u‖pp

)
= ‖u‖pp.

Opérateur de trace

Théorème A.6. (Voir [10], [81]) Soit Ω ⊂ RN un domaine borné à bord ∂Ω Lip-
schitzien, N > 1 et 1 6 p < +∞. Alors, il existe un unique opérateur linéaire
continu (dit opérateur de trace)

γ : W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω)

tel que

(i) Si u ∈ C1(Ω), alors γ(u) = u|∂Ω.

(ii) Si u ∈ W 1,p(Ω), alors γ(u) = 0 dans Lp(∂Ω) si et seulement si u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Opérateur adjoint

Dé�nition A.7. (Voir [87]) Soient X, Y deux espaces de Banach et T : X → Y
un opérateur linéaire continue. L'opérateur T ∗ adjoint de T est l'opérateur linéaire
continu donné par T ∗ : Y ∗ → X∗ tel que

〈T ∗y∗;x〉 = 〈y∗;Tx〉 , ∀x ∈ X, ∀y∗ ∈ Y ∗.

>−>−>−>−>−>−>
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Thèse de Houssam CHRAYTEH

Problèmes de valeurs propres pour des opérateurs −→ρ -multivoques

Résumé L'objectif de notre recherche est d'étudier l'existence et la régularité des
solutions pour des problèmes de valeurs propres faisant intervenir un opérateur −→ρ -
multivoque A : V → P(V∗) sur un domaine régulier Ω ⊂ RN . Par l'intermédiaire
des N -fonctions, nous construisons un opérateur −→ρ -multivoque de Leray-Lions �for-
tement monotone� sur un espace d'Orlicz-Sobolev anisotrope.
Nous signalons que la formulation théorique des problèmes associés à cet opérateur
repose essentiellement sur la notion de sous-di�érentielle de Clarke, pour cela, nous
donnons des nouvelles méthodes variationnelles qui correspondent à la résolution
de ces problèmes dans le cas �sous-critique� dans lequel la compacité joue un rôle
important puis dans le cas �critique� lorsque nous perdons la compacité.
Di�érentes applications sont données pour illustrer nos résultats abstraits, par exemple,
un opérateur anisotrope aux exposants variables et un opérateur avec un poids de
type Hardy.

Mot-clefs Valeurs propres non linéaires, Opérateurs multivoques, Sous-di�érentielle
de Clarke, Points critiques, Théorème de Mountain Pass, Normes de fonction de
Banach, Espaces d'Orlicz-Sobolev anisotropes, Réarrangement relatif.

Eigenvalue problems for −→ρ -multivoque operators

Abstract The aim of our research is to study the existence and regularity of solu-
tions for eigenvalue problems involving a −→ρ -multivoque operator A : V → P(V∗)
on a smooth domain Ω ⊂ RN . Through N -functions, we construct a −→ρ -multivoque
Leray-Lions �strongly monotonic� operator on an anisotropic Orlicz-Sobolev space.
We note that the theoretical formulation of problems related to such operator is es-
sentially based on the notion of Clarke subdi�erential. For this reason, we introduce
new variational methods that match the resolution of these issues in the �subcri-
tical� case where compactness plays an important role and �critical� case when we
lose compactness.
Various applications are given to illustrate our abstract results, for example, an
anisotropic operator with variable exponents and an operator with a Hardy type
weight.

Keywords Nonlinear eigenvalues, Multivoque operators, Clarke subdi�erential, Cri-
tical points, Mountain Pass theorem, Banach function norms, Anisotropic Orlicz-
Sobolev spaces, Relative rearrangement.
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