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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de ce travail est de présenter des nouveaux résultats concernant 1’exis-
tence et la régularité des solutions positives de deux classes (sous-critiques et cri-
tiques) d’équations aux dérivées partielles non linéaires faisant intervenir un opé-
rateur 7 -multivoque de Leray-Lions A : V — P(V*). L'opérateur a été introduit
récemment par J.-M. Rakotoson sur un domaine régulier Q C R (borné ou non
borné). Grace aux N -fonctions, nous construisons un opérateur 7—mu1tivoque de
Leray-Lions “fortement monotone” sur un espace d’Orlicz-Sobolev anisotrope. Cette
construction sera le point clé dans notre étude.

1.1 Historique

Soit f une “bonne” fonction sur un espace produit €2 x R. Considérons ’équation
semilinéaire suivante :

—Au = f(x,u). (1.1)

Cette équation peut s’écrire aussi sous la forme d’une divergence :
—divVu = f(z,u). (1.2)

Beaucoup d’auteurs ont travaillé sur 'existence, la non existence et la régularité des
solutions de (L.2)), avec des conditions au bord trés variées.

A la suite des travaux de I.M. Vishik, Leray-Lions, Ladyzhenskaya-Uraltseva (voir
[49] et les livres [50], [47]), 'équation a été généralisée de la maniére suivante
par exemple :

Soit a(-, -, ) : @ x R x RY — RY une fonction de Carathéodory (a(-, 0, £) mesurable
et a(x,-,-) continue) et considérons le probléme :

—diva(z,u, Vu) = f(x,u). (1.3)

La fonction a dans (1.3) dépend continment de u et Vu. Mais il existe maintenant
des modéles mathématiques ou la dépendance en gradient n’est plus une fonction

3



CHAPITRE 1 : Introduction

continue du gradient. Par exemple, en restauration et décomposition d’images, il est
bien connu que lorsque le terme de régularisation est donné par / |Vu|*dz, alors

Q
le processus de minimisation de 1’énergie entraine un lissage isotrope de 'image (la
puissance quadratique du module du gradient pénalise les zones ou le gradient est
élevé, c’est-a-dire au voisinage des contours), voir les travaux de P.L. Lions et al.

dans [3|. D’autre part, lorsque le terme de régularisation est donné par / Vu|dz,

alors le processus de minimisation entraine un lissage anisotrope le long deg courbes
de niveau de I'image. Dans ces cas, nous devons avoir plus de souplesse, par exemple,
nous pouvons bien diffuser de maniére isotrope dans les zones homogénes de 'image
(gradient faible) et de maniére anisotrope le long des contours (gradient élevé).
Ceci a été a Porigine de 'idée présentée dans [9] (voir aussi [28]), ou le terme de

régularisation est donné par / O(|Vu|)dz = / |Vu|PIVeDdg et 1a fonction p doit
Q Q

étre décroissante et choisie de sorte que p &~ 2 au voisinage de 'origine et p ~ 1 au
voisinage de l'infini. Considérons par exemple la fonction ® définie par (voir aussi
le modéle étudié dans [15])

1
——[t]1) si [t <1,
q(z)

O (z,t) = 1 <gq(zx)<2etm>1
1 11 .
—fm (o =) s>
m q(z) m

Nous signalons que ®(x,-) est Fréchet-différentiable, alors le probléme de minimisa-
tion issu de I’équation , reste dans le cadre des problémes “univoques”.

Lors de la résolution de ces problémes, on est amené a considérer I’équation d’Euler
associée au probléme :

inf {/ O(z, Vo(z))de — / F(z,v(x))dx v € Wolm(Q)} . (1.4)
Q Q
Ce qui conduit formellement a I’équation :

Une question importante qui se pose : Peut-on considérer des fonctions ®(z,-) non
différentiables au sens classique 7 En d’autres termes, peut-on résoudre le probléme
(1.5)) lorsque la fonction & € RN — ¢(z, £) est discontinue ?

Beaucoup d’auteurs ont étudié¢ le probléme (L.5), lorsque la fonction f(z,-) est
discontinue, mais avec un opérateur univoque comme le Laplacien (div Vu) ou le p-
Laplacien (div |[Vu[P~?Vu). Nous donnons dans la Section une bréve historique
et quelques domaines d’application de ce type de problémes.

Dans la Section I'historique d’une classe plus générale d’opérateurs dits
“non homogeénes anisotropes” est également donnée.

4



1.1 Historique

1.1.1 Inégalités hemivariationnelles

L’étude des équations dans lesquelles des inégalités dites “hemivariationnelles”
interviennent, a été initié par P.D. Panagiotopoulos dans [68] et [70]. Ces équations
traitent des inégalités variationnelles dont les fonctionnelles d’énergie correspon-
dantes ne sont ni convexes ni Fréchet-différentiables. C’est une généralisation du
travail de J.J. Moreau dans [63] et cette extension a été trés motivée par différents
problémes en mécanique (voir [69], [88]).

Par exemple, le probléme de chargement et de déchargement, ainsi que le pro-
bléme d’hystérésis sont des exemples typiques de la théorie des inégalités hemiva-
riationnelles. En effet, ces problémes peuvent étre réduits a I’étude d’un probléme
spectral (voir [36]), comme

(P) Trouver u € V et A € R qui vérifient
a(u,v) — )\/ w-vdr+ / 3%z, u,v)dz >0, Vv e V. (1.6)
Q Q

De plus, la stabilité d’une plaque de Von Karman en contact adhésif avec un
support rigide ou la stabilité de plaques de Von Karman adhésivement connectées
sous forme de sandwich est une autre motivation de I’étude de ce probléme de valeurs
propres. Pour plus de détails sur les applications des inégalités hemivariationnelles,
on peut consulter le livre de Z. Naniewicz & P.D. Panagiotopoulos [67].

Nous signalons que la formulation théorique de ces applications repose essentiel-
lement sur la notion de sous-différentielle de Clarke qui remplace et étend la
notion de sous-différentielle des fonctions convexes et celle de différentielle classique
(de Fréchet).

La littérature sur I’étude des inégalités hemivariationnelles est trés riche et beau-
coup d’auteurs ont traité ce type d’inégalités, comme

—div (a(z,u, Vu)) — Af(u) € p dj(x,u). (1.7)

Parmi lesquels, nous mentionnons :

® les résultats de [22]| qui font intervenir un opérateur a univoque de Leray-Lions,
une non-linéarité f discontinue et p = 0,

® les résultats de |71] pour a(z,u, Vu) = Vu, f(u) =a(x) -uet p =1,

® les résultats de [41] pour a(x,u, Vu) = |VulP™2 - Vu, f(u) = a(z)u[P™ - u et
p=1,

® les résultats de [42] pour a(z,u, Vu) = |[VuP~2- Vu et A =0,

® les résultats de [53] pour a(x,u, Vu) = |Vul[P72- Vu, A =0 et u = 1.

Tous les résultats ci-dessus ont été obtenus avec des conditions aux bords de type
Dirichlet et sous différentes hypothéses sur la fonction j. D’autres travaux, comme

par exemple [72] et [54], traitent un probléme de type (1.7) avec une condition de
Neumann aux bords.



CHAPITRE 1 : Introduction

1.1.2 Opérateurs non homogénes anisotropes

Tout d’abord, les opérateurs principaux qui existent dans les problémes varia-
tionnelles et plus précisément dans les problémes de valeurs propres sont nombreux
et variés. Nous citons par exemple, le Laplacien et le p-Laplacien qui sont des opé-
rateurs homogénes et isotropes (voir [48], [33]).

Dans de nombreuses applications, il est naturel de considérer 'opérateur non
homogeéne et anisotrope suivant

pi—2
a“) , (1.8

et de travailler avec le concept d’espace de Sobolev anisotrope (voir [92], [39]), o
chaque dérivée partielle faible - 8“ de u est intégrable avec un exposant p; > 1 propre
a elle. Plusieurs papiers qui etudle I'existence ou la non existence de solutions pour
des problémes de valeurs propres associés a sont apparus, parmi eux, nous
citons [32] et [27].

Ensuite, M. Mihailescu et al. ont exploité, dans [57], la notion des espaces de
Lebesgue & exposant variable LP()(Q), développée par O. Kovacik et J. Rakosnik
dans [45] (voir aussi [30], |[61]), pour définir un opérateur non homogéne anisotrope

aux exposants variables :
i o (| ou |7 du (19)

De plus, ils ont construit un espace de Sobolev anisotrope aux exposants variables
convenable W, 1P (')(Q) dans lequel, ils ont étudié l'existence de solutions pour
des problémes de valeurs propres liés a .

Nous signalons que les espaces de Sobolev isotropes a exposant variable, défi-
nis par W0 (Q), ont été utilisés dans de nombreuses applications pour modéliser
plusieurs phénoménes. Sans étre exhaustif, nous donnons quelques exemples :

® pour la restauration d’images (voir [15], [28]),

® pour modéliser les fluides électrorhéologiques (une suspension de particules conduc-
trices dispersées dans un fluide isolant). Ces fluides sont également considérés
comme matériaux “intelligents” et consomment peu d’énergie. Plusieurs appli-
cations ont été proposées : embrayage automobile, amortisseur, controle actif
de vibration, actionneur (voir [1], [4], [89], [>8]),

@® pour le probléme de “Thermistance” (voir [93]).

Récemment, M. Mihailescu et al. ont introduit, dans [56] (voir aussi [62], [59]),
un opérateur univoque non homogéne anisotrope lié aux N -fonctions :

N

FL6()




1.2 Présentation du sujet

oll p; : R — R est une fonction impaire, continue et strictement croissante.

Nous mentionnons que leurs résultats d’existence, dans 'espace d’Orlicz-Sobolev,
sont trés influencés par les hypothéses de croissance et la compétition entre 'opéra-
teur principal et le second membre.

1.1.3 Opérateur p~-multivoque de Leray-Lions

L’opérateur “totalement discontinu” a été introduit trés récemment par J.-M.
Rakotoson dans [85]. Il est défini par

2 (a(n ). am

=1

0 0
ol ; (az, au (1’)) € 09, (x, a—u(x)) et p;i(z,+) : Q@ x R — R n’est pas nécessaire-
€T; €T;

ment continue (peut avoir des points de discontinuité).

Plusieurs exemples concrets des problémes de valeurs propres, liés a cet opéra-
teur multivoque (par exemple (1.13])), sont donnés dans [85].

Nous rappelons que la motivation principale de ce type d’opérateur est non

U
B se trouve dans un espace
T

d’Orlicz L*(Q) différent), mais encore le besoin de travailler avec un opérateur trés

seulement I'anisotropie (chaque dérivée partielle faible

u
(x) un traitement différent.

ﬁxi

souple qui donne a chaque valeur de

1.2 Présentation du sujet

Mon travail de thése est motivé, d’une part, par les résultats de M. Mihailescu
et al. dans [56] et d’autre part, par les résultats de J.-M. Rakotoson dans [85]. En
fait, grace a la notion de A/-fonction, nous construisons un opérateur ?—multivoque,
anisotrope, de Leray-Lions et “fortement monotone” sur un espace d’Orlicz-Sobolev
convenable.

De plus, nous remarquons premiérement, que notre opérateur généralise et étend
tous les opérateurs de la Section [I.1.2] Deuxiément, les opérateurs principaux utilisés
dans les inégalités hemivariationnelles de la Section [I.1.1]sont tous “univoques”, alors
si nous considérons l'opérateur défini en dans ces inégalités, nous pouvons
recouvrir plusieurs résultats.

Tout au long de cette thése, 'opérateur p~-multivoque est utilisé pour
résoudre des problémes de valeurs propres abstraits et dans différentes situations.

Dans ce qui suit, nous présentons le cadre abstrait du probléme :



CHAPITRE 1 : Introduction
Soient 2 un domaine borné de RY, & bord 0 Lipschitzien et j; une mesure

borélienne pour ¢ = 0,1,..., N. Nous considérons ¢; : Q@ xR — R pourt=1,...,N

une fonction borélienne telle que :
(C1) pour p;-presque tout = € Q, la fonction ;(z,-) : R — R est impaire, stricte-

ment croissante et @;(x,0) = 0.
(C2) @i(x,-) : [0, +00[— R est continue a droite et tlir+n ianess @i(x,t) = +o0.
—+00

(C3) Tl existe 2m nombres réels (points de discontinuité) : §7 < ... < 8% de sorte
que pour j-presque tout x € €2, la fonction ¢;(z,-) : R\ {d%,...,0 1} - R

est continue.
Nous définissons la N -fonction suivante :

[¢]
O;(x,t) = / vi(xz,s)ds, VexeQ, teR.
0

Nous remarquons que ®;(z,-) est une fonction convexe continue mais non différen-
tiable au sens classique, d’ou la nécessité d’utiliser une autre notion, celle de la

sous-différentielle.
a > 1, a > 1, tels que pour p;-presque tout

De plus, pour assurer la réflexivité de 'espace d’Orlicz correspondant, nous imposons
I’hypothése de croissance suivante sur les fonctions ®; :

(C4) 1 existe deux nombres réels
rel,VteRetVw(r,t) e dd;(x,t), on ait
a ®;(z,t) <tw!(z,t) <a iz, t)

Nous définissons la fonctionnelle J par

J(v) :é/ﬁ@i (x,a

ov

dp;.

- (@) u

Nous montrons que sous les conditions (C1)-(C4), Popérateur 7-multivoque de

3.16)) défini par :

Leray-Lions u 2 9.J (u) (voir Définition
ou
Au = —di O

u v (8 ’ <a:, oz, (x)))

est “fortement monotone” (voir Définition [3.3) sur 'espace d’Orlicz-Sobolev donné
, ey) muni de la norme :

ov
):inf{)\>0:/®i<x,ami> duiél}.
o A

par VOiWOl’Pl """ PN(Q, s - -
N

ov

I = |35

ov
8x,-

ol

g



1.3 Exemples modéles et complexité du probléme de valeurs propres

Considérons X un espace de Banach réflexif. Soit j : X — R une fonction localement
Lipschitzienne. On suppose que l'injection Vo< X est continue (parfois compacte).
Notre premier but est de résoudre le probléme de valeurs propres suivant :

ou .
—div 3 (8(13 ( P (x))) = Awy,(r) dans , (1.12)
u=>0 sur 0f),

ou
wyy € 9j(u).

En d’autres termes, nous étudions I'existence de solutions du probléme de valeurs
propres avec différentes conditions sur la fonction j. Nous nous intéressons
ensuite & la régularité des fonctions propres obtenues. Nous donnons également un
résultat de non-existence pour certaines hypothéses sur la fonction j.

1.3 Exemples modéles et complexité du probléme
de valeurs propres

L’exemple le plus simple est le suivant :
Soient q, p, qar et pas quatre nombres réels positifs tels que

l<g<p<4oo et 1<qy <pyu < -+oo.

Considérons les deux fonctions J sur W, 7(Q) et j sur LPM () telles que :

w=23[f g

1
i) = = [/ | dm+/ |U|pde}. (1.14)
Py LJ{l<1} {lv|>1}

Le probléme consiste a prouver 'existence d’une solution non triviale u positive
(point critique de la fonctionnelle d’énergie ®(u) = J(u) — Aj(u)) dans un espace de
Banach-Sobolev bien approprié (W, 7(Q)), c’est-a-dire

ov |?
851355

ov |?
8@-

Ov_

<1}
Oz;

da:] : (1.13)

v

2 >1}

0 € dJ(u) — Aj(u). (1.15)

Tout d’abord, nous remarquons que les fonctions J et j sont toutes les deux
non différentiables au sens classique. Par conséquent, les méthodes variationnelles
classiques qui imposent & la fonctionnelle d’Euler-Lagrange d’étre C'-différentiable
semblent incompatibles avec le cas traité ci-dessus.



CHAPITRE 1 : Introduction

Ensuite, en essayant avec les méthodes variationnelles généralisées pour le cas
non différentiable (par exemple le cas des fonctions localement Lipschitziennes) in-
troduites par K.-C. Chang dans [14], la principale difficulté rencontrée est de montrer
la convergence forte d’une sous-suite extraite de la suite de Palais-Smale trouvée.
Nous adoptons alors des nouvelles méthodes variationnelles qui correspondent aux
problémes étudiés.

Si nous traitons le probléme (1.15), avec py = p* ¢’est-a-dire pys est Uexposant
critique de I'injection de Sobolev de I'espace VVO1 P(€2), une vraie complexité apparait.
En effet, dans ce cas dit “critique” nous perdons la compacité alors ’équation d’Euler
associé a ([1.15)) ne vérifie pas la condition de Palais-Smale, ce qui nous empéche de
montrer 'existence d’une fonction minimisante (ou maximisante) a partir les mé-
thodes variationnelles classiques. Un théoréme abstrait est donné pour surmonter
cette difficulté.

Enfin, opérateur 7—mu1tivoque de Leray-Lions est un opérateur non homogéne
et anisotrope. La manipulation de cet opérateur fait intervenir des inégalités. Cela
montre une complexité dans les estimations. Par exemple, en étudiant les propriétés
qualitatives des fonctions propres dans le cas univoque du p-Laplacien, nous pouvons
donner une précision sur les constantes. Ce qui n’est pas le cas pour les fonctions
propres liées aux opérateurs 7—mu1tivoques.

1.4 Organisation de la thése

Nous regroupons nos résultats en cinq chapitres :
Chapitre 2 : “Quelques rappels de certains résultats classiques”.
Chapitre 3 : “Opérateur p~-multivoque de Leray-Lions”.
Chapitre 4 : “Problémes de valeurs propres et exposants critiques”.
Chapitre 5 : “Cas de Résonance”.

Chapitre 6 : “Propriétés qualitatives des fonctions propres liées aux opérateurs
p~-multivoques”.

Dans le Chapitre 2, nous rappelons des notations et techniques utilisées dans les
chapitres suivants. Nous donnons quelques définitions et résultats sur les espaces de
fonction de Banach et ceux d’Orlicz, nous présentons différents notions et résultats
sur la sous-différentielle des fonctions convexes et celle de Clarke qui sont fréquem-
ment utilisés. Fnsuite, nous énongons les théorémes généraux pour la résolution des
équations aux dérivées partielles dans le cas non différentiable (Méthodes variation-
nelles). Nous terminons par rappeler un résultat de compacité di a A. El Hamidi
et J.-M. Rakotoson qui sert & montrer la convergence forte du gradient dans les

10



1.4 Organisation de la thése

problémes variationnels dits “critiques”.

Dans le Chapitre 3, nous construisons 'espace de fonction de Banach-Sobolev
sur lequel nous définissons l'opérateur p~-multivoque de Leray-Lions, introduit par
J.-M. Rakotoson dans [85]. Nous nous intéressons ensuite, par l'intermédiarire des N -
fonctions, aux espaces d’Orlicz-Sobolev afin de construire un opérateur p~-multivoque
de Leray-Lions “fortement monotone” sur ces espaces (voir [16]).

Nous donnons également une méthode variationnelle qui généralise le théoréme
de “Mountain Pass” d’Ambrosetti & Rabinowitz et qui sert & montrer I'existence de
solutions pour de tels opérateurs.

La résolution des différents types de problémes de valeurs propres est 'objet du
Chapitre 4. Nous commencons par donner une application & la généralisation du
théoréme de “Mountain Pass” faite dans le Chapitre 3. Dans cette application, nous
introduisons un opérateur 7—multivoque faisant intervenir les espaces de Sobolev
aux exposants variables et vérifiant la propriété de “forte monotonie”. Cette appli-
cation recouvre le résultat suivant :

Considérons les fonctions J et j définies en (1.13) et (1.14). Si 1 < g < p < 400,

et gy > p, alors pour tout X > 0, il existe une solution

" p
I <qgu<pu<p =N

non triviale u € Wy (Q) telle que 0 € 9.J(u) — \0j(u).

Nous utilisons ensuite, une variante du principe e-variationnel d’Ekeland pour
montrer deux théorémes abstraits d’existence au voisinage de l'origine. Le premier
résultat prouve l'existence pour des problémes dits “sous-critiques” dans lesquels
la compacité joue un role important. Ce résultat montre I'existence du probléme
suivant :

Considérons les fonctions J et j définies en (1.13) et . Sil <qg<p<+oo,
1 < qym < pu <p* et qu < q, alors pour tout X € |0, \.|, il existe une solution non
triviale u € W, P(Q) telle que 0 € 0.J(u) — Adj(u).

On montre aussi 1'existence du probléme (avec coercivité) suivant :

Considérons les fonctions J et j définies en et (L.14). Si1<q<p<+oo,
1 < qu < pu < p* et py < q, alors pour tout X\ > .., il existe une solution non
triviale u € W, P(Q) telle que 0 € 0.J(u) — AJj(u).

Le deuxiéme a pour objet de montrer I'existence de solutions pour des problémes
dits “critiques”, la otl nous perdons la compacité.

Nous terminons par donner plusieurs applications de tous les résultats mention-
nés dans des domaines bornés et méme dans des domaines non bornés avec un poids
de type Hardy.

Quant au Chapitre 5, nous étudions 'existence de solutions pour un probléme
de minimisation avec des contraintes, afin d’exploiter le théoréme de multiplicateur
de Lagrange généralisé pour montrer ’existence pour des problémes plus généraux.
Ensuite, nous montrons un résultat de non-existence dans un cas particulier.

11
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Nous traitons également a la fin de ce chapitre, un autre probléme dans un cas
de résonance au voisinage de 'origine, en d’autres termes, le potentiel j possede la
méme croissance que celle de 'opérateur A au voisinage de zéro.

Plusieurs applications sont données pour illustrer ces résultats. Parmi lesquels,
nous montrons ’existence de solution du probléme suivant :

Considérons la fonction J définie en (1.13)) et

*

< lolr si |o| < 1,

Sl EORNE B
=lo|” —|o|+ —+ —5— swnon,
s p s

ou 0 < c* <

1
No S S > 0 est la constante de Sobolev de Vinjection de W,P ()
dans LP(Q) et p < B < p*. Alors, il existe une solution non triviale u € WyP(Q)
telle que 0 € 0J(u) — Jj(u) ou j(u) = / h(z,u(x))dz.
Q

Aprés avoir étudié I'existence de solutions pour des problémes de valeurs propres
lices aux opérateurs p~-multivoques, nous étudions, dans le dernier chapitre, les
propriétés qualitatives des fonctions propres obtenues en utilisant le “réarrangement
relatif”. Nous montrons alors la régularité L>° d’une solution positive d’un probléme
de valeurs propres. Ensuite, nous étudions d’une fagon directe et méme plus précise,
la régularité L> de la premiére fonction propre du p-Laplacien.

K — K — X — X — X — X — X

12



Chapitre 2

Quelques rappels de certains
résultats classiques

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notations et des techniques
utilisées dans les autres chapitres. Le chapitre est organisé comme suit : dans les
deux premiers paragraphes, nous rappellerons quelques définitions et résultats sur
les espaces de fonction de Banach et ceux d’Orlicz respectivement. Le paragraphe
suivant aura pour objet de présenter différents notions et résultats sur la sous-
différentielle de Clarke qui seront utilisés dans les chapitres suivants. Ensuite, dans
le quatriéme paragraphe, nous allons énoncer les théorémes généraux (Méthodes
variationnelles) pour la résolution des équations aux dérivées partielles dans le cas
non-différentiable. On terminera ce chapitre par rappeler un résultat de compacité
di a A. El Hamidi et J.-M. Rakotoson qui servira & montrer la convergence forte du
gradient dans des problémes variationnels avec des exposants critiques.

2.1 Espaces de fonction de Banach

Dans cette section, on définit un espace de fonction de Banach et on donne
quelques propriétés comme la complétude, la réflexivité et la dualité de cet espace.

2.1.1 Définitions et Propriétés

Soient Q un domaine de R, & bord 0 Lipschitzien et y une mesure de Borel
sur 2.

Définition 2.1. (Voir [84]) On note 'ensemble des fonctions u-mesurables et p-
mesurables positives respectivement par :

LY%(Q, p) = {u :Q— R :u est u—mesumble},

L0(Q, ) = {u e LOp) ¢ u o}.
13
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Les définitions et résultats qui suivent peuvent étre trouvés dans |[8].

Définition 2.2. (Voir (8, page 2]) Une fonction p : L% (2, ) — Ry = [0; +00] est
dite norme de fonction de Banach (ou bien norme de fonction) si Vf, g et f, dans
LY(Q2, ) et pour tout ensemble p-mesurable E C 2, on a

N1. p(f) =0<«= f =0 p-p.p.

N2. p(Af) = Ap(f) , VA > 0.

N3. p(f +9) < p(f) + p(g).

N4. f<g p-pp. = p(f) < pl9).
N5. fo 2 f p-p.p. = p(fn) — p(f).
N6. u(E) < +00 = p(xg) < +oc.

N7. u(F) < 400 = / fdu < Cg p(f), ot 0 < Cp < 400, est une constante

E
indépendante de [ et qui dépend seulement de E et p.
On désigne par x g la fonction caractéristique de ['ensemble E et par p(F) la mesure
de cet ensemble.

Exemple 2.3. Un exemple simple de norme de fonction de Banach est la norme
de Lebesgue associée a l'espace LP(Q2) pour 1 < p < 400. Nous verrons plus tard
dans le chapitre suivant une liste d’exemples de norme de fonction de Banach (voir

Ezemple .

Définition 2.4. (Voir [8, page 3]) Soit p une norme de fonction, on définit I’espace
de fonction de Banach par

X = L(p) = {f € L@ ) : plIf]) < +o0},
et on munit X de la norme || f||x = p(|f])-

L’espace de fonction de Banach X muni de la derniére norme vérifie plusieurs
propriétés, dans ce qui suit, on cite parmi ces propriétés celles qu’on va utiliser par
la suite, pour plus de détails voir [§].

Proposition 2.5. (Voir [8, page 4]) Soit (f,) une suite des fonctions dans lespace
X

(i) Si0< fo S f p-p.p. alors,
ou bien f ¢ X et ||fullx / +oo,

ou bien f € X et |[fullx | fllx-

(ii) /Lemme de Fatouf :
Si fn— [ p-p.p. et limiananX < 400, alors f € X et
n—-+0oo

|71l < timint || £l x.

14



2.1 Espaces de fonction de Banach

(i) (X, |- |lx) est un espace complet.

(iv) Si f, — f dans X, alors f, — f converge en mesure sur tout ensemble de
mesure finie. En particulier, il existe une sous-suite de (f,,) telle que

falz) = f(x) p-p.p.
On termine ce paragraphe par la propriété topologique suivante :

Théoréme 2.6. (Voir [8, page 7]) Soient X et Y deux espaces de fonction de
Banach. St X C Y, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que || f|ly < || fllx
c’est-a-dire

X <Y (injection continue).

2.1.2 Espace associé d’un espace de fonction de Banach

Dans ce paragraphe, on définit la norme associée p’ & une norme de fonction
de Banach p. Ensuite, on introduit ’espace associé défini a partir de cette norme
associée. Dans la section suivante et sous certaines hypothéses sur p, nous verrons
que cet espace associé L((2, p') n’est autre que l'espace dual L(€2, p)*.

Définition 2.7. (Voir [8, page 8]) Soit p une norme de fonction, on définit sa norme
associée p' sur LY (Q, p) par

pg) = sup{/gfg dp s f € LS(Q,p) et p(f) < 1}, pour g € LY (2, ).

On a alors,

Théoréme 2.8. (Voir |8, page 8]) Soit p une norme de fonction, alors sa norme
associée p' définie ci-dessus est aussi une norme de fonction.

Définition 2.9. L’espace de fonction de Banach défini par
X' = L@ p) = {g € L) : p/(1g]) < +o0

est dit espace associé a X ; X' est muni de la norme

Hg||X/:sup{/|fg| dp: feX et ||f||X<1}, pour g € X'.
Q

On déduit immeédiatement de cette définition le théoréme suivant :

Théoréme 2.10. (Inégalité de Hilder, voir |8, page 9]) Soit X un espace de fonction
de Banach et X' son espace associé, si f € X et g € X', alors fg est intégrable et
on a

/Q ol di < 1 xllglx

1 1
Remarque 2.11. Soient p,q tels que 1 < p < 400 et — + — = 1, alors l’espace
p q
associé a 'espace de Lebesgue LP(2) est LI(S2).
15
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2.1.3 Dualité et Réflexivité

Pour pouvoir trouver une certaine relation entre I'espace X' et I'espace dual de
X noté X*, on a besoin d’introduire la définition d’une norme absolument continue.

Définition 2.12. (Voir [8, page 1/]) On dit qu’un espace de fonction de Banach X
posséde une norme absolument continue, si pour tout f € X, on a

| fxE,|lx = 0, pour toute suite (E,) C 2 avec E,11 C E, et u(E,) — 0.

On termine ce paragraphe par un théoréme qui assure la réflexivité d’un espace
de fonction de Banach.

Théoréme 2.13. (Voir (8, page 23]) L’espace X est réflexif si et seulement si X
ainsi que son espace associ€é X' ont tous les deux des normes absolument continues.

Exemple 2.14. L’espace X = LP(Q) pour 1 < p < 400 et Uespace X = v (Q)
1

ot — + — = 1 possédent des normes absolument continues (on a le théoréeme de la
p p

convergence dominée).

2.2 Espaces d’Orlicz

Dans cette section, on présente une généralisation des espaces de Lebesgue dans
lesquels la fonction convexe ¢t +— |[t|P joue un role important, on va la remplacer
par une autre fonction convexe plus générale ® dite “N-fonction” et les espaces
ainsi obtenus sont les espaces d’Orlicz L* (€, 1) ou tout simplement L® (Q) (voir |2,
Chapitre 8|, [38], [46], [65] et [86])-

Définition 2.15. Une fonction f: R — R est dite convexe si pour tout
0<a<l,ona

flat+(1—a)s) < a f(t)+(1—a) f(s), Vit seR.

Définition 2.16. (Voir [2], |65, page 33]) Soit ¢ : R — R une fonction ayant les
propriétés sutvantes :

(a) ¢(0)=0, ¢(t) >0sit>0 et tlifrn o(t) = +o0.
—100

(b) ¢(-) est croissante sur [0; 00| c¢’est-a-dire 0 < s <t = p(s) < ¢(t).
(c) () est continue a droite sur [0;+o0].

Alors, la fonction définie de R dans R, par :
I¢]
o) = [ els) ds
0
est dite N -fonction (voir la figure .
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2.2 Espaces d’Orlicz

s = A1)

FIGURE 2.1 — Le graphe de o = a(7) et celui de la N-fonction s = A(t).

2.2.1 Les propriétés d’une N-fonction

Sous les hypothéses de la Définition 2.16] une N -fonction vérifie toutes les pro-
priétés de la proposition suivante :

Proposition 2.17. (Voir [46, page 7]) Si ¢ vérifie (a), (b) et (¢) de la Définition
2.16 et ® la N -fonction correspondante, alors :

(i) @(-) est une fonction positive, paire, continue et (0) = 0.

(ii) @(-) est strictement croissante sur |0; +o0o].

(iii) ®(-) est conveze.

(iv) limw =0 e lim @ = +o0

t—0 ¢ t—+o00

(v) " ) est une fonction strictement croissante sur ]0;400].

Dans la proposition suivante, on introduit une caractérisation de la A-fonction :

Proposition 2.18. (Voir |40, page 9]) Soit ®(-) une fonction continue conveze,
alors

D(-) est une N-fonction <= ®(-) est paire et vérifie la propriété (iv) .

17



CHAPITRE 2 : Quelques rappels de certains résultats classiques

Définition 2.19. (Voir [2]) Soit ® une N -fonction, on définit la N -fonction ®
complémentaire de ® par

®(t) = max (ts - (ID(S)).

s=>0

Cette N -fonction ® joue un réle important dans la définition de I'espace dual de
I’espace d’Orlicz.

Définition 2.20. (Voir [86]) Soit ® une N -fonction, on introduit une notion qui
caractérise la rapidité de la croissance de @ : On dit que ® vérifie la condition (As)
globalement s’il existe une constante positive ¢ > 0 telle que pour tout t > 0, on a

D(2t) < ¢ B(t). (2.1)

De méme, on dit que ® vérifie la condition (Ay) au voisinage de Uinfini s’il existe
to > 0 telle que pour tout t > ty, la relation (2.1) est vérifiée.

Remarque 2.21. (Voir [86, page 26]) Cette définition joue un role important dans
la construction de l’espace d’Orlicz. De plus, si ® vérifie la condition (As), alors il
existe une constante positive ¢ > 0, tg > 0 et a > 1 tels que

O(t) < clt]”, V>t

Exemple 2.22. (Voir [86]) On donne certains exemples de N -fonctions :

® D1(t) = (1+[t]) log(1+ [t]) — [t] et Po(t) = |t|P, p > 1 sont deux N -fonctions qui
vérifient la condition (Asy).

Par contre,

® Uy(t) =exp(|t]) — [t] — 1 et Uy(t) = exp(|t|’) — 1, p > 1 sont deux N -fonctions
qui ne vérifient pas la condition (Ay).

On note que W, (t) = ®(t) c’est-a-dire la N-fonction ® complémentaire d’une
N-fonction ® qui vérifie la condition (Ay) ne vérifie pas nécessairement (As).
Définition 2.23. (Voir [60]) Soit ® une N -fonction, la fonction donnée par pe :
u—> / O (u)dp est dite modulaire.
0

Définition 2.24. (Voir [86]) Soit ® une N -fonction, on définit la classe d’Orlicz
généralisée par

Ko (Q,p) = {u : Q — R p-mesurable et / <I><|u(x)|> du < —1—00} :
0

Dans ce qui suit et pour simplifier la manipulation dans I’espace d’Orlicz, on va
imposer quelques hypothéses sur la mesure p. Pour plus de détails voir [86, Chapitre
3.
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Définition-Hypothése 2.25. (Voir [86, page 46]) On suppose désormais que la
mesure (L satisfait la propriété de “sous ensemble fini” c’est-a-dire si E est un en-
semble p-mesurable et si p(E) > 0, alors il eriste un ensemble F p-mesurable tel
que FFC E et 0 < u(F) < +oo. Cette propriété empéche d’avoir une mesure comme

0 st A=a,
M(A)_{+oo st A#D.
Définition 2.26. (Voir |86, page 46]) On dit qu’un ensemble A est un atome de

(u-atome) si p(A) > 0 et si pour tout ensemble B p-mesurable tel que B C A on a
ou bien u(B) =0 ou bien u(A — B) = 0.

Définition 2.27. (Voir [86, page 46]) Un ensemble D p-mesurable est dit diffus par
rapport G p (en anglais : D is diffuse for p) s’il ne contient aucun p-atome, ce qui
implique que pour 0 < A < p(D), on peut trouver un ensemble p-mesurable E tel
que E C D et u(E) = .

En général 'espace Kg(€2, 1) n’est pas un espace vectoriel, mais le lemme suivant
donne une condition nécessaire et suffisante pour 1’étre.

Lemme 2.28. (Voir [86, page 46]) Supposons qu’il existe un ensemble de mesure
positive et diffus par rapport & la mesure . Alors, Ko(S), 1) est un espace vectoriel
si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite

(A9) @ wvérifie la condition (As) globalement,
ou
(AF) ® wvérifie la condition (Az) au voisinage de linfini et u(Q) < +oo.

Pour simplifier, on dit qu'une N-fonction ® vérifie la condition (As) si elle vérifie
(A9) ou (AF).

Remarque 2.29. (Voir [86, page 47]) L’hypothese “il existe un ensemble de mesure
positive et diffus par rapport & la mesure p” est utilisée pour démontrer le sens direct
du Lemme[2.28.

Définition 2.30. (Voir [86, page 49]) Soit ® une N -fonction, on définit I’espace
d’Orlicz généralisé par

L*(Q,p) = {u : Q — R : p-mesurable et IN > 0,/ O (Nu(z)]) du < —1—00} :
Q

L’espace L®(2, 1) est un espace de Banach muni de la norme de Luxemburg
(norme de fonction de Banach) suivante (voir |86 page 68]) :

p(u) = ||ulle = int {A =0 /Qcp (@) dp < 1} | (2.2)

Par conséquent,
L*(Q, 1) = L(Q, p).
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CHAPITRE 2 : Quelques rappels de certains résultats classiques

Proposition 2.31. (Voir [86]) Soit u € L*(Q, n) telle que u # 0, alors on a :

/@(ﬂﬁ>dugL
o \lulle

La norme associée a p (voir Définition est une norme équivalente a la norme
suivante (grace a la Proposition voir aussi [86, page 61]) :

1nf{A>0:/Q§(K;)|) d,ugl}, (2.3)

ot @ est la N -fonction complémentaire de ® donnée par la Définition [2.19]

L’espace d’Orlicz qui correspond a @ est
La(Qv :u) = L(Q’ p,)'
L’inégalité de Holder généralisée s’écrit :

Proposition 2.32. (Voir [2]) Soit ® et ® deuz N -fonctions complémentaires (ou
conjuguées), alors

/Qu(aj)v(x) du‘ < 2ffulloflv]l5- (2.4)

Proposition 2.33. (Voir (2], |86, page 77]) Si ® vérifie la condition (As) (c’est-
a-dire si l'une des conditions (AY) ou (AP) du Lemme est vérifiée), alors la

classe d’Orlicz et l'espace d’Orlicz généralisés coincident c’est-a-dire
K‘P(Qv :u) = Ld)(Q7 :u)

Par suite, si ¢ vérifie la condition (Ay), on peut prendre la définition de K¢ (€2, 1)
comme une définition de I'espace d’Orlicz. Ce qui simplifie la manipulation de cet
espace.

Proposition 2.34. (Voir [86, page 83]) Soient ® une N -fonction qui vérifie la
condition (N\y) et (uy), une suite dans L®(Q, p). Alors, la convergence modulaire et
la convergence forte vers un élément u € L®(Q, p) sont équivalentes c’est-a-dire :

lim S (up, —u)dp =0<= lim ||u, —ulle =0.
n—+oo [ n—+-00

Pour pouvoir comparer deux espaces d’Orlicz, on introduit la définition suivante :

Définition 2.35. (Voir [2]) Soient ®; et o deux N -fonctions. On dit que o do-
mine ®1 globalement (au voisinage de Uinfini) s’il existe une constante positive ¢ > 0
telle que

D1 (t) < Dolct), V=0 (Vi)
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2.3 Sous-différentielle

Proposition 2.36. (Voir [65], [86, page 155]) Soient @1 et @y deux N -fonctions.
St o domine O, alors on a l'injection continue suivante

LP2(Q, 1) = L™ (Q, ).

Définition-Hypothése 2.37. (Voir [65, page 36]) Une mesure u est dite séparable
sl existe une suite d’ensembles mesurables E,, tels que

(i) u(E,) < o0, pour tout n € N,

(ii) Pour tout ensemble p-mesurable A tel que p(A) < +oo et pour tout € > 0, il
existe n € N tel que u(A A E,) < e. (ot A désigne la différence symétrique
c’est-a-dire C A D =(CUD)—(CND) )

Théoréme 2.38. (Voir [65, page 36], |46, page 85], |86, page 91] ) Soit & une
N -fonction et i une mesure séparable, alors

® vérifie la condition (Ny) = L*(Q, ) est séparable.

En utilisant la condition (A9) ou (A$°), on termine cette Section en donnant
une relation entre 'espace d’Orlicz associé et le dual de 'espace d’Orlicz.

Théoréme 2.39. (Voir [2], [86, page 112]) Soit ® et ® deux N -fonctions complé-
mentaires, alors

L®(Q, ) est réflexif <= ® et O vérifient la condition (/).
Par conséquent, on a le résultat suivant :

Corollaire 2.40. Si ® et ® vérifient la condition (/\y), alors l’espace d’Orlicz as-
socié a L*(Q) el son dual coincident et on a

(L*(Q, 1) = L(Q,p) = L(2,0) = L*(Q, p).
Théoréme 2.41. (Voir [{6, page 88]) Soit ® une N -fonction, alors

L®(Q, 1) a une norme absolument continue <= ® vérifie la condition ().

2.3 Sous-différentielle

Dans le premier paragraphe, on donne la définition de la sous-différentielle pour
le cas des fonctions convexes (voir [25]). Ensuite, dans le second, on la donne pour des
fonctions localement Lipschitziennes (voir [18], [64] et [35]). Ce dernier cas englobe
le premier comme le montre le Théoréme [2.43]
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2.3.1 Cas des fonctions convexes

Soient X un espace de Banach et ¢ : X — R = RU{+oc} une fonction a valeurs
réelles. On définit le domaine effectif de ¢ par

dom ¢ = {J:EX:go(x) <+oo}.

Pour éliminer le cas trivial lorsque ¢ = 400, on dit qu’une fonction est propre si
son domaine effectif est non vide. On commence par donner quelques résultats sur
les fonctions convexes, pour les démonstrations et les détails voir [35].

Lemme 2.42. (Voir [35, page 34]) Si ¢ : X — R est une fonction convere et
continue en un certain point ro € dom ¢, alors il ewiste v > 0 telle que ¢ soit
Lipschitzienne sur la boule B(xo,r).

D’apreés le Lemme|2.42 on donne le Théoréme qui est a l'origine de la théorie
de Clarke que 'on va détailler dans les sections et (voir [18] et [35]).

Théoréme 2.43. (Voir [35, page 35]) Si ¢ : X — R est une fonction convee,
propre et semi-continue inférieurement, alors ¢ est localement Lipschitzienne (voir

Définition sur int {dom ©}.

int{-} d’un ensemble désigne son intérieur.
Pour la suite de cette section, on introduit la définition suivante :

Définition 2.44. (Voir [35]) Soient X, Y deux espaces de Banach et f : X — P(Y)
une multi-fonction (c’est-a-dire ¢’est une fonction qui donne auz éléments de X,
comme image, des éléments dans 'ensemble des parties de Y, noté P(Y')).

On dit que la multi-fonction [ est semi-continue inférieurement (s.c.i.) en un point
xog € X st pour tout ouvert V C Y tel que f(xo) NV # &, il existe un voisinage U
de xq tel que f(x) NV # &, pour tout x € U.

Si [ est semi-continue inférieurement en tout point v € X, on dit que f est semi-
continue inférieurement.

Le théoréme suivant est un outil majeur de ce qu’on appelle “méthode directe de
calcul des variations”.

Théoréme 2.45. (Voir |35, page 37]) Soient X un espace de Banach réflexif et
¢ : X — R une fonction propre, convexe, semi-continue inférieurement (ou propre,
faiblement semi-continue inférieurement (voir Proposition et [10])) et coercive
c’est-a-dire

lim  p(z) = 400,
[l x =00

alors il existe un minimum global xq € X de o tel que

plzo) = Inf p(z).
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2.3 Sous-différentielle

D’aprés ce dernier théoréme, on déduit que 'ensemble des fonctions propres,
convexes et semi-continues inférieurement a une propriété importante dans ’analyse
convexe. On notera dans la suite I'g(X) I'ensemble de ces fonctions.

Définition 2.46. (Voir [25], |35, page 38]) Soit X un espace de Banach et ¢ :
X = RU{zxoo}, on appelle o : X* — RU{£oo} la fonction conjuguée de ¢ ou la
transformation de Legendre de o, la fonction définie par

p(z") = Sup{ (%) —p(x) : x € dom gp}.

(-,-) est le crochet de dualité entre X* et X.

Remarque 2.47. D’aprés cette définition, on a pour tous v € X et x* € X*,
(%, 2) < () +P(z"). (2.5)

Cette inégalité est dite inégalité de Young-Fenchel. Sous certaines hypotheéses, l’éga-
lité aura lieu (voir Proposition .

2.3.2 Sous-différentielle des fonctions convexes

Aprés avoir énoncé les éléments de base des fonctions convexes et leurs propriétés,
on va définir la sous-différentielle de ces fonctions qui généralise la notion du gradient
des fonctions réguliéres.

Définition 2.48. (Voir [25], [35, page 42]) Soit ¢ : X — R une fonction propre,
conveze. La sous-différentielle de ¢ en un point x est l’ensemble défini par

do(x) = {:1:* e X" : (" y—x) <oly) — (), Yy € dom gp}.

Ceci définit une fonction multivoque Op : X — 2%, o 257 désigne l’ensemble des
parties de X*.

Tout élément x* de Op(x) est dit sous-gradient de ¢ au point x. On appelle domaine
de Oy, ’ensemble donné par

Dom 0p = {x € X :0p(x) # @}.

On dit ¢ est sous-différentiable en x € X, si x € Dom Op.

Dans la proposition suivante, on donne une condition sur la fonction ¢ pour que
I’ensemble Dom 0y ne soit pas vide. En d’autres termes, on donne une hypothése
de sorte que ¢ soit sous-différentiable en un certain point uy € X.

Proposition 2.49. (Voir [35, page 43], [25]) Soit ¢ : X — R une fonction conveze,
continue en un point ug € X, alors ug € Dom Op et Op(ug) est un ensemble borné,
faiblement* -compact de X*.
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Proposition 2.50. (Voir [21, § 23], [35, page 42]) Soit ¢ : X — R une fonction
propre, conveze. Alors, on a égalité dans ([2.5)).

z" € Op(x) <= p(r) +P(z7) = (%, ) .
Si en plus, on a p € T'g(X) c’est-a-dire ¢ est s.c.i. , alors
" € Jp(x) <= = € Jp(x").

Proposition 2.51. (Voir |25, |35, page 47]) Soient X, Y deux espaces de Banach,
A X = Y une fonction linéaire continue, A* : Y* — X* sa transposée et ¢ : Y — R
une fonction convexe et continue. Alors, la sous-différentielle de la fonction composée
po A est donnée par :

8(poA)(u) = A* <8¢(Au)>, Vu € X,

Avant de passer au cas des fonctions localement Lipschitziennes, on termine ce
paragraphe par définir la dérivée directionnelle d’une fonction.

Définition 2.52. (Voir [35, page 44]) Soit ¢ : X — R une fonction propre, convee.
On définit la dérivée directionnelle de ¢ en x € dom ¢ dans la direction h € X par

vy p(r A+ Ah) — o(x)

2.3.3 Cas des fonctions localement Lipschitziennes

Dans cette Section, on va passer & des fonctions plus générales qui peuvent étre
non-convexes. Pour cela, on donne la définition des fonctions localement Lipschit-
ziennes qui sont a la base de la théorie de la sous-différentielle généralisée de Clarke
qui a été introduite par Francis H. Clarke en 1976 dans son article [19] (pour plus
de détails voir [18], [64] et [35]).

Dans la suite, on considére X un espace de Banach.

Définition 2.53. On dit que [ : X — R est une fonction localement Lipschitzienne
stV v e X, i eriste un voisinage U(v) de v et une constante K(v) > 0 tels que

[f(w) = fw)] S K(v) lu—wlx,  YVuweUlv).

Remarque 2.54. On rappelle que si ¢ € I'o(X), alors ¢ est localement Lipschit-
zienne sur int {dom ¢} (voir Théoréme .

Lemme 2.55. (Théoréme de Rademacher) Si f : RN — R™ est une fonction
localement Lipschitzienne, alors f est Fréchet-différentiable presque partout. Pour la
preuve de ce résultat, on peut consulter par exemple [40] et |35].
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2.3 Sous-différentielle

La définition suivante donne une généralisation de la dérivée directionnelle d’une
fonction convexe.

Définition 2.56. (Voir [64)], [18, page 25]) Pour toute fonction ¢ : X — R
localement Lipschitzienne, sa dérivée directionnelle généralisée en v € X dans la
direction v € X est donnée par

h+ Av) — h
¢©%(u;v) = limsup pluth+Av) = plut )
ANO, h—0 A

Remarque 2.57. On note que cette définition nimpose pas ['existence d’une limite
(car c’est une limite supérieure seulement). De plus, ce qui la différe de la définition
traditionnelle de la dérivée directionnelle c’est que le point de base u dans le quotient
varie (en u+ h).

Des propriétés importantes de ©°(+;-), pour la suite, sont données dans le reste
de cette Section ot la fonction ¢ : X — R est toujours supposée localement
Lipschitzienne (pour les démonstrations voir [18] et [35]).

Proposition 2.58. (Voir |64/, |18, page 25]) Soit uw € X un élément fixé, alors

(a) v— °(u;v) est sous-linéaire c’est-a-dire ¥ vi,v2 € X, on a
0(,,. Ofn. O¢n.
¥ (ua U1 + UQ) S (U’7 Ul) T (u7 UQ)’
(b) v+ @ (u;v) est positivement homogéne c’est-a-dire
©(u; Av) = A (u;v), VA > 0.

(c) v = ¢(u;v) est conveze, continue et |¢°(u;v)| < Kyljv||x, ot K, > 0 est la
constante de Lipschitz de ¢ au voisinage de u € X.

(d) v~ @°(u;v) est Lipschitzienne et K, > 0 est sa constante de Lipschilz c’est-
a-dire
% (s v1) — ¢ (us v2)| < Ky [lor — vl -

(e) ¢"(u; —v) = (—9)°(u; v).

Proposition 2.59. (Voir [18, page 26]) (u,v) — ¢°(u;v) est une fonction semi-
continue supérieurement (s.c.s.) sur X x X c’est-a-dire si (u,) et (v,) sont deux
suites dans X qui convergent respectivement vers u et v, alors

lim sup ©° (un; vn) < " (u;v).

n—-+o0o
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2.3.4 Sous-différentielle de Clarke des fonctions localement
Lipschitziennes

Définition 2.60. (Voir [64|], |18, page 27]) Soit ¢ une fonction localement Lipschit-

zienne sur X, la sous-différentielle généralisée de Clarke de ¢ (ou tout simplement

la sous-différentielle de p) en u € X, est la sous-différentielle de la fontion conveze
v 2 (u;v) en 0. Plus précisément, on a

£ € 0p(u) C X* <= (6", v) < °(u;v), Vv € X.

Autrement dit, c’est le sous ensemble de X*, donné par
Oplu) = {€" € X"+ (¢",0) <¢"(wsv), v € X .

Remarque 2.61. On note qu’on a utilisé la méme notation “Op(u)” (voir Défi-
nition de la sous-différentielle des fonctions convexes pour définir la sous-
différentielle des fonctions localement Lipschitziennes, cela ne causera aucune confu-
sion car si on suppose que @ est une fonction conveze, alors les deuz Définitions|2.48

et sont équivalentes.

Dans ce qui suit, on donne quelques propriétés de la sous-différentielle généralisée
de Clarke qu’on va utiliser fréquemment dans les chapitres suivants de cette thése
(pour les détails voir [18] et [35]).

Proposition 2.62. (Voir [64], |18, page 27]) Soit ¢ une fonction localement Lip-
schitzienne sur X et K, > 0 est la constante de Lipschitz au voisinage de u, alors

(a) Op(u) C X* est un ensemble non vide, conveze et faiblement™ -compact. Plus
précisément, la fonction p est sous-différentiable en tout point de X.

(b) Ve € 0p(u), on a ||E || < Ky, ot || - ||« est la norme dans l'espace X* donnée
par €|l = sup { (¢50) v € X, o]l < 1}
(c) Vve X, ona
(i v) = max { (€750) : € € Dp(u) }.
On considére la multi-fonction dp : X — 2%\ {@}, on donnera dans les

propositions qui suivent quelques résultats utiles de cette multi-fonction (pour les
preuves voir 18] et [35]).

Proposition 2.63. (Voir (18], [14), page 105]) u — Op(u) est une multi-fonction
s.c.s. dans le sens ot VYug € X, e >0 et v € X, il existe § > 0 tel que Yw* € dp(u)
0u ||lu — ugl| < 0, il existe wi € Op(ug) tel que

| (w* —wj ;0) | <e.
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Proposition 2.64. (Voir (18, page 29]) u — Op(u) est une multi-fonction faible-

ment* -fermée c’est-a-dire si (u,) et (&) sont deux suites dans X et X* respecti-

vement telles que £ € Jp(u,) et on suppose que u, converge vers u dans X et &
converge vers £ dans X* muni de la topologie faible*, alors

£ € Op(u).
Proposition 2.65. (Voir (18, page 38/, [14)]) Soit X € R.
(a) 9(Ap)(u) = Adp(u).

(b) Si w est un extremum local (maximum ou minimum) de @, alors 0 € dp(u).
Dans ce cas, on dit que u est un point critique de .

Proposition 2.66. (Voir |18, page 38]) Si p; : X — R pour i € {1,..., N} sont
N fonctions localement Lipschitziennes, alors

) (Z @Z) (u) C Z A;(u). (2.6)

Si en particulier, toutes les fonctions ; sont convexes continues ou bien plus géné-
ralement si

_ 0.
ANO A =;(u;h) Vu, Vh € X.

Alors, on a, dans ce cas, une égalité dans la relation ((2.6).

Définition 2.67. (Voir (18, page 39]) Soit ¢ : X — R une fonction localement
Lipschitzienne (non nécessairement convexe). On dit que @ est réguliére au point
ue X, siVh € X, ¢'(u;h) existe et on a

¢ (u;h) = (us h), VheX.

La sous-différentielle de la composée de deux fonctions est donnée par la propo-
sition suivante :

Proposition 2.68. (Voir (18, page 45]) Soient X,Y deuz espaces de Banach, A :
X — Y une fonction continue et Gateaux-différentiable et ) :' Y — R une fonction
localement Lipschitzienne. Alors, on a

(1) voA: X — R est localement Lipschitzienne,
(2) la sous-différentielle de 1) o A est donnée par

o(wod)(uw) C [A)(9()),
C o(Au) o A(u) = {w* o A(u) :w* € 8¢(Au)},
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ou [A']* est Uopérateur adjoint de A'.
Si
Au+ Ah) — (A
/() = i PEEE AN Z R oy, o,

ou bien, en particulier, si la fonction 1 est convexe et continue sur Y, alors on a
une égalité (voir Proposition M)

La sous-différentielle de la multiplication de deux fonctions localement Lipschit-
ziennes est telle que :

Proposition 2.69. (Voir (18, page 48]) Si v1,p2 : X — R deuz fonctions locale-
ment Lipschitziennes, alors o = @1y est localement Lipschitzienne el on a

(pr1ip2)(u) = p1(u)dp2(u) + pa(u)dp:(u).

La sous-différentielle d'un quotient de deux fonctions localement Lipschitziennes
est comme suit :

Proposition 2.70. (Voir [18, page 48]) Si v1,p2 : X — R deuz fonctions locale-

ment Lipschitziennes et ps(u) # 0, alors ¢ = PL st localement Lipschitzienne au
P2
voisinage de u € X el

o (LY () = L2WO1(u) — 1 (u)dps(u)
() (o20))?

Proposition 2.71. (Voir [14, page 107]) Soit ¢ : R — R une fonction mesurable
et localement bornée. On considére la fonction intégrale définie par

Alors, on a les propriétés suivantes :
(1) @ est localement Lipschitzienne.
(ii) La sous-différentielle de ® en tout point t est caractérisée par :

0d(t) C [lim in ©(0); limsup gp(a)} :

o—t

(iii) Si, de plus, pour tout t € R, p(t £0) existe, alors

o—t o—t

9D(t) = [lim inf p(0); limsup gp(o)] .

Le théoréme des valeurs intermédiaires pour les fonctions localement Lipschit-
ziennes s’énonce de la maniére suivante :
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Théoréme 2.72. (Voir (18, page 41]) Soient u,v € X et ¢ : X — R une fonction
localement Lipschitzienne sur un ouvert U C X contenant le segment fermé [u;v)
défini par :

[u;v] = {(1—t)u—|—tv 0<t< 1}.

Alors, il existe w € Ju;v[= {(1 —tHu+tv:0<t< 1} et w* € Op(w) tel que

p(v) = p(u) = (Wv —u).

Une relation entre la différentielle classique et la sous-différentielle de Clarke (par
exemple, lorsque la fonction est contintiment différentiable) qui montre bien que la
seconde est une généralisation de la premiére, est donnée par :

Proposition 2.73. (Voir [18, page 33]) Si p € CY(X;R), alors dp(u) se réduit
un singleton et dans ce cas la sous-différentielle de ¢ n’est autre que sa différentielle
au sens classique, c¢’est-a-dire on a

Op(u) = {¢'(u)}.

2.4 Meéthodes variationnelles et points critiques

Plusieurs auteurs on été intéressés a I’étude des équations aux dérivées partielles
non linéaires avec des discontinuités dans la non linéarité. Par exemple, pour résoudre
I’équation

—Au = (), (2.7)

oll ¢ est une fonction discontinue, alors on a besoin des nouvelles méthodes varia-
tionnelles plus adaptées car les méthodes variationnelles classiques (voir [6], [73], [74]
et [75]) impose a la fonctionnelle d’énergie d’étre C'-différentiable, ce qui n’est pas
le cas dans 'équation (2.7).

Pour cela, des méthodes variationnelles pour les fonctions non-différentiables
ont été développées par K.-C. Chang en 1981 dans son fameux article [14] (voir
aussi [64], [35]). En se basant sur I'article [19] de F.H. Clarke, K.-C. Chang a réussi
a faire une généralisation de la définition des points critiques, la condition de Palais-
Smale, le lemme de déformation et le principe de “min-max” qui sont & la base de
la théorie des méthodes variationnelles.

Le reste de cette section est consacré a donner des définitions et quelques énoncés
de ces généralisations (pour les détails voir [14]).

Soient X un espace de Banach et ¢ : X — R une fonction localement Lipschit-
zienne.
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Définition 2.74. (Voir [14], |35, page 128]) On dit que u € X est un point critique
de p si 0 € Dp(u) et dans ce cas, la valeur ¢ = @(u) est dite valeur critique de ¢
(voir Proposition .

Remarque 2.75. Si o est une fonction C'-différentiable, la Définition[2.74) se réduit
au cas classique.

Proposition 2.76. (Voir [64], [14], |35, page 128]) La fonction
ANiue X — N(u) = min{||w*||* twt € 8¢(u)},

est semi-continue inférieurement c’est-a-dire si (u,) est une suite qui converge vers

u dans X, alors
AP (u) < liminf A% (uy,).

n—-+00

En particulier, d’apres la Proposition il existe w! € Op(u) tel que

oyl = inf { |l : w € dp(u)}.

La plupart des fonctions que I’on rencontre dans les problémes de valeurs propres
(comme dans la suite de la thése) ne sont ni bornées inférieurement ni bornées
supérieurement. Pour cette raison, on a besoin de définir d’autres types de points
critiques qui ne sont pas des minima ou maxima globaux pour ces fonctions (comme
on a déja vu dans le Théoreme [2.45).

Pour cela, on introduit la condition de compacité suivante :

Définition 2.77. (Voir (14|, |35, page 124]) On dit que la fonction ¢ vérifie la
condition de Palais-Smale (généralisée) si

“Pour toute suite (uy,), C X telle que
o(u,) —> ¢ et \?(u,) — 0 dans X*,
la suite (u,) admet une sous-suite convergente”.

L’idée de base de la théorie des points critiques est d’examiner les variations de

la structure topologique des ensembles de niveau <c’est—a—dire {u € X :p(u) § c})

pour une certaine fonction . La technique utilisée est de déformer ces ensembles de
niveau en utilisant le champ de vecteurs d’un “pseudo-gradient” (voir [14] et pour
le cas classique lorsque ¢ est C'-différentiable voir [44]). Par exemple, la figure
montre au voisinage du point-selle, le passage d'un ensemble de niveau connexe a
un autre qui admet deux composantes connexes.

Dans ce chapitre, on ne va pas s’intéresser aux détails de cette théorie, on énonce
seulement quelques résultats dans les théorémes suivants.

Soient X un espace de Banach, réflexif et f : X — R une fonction localement
Lipschitzienne.
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2.4 Méthodes variationnelles et points critiques
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FI1GURE 2.2 — Changement de la structure topologique des ensembles de niveau.

Théoréme 2.78. (Rabinowitz, voir [14)], [35, page 142]) Soit X = X1 & X3, o X4
est un espace de dimension finie. Si f vérifie la condition de Palais-Smale, s’il existe
C1 < Cy deux constantes et un voisinage U de Uorigine dans X, tels que

f=Cy sur Xy,
f < Cy surdU,

alors f admet un point critique.

On donne ensuite 'énoncé du célébre théoréme de “Mountain Pass” did & A.
Ambrosetti & P.H. Rabinowitz (pour la preuve voir [43] et [90]).

Théoréme 2.79. (Ambrosetti & Rabinowitz, voir [14|], |35, page 140]) Supposons
qu’il existe u; € X et une constante 6 > 0 telles que

lur]|x > 9 et
max { f(0); f(u1)} <a < inf f(uw).

llul x=4

On considere
— mi t ) > a,
8 %F%&ﬁf@( )z«

ou I' désigne l’ensemble des chemins continus reliant Uorigine ¢ uy dans X (voir la

figure c’est-a-dire

= {peC(0,1:X):p(0) =0, p(1) = }.
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CHAPITRE 2 : Quelques rappels de certains résultats classiques
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FIGURE 2.4 — Exemples de points de “Mountain Pass”.

Alors, sous ces hypothéses, on dit que [ vérifie la géométrie de “Mountain Pass”.
FEnsuite, d’aprés S.Z. Shi dans (90], on déduit qu’il existe une suite (u,), C X telle
que (Principe variationnel d’Ekeland)

fun) e B,

M () = int { | 29

Xt wk € Gf(un)} — 0.

n—+4o0o

De plus, si f vérifie la condition de Palais-Smale, alors B est une valeur critique de
[ c’est-a-dire il existe u € X tel que f(u) = et 0 € Of(u) (voir les figures et

7).
32



2.5 Théoréme de compacité

Théoréme 2.80. (Voir [14], |35, page 144]) Supposons que f vérifie la condition
de Palais-Smale et elle est bornée inférieurement, alors ¢ = i%ff(u) est une valeur

critique de la fonction f.

2.5 Théoréme de compacité

Au bénéfice de la convergence presque partout du gradient (voir [79], [82], [83]
et [80]) obtenue par J.-M. Rakotoson et le lemme de Brezis-Lieb (voir [11]), on
énonce un théoréme de compacité di 4 A. El Hamidi et J.-M. Rakotoson qui sert a
démontrer la convergence forte du gradient (voir [26] et [29)]).

En utilisant ce nouveau principe de concentration et de compacité, les auteurs
dans [27], ont montré que la constante de Sobolev optimale est atteinte (voir aussi
52, 51)).

Soient ) un ouvert arbitraire de RY et w CC Q un ouvert relativement compact
de Q) c’est-a-dire w C €2, ou w désigne la fermeture de w.
Soient 1 < p; < +o0, pour ¢ = 1,..., N, on définit

p— = min {pb s 7pN}7
N
ch<ﬂ) = HLf(:C(Q)7? = (ph s 7pN)7
=1

N
Wie? (@) = {U e JLh(@): Vo e ]Lgc(ﬂ)} :
i=1

Soient 1 < ¢ < +o00 et ¢ =

7 son conjugué.
On définit la fonction de troncature, Lipschitzienne suivante. Pour ¢ > 0, ¢ € R,
si <e
sd0)={ 2 e

e sign(o)  sinon.

On note o* = Sy, (o), pour tout k > 1.

On considére une fonction (non linéaire) @ : Q x R x RY — RY qui vérifie les
conditions de Leray-Lions suivantes :

(L1) a(x,-,-) est une fonction continue pour presque tout z € € et pour tout
(0,€) € R x RY. La fonction a(-,0,£) est mesurable (On dit que @ est une
fonction de Carathéodory).

(L2) (i) a transforme les ensembles bornés de I/VZIOC?(Q) en des ensembles bornés
N
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CHAPITRE 2 : Quelques rappels de certains résultats classiques

(ii) pour presque tout x € Q et pour tout (0,€) € R x R, on a
a("'p7 0-7 g) ‘f > 07

iii) pour presque tout z € et pour tout v € W27 (Q), la fonction suivante
loc
est continue pour tout w CC €,

N
a(x,-, Vv): (Wl’?(w),Topologie faible) — (H LPi(w), Topologie forte)
i=1
u — a(z,u, Vv).

(L3) Pour presque tout € Q et pour tout (0,&) € R x RY, i=1,2, on a
i(z.0,6) ~a(r,0.6)| |6 - &) >0, 516 £ &

(L4) Si pour un certain z € €, il existe une suite (0,,&1,) € R x RV, & € RY tels
que [a(x, Ony&1n) — a(x, o, 52)} |:§1n — 52} et o, sont bornés lorsque n — +o0,
alors |£1,,| reste dans un ensemble borné de R lorsque n — +o0.

On énonce un théoréme concernant la convergence p.p. du gradient (pour la dé-
monstration voir [26]).

Théoréme 2.81. (Voir [26]) Soit (u,) une suite bornée de Wl’?(Q). Alors,

loc

(1) il existe une sous-suite notée (u,) et une fonction u € V[/llof(Q) telles que
un () = u(z) p.p. x € Q, lorsque n — +o0,

(i) si on suppose de plus que les conditions (L1)-(L4) sont vérifiées et Vo €
CX(Q), Vk = ko >0, on a

lim sup/ﬁ(az, Un (), Vun(a:)> : V((pSE(un — uk)> < o(1), lorsque e — 0,
n—-+o0o 0

alors il existe une sous-suite aussi notée (u,) telle que

Vu,(z) = Vu(z) p.p. © € Q.

H—K - — X —X—X—X
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Chapitre 3

Opérateur o~ -multivoque de
Leray-Lions

Dans ce chapitre, nous allons construire 'espace de fonction de Banach-Sobolev
sur lequel nous définirons 'opérateur p~-multivoque de Leray-Lions introduit par
J.M. Rakotoson dans [85]. Nous nous intéresserons ensuite aux espaces d’Orlicz-
Sobolev afin de construire un opérateur p~-multivoque de Leray-Lions “fortement
monotone” (voir [16]). Nous donnerons également une méthode variationnelle (voir
Théoréeme qui étudiera l'existence de solutions pour de tels opérateurs.

3.1 Existence de points critiques

Soient (X, || - |lx) et (V|| -|lv) deux espaces de Banach réflexifs.

Définition 3.1. (Voir [12]) Un opérateur multivoque A : X — 2% est dit monotone
si Yuy, us € X, Yw; € Auy et Ywy € Aug, on a

(wy —wg ;uy — ug) = 0.

Remarque 3.2. Soit F une fonction convexe, continue de X — R. Alors, l'opéra-
teur A défini par u € X — Au = OF(u) est monotone.

Preuve:

D’aprés la Proposition onaVu e X, 0F(u) # @.

Soient uy, us € X et wy € OF(uy), wy € OF(uz), alors d’aprés la définition de la
sous-différentielle de F', on a

F(ug) — F(uy) = (wi;ug — 1),

et
F(Ul) — F(UQ) 2 <w2; Uy — U,2> .

En additionnant ces deux relations, on déduit que A est monotone. |
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CHAPITRE 3 : Opérateur p~-multivoque de Leray-Lions

Définition 3.3. (Voir [85], [16]) Soit A : X — 2%7 un opérateur multivogue mono-
tone. A est dit fortement monotone si

“Pour toute suite (uy,), dans X qui converge faiblement vers u et qui vérifie

lim (w, —w ;u, —u) =0, pour un certain w, € Au, et un certain w € Au,
n—-+0o00

on a alors w, converge vers u fortement dans X. ”

Remarque 3.4. o La Définition est déja connue (voir [12]), tandis que la se-
conde est récemment introduite par J.-M. Rakotoson (voir [85]).

e (ette nouvelle définition de la “forte monotonie” généralise la plupart des défini-
tions déja existantes dans la littérature, car on nimpose pas une minoration
par la norme de l’espace comme par exemple dans la Définition 1.4.3 de ["opé-
rateur fortement monotone (strongly monotone) dans [35)].

e Pour traiter le cas univoque, plusieurs notions sur les opérateurs ont été introduites
par différents auteurs pour résoudre les probléemes variationnels comme les
opérateurs pseudo-monotones, de type (S)i, ...

o Si A est fortement monotone et B est monotone, alors A+ B est fortement mo-
notone.

On montre, dans le Lemme que sous certaines hypothéses de croissance sur
les fonctions J et j, la fonctionnelle ® définie par & = J — j vérifie la condition de
Palais-Smale.

Lemme 3.5. (Voir [85]) Soient J:V — R et j : X — R deuz fonctions localement
Lipschitziennes. Supposons que
(HO) V<< X est une injection compacte.

A V— 2V

(H1) w—s OJ) est fortement monotone.

(H2) On a les conditions de croissance suivantes :
(1) 3>0,3¢ >0

Bj(u) < inf (v*;u) + ¢, YVueX.

v*€0j(u)

(2) I existe deux constantes ¢y > 0, c3 >0

1
— sup (wu) —co+allully < J(u), YuelV,
B wrco(u)
ot Jo(u;u) = sup (wu) et —j%u;—u)= inf (v5u).
w*€dJ (u) v*€dj(u)

Alors, la fonction ® définie par
(u) = J(u) = j(u), ueV
vérifie la condition de Palais-Smale.
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3.1 Existence de points critiques

Remarque 3.6. La premiére hypothése dans (H2) est une généralisation de la
condition d’Ambrosetti et Rabinowitz introduite dans |76, page 9] pour les fonctions
C'-différentiables.

Preuve:
On reprend la preuve de [85] :
Soit (uy,), une suite dans V' telle que

|®(u,)| est bornée,

et
(3.1)
et v~ = inf{|]€n| el € 8<I>(un)} 0.

n—-+o00

On a alors,
uy =w, —v,  ouwk € dS(uy,) et v € dj(uy).

On commence par démontrer que la suite (u,) est bornée dans V. En effet, on a
(Dans tout ce qui suit, ¢ et ¢; sont des constantes positives) :

J(un) — jlu,) < ¢ (3.2)
et
(Wi tn) — (Un3 Un) = (Ups tn) - (3.3)
-1
On mutiplie I'égalité (3.3)) par 7 et on l'ajoute a (3.2), on obtient
Tlu) = % (i) — o) + 3 (whi) < e 5 ) (34)
Up) — = (Wi up) — j(un) + = (U u,) <c— = (ur;uy) . .
5 5 B
D’aprés 'hypothése de croissance (H2), on a
1 *
J(un) — 3 (wysun) 2 arllunlly — c2, (3.5)
et 1
—j(un) + 3 (v u,) = —co. (3.6)
Les relations (3.4)), (3.5) et (3.6) impliquent
lunllv < 3| (ugs un) | + s < esllup[v[lunllv + cs. (3.7)
D’ou
llunllv < eq, car ||uf]lvs — 0. (3.8)

Par suite, il existe u € V' et une sous-suite aussi notée (u,) tels que
(i) w, — u faiblement dans V/,
(ii) w, — u fortement dans X, d’aprés 'hypothése (HO).
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CHAPITRE 3 : Opérateur p~-multivoque de Leray-Lions

Donc d’aprés la convergence forte dans X, on a ||u,|x < ¢5 et d’aprés (c) de la
Proposition [2.58] on a [|v}|| x+ < ¢6, pour v € 9j(uy).
De plus, on a

<U];;; Un — u> - <U:z; Un — u> = <u;km Un — u> . (39)

Prenons w* € 9J(u), en ajoutant (—w*;u, — u) a Pégalité (3.9), on déduit
(wr —w*su, —u) = — (W5 u, —u) + (Vs u, —u) + (uh; u, —u) . (3.10)

Par conséquent,

| (w) — w*;u, —u) | < | (w5 u, —u) | + cl|lun — ul|lx + crl|us||ve- (3.11)

D’aprés ce qui précéde, on déduit que

lim (w) —w 5 u, —u)y =0, w;edJ(u,) et w* € dJ(u) = A(u). (3.12)

n—-+0o
L’hypothése (H1) implique que u,, — u fortement dans V. [ |

En s’appuyant sur le théoréme suivant et en utilisant la condition de Palais-
Smale du Lemme [3.5| et la géométrie de “Mountain Pass”, on prouve 'existence de
point critique de la fonctionnelle ®.

Pour que la fonctionnelle ® vérifie la géométrie de “Mountain Pass” (voir la figure
, on suppose qu’on a en plus les deux conditions suivantes :

(H3) ©(0) =0 et il existe ry > 0, Ry > 0 tels que

inf J(u)>0 si0<7r<ry,

l[ully=r

et (3.13)
J(u) >0 si||ullv > Ro.
o j(u) Lo : j(tuo)
H4 lim =% =0 et il existe u 0 tel que limsup &=—~=% >1
(F14) lellv—0 J(u) 07 b P J(tuo)

Théoréme 3.7. (Voir [85]) Sous les hypothéses (HO)-(H2) du Lemme (3.5, (H3)
et (H4), il existe une fonction u € V, u # 0 telle que u est un point critique de ®
c’est-a-dire

0€0P(u), ®(u)=p4>0.

Preuve:

On reprend la preuve de [85] :

L’idée de cette preuve c’est de montrer que les conditions (H3) et (H4) qu'on a
mises sur J et j au voisinage de l'origine et I'infini servent & montrer que ® vérifie
la géométrie de “Mountain Pass”. Puis en utilisant un résultat de S.Z. Shi, on déduit
qu'il existe une suite de Palais-Smale. Enfin, les hypothéses (HO)-(H2) achévent la
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3.1 Existence de points critiques

démonstration.

D’aprés 'hypothése (H4), il existe r assez petit ot 0 < 7 < rg, ug € V, ug #Z 0
et to(Ro, up) = to > 0 tels que

jw) 1
sup < =,
lollv=r J (V) 2
J(touo)
— <0 ett > 2Ry.
T (o) et to||uol|v 0

D’aprés ce qui précéde et (H3), on a Vo € V' tel que [jv]|y =,
®(v) = J() = jv)

(=5

1
> 3 inf J(u)=a>0, YveV, |v|y=r.

lullv=r

Posons u; = tyug, alors

O(ur) = J(u) (1 - %3) <0, ot u; ¢ B(0,r).

Par conséquent, ¢ vérifie la géométrie de “Mountain Pass”.
Appliquons le résultat de S. Z. Shi (voir Théoréme [2.79] [43] et [90]), on déduit
qu’il existe une suite (u,) C V telle que

P (up) — B,
n—-+00
A?(u,) = inf {me ve s wh € afb(un)} — 0,
n——+0oo
ol
= mi D(p(t
f = min max (p(1)),

et

P ={peC(0.1}:V):p(0) =0, p(1) = u .

D’apres le Lemme & vérifie la condition de Palais-Smale, on conclut alors qu’il
existe u € V tel que
0€0P(u), ®(u)=05=>a>0.

Remarque 3.8. Dans le chapitre |4] de cette these, on wva imposer a la place de
la condition de compacité (HO) seulement une injection continue et on modifiera
les autres hypothéses du Théoreme de sorte qu’on puisse résoudre et montrer

lexistence de solulions pour des probléemes critiques, la ot on perd la compacilé
(voir Théoreme [{.§).
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CHAPITRE 3 : Opérateur p~-multivoque de Leray-Lions

3.2 Espace de fonction de Banach-Sobolev

Dans ce paragraphe, on reprend les travaux de [85] et [16], mais en travaillant
sur des mesures plus générales. On définit I'espace de fonction de Banach-Sobolev
sur lequel on va construire un opérateur 7—multiv0que de Leray-Lions fortement
monotone (voir Section et on donne quelques propriétés de cet espace, utiles
pour la suite de cette thése (voir 85| et [16]).

Rappelons que L(€, p;) = {v € Lo, i) = pi(Jv]) < +oo}, t=20,...,N oi p; est

une mesure borélienne, p; est une norme de fonction de Banach.

Définition 3.9. (Voir [85]) Soient Q@ un ouvert de RN et po,...,pn (N+1) normes
de fonction de Banach et L(S), p;), 1 =0,..., N les espaces de fonction de Banach
correspondants. On définit ’espace de fonction de Banach-Sobolev par

W = WLPO’M’[DN <Q7 Koy - - - JILLN)

0
= {vEL(Q,pO):a;]‘ e L(Q, p), izl,...,N}.

I’espace W est muni de la norme

N ov
|v]|lw = ;Pi (‘8_332

(W, || - |lw) est un espace de Banach (voir [85]).

)+ oD

Remarque 3.10. e On suppose que pour chaque ¢ = 0,...,N, la mesure boré-
lienne p; vérifie les hypothéses déja mentionnées dans le Chapitre [9, pages
et [Z11

o Si Q) est borné, alors 'espace W s’injecte dans WY (Q, uo, . .., un) de fagon conti-
nue :

WC%WLl(Qa Koy - - - 7/LN>'
En effet, en utilisant la propriété N7. de la Définition on a

11 di < Co pi111) pour £ € L@, =0,
Q

0
Alors, les fonctions v € L'(Q, o) et 8U
x

%

e LY Q) car v € L(Q,po) et
ov
81’1‘
e Notons que d’apres N6. de la Définition[2.3, on a C(2) C W.

Exemple 3.11. On donne ici quelques exemples de normes de fonction de Banach
et leurs espaces correspondants :
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3.2 Espace de fonction de Banach-Sobolev

(1) La norme de Lebesgue classique : p(v) = ||v||, dans l'espace LP(Y), pour 1 <
p < 400 (Dans le reste de cette thése, nous ne tenons pas compte des cas
p=1,400 car on a besoin de la réflexivité de l’espace).

(2) La norme de Lebesque & exposant variable dans I'espace LPC)(Q)) (voir [{5]),
pour p € L>(Q2) et inf %Ssp(x) > 1, définie par :
Te
p(z)
de <15.

p(v) = [[v]lp¢) = inf {A >0: /Q

(3) La norme modulaire ou de Luzemburg (voir [2] et [65]) dans I'espace d’Orlicz
L*(Q), ou ® est une N -fonction (voir Définition :

o(0) = o]l :inf{/\>0 : /Qcp G@) dz < 1}.

(4) La norme de Lorentz (voir [84)) :

19 ) th%
pP\U) = ||U||Lp.a ,a:/ tEfUi:*t - )
(0) = [0l ragera [ GO t]

dans Uespace de Lorentz avec poids LP1(2, a), ot a est un poids sur l’ensemble
Q,1<p,qg<+oo et pourv>=0 etoel0|Q.], on définit

vg(o) = inf {t >0: / a(zr)dr < 0} et vl (o)= —/ vg(t)dt.
{v>t} 0

v(x)
A

(5) La norme (voir [31)]) :

o) = [t e = [ / 0 ([ blzconas) ’ dt] "

dans le T'-espace généralisé GT'(p, m,w).

Pour les applications de ’espace W dans les problémes aux limites, on s’intéresse
par la suite aux conditions de Dirichlet, pour cela on introduit ’espace de fonction
de Banach-Sobolev suivant :

Définition 3.12. On a C(Q2) C W, alors sous les mémes hypothéses de la Défi-
nition on définit ’espace de fonction de Banach-Sobolev

V:WOLPO .... pN(QaNOa"wMN)?

comme la fermeture de l’espace C2°(2) muni de la norme suivante (voir aussi [85]) :

N ov
ol =>pi |5
i=1 ¢

)+ oD
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CHAPITRE 3 : Opérateur p~-multivoque de Leray-Lions

3.2.1 Dual des espaces de fonction de Banach-Sobolev

Aprés avoir défini 'espace V de fonction de Banach-Sobolev, on introduit dans
la proposition suivante le dual de V.

Proposition 3.13. (Voir [85]) Soient Q un ouvert de RN et pg,...,pn (N + 1)
normes de fonction de Banach et pl; la norme de fonction associée a p;. On suppose
que p; et pi sont des normes absolument continues. Alors, le dual de l'espace V est
donné par :

v: = (WOLPO ..... pN(Q>M07"'7MN))*

= {T . il existe fo,..., fx ou f; € L(Q, pl) telles que

0W>—/(¢%<M+Z/ﬁ

d,uZ,VveV}

3.2.2 Calcul de la sous-différentielle sur les espaces de fonc-
tion de Banach-Sobolev

Dans ce paragraphe, on étudie la sous-différentielle généralisée d’une fonction
définie sur I'espace V de fonction de Banach-Sobolev. Pour cela, on énonce un théo-
réme dans lequel on trouve la sous-différentielle d’une fonction présentée sous forme
d’une intégrale (voir [24], |18, Section 2.7] et |35, page 58|).

Soient L(€),p) un espace de fonction de Banach, réflexif et séparable, p une
mesure borélienne. On considére ® : Q@ xR — R une fonction de Carathéodory (c’est-
a~dire Vo € R, x € Q — ®(x,0) est p-mesurable et p-p.p. ¢ € Q, 0 € R — &(x,0)
est continue). On suppose que

(H5) Pour tout ensemble borné B C L(€2, p), il existe une constante Kp > 0 telle
que YVu € B et Vv € B, on a

[t ) — o] duta) < K plu— ),
[1260] duw) < 4.

Théoréme 3.14. (Voir [24], [18, Section 2.7], [35, page 58]). Sous Uhypothése
(H5), on déduit que la fonctionnelle F(u) = /@(m,u(x)) du(z) est bien définie
Q

sur L(S2, p) et sa sous-différentielle est donnée par

OF(u) C {w* € L(Q,p) : w'(x) € 0P(x,u(x)) p-p.p. x € Q} (3.15)
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3.2 Espace de fonction de Banach-Sobolev

Si, en plus, la fonction 0 € R — ®(x,0) est convere pu-p.p. © € Q, ou bien plus
généralement si p-p.p. x € §Q, (voir Proposition

o} At) — @
®'(x,0;t) = lim (z,0+ M) (z,0) = ®%(z,0;t) Vo, Vt €R.
AN0 A
Alors, on a, dans ce cas, une égalité dans la relation (3.15)).

En utilisant ce dernier théoréme et la Proposition [2.68] on montre le lemme sui-
vant qui va nous permettre de calculer la sous-différentielle d’'une fonction intégrale
sur un espace de fonction de Banach-Sobolev.

Lemme 3.15. (Voir [85]) Soit V = I/Vol’p0 """ "N(Q, po, . . ., i) Uespace de fonction
de Banach-Sobolev tel que p; et sa norme associée p) sont toutes des normes de
fonction de Banach absolument continues. Soient ®; pouri = 0,...,N (N + 1)
fonctions de Carathéodory sur €2 X R telles que

(1) wi-p.p. x € Q, la fonction o — ®;(x,0) est localement Lipschitzienne sur R.

(2) Les fonctions v € L(Q, p;) — Fi(v) = /@i(x,v(x)) du; vérifient (H5) pour

Q
i=0,...,N c’est-a-dire pour tout ensemble borné B; C L(Q, p;), il existe une
constante Kp, > 0 telle que Vu € B; et Vv € B;, on a

Aléi(x,u(w))—®i(x,v(x)))dui < Kppi(u—v),
/Q|‘I%‘(ff70)\ du; < +oo.

Alors,

(1) la fonctionnelle définie par

Jo(v) = /d)o(:c oz du0+2/ 33{:@ ) du, (3.16)

est localement Lipschitzienne sur 'V,

(ii) pour tout uw € V et tout T € 0Jo(u), il existe (N + 1) fonctions

(o, ..., wx) € LI ph) X ... x L(Q, fly),

telles que

<T;v>=/Q duo+2/wz

x) du; , Vv eV,
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ot pour 1=1,...,N, on a

u
w;(x) € 0P; <a:, a—@(:c)) Wi-p-p. T € Q,
et
wo(x) € 0Po(z,u(x)) po-p.p. x € Q.
Preuve:

On reprend la preuve de [85] :

Montrons (i) :I

Soit v € V. Considérons la fonction F définie par

N
F: HL(Q,pj) — R

5=0
R N
T = (o yun) — F(@) =3 Fw)
§=0
ov ov N
Etant donné que v € V, alors v/ = (v, o %) € jl:[OL(Q,p])

N
D’aprés Uhypothése (2), on peut trouver une boule B(7,r) dans HL(Q,pj) de
=0
centre 7, de rayon r > 0 et une constante Kz > 0 telles que

pour tout ? = (fo,.--, [n) et 7 = (90, --.,9n) dans B(W,r).

Vu que la fonctionnelle Jy dans (3.16)), n’est autre que la fonction F restreinte &
V, alors en prenant le voisinage 9 = B(?, r) NV de v dans V, on déduit que Jy
est localement Lipschitzienne sur V.

Montrons (ii) :I

44




3.2 Espace de fonction de Banach-Sobolev

Considérons I'injection A définie par

N
AV — [ )
j=0
ou ou
Alw) = (u, =—, ..., — ).
w A= (w gt )

Alors, on a Jy = FoAeten appliquant la Proposition , on obtient

8Jo(u) C A* (aﬁ(Au)).

On introduit la projection (linéaire) IIj suivante pour k =0,..., N,
N
I, : []L(p) — L(Q k)
j=0

7: (Uo,...,UN) — Hk(7)zvk:7€_k>,
ol {e_,z, k=0,..., N} est la base canonique de RV*!. Par suite, on a

Fi(v;) = E(Ul(ﬁ)), pour i =0,..., N,

d’ou,
N N
F(V)=Y"Fw) =>_ FE(II(7)).
i=0 =0
D’aprés la Proposition on a
N
oF () < Y- o(R(m(7)))

De plus, la Proposition nous donne
IRy a(m(ﬂi(ﬁ))) cNom (8Fi(ﬂi(7))>.
i=0 i=0

Alors, les relations (3.18) et (3.17) combinées, impliquent Yu € V,

8Jo(u) C A* i i (aﬂ(m o A(u))) .

Essayons maintenant de calculer explicitement les éléments de I’ensemble

N
A3 a1 (9F (M0 A(w)) ) dans (B-19),
=0

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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OF;(IT; o A(u)) :

D’aprés la définition de A et II;, on a

U si1 =0,
HioA(u):Hi<u,§—u,...,;—u> =3
11 TN 5 sil<i<N
T

D’aprés ce qui précéde, on a

8F0 (HO O A(u)) == 8F0(u),

ou

 =1,...,N.
axi),pourz e

Par suite, d’aprés le Corollaire |3.14] on obtient

OF;(IT; 0 A(u)) = 8FZ-(

0Fy(u) C {wé € L(Q, py) : wi(z) € 0Po(z,u(x)) po-p.p. x € Q}, (3.20)
et
ou . , . ou
OF; Cew! e L(Q,p;):wi(x) € 0P;| x, =—(x) | pi-p.p-x € Q. (3.21)
1I;
L’opérateur adjoint 1} de II; est donné par (voir Définition |A.7)) :
N *
L) — (1))
=0
v — I (v]) = v} - €,
ol {E?, 1=0,... ,N} est la base canonique de RV*1,
A
N *
De méme 'opérateur adjoint A* : (H L(€, pj)> — V™ est défini par
=0

</1 (ZE:O w; ez>,v <A (w >,v> <w 7/l(v)>
: ~ [ O

46



3.2 Espace de fonction de Banach-Sobolev

On déduit alors, pour 7" € 0.Jy(u), qu'il existe (N + 1) fonctions

N
(wh, .. wiy) € [T L. 6)),

=0

telles que

N
v

Tiv) = | vwg dug + /w;k dp; .

( ) /Q o Qo ; o o, i

De plus, on a, pour 1=1,...,N,

ou

x —
’ 8331

w;(z) € 6@( (a:)) Wi-p.p. x € £,

et
wy(z) € 0Py(x,u(x)) po-p.p. x € Q.

Définition 3.16. (Voir [85], [16]) Sous les hypotheses et les notations du Lemme
on définit l’opérateur 7—multivoque de Leray-Lions par

ou al
—div <8<I>z~ (x, 8_%)> =— ;

Oﬂ?:<p07'-'apN)'

ZZ)Z + wp dans D'(Q),

(2

Dans le lemme suivant, on donne quelques hypothéses supplémentaires pour
rendre 'opérateur multivoque u — 0Jp(u) fortement monotone.

Lemme 3.17. (Voir [85)]) Supposons que les hypothéses du Lemme sont veéri-

fiées et que

(A) Pourtout j =0,...,N et pour p;-p.p. x € §2, les fonctions o — 00;(x,0) sont
monotones ;

(B) Pour toute suite (up)ns0 dans V qui converge faiblement vers un élément u €
V, telle que

lim (T —T";u, —u) =0, pour certains Ty € 0Jo(uy), T* € dJy(u),

n—-+oo

et
lim po( |u, —u|) =0, (3.22)

n—-+o0o

on a lezistence d’une sous-suite notée aussi (u,) qui vérifie :
ou,, (2) ou
x) —

(B1) (x) pi-p-p. x € Q, pouri=1,... N.
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(B2) Il existe une constante M > 1 telle que

. ou,, ou B o
hTanp](a_x](x)_a_xj(l.) XEnj) =0, pourj=1,...,N,
otu 5 9
. Up, U
Enj:{:cGQ. 5e )| > M |55 >M_1}.
(B3)
Si hm/ 5)un x) dp; =0, alors limp; ( O (x) XFn-) =0,
n 8xj !
ot 5 5
Uy, u
- < M —
F,; = {er a%( )’ > M, | @) <M 1},
et

ou,, .
w,(r) € 0P, (:1:, —(x)) ., Jj=1....N puj-pp. ze.
al'j
Alors, avec toutes ces hypothéses, on déduit que

(1) u— 9Jy(u) est monotone.
(ii) w, — u fortement dans V (pour toute la suite).

Preuve:
On reprend la preuve de [85] :
Soit j € {1, . ,N} fixé, on décompose le domaine 2 de la maniére suivante
Q=FE,;UF,;UG,;,
ol 3
. Unp
an:{xGQ: amj(x)'gM}.
On définit 5 5
, u U
8 (z) = | =—2(x) — =— :
(o) = )~ (@)

D’aprés (B1) et pour tout j =1,..., N, on a
§(z) = 0, pu-p.p. x € L.
De plus, on a
pi(0) < pi(Ohxm,,) + i (Ghxr.,) + pi(0XG.,)- (3.23)
Montrons que chacun des trois termes a droite tend vers 0, lorsque n — +oc.
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3.2 Espace de fonction de Banach-Sobolev

(1) Siz € G,,, alors on a

ou,, ou ou
< i < —_— .
0 < o, (z) P, (x)‘ <M+ o, (z)
€L(Q,p5)

Par suite, 6] xa,, € L(£, p;) et puisque p; est une norme absolument continue,
on déduit que

J
p; (61xc.,) —0 (3.24)
(2) D’aprés (B2), on a
p; (61xE,,) — 0. (3.25)
n—-+00

(3) D’aprés le Lemme on a pour T € dJy(uy,), T* € 0Jy(u),

(Tr —T*u, —u)y = /(wzo—wg)(un—u) d g
Q
ou, Ou
- 3 [t (G- )
ou, Ou
- Z/ i) (3ot~ g )
07

=

Ouy, 0

ot wyi(z) € 0P, (x,i(x)>, wi(z) € 09P; (m,—u(m)) . Wip-p. x € L
afl'j (3:16]-

En effet, ceci découle de la condition (A) (c’est-a-dire la monotonicité des

fonctions 0®,(z,-)). En particulier, cela implique que la fonction u — 0.Jy(u)

est monotone, d’ou (i).

Par suite, d’aprés (B) et (3), on a pour tout j =1,..., N :

lim [ (wr, —w?) (a“” Ou ) dp; = 0. (3.26)

n—+o00 Jo " 8]3] (91:]

D’autre part, on a

Yox; M I\ ox; Ox "]8 dx;  Oxj )

Donc,
ou ou ou ou
el I Y ot n ) dus * 2 A
/Fm- 0 gy | /Q(w"] ui) (3%' 3%’) MJJF/FM- gy | 1
ou ou
¥ o — ) du,. 3.27
+/FM i (ax]- aﬂfj)' o (3.27)
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() D’aprés (3.26)), on a

lim (wy; —w}) (% - %) dp; = 0.

n—+o0o [o 8xj 81’]'

(8) On awj € L(Q, p}). De plus, on a hm wi(z)xr,, (x) = 0, p;-p.p. x € Q.

Comme la suite (u,,) est bornée dans V on a donc

ou ou
- _ - < ! (0 _ N
/Fn] (axj 8:@) ‘ Uy < C piixn) oo .
car la norme p; est absolument continue.
(v) D’aprés l'inégalité de Holder, on a
ou ou
/ n]a du] \p](8 XF7LJ)pj( ) (328)
P

Le fait que wy,; € OF; (g ) et la suite (%) est bornée dans L(€2, p;)
Ly

Lj
(car (uy,), est bornée dans V), implique que le dernier terme P (wy,;) dans
(3.28]) reste dans un borné de R, lorsque n — +oc.

D’autre part, on a

ou _ ou
8_% € L(Q,p;) et ng{g}oa—%( )XF,; (%) =0, p;-p.p.
De méme, comme la norme p; est absolument continue, on trouve
ou
= | ——0. 3.29
p] ( axj XFn]) n—s+o00 ( )
Par conséquent, (3.28)) nous donne
. Ou
/F Wy o, dp; — 0. (3.30)
nj

On déduit de (a), (B) et () que

ou
p— 7 > 0.
/Fnj wn] 8£Cj [1/] n—-+o0o

En utilisant I’hypothése (B3), on obtient

. Oy
h%npj ( a—xj(:v) Xpnj> = 0. (3.31)
Les relations et (3.31) impliquent
pi(GaxF,;) —= 0. (3.32)
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Enfin, grace aux relations (3.24), (3.25)) et (3.32)), on conclut de la relation (3.23))

que
' ou,, B ou 0
hi dxj  Oxj|) notoe

En effet, en raisonnant par 'absurde, on a pour toute la suite :

)-o

u, — u fortement dans V.

Oun _ Ou
836j 895]-

Jim o

Ce qui montre (ii) et implique que

3.3 Construction générale d’un opérateur p~ multi-
voque fortement monotone

Dans cette section, on construit un opérateur ?—multivoque de Leray-Lions (voir
la Définition qui est un opérateur “totalement discontinu” dans le sens donné
ci-dessous et on donne des conditions nécessaires pour qu’il soit fortement monotone
(voir [16]).

Soit Q un domaine borné de R, & bord 99 Lipschitzien.
On considére ; : 2 X R — R pour ¢ = 1,..., N une fonction borélienne telle que :

(C1) pour p;-presque tout = € Q, la fonction ¢;(x,-) : R — R est impaire, stricte-
ment croissante et o;(z,0) = 0.

(C2) @i(x,-) : [0, +o00[— R est continue a droite et tliin infﬂess wi(x,t) = +oo.
—+00
(C3) Tl existe 2m nombres réels (points de discontinuité) : 7 < ... < 8% de sorte

que pour p-presque tout z € €, la fonction ¢;(z,-) : R\ {d},...,d5,.} = R
soit continue.

Sous ces hypothéses, on définit la fonction suivante :
[¢]
O, (z,t) —/ wi(x,s)ds, VeeQ, teR.
0
Proposition 3.18. (Voir [16]) Sous les conditions (C1), (C2) et (C3), la fonction
d; vérifie les propriétés suivantes :

(a) pour p;-presque tout x € Q, ®; (x,-) est une N -fonction sur [0; +oo.
o1
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40
304
20

10

/

FIGURE 3.1 — Le graphe de o = ®;(z, ).

(b) ®; (z,-) est conveze.
(c) ®;(x,-) est localement Lipschitzienne et Vit € R, on a

0Y;(x,t) = [liminf wi(z,0); limsup g;(z,0)| . (3.33)

og—t o—t

(d) VteR et Vw(z,t) € 0P;(x,t), on a

It]
/ w(z,o)do = &;(x,t). (3.34)
0
Preuve:

(a,b) D’apres les conditions (C1) et (C2), on voit que les hypothéses (a)-(c) de la
Définition sont vérifiées, ainsi les propriétés (a) et (b) de la Proposition
se déduisent facilement.

(c) D’aprés le Lemme [2.42] la fonction ®; (z,-) est localement Lipschitzienne.
De plus, d’aprés la Proposition 2.71], on a

0P;(z,t) = |lim i?f @i(x,0); limsup ¢;(x, o)
o—

o—t
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(d) On rappelle que, pour presque tout t € R (sauf aux 2m points (07);-1,..2m de
discontinuité), on a

wi(x,t) = lim in vi(x,0) = limsup ¢;(x, o).

o o—t

It]
Ainsi Vit € R et Vw(z,t) € 0P;(z,t), on a / w(z,o0)do = O;(x,t).
0

Remarque 3.19. On remarque que

lim inf pi(z,0) = _lm_ o(z,t —e),

et
limsup g;(z,0) = lim @;(x,t+¢).

ot e—0,e>0

Vu limportance de la condition (As) dans 'utilisation et la manipulation des
espaces d’Orlicz (voir la Section [2.2)), on a besoin d’ajouter I'hypothése de croissance
suivante sur les fonctions ®; assurant cette condition.

(C4) 1l existe deux nombres réels : o > 1, @ > 1, tels que pour p;-presque tout
reQVteRet Vwl(zx,t) € 0P;(x,t), on a

a®(x,t) <tw(z,t) <a bz, t).

Remarque 3.20. (i) D’apres la Remarque cette derniere condition est équi-
valente @

a®(zx,t) <t lim @i(zr,t—e)<t lim Ogoi(x,t—i—&) <@ @z, t).

e—=0,e>0 e—=0,e>

(ii) D’apres la condition (C4), on a pour p;-presque tout x € Q, pour tout t > 0
et tout o > 1 (voir |2] et [46, page 24]),

0% @, (2, t) < Bi(x,0t) < 0 Oz, 1). (3.35)
(iii) Il existe K > 0 tel que pour u;-presque tout x € §) et pour tout t € R, on a
O, (z,2t) < K &(x, ). (3.36)

D’ot la N-fonction ®; (x,-) satisfait la condition (Ds) (voir Définition [2.1]).

(iv) D’apres (C4), on a les injections continues suivantes (voir [86, Corollaire 5
page 26]) :
LY, ) < L (Q, 1) = L, ). (3.37)
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Exemple 3.21. Apres avoir énoncé les hypothéses (C1)-(C4), on donne quelques
exemples des fonctions p(x,t) et ®(x,t) qui les vérifient (pour plus de détails, voir
120] et [60]) :

(1) Soient § > 0, q(z) et p(z) deux fonctions mesurables bornées telles que

2 < infﬂess q(z) < g(x) <supessqg < infﬂessp(x) < p(x) <supessp < +o0.
Q 0

On considere

g(z)a(x)[t]* 2t st <6,
p(x)|t[P@)—2¢ si |t] >0,
oy = PRI i
p(x) - (5 i =4
@) (P si b=

afx)|t|1®) s [t <6 . _
D(x,t) = T on afx) = (6)P@)—a@),
(1) {|t\p(”") si [t] >4, (z) = ()

On peut choisir o = ianess q(x) et @ = supessp(z).
Q
(i) Soit p(x) une fonction mesurable bornée telle que

3 < ianessp(x) < p(z) < supessp(x) < +o0.
Q
On consideére
|t|P@)=2¢

p(r,t) = p(ﬂf)m>

et

o [P 2] sP@) 4
)= ———
(1) log<1+|t|>+/o T+ s) oL+ 9)F

On peut choisir a = ianessp(:E) — 1 et @ =supessp(z).
Q
(iii) Soient o > 0 et p(z) une fonction mesurable bornée telle que

2 < infﬂessp(x) < p(x) < supessp(z) < +o0.
0

On considere
o(z,t) = p(z) - log(1 + o + |t]) - [t 2,
et
p(z) ) d
O (x,t) = log(1 t) - |t — 2 s
(z,t) =log(1+ a + |t]) - [¢] /0 s

On peut choisir o = ianessp(x) et @ = supessp(z) + 1.
Q
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Proposition 3.22. (Voir [16]) Soienti € {1,...,N} et t,s € R.
On suppose que

(t—s)(wy —ws) =0 ot w, € 0P;(x,t) et wy € 0P;(x, s),

alors
t=s.

Preuve:

Raisonnons par 'absurde et supposons que t # s, alors on aura w; = ws.

D’aprés la condition (C1), on a p;(z, -) est strictement croissante, donc si on suppose
par exemple que ¢ < s, on obtient

wy < limsup @;(x,0) < liminf @;(z, o) < wy,
o—t o—s

ce qui contredit le fait que w; = w,, par conséquent

t=s.

On définit 'espace d’Orlicz associé a la N-fonction ®; par :
L%(Q, ;) = {u : Q — R p;-mesurable et / P, (m,u(m)) dp,; < —i—oo} :
Q
Cet espace est muni de la norme de fonction de Banach (de Luxemburg) suivante :

O A

On suppose de plus que la N-fonction ®;(x,-) complémentaire de ®;(z,-) (voir la
Définition [2.19)) vérifie la condition (Aj).

pi(u) = [lu|

Remarque 3.23. (Voir [17]) D’aprés Vezemple [2.29, si la N-fonction ®; vérifie la
condition (As), alors ©;(x,-) ne la vérifie pas nécessairement. C’est pour cela, si par
exemple, on suppose que

(UC) pour presque tout x €  la fonction t € [0, +00) — P; (x, \/f) est conveze,

alors dans ce cas ®;(x,-) vérifie la condition ().
En effet, d’apres la Proposition 2.2. de [60], Iespace de Banach L* () est uni-
formément conveze (c’est-a-dire ¥V e > 0, 36 > 0 tel que

u+v
2

<1-9).

w0 € L), full, <1, lolle, < 1 et lu= ol > = |
d;

De plus, tout espace de Banach uniformément conveze est réflexif (voir [10]), alors

d’apres le Théoréme on déduit que ®;(x,-) vérifie la condition ().
%)
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On définit l'espace d’Orlicz-Sobolev associé a 7
, ) (voir Définitions [3.9| et ) comme la fermeture de l'es-

WIS (0,

pace C2°(€2) muni de la norme suivante (voir aussi [16]) :
v
x
( )) I < 1} |

al ov
=30 (|)
ov ov 5
; = =inf{ A N OF i
Pi ( oz, ) ' oz, N in { >0 /Q i (x, \

On définit la fonctionnelle J sur Vi de la facon suivante :

T(u) = i Lo (e du

Le résultat principal de ce paragraphe est donné par le théoréme suivant :

ol

Théoréme 3.24. (Voir [16]) Sous les conditions (C1)-(C4), Uopérateur § mul-
tivoque de Leray-Lions (voir De’ﬁm’tz’on défini par :

s (50, (5. 2269
N )-

Au = —
PLPN (O 1y

)

.....

est fortement monotone sur lespace d’Orlicz-Sobolev W,
Remarque 3.25. (Voir [16]) L’espace d’Orlicz-Sobolev Wol’p1 IN(Q,
s'injecte dans [’espace WOI’I(Q, [, .-, ln) de facon continue.

D’aprés la condition (C2), on a tliin ianess wi(x,t) = 400, donc il existe tg > 0
—+o0

Preuve:
tel que pour tout t >ty >0, 0on a 1< ianess wi(z,1).
Par suite,
ov ov ov
@ aws < [ @) |os (o ) )|
/{ fe@lpu} 107 {[# @} 107 0
et d’aprés la condition (C4), on a
v v v
)‘ ‘%’ <3U>_ 55))' dpi <@ / i (:L’,—(x)) dji;
( .| (|22 @]zt0} O

/{ ox; v

o6

%(fﬁ)’%ﬁo}
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Par conséquent,

ov ov

ov
(2)] dp; = / (x)’ dp; + / (r)‘ dpi
/Q o, {2 @0} 10 {|#@]<u} 107
< @ / o, (I,@(ﬁ)) dp; +C
(gccon) N0
< = / o (2, 2% @) du +C
< « i\ Ty — X 7 .
Alors,
Wol’pl """ PN(Q“L“"”7MN)C_>W01’1(Q”[L17,,.7/LN).
ol Wol’l(Q, pi, - -, i) est la fermeture de Pespace C2°(£2) muni de la norme suivante
N
ov
loll = -
— 1107 || L1

Pour démontrer le Théoréme |3.24] nous allons montrer la monotonicité forte de

I'opérateur multivoque :
ou
—di O, | v, — :
u = —div 3 <3 (x o (:r:)))

Pour cela, on considére une suite (u,),>o bornée dans Vi qui converge faiblement
vers u € V. Il faut montrer que V' T,, € 0J(u,) et VT € 0J(u), vérifiant

lim (T, — T;u, —u) =0,

n—-+00o

alors on a u, — u fortement dans V.
n—-+o0o

L’idée générale de la preuve c’est d’appliquer le Lemme [3.17. Mais tout d’abord,
on montre que toutes les hypothéses de ce lemme sont satisfaites dans les lemmes
suivants :

Dans un premier temps, on vérifie Phypothése (B1) du Lemme [3.17):

Lemme 3.26. (Voir [16]) Sous les hypothéses ci-dessus, il exriste une sous-suite de
(un) aussi notée (uy,) telle que pour p;-presque tout x € 2, on a

ou,, . ou

x
8.%1‘ ) n—-+00 8:61

(), Vi=1,...,N.
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CHAPITRE 3 : Opérateur p~-multivoque de Leray-Lions

Preuve:
Soient T, € 0J(u,) et T' € 0J(u) vérifiant

lim (T, — T, u, —u) =0.

n—-+00

Alors, il existe une sélection (voir Lemme [3.15))

Ouy, )
w; € O (:p a%(@) et w! € O, (x 8—;(;5)) :
N N
ow;, ow;
telle que T,, = — ;_1 o T=— ;—1 oz, et

ngglwi‘ [ o) = i) (G20 - @) ) s =0

Etant donné que la fonction ®; (z, ) est convexe, on déduit que pour p-presque tout
x € Q, F(z) > 0o

Fule) = (i) = uie) (G200 - 54 (3.39
Par suite, Vi=1,...,N, on a
Jin [ o) - wio) (G260 - ghw)) s =0 @39

Donc, on peut extraire une sous-suite de (F,;(x)), telle que

Jin_(u,0) - wi(o0) (G200 - 550 =0, peppren (G0)
D’aprés la condition (C4), on a pour tout n € N,
ou ou ou
P, zn <w'(x)=—2(z) < a b, — . A1
00 (0.520) <unFE@ <an (o 55@). @y
La deuxiéme inégalité de (3.41) implique
1 ou ou
— wr. n < P, -_n . .
L 05 < 0 (0. 520) (.42

Puisque ®;(z, -) est convexe, alors d’aprés la définition de la sous-différentielle, on a

w () <(§Z~ (z) — ?Z (:c)) <@, (sc SZ (:c)) — (;1: ZZ (x)) . (3.43)
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3.3 Construction générale d’un opérateur p~ multivoque fortement monotone

ce qui implique

w;“n(m)gz (2) < w:i(x)glz (z) + @, (x g;‘i (:z:)) — (g; ‘?;;j (@) . (3.44)

Par suite, en combinant (3.42)) et (3.44]), on obtient

w;i(x)g;t (z) < (1 - %) w:i(x)?;j (z) + ®; (x S:Z @:)) . (3.45)

En développant F,,;(x) de la relation ([3.38), on trouve que

W) G2 ) = i (@) G 0) = i (@) () + i) (@) + o). (346)

Alors, en utilisant (3.45)) et (3.46]), on obtient

Wiy (@) 5 () < (@) 5 (@) = ] () ()4

1 . ou,, ou
(1 — 5) wy () B, (x) + P, (x, o

Cette derniére relation nous donne

S 5 ) < i) G o)~ (o) S 0) 4 0 (1 5 )) 4 o). (3.8)

(67

(:c)) + Fy(z). (3.47)

D’autre part,

uy, .
® si au (x)| > 1, alors d’apres la relation (3.35), on a
8un & aun
®,(z, 1 <, (2, |2 @) 1), 3.49
@) |G| <o (o]5ew)]1) (3.49)
. | Ouy,
® si 5 ()| <1 et ayant o > 1, alors on a
L
ou, @
P, (x,1) 5 ()] < ®;(x,1). (3.50)
T

Donc, d’aprés les relations (3.49) et (3.50), on a

ou,, =

= ou,,
B, (z)

oz, &)

b, (z,1)

<P (z,1)+ @ (1’7

) . (3.51)
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CHAPITRE 3 : Opérateur p~-multivoque de Leray-Lions

On multiplie (3.51)) par a et on utilise la premiére inégalité de (3.41]), on obtient

ou,,
Iz, (z)

& ou,,

a®;(z,1) —a®;(z,1) < w*(I)O_xz@) (3.52)

nt

1
On multiplie ensuite (3.52)) par — et on utilise la relation (3.48)), on obtient
a

o

ou,,
(9x,-

ellle

D, (z,1)

(x ®; (r,1) <

a
a
Ouy,
ox;

(x) — wf(x)g:l (x) + P, <x, %(m)) + Fi(z). (3.53)

w; ()

i

D’aprés (3.40)), on a pu extraire une sous-suite (F,;(z)),,
il existe une fonction Ki(z) indépendante de n telle que

qui est convergente, alors

_w;"(x)g;i (x) + P; (x, g—;(@) + Fi(z) < Kq(2), (3.54)

alors les relations (3.53)) et (3.54) nous donnent

ou, , | . Ou,

() + Ky(x). (3.55)

_lle

ellle

D’aprés la condition (C1), on a ®; (z,1) > 0 et comme a > 1, alors p;-p.p.

87

ou,,
. (x)

<1+ (M)Lw w;(x)) ZZ (@) + Ks(z). (3.56)

ou,,

(%zzi
([E)) telle que

Par conséquent, la suite ( (:L‘)) est bornée dans R, car sinon, il existe une sous-
n

ou,,

0:151-

ouy,
Bz, (x)

400, ce qui contredit la relation
n—-+4o00o

suite de (

(13.56).
Alors, il existe une sous-suite telle que

ou,,

Xz
(9152- n—-4o00

> Yi(x).

En plus, la suite (w;;(z)), est bornée dans R, ceci d’aprés la Proposition et

ng

“(x) ] est bornée. Alors de méme, il existe une sous-suite telle que

8[Ei

puisque
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3.3 Construction générale d’un opérateur p~ multivoque fortement monotone

On a aussi (voir la Proposition [2.64)),
W;(z) € 0®;(z, Ti(z)).

Par conséquent, la relation (3.40]) s’écrit a la limite, de la maniére suivante :

(@(0) - i) (To) = 5 0)) =0

D’apres la Proposition [3.22] on déduit que

ou

T;(x)

Finalement, on a l'existence d’'une sous-suite qui vérifie

ou, ou
Xz
(%:i n—-+00 0.1'1

(), pour u;-presque tout = € €.

Ensuite, I'hypothése (B2) est satisfaite grace au lemme suivant :

Lemme 3.27. (Voir |16]) Soit M > 1 une constante telle que

M}(Sup{wﬂ:1<i<Net1<j<2m}+2),

o (3.57)

8%

()

la mesure de ['ensemble {x e 0

= M} soit nulle.

On définit ’ensemble suivant

0, = {x cQ: ‘g“%)

X

M et

Z;

()

>M—1}.

Alors,

lim | @ <x,%(1‘) _ Ou (x)) dy; = 0. (3.58)

n—-+00 8x, 81‘2
D’aprés le choix de la constante M, on déduit que :

Remarque 3.28. Soit i € {1, e ,N}. Alors, d’apres la définition de M et pour
wi-presque tout x € ), la fonction

wi(z,): ]M — 2,400 — R

; s (1) (3.59)
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est continue. Par suite, st x € ©,;, on a alors

a0, (5,22)) = i (5. 220) ). 50

a0 (5. 20) = fi (5. 220)). oo

Preuve du Lemme [3.27 :
- g} |

et

Soit € > 0, on définit 'ensemble suivant :

ouy, (z) — ou

wa:{er: (x)

Son complémentaire dans () est donné par :

ou ou
€ \C : n B < .
@0 = {ren: |30 - ) <<
Soit aussi 'ensemble
05 = ©,N(2,)°
ouy, ou Ou,, ou
{x € oz, (x)| > M, '3$i (x)| > M —1et oz, () o1, (z) 6}

Sous ces notations, on a alors,
O, \0,=0,,,NQ. CQ ..

Par suite, on peut décomposer l'intégrale suivant comme suit :

ou,, ou
/@m D, (x, a—xz(a:) ~ om, (m)) du; =

ou,, ou ou, ou

(3.62)

€.
ni

ouy, 0
On a @, (:1: aixi(x) - a;i (:1:)) <O, (z,¢e).
Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que
. Juy, ou
nl—lgloo - d, (x, a—xz(x) ~ o (x)) du; = 0. (3.63)
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3.3 Construction générale d’un opérateur p~ multivoque fortement monotone

Sur ©,,; \ 63, I

La fonction ®;(z,-) est convexe, on a alors,

ou,, ou 1 ou,, 1 ou
D, (x, z, (x) Z (x)) < 2<I>l (x,2 i (x)) + 2CI>Z (x, 2 z (x)) (3.64)

En plus, la fonction ®;(z, ) vérifie la condition (As) (voir la Remarque [3.20)).
Par suite, d’aprés (3.64)), on déduit que :

ou ou - ou - ou
(o Dy <ol (5 P 1 (. %)) (3
P, (x, o, (x) o (a:)) <207 @, (x, oz, (x)) +297° @, (x, o (x)) (3.65)

Alors,

ou,, ou
; (2, = (x) — <
/@m\ezi z (x O; (@) D (x)) s

ou ou
C’/ @i(x,—n:p)dui—l—C/ <I>,~<x,—x)d,ui, 3.66
0.:\05, 83%( ) 0,:\65, &vi( ) (3.66)

ol C' est une constante positive.
De plus, comme on a I'inclusion suivante 6, \ ©5, C Q

ou du
lim su O, (x, —(x) — x) | du; <
n—>+oop/®m‘\@f”- ( 3%( ) 3$z‘( )) :
Ouy,

C'lim Sup/ D, (JJ, (:U)) dp; + C'lim sup/
n—+00 JO,;\0:, axl n—+oco JQ

On rappelle que

3
n ?

on trouve

o <x %@)) dy; . (3.67)

€.
ni

ou, 0
Q= {.CE €Q: azi (x) — a;i(a:) >€}.
On sait, d’apreés le Lemme qu’on a
ou, ou

az, %) o axi(l’), [i-p-p- T €

alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

0
lim sup / o, (3: —u(az)) dy; = 0. (3.68)
n——+o0o Qf“ axz
Il nous reste a montrer que
Ouy,
lim sup/ d, (x, L(x)) dp; = 0. (3.69)
n—+00 J0O,;\0%, al’z
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Pour cela, on définit la fonction suivante :

6i ) = (v (2.520) o (0. 5m0) ) (G2 - o). @)

On développe G¥i(z), on obtient alors

ou,, ou,, .
. Zon — ¥
Vi (x, 0x; (x)) 0x; (z) n ()

tor (0@ (520 - o) 4o (2 520) F2@. 6

La N-fonction ®;(z, -) est convexe, alors d’aprés la définition de la sous-différentielle
des fonctions convexes et en utilisant (3.60)) de la Remarque on apour x € O, :

@; (g; %‘@)) (g;‘i (z) — ‘?Z (x)) <o, (x g—;(az)) - @ (w,g—Z(ﬂc)) , (3.72)

ce qui implique,

ou,, ou ou
. -_n < P

— (x %(x)) s (:1: %(x)) ZZ.L (z). (3.73)

En combinant les relations (3.71) et (3.73), on obtient

ou,, ,
. < Pi
®, (x, o, (:L’)) < GYi(x)+

s (1: S—Z(:ﬁ)) (gzn (z) — aa;i (x)) + @, (x S—Z(x)) . (3.74)

En intégrant (3.74) sur Pensemble ©,,; \ ©%, et puisque G¥i(x) > 0 pour u,;-presque
tout x (p; est strictement croissante), on déduit que

[oa(o 5@ du < [ G+
eni\eiz‘ ﬁxz Oni
ou ou ou ou
(O m () - | o, (2, % -
/em-\e;i - <x Or; <x)> (3%‘ “)" 5, (:C)> e +/em\e;i (x Or; (x)> e
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Alors,

/ D, (x, 8un ) dp; G () du;
em\@fn‘ OZE, N Oni _
AL
ou,, ou
N ( ) ( ()~ (o)) i

[
/ e) (?ﬁf( ) o)) di
.

_|_

ni

a3

u
du; .
0,:\05, ( Iz< >)

4

- (3.76)

Traitons chaque terme du membre de droite de cette derniere inégalité

Pour Al
D’aprés (3.39) du Lemme [3.26] il existe

wy.(r) € 0P; (:p, %(a:)) et w;(x) € 0P, <a:, %(z)) :

8$i
i [ (i) = i) (520 - 50 du =

n—-+0o00 Q
En plus, dans (3.38)), on a défini la fonction F),; sur 2 par :

Fule) = (i) — ui@) (G200 - 52(0)).

Sous les hypothéses du Lemme [3.27, on utilise les relations (3.60)) et (3.61) de la
Remarque [3.28 sur 'ensemble ©,,;, et on obtient

Fulo) = (s (2520 ) = (0 5m(@)) ) (G20 - i) = G2a),

c’est-a-dire les deux fonctions F,,; et G¥¢ coincident sur I’ensemble O,,; (voir la défi-

nition de G¥i(x) dans (3.70))).

Par conséquent,

8= [ Gr@dn= [ Fulw)du< [ Futde @)
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Par suite, d’aprés (3.77)), on conclut que
lim A} =0 (3.78)

n—-+o00

Pour A2

D’aprés (3.61]), on a pour u;-presque tout = € O, :
0 0
©; (x, 8—;(20)) € 09, (CL‘, a—;@)) :

Par suite, d’aprés la Proposition [2.50] on a

g; () @i (x g;i (x)) = @, (x aa;”i (x)) + & (a:,goi (x,%(x))) . (3.79)

ot ®;(z,t) = sup {ts — ®;(x,s)} est la fonction conjuguée de ®;(z,-).
s=>0

D’aprés la construction de la fonction ®;, on a ®;(z,-) > 0 et ®;(z,0) = 0, alors

®,;(x,0) =sup {—P;(z,s)} = —inf {P;(z,s)} = 0.
520 520

Ensuite, d’aprés la condition (C4), la relation (3.79) nous donne
3, (x o (x o (@)) o, ($ o (@) T (:p - (x 5—2@0)
< ad; (x, g—;(m)) .

En intégrant cette derniére relation sur ©,; et en utilisant le fait que ®;(z,0) = 0,
on obtient,

/(aniai(.T?(Pi (x%(x))) dp; = /Q@ (x,x@m(x)% (xg_;(x))) dp;

ou
< . - )
< C’/QCI% (x, 8362(36)) dp; < +oo,

ot C' est une constante qui ne dépend pas de u.

N

D’apreés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

ou ou
et
0 0 —
Xo,, ¥i | x, Y — Xo.. ¥i | x, au fortement dans L% (Q, u;),
" 8$i n—+o0o oot 8$i

(3.80)
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ou
0 Ou; = e0: > M ;.
oll O, {:L’ . (x) }
. ou,  Ou . . .
Par hypothése, on a 5 B faiblement dans L% (€2, u;), alors on conclut que
€X; ZT;

lim A% = lim L (x,%(x)) (8””@) Ou (:c)) du; =0.  (3.81)

n—-+o0 n—+00 3%‘2 8@ 8@

Pour A3
U ou, ou
g . _ _ < .
Pour tout x € ©F,, on a Z(x)‘ > M —1et ‘ oz (x) s (x)‘ <e
Par suite, d’aprés la condition (C4), on obtient
ou ou,, ou ou
. - _ < ‘ il
o (v 5m@) (520 - g@)| < Jo (s gmm)]|:
ou
< . el _
< (o |g@|) 0r -1
ou ou
< . -
< ad; (m, g—;(x)) :

D’apreés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

ou ou ou
. 3 . ) n _ L —

ni

Pour A}

ou /
D, |z, —(x) | du; <
/@ni\@ii ( a$1( )) : Q

Alors, de (3.68]), il résulte

On a

o, (x %@)) s (3.83)

£
ni

lim sup A} = 0. (3.84)

n—-4o00

Revenons a I'inégalité (3.76) : D’aprés les relations (3.78), (3.81)), (3.82) et (3.84)),
duy, _

on a lim sup/ D, i(:c)) du; = 0, d’ou la relation (3.69) est prouvée.

n—+00 JO,;\0°¢, 8ZEZ

D’apreés ce qui précéde, il s’ensuit que la relation (3.58) est montrée, ce qui achéve
[ |

T,

la démonstration.

Enfin, on montre que ’hypothése (B3) est vérifiée par le lemme suivant :
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Lemme 3.29. (Voir [16]) On considére M la constante définie dans le Lemme[3.27
On définit 'ensemble suivant :

ou,, ou
A, = Q: M <M-—-15.
ni {3: € oz, ()] > et oz, (x) }
‘ ouy,
Si on a, pour wi,(x) € 00; | x, —(x) | :
(9xi
, . \Ouy B
Jim [ w3 @) d =0
alors,
: duy,
i (a— X) =0 (8.85)
Preuve:
ou,,

On a pour p;-presque tout = € , w!,(x) € 09, (x, 5 (:c)), alors d’aprés la
€

condition (C4), on a

ou,, ouy,
a ®; (:U, a—i(m)) < 31;,- (x)w;, (). (3.86)
Etant donné que ®; (z,0) = 0, alors en intégrant (3.86]) sur 'ensemble A,,;, on obtient

Gun aun
[o (@@ )an = [ o (o520 )

= SR du

D’ou,
I o ) 2% ) ) dps =0
im il x, (x T ; = 0.
nSbo Jo XA Ers X
Par suite,
ou,,
li ; ) =0. .

Remarque 3.30. La convezité des fonctions ®; assure la monotonicité de ’opéra-
teur u — Au. En effet, puisque la N -fonction ®; est convexe pour touti=1,..., N
(voir la Proposition [3.18), alors p;-p.p. x € Q, la fonction o — 0®;(x,0) est mo-
notone (voir la Remarque [3.9). Par conséquent, U'hypothése (A) du Lemme est
satisfaite et 'opérateur A est monotone.
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PREUVE DU THEOREME [3.24l.
Aprés avoir vérifié toutes les hypothéses du Lemme [3.17, on I'applique, on trouve

u, — u fortement dans Vj.
n—-+o0o

D’ou, sous les conditions (C1)-(C4), on peut construire un opérateur 7 -multivoque
et fortement monotone. |

Remarque 3.31. Dans le chapitre suivant, nous verrons comment en pratique
la propriété de “forte monotonie” de 'opérateur A construit précédemment permet

de résoudre des problémes de valeurs propres non-différentiables dans le cas sous-
critique.

K- - —X—X—X—X
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Chapitre 4

Problémes de valeurs propres et
exposants critiques

Dans ce chapitre, nous commencerons par donner une application du Théoréme
dans laquelle nous allons introduire un opérateur 7—mu1tivoque vérifiant la pro-
priété de “forte monotonie” définie dans le chapitre précédent. Nous utiliserons en-
suite une variante du principe e-variationnel d’Ekeland pour montrer deux théorémes
d’existence abstraits. Le premier résultat prouvera ’existence pour des problémes
dits “sous-critiques”, ici la compacité jouera un role important. Le deuxiéme aura
pour objet de montrer I'existence de solutions pour des problémes dits “critiques”,
l1a ot nous n’avons pas d’injection compacte. Nous terminerons par donner des ap-
plications de tous les résultats mentionnés dans des domaines bornés et méme dans
des domaines non bornés avec un poids de type Hardy.

4.1 Exemple d’application - Mountain Pass

Dans la présente section, on commence par traiter un probléme de valeurs propres
non-différentiable au sens classique (c’est-a-dire au sens de Fréchet) dans le cas sous-
critique pour un certain opérateur ?—multivoque qui vérifie la propriété de “forte
monotonie”. On reprend les travaux de [16], [85].

Soient 01,09, ...,0n, N nombres réels positifs, ¢; : 2 — R et p; : Q@ — R, pour
i=1,...,N, 2N fonctions mesurables et bornées sur un domaine borné Q C RV
a bord régulier telles que

2 < ianess ¢ < qi(x) <supessq < ianess pi < pi(x) <supessp; < +00.
Q Q
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On note (analogue pour g;) :

pi,. = supessp;(x),

FISY)
pi = infessp(z),
pi = max{lera"')pNJr}a
p: - min{p1—7‘”ap]\f—}’

Considérons la fonction ®; : 2 x R — R définie par

o (2)[t@™®) si |t <6
D;(x,t) = ’ oll () = (6; pi(z)—qi(z)
( ) {lt pi(x) si w > 51'7 ( ) ( )

On peut choisir la fonction ¢;(x,t) comme suit :

qz(x)a( )W‘h sio [t < i,

pi(x t|P si|t >(5¢,
o) = PN e

pi(z) - (& )p”‘ si t =4,

—pi(x) - (&P si b= —46;.

Les fonctions ¢; et ®; vérifient les hypothéses (C1)-(C4) du Théoréme [3.24]
avec a =q- >leta=pl > 1.

L’espace d’Orlicz L*i(€2) qui correspond a la N-fonction ®; (définie ci-dessus)
est I'espace de Lebesgue & exposant variable LPi¢)(Q)) défini par

LP0(Q) = {v : Q0 — R mesurable : / v(z)[P"® dz < +oo} .
Q

Cet espace est muni de la norme de Luxemburg suivante :

pi(®)
Jul, ) = inf{ A >0 / dr <1V,
Q

Etant donné que 1 < p;,_ < p;, < o0, alors I'espace LPiO)(Q) est un espace de
Banach réflexif. De plus, la norme || - ||, est une norme absolument continue (pour
plus de détails sur 'espace LPi()(Q) voir [30] et [45]).

ula)

A

On considére V, I'espace de Sobolev anisotrope aux exposants variables suivant

(pour plus de détails voir [57]) :
VO - Wol’pl(')’“"pN(.)(Q)
Pi(fB)
do | < 400 .

= {vewo“ ﬁ:(

=1

8351
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4.1 Exemple d’application - Mountain Pass

On munit cet espace de la norme suivante :

N

La fonction ®;(z, -) est localement Lipschitzienne, convexe et sa sous-différentielle
est donnée par

9Di(. 1) — <p.i(x,t) | ST [t| > 6; ou [t| <9,
sign(t) [¢;(z), pi(x)] (6;)P*®~1  sinon.

On définit la fonctionnelle J : Vy — R par

Z/ ( O >)p:i(i)'

Théoréme 4.1. (Voir [16]) Soient dy+1 > 0 un réel positif, qn1(z) et pyi1(2)
deux fonctions mesurables et bornées sur ) telles que

2 < infﬂess gn+1(z) < supessqnii(z) < infﬂesspNH(:c).
Q

On définit la fonction j : LPN+O)(Q) = R par

dx
(v)= [ @ x,v(x)) ———,
i) /Q NH( ())pN+1(37)
telle que
Ju()Pr(®) si |u(z)] > On,

Dy (z,u(z)) = {

ani(@)u(@)| 0@ sifu(z)] < Sy,
et OéN+1<.’L') = (5N+1)pN+l($)_‘IN+1($)_

On suppose que
(a) L’injection Vo< LPN+10)(Q) est compacte.

(b) (gns1)- = ianess qn+1(z) > pi = max {p1+, . ,pN+}.

Alors, (sous les hypothéses et les notations déja introduites) pour tout X > 0, il existe
une fonction u € Vo non triviale et u > 0 telle que

0 € 8J(u) — Aj(u).

Plus précisément, il existe w;(x) pouri=1,..., N et wyii(x) telles qu'on a
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CHAPITRE 4 : Problémes de valeurs propres et exposants critiques

pla)ue) € 00 (0,50 ) .

ot 09, (x, %(a:)) = | liminf ¢;(x,t); limsup p;(z,t)| ,

ax Bu U
i t= 5oy () b= G ()

]

py+1(2)wyir () € 0Pnii (2, u(z)) pop.,

ot aq)N+1 (1:7 U(I)) = [hm inf PN+1 (ZE, t)a lim sup QPN—H(Q;? t) )

t—u(z) t—u(x)

et

al v

Z/w,(z) (x)dx = )\/ wyy1(z)v(x)dz, Vo e V.

—1 /Q Ox; Q

Ce que nous définissons comme
. ou
_d1V7 (8@2 (.CIZ', a—xl(%))) =)\ U)N+1<£L'>.

Preuve:

Pour ce faire, il s’agit d’appliquer le Théoréme |3.7, Plus précisément, vérifier les
hypothéses (HO0)-(H4) :
(i) D’aprés (a), on a ’hypothése de compacité (HO).

(i) Pour tout i € {1,..., N}, les fonctions ¢; et ®; vérifient les hypothéses (C1)-
(C4), alors en appliquant le Théoréme on déduit que I'opérateur multi-
voque v € Vi +— 0J(v) est fortement monotone. Par la suite, on a (H1).

1
(iii) Soit v* € AJj(u), alors on a v*(z) € AP N1 (2, u(z)) ——— p.p.
()

On rappelle qu'on a p.p. = € €,

(@) @) @2y siu(@)] < On,

pr+1(2)
OPn1(, u(x))

= |u|PN+1(x)_2u si ]u(x)| > 5N+17

pny1(T)

\sign(u(:c)) [Z}ti—ig, 1} (6ng1)PN+1 @~ ginon.
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4.1 Exemple d’application - Mountain Pass

En outre, on a

/v*(x)u(w)dm > )\/ Ju(z) [PV qy
Q {lu[>0n 11}

X )\/ qn+1(T) a1 () |u‘q1v+1(l’) dz
{lul<on 1} PN41(2)

ulz PN+1($)
Nave)- [ Mg
{u>on1}  DPN41(T)

! x -
£ M) [ St g
{lul<ons1) PN+1(7)

= AManvs1)— j(u).

WV

Par hypothése, on a

(Pn41)+ = (Pvg1)- > (avs1)+ = (gvgr)- > Pi-

En choisissant 8 > 0 tel que pT < 8 < (gn+1)- et d’aprés ce qui précede, on
trouve que

inf  (v*5u) > ﬁ()\j( )) (4.1)

v*eNdj(u)
D’ot, on a la premiére condition de croissance de (H2).
(iv) Pour vérifier la deuxiéme condition de (H2), considérons 'ensemble suivant :

Hi—{xEQ: g;i(x) >52}. (4.2)
Par conséquent, on a
pi(x) dz
Z/ 3% pi() (43)
pl(a:
dx
> Z/ axz e —Cy(1...N), (4.4)

ot Cy(1...N) est une constante positive qui dépend de d1,...,dn, p1,...,PN
et du domaine ).
D’autre part, soit w* € 0.J(u), alors il existe une constante Cy(1...N) telle

wuzf

ou Cy(1...N) est positive et dépend des mémes parameétres que Cy(1...N).

Par la suite, on a
N /
=1

l’

awz dx—i—C'g(lN),

pi(m) dx

+Cy(1...N).

81’1
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CHAPITRE 4 : Problémes de valeurs propres et exposants critiques

Comme § > 0, d’aprés (4.4) on déduit que

1 i N Pi(m) dz
— sup (whu)y < — / +Cs(1...N) (4.5
ﬁw *€0J(u) < 5 Zl axz pz(z) 3( ) ( )
vt
< E*J(u)+04(1...N). (4.6)
ot
Ayant EJ’ < 1 et sous les hypothéses données sur J, il existe k; et ko deux
constantes positives telles que
ot
( — E—"—) J(U) 2 leUHVO — k’g, Yue Vo. (47)

Cette derniére relation et (4.6) impliquent

1
— sup (wu) + ki||ullv, < J(u) + Cs5(1...N).
B wreai(u)

Donc la deuxiéme condition de (H2) est vérifice.

D’aprés le Lemme [3.5 on conclut que la fonction ®(u) = J(u) — Aj(u) vérifie
la condition de Palais-Smale. Dans ce qui suit, on montre en plus qu’elle vérifie
la géométrie de “Mountain Pass”.

(v) On a ®,(0) = 0. En plus, d’aprés la construction de la fonctionnelle J, on a
J(u) > 0 pour tout u # 0, u € Vg. Alors, on a (H3).

(vi) Commencons par regarder le comportement de ®,(u) au voisinage de l'infini :
Soient ug € C1(Q), ug # 0 et t > 1 tels que

o) = [ O (@ tuo(2)) |

pny1(T)
2 / tpN-H |u0|pN+1 ) dZL’
{ltuo|>dn+1} pN—O—l(x)
1
> t(pN+1)—/ |u0|pN+1(m)dx
(PN11)+ {|tuo|>0n+1}

1
> e [W | o 9e = ol )

oll ¢y est une constante positive qui dépend de oy 1, pyy1 et €.
On choisit ug € C}(2) de sorte que

/ oYW da > ¢ - (pys1)+
Q
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4.1 Exemple d’application - Mountain Pass

Par conséquent, on a

1
j(tug) > tPv+)- [—/ o [PV 1@ da — ¢o| > 0. (4.8)
(pN+1
D’autre part, on a
6u0 dz
tUO / < ) —
Z e
(9u0
1...N
G e
ol ¢1(1...N) est une constante positive indépendante de ¢ et qui dépend
seulement de d1,...,0n, p1,...,pn et Q. Par conséquent, on a
pi(x)
J(tug) < tp+— dx + c;. 4.9
(tuo) (9951 +a (4.9)

D’aprés et ., on déduit que

i [

AJ (tuo) > (4.10)
J(t’LL()) OUO 1
v d +—
pi Q| O s
auo pi(2)
Par hypothése, on a (pyy1)- > pi et ayant Z oz dz > 0, alors

d’aprés , on obtient

1 =
t—+4o00 J(tu())

(4.11)

De la méme maniére, on étudie ®,(u) au voisinage de v = 0 : Soit u € V| tel
que ||ul|v, < 1.
Etant donné que (gy41)- < (pn+1)—, il existe une constante ¢y > 0 telle que

§) < e (Il 82 + ul ) <egllulr-. (412)
D’autre part, on a
+
Iw) > calll, (4.13)
Ayant (pyy1)- > pi, alors d’aprés (4.12) et (4.13), on déduit que
AJ _
](U) \ 5|| ||(QN+1) p+ 0 (414)
J(u) l[ullvy—0
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CHAPITRE 4 : Problémes de valeurs propres et exposants critiques

Toutes les hypothéses du Théoréme [3.7] sont vérifiées par la fonctionnelle ®,, on
conclut qu’il existe un point critique u € V tel que

0 € 0Py (u), Dy (u) > 0.
En plus, on peut supposer que la solution non triviale u est positive u > 0, comme
Px(u) = Pa(lul)-
|

Remarque 4.2. Si dans le Théoréeme on suppose que les fonctions exposants
pi et q; sont égales p.p. x € Q et pour tout i = 1,..., N (c’est-a-dire p;(r) = ¢;(x)
p.p.) et si en plus, on a pyi1(x) = qno1(x) p.p., alors dans ce cas :

(a) Les deux fonctions J et j déja introduites s’écrivent

N i()
o, | dx
J:Vo—=R ou J) = / x )
et
. rp ) < . pN+1(2) dz
g LPNHU(Q) =R on jv)= | |v(z)] .
Q pn41(2)
En particulier, les fonctions J et j deviennent C'-différentiables au sens de
Fréchet.

(b) La preuve du Théoréme reste vraie. Par contre, la propriété de “forte mono-
tonie” de lopérateur u — 0J(u) peut étre vérifiée d’une autre maniére et sans
passer par le Théoréeme [3.24) En effet, il suffit d’appliquer l'inégalité suivante
(voir [91, Formule (2.2)]) :

Pour p > 2, il existe une constante c(p) > 0 telle que

(6726 = [WlP) - (€ —¥) = cp)lE —I" &P eR (4.15)

Notre Théoréme généralise un résultat récent de M. Mihailescu et al. donné
par le Théoréme 2. de [57] et présenté dans le corollaire suivant :

Corollaire 4.3. On suppose que ¥ i = 1,...,N, pi(x) = ¢(z) p.p. x € Q et
pni1(z) = gyai(x) p.p. x € Q, alors le Théoréme se réduit au cas univoque et
en particulier, il généralise le résultat du Théoréme 2. dans |57).
En d’autres termes, ¥V X\ > 0, il existe u € Vo, u Z 0 et u > 0 telle que u soit une
solution du probléeme suivant :

pi()—2 ou

) ou
—div (‘ 8361 8@

u=0 sur 0f).

= PN+1(2)—2
) Alu|Pr+t u dans €, (4.16)
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4.2 Principe e-variationnel d’Ekeland

Plus généralement, les N-fonctions ®;, © = 1,..., N, qu’on a définies dans la
Section contiennent celles définies récemment par M. Mihailescu et al. dans [56],
alors en combinant le Théoréme [3.7] et le Théoréme [4.1] on déduit que le Théoréme
1. de [56] peut-étre obtenu par le corollaire suivant :

Corollaire 4.4. On suppose que¥ 1 =1,..., N, les fonctions p; sont des homéomor-
phismes de R dans R qui vérifient 'hypothése (C1) (voir page[51]). Par conséquent,
les N -fonctions ®; sont Cl-différentiables au sens de Fréchet.

Dans ce cas particulier, notre opérateur sera un opérateur anisotrope univoque.

De plus, si les ®; vérifient (C4), alors en suivant la méme procédure de la preuve
du Théoreme on déduit que, sous les mémes hypothéses de |56, on a :

VY A>0, i existe u € Vg, u Z0 et u > 0 telle que u soit une solution du probléme

suwant : 5
—div ((pi (3_5:1)) = Mu[P¥+1®=2y dans Q, (4.17)

u=0 sur 052

4.2 Principe e-variationnel d’Ekeland

Dans cette section, on rappelle le principe e-variationnel d’Ekeland qui a partir
d’une fonction ¢ semi-continue inférieurement définie sur un espace métrique (V, d)
et a valeurs réelles telle que ®(u) > 5, V u € V, on peut construire une suite
minimisante sous certain controle (voir [23] et [24]).

Plus précisément, considérons (V|| -||) un espace de Banach muni de la norme
- I
Lemme 4.5. (Voir (23], |24], |45, page 23]) Soit B(0,0) une boule ouverte dans V,
de rayon o > 0 et soit la fonction ® : B(0,0) — R U {+o0} qui vérifie
® ®(-) est semi-continue inférieurement sur B(0,0).
® ¢ # +o00.

® () est bornée inférieurement sur B(0,0) c’est-a-dire _inf & > —oo.
B(0,0)

Alors, pour tout € > 0 et u € B(0,0) vérifiant

inf & < P(u) < inf & +¢

B(0,0) B(0,0)
il existe un certain v € B(0,0) tel que
® P(v) < O(u).
® flu—vll < Ve
® Yw € B(0,0)\ {v}, on a ®(w) > ®(v) — e ||w—v].
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inf® +¢
@(u)

@(v)

inf®

FIGURE 4.1 — Principe e-variationnel d’Ekeland.

Corollaire 4.6. (Voir [16]) Sous les mémes hypotheéses du lemme précédent, il existe
une suite (un),~, C B(0,0) telle que

(i) ®(u,) —— inf P.
n—-+00 E(O,o)

— 1
(ii) Yw € B(0,0), on a ®(w) = P(u,) — — ||lw — u,||-
n

(iii) Si, en plus, on suppose que la suite (u,) C iﬁt{?((), a)} = B(0,0), alors

X®(un) = inf { [l

Vel Wy € 8@(%)} — 0.

n—-4o0o

Preuve:
On choisit € du Lemme de sorte qu’il dépend de 'entier n :
1

Posons ¢ = — et v = u,, , on obtient alors
n

1
P(up) < _inf &+ —. (4.18)
B(0,0) n
et
1 _
d(w) = (up) — — |Jw — u,l, Yw € B(0,0). (4.19)
n

® La relation (4.18) montre (i).

® La relation (4.19) montre (ii).
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4.3 Existence de points critiques au voisinage de I'origine

® Pour montrer (iii), on définit la fonction Q sur B(0,0) par
i 1
Qw) = &(w) + — flw — un].

Par conséquent, d’aprés I'inégalité (£.19), on a Q(u,) < Q(w), Yw € B(0,0).
D’aprés (iii), on a (u,), C B(0,0), alors

0 € 9Q(uy) C dD(uy) + % OP, (u,), (4.20)

ou la fonction P, est donnée par P,(w) = ||lw — u,||.
Par conséquent, on a

1
O=w, +—v,, ou w,cdd(u,) et v, € IP,(u,). (4.21)
n
D’autre part, d’aprés la définition de la sous-différentielle des fonctions convexes,
on a
0P, (u,) = {U* eV (v w—uy)y < |lw—u, ,Vw}.
Donc,
OP, (uy) C {v* eV vy~ < 1}. (4.22)
Les relations (4.21)) et (4.22)) impliquent que
(wn) < Nwpllye = = llvally. < o 0 (4.23)

D’ou (iii) est montré. Ce qui achéve la démonstration.

4.3 Existence de points critiques au voisinage de
I’origine

En utilisant le principe e-variationnel d’Ekeland et plus précisément le Corollaire
[4.6] on montre deux résultats abstraits d’existence d’un point critique. Tout d’abord,
le cas sous-critique pour lequel on a une injection compacte (voir Théoréme ,
ensuite celui dit critique pour lequel on perd la compacité (voir Théoréme .

4.3.1 Cas sous-critique

Dans ce paragraphe, on introduit un théoréme abstrait qui montre 1’existence
d’un point critique d’une fonctionnelle ® au voisinage de I’origine sous une hypothése
de compacité.
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Théoréme 4.7. (Voir [17]) Soient J : V. — R et j : X — R deuz fonctions
localement Lipschitziennes. Supposons que

(HO) V==X est une injection compacte.

A V— 2V

(H1) u— 0J(u)

est fortement monotone.

(H3’) Soit & = J — j telle que ®(0) = 0 et supposons qu’il existe une fonction
vg € V et une constante n > 0 telles que
® ||wollv <.
® P(v) > 0 pour tout v € V tel que ||v|ly = 7.
® (I)(V()) < 0.

® inf P(v) > —oc.
veB(0,n)

Alors, sous les hypothéses (HO), (H1) et (H3”), il existe une fonction u € V non
nulle telle que u est un point critique de la fonctionnelle ® c’est-a-dire

0€ 0P(u) C dJ(u) — Ij(u).

Preuve:

Afin de montrer le Théoréme [4.7, on applique le principe e-variationnel d’Ekeland,
plus particuliérement, on applique le Corollaire 4.6, Pour cela, on considére la boule
ouverte B(0,7) de rayon n > 0 ot 1 est donné dans (H3”).

D’aprés 'hypothése (H3”), il existe vy € V non nul tel que

® ©(0) =0, ¢(rp) < 0, alors ¢ # +o0.

® P(vy) <0, alors vy € B(0,n).

® —oo < inf @(v) =¢, alors —oo < ¢ < P(1y) < 0.
vEB(0,n)

Les fonctions J et j sont localement Lipschitziennes alors & = J—j est semi-continue
inférieurement, par suite les hypothéses du Corollaire sont vérifiées.
On conclut qu’il existe une suite minimisante (u,) C B(0,7n) et u € V tels que

(i) u, — u faiblement dans V.
(ii) u, — u fortement dans X, d’aprés 'hypothése (HO).
(iii) ®(u,) — ¢, par conséquent u, € iﬁt{E(O,n)} = B(0,n).

n——400

(iv) Ayant (u,) C B(0,n), alors il existe £ € 0P (u,,) tel que

(134

e — 0.
n—+
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4.3 Existence de points critiques au voisinage de I'origine

Puisque (u,) est une suite bornée dans V', alors elle est bornée dans X, par la suite,
on a ||u,||lx < ¢ et d’aprés (c) de la Proposition on a ||vi]|x« < ¢, pour
v € 0j(up) (ol ¢1 et ¢y sont deux constantes positives).

De plus, il existe w} € 0J(uy,) et v} € Jj(u,) tels que

& =w, —uv, dans V7",
on sait qu’il existe une constante c; > 0 telle que ||} || x+ < co, ainsi, on a
(wis n — )y — (Ups i — )y = (Ersun — u)y, - (4.24)

Prenons un élément quelconque w* dans 'ensemble 0.J(u), alors en ajoutant le terme
(—w*;u, — u) al'égalité (4.24), on déduit que

(wy —w s Uy, —u) = — (W5 u, —u) + (Vi U, —u) + (€5 u, —uy . (4.25)

Par conséquent,

[ (wr, = w5 — w) [ < [(w5un —u) [+ callun —ullx + esl|& v (4.26)

D’aprés ce qui précéde, on déduit que

lim (w) — w5 u, —u)y =0, w;eadJ(u,) et w* € dJ(u) = A(u). (4.27)

n——+o0o

L’hypothése (H1) implique que u,, — u fortement dans V. On conclut alors qu’il
existe u € V tel que
0€ 0P(u), P(u)=c<D0.

4.3.2 Cas critique (sans hypothése de compacité)

Dans ce deuxiéme paragraphe, on introduit un théoréme abstrait qui nous permet
de montrer I'existence d’un point critique de la fonctionnelle ® = J—j sans demander
que linjection V < X soit compacte, comme on a déja vu au Théoréme (voir la

Remarque :

Théoréme 4.8. (Voir [16]) On considére ® = J — j ou
j: X —R,
J:V—R,

sont deuz fonctions localement lipschitziennes telles que :
On remplace (H1) du Théoréme|3.7 par
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(HY’) Pour toute suite de points (uy,, w ) du graphe de 09(-)
(¢’est-a-dire w), € 0P(uy,)), on a

U, = u  fatblement dans V

wy — 0 fortement dans V* } — 0 € 0®(u).

Et on remplace (H2) du méme théoréme par

(H2’) On peut décomposer la fonction j en une somme de deux fonctions localement
Lipschitziennes jo et ji dans V (c’est-a-dire j = jo + j1) telles que
® Jo(0) = j1(0) =0,
® la fonction jo : V — R est faiblement continue c’est-a-dire si v, — v
faiblement dans V', alors jo(v,) — jo(v).

En plus, il existe > 0 tel que les deux conditions de croissance suivantes sont

satisfaites
1
Ji(u) < = inf (v*,u), Yu € X, (4.28)
ﬂ v*€dj(u
1
—  sup <w*7u) < J(uw), YuelV. (4.29)
6 w*€dJ (u

(H3’) ®(0) =0 et il existe une fonction vy € V' et une constante n > 0 telles que

® [[volly <.
® P(v) > 0 pour tout v € V tel que ||v|y = 7.
&® (I)(I/o) < 0.
® inf P(v) > —oc.
veB(0,n)

Alors, sous les hypothéses (H1”), (H2’) et (H3”), il existe une fonction u € V
non nulle telle que u est un point critique de la fonctionnelle ® c’est-a-dire

0 € 0P(u) C 0J(u) — dj(u).

Preuve:

De méme pour montrer le Théoréme on applique le Corollaire (principe
e-variationnel d’Ekeland). Alors, comme on a déja vu dans la preuve du Théoréme
[4.7, d’apres Phypothese (H3), il existe vy € V et 1y # 0 tel que

® ®(0) =0, ®(r) <0, alors & # +oo.

® ®(vy) <0, alors vy € B(0,n).

® —oo < inf P(v) =e¢, alors —oo < ¢ < P(1) < 0.
veB(0,n)
Les fonctions J et j sont localement Lipschitziennes alors & = J—j est semi-continue
inférieurement, par conséquent les hypothéses du Corollaire sont vérifiées.
Par la suite, il existe une suite minimisante (u,) C B(0,7) et u € V telles que

84



4.3 Existence de points critiques au voisinage de I'origine

(a) u, — u faiblement dans V.
(b) ®(u,) —— ¢, alors u, € iﬁt{?(o, n)} = B(0,n).
n—+00

(c) Ayant (u,) C B(0,7n), alors il existe £ € 0P (u,) telle que

(134

v — 0.
n—-+o00

D’aprés (a), (c) et (H1”), on déduit que
0 € 0P(u) C 0J(u)—0j(u) c’est-a-dire u est un point critique de la fonctionnelle ®.

Pour finir la preuve, il reste & montrer que ce dernier point critique trouvé est non
trivial c’est-a-dire u # 0.
D’aprés (c), on a £ € 0P(u,), donc V n € N, il existe w’ € 0J(u,) et vt € dj(uy,)
tels que

& =w—u. (4.30)

1
Par la suite, on applique I’égalité (4.30]) & w,, et on la multiplie par _B ,ou (3 est la

constante positive donnée dans (H2”). On obtient alors,

—% (€ un) = —% (W) + % (0t (4.31)

Puis, on ajoute ®(u,) = J(u,) — jo(un) — ji(uy), on trouve

1 1, 1, | |
5 G 0) = () = 5 (W) |+ |5 () = )| ). (432
p B 5
D’apres la relation (4.29), on déduit que
1 1
J(un) — = (Wi up) = J(u,) — = sup  (w*,u,) = 0. (4.33)
6 6 w*€dJ (un)
De méme, d’aprés la relation (4.28]), on obtient
) —(n) > () — i) > 0 (131
—(v* up) — ji(u,) = = in v un) — j1(uy,) = 0. .
B N B v edifun) &
Donc d’aprés (4.33) et (4.34)), Pégalité (4.32) implique
1, .
En plus, on a
1 * 1 *
® _B< n Un) < 3 €511~ l[eally ———0.
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® ®(u,) — ¢, d’aprés (b).
n—-+00

® u, — u faiblement dans V' et jo(u,) — Jo(u), d’aprés (a) et le fait que jo
n—-+0o0o
est faiblement continue par (H2?).

Donc si on fait tendre n — +o0o dans (4.35)), on conclut que
—jo(u) < ¢ <0.

Par conséquent, jo(u) > 0 et comme jo(0) = 0 d’aprés (H2’), il en résulte que
u # 0. [ |

4.4 Exemples d’application

4.4.1 Cas sous-critique 1

Dans la présente Section, nous traitons le méme probléme de valeurs propres
(cas sous-critique) déja introduit a la Section c’est-a-dire nous nous intéressons
a lopérateur 7—mu1tivoque associé a des exposants variables et qui vérifie la pro-
priété de “forte monotonie”. Sauf qu’ici nous changerons les hypothéses mises sur les
exposants et dans ce cas le théoréme de “Mountain Pass” n’est plus valable. Nous
appliquerons le Théoréme [4.7] pour résoudre le nouveau probléme obtenu.

Soient 01,09, ...,0x, N nombres réels positifs, ¢; : 2 — R et p; : @ — R, pour
i=1,...,N, 2N fonctions mesurables et bornées sur un domaine borné Q c RV

a bord régulier telles que

2 < ianess ¢ < gi(r) <supessq; < ianess pi < pi(x) <supessp; < +00.
Q Q

Considérons les mémes notations déja définies dans la Section[4.1] (analogue pour ¢;) :

piy = supessp;(z),
xef)
J— i%fe%ss pi(z),
pi = ma’X{p1+7"'7pN+}7
p: = min{pl—w"apr}-

De plus, considérons la fonction ®; : 2 x R — R définie par

a ()|t @ s [ <6, N
O,;(x,t) = Tol ay(x) = (6;)Pi@)—ai@),
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De méme, on peut choisir la fonction ¢;(x,t) comme suit :

qi() i () [¢] %) si [t <4,

@xtmﬂ% si|t] > 0;
oty = PN s

pi(x) - (6;)P si t=29,,

%@)(V”)l si = —0;.

Alors comme on a déja vu, les fonctions ¢; et ®; vérifient les hypothéses (C1)-
(C4) du Théoréme avec a =q- >leta=pl > 1.

On munit I'espace d’Orlicz L% (Q) associé a la N-fonction ®;, défini par
L*(Q) = {v : Q2 — R mesurable : / O, (z,v(r))dr < —|—oo} ,
Q

de la norme de Luxemburg suivante :

el —inf{A>o:/<1>i (M) dxgl},
1 Q A

Etant donné que 1 < ¢;_ < piy < 400, alors I'espace L () muni de cette derniére
norme est un espace de Banach réflexif. De plus, cette norme || - ||¢, est une norme
absolument continue.

On considére V( 'espace de Sobolev anisotrope aux exposants variables :

Vo = Wyttv(Q)

_ {ergl Z(/ (gl”)dx)“w}'

On munit cet espace de la norme suivante :

N

lollve =

On définit la fonctionnelle J : Vi — R par

Z/ ( &m))gif

Théoréme 4.9. (Voir [17]) Soient dy+1 > 0 un réel positif, qni1(z) et pyi1(2)
deuz fonctions mesurables et bornées sur Q) telles que

2 < infﬂess gn11(x) <supessqyii(z) < infﬂesspNH(:E).
0
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On définit la fonction j : L*V+1(Q) — R par

dz
(v)= [ @ x,v(x)) ———,
0= [ et
ot
u(x) [Py @) st |u(z)| > N1,
q)NJrl(x;u(m)) = | ( )‘ q (z) . | ( )‘ N
a1 (@) |u(@) [N si fu(z)] < Oy,

et Q‘N-H(l’) = (5N+1)pN+l(x)*fIN+1(m)'

On suppose que
(a) L’injection Vo< LEN+1(Q) est compacte.
(b) (gn41)- = ianess gn+1(z) < ¢ = min {Q1_, o ,qN_}.

Alors, sous les hypothéses et les notations déja introduites, il existe A\, > 0 tel que
pour tout A € 10; \i[, il existe une fonction u € Vi non triviale et u > 0 telle que

0 € 0J(u) — Adj(u).
Plus précisément, il existe w;(x) pouri=1,..., N et wyi1(x) telles qu'on a

ou

pla)unte) € 00 (0, 520)) o

pni1(z)wni(z) € 0PN (m,u(a:)) D.p.
et

Xz

- ov
izl/ﬂwi(l’)a Z(I)dx = )‘/QwNH(I)U(I)dx, VeV,

Preuve:

Pour ce faire, il s’agit d’appliquer le Théoréme 4.7 c’est-a-dire vérifier les hypothéses
(HO), (H1) et (H3).

En effet, les hypothéses (HO) et (H1) se vérifient comme dans la preuve du Théo-
réme [4.1]

Par la suite, il nous reste a montrer que la fonctionnelle ) = J — \j vérifie I’hypo-
these (H3?) :

(i) On a V& LP¥+1(Q), alors il existe Sy > 0 une constante positive telle que

||u||‘1>1\1+1 < SOHUHV()? Vue VO'

1

S Alors,

On considere n > 0 tel que n <

|ulloy,, <1, Vue Vgtel que ||ulv, =n.
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Par la suite, d’aprés le Lemme [5.12] on a

/ D1 (2, u(@)) do < Jul|§¥07, Vu e Vo tel que [|ullv, =n.  (4.36)
Q

PNt
D’aprés ce qui précéde, on a
/ Oyt (2, u(x)) do < (Sp) @+ w5, Y u tel que |Jullv, = 7.
Q

(4.37)
D’autre part, d’aprés le Corollaire [5.13 on a V u € V| tel que ||ullv, =7 :

dx 1 ot
§ > Nl 4.38

Alors, V v € Vj tel que ||v]|lv, =7, on a les inégalités suivantes :

N

dx dx
) = . A
NG 121/ < 6% >pi(x) /Q N+1(x,v(x))pN+1(x)
1
> Al p+ . S, (gn+1)— v (an+1)-
st LR Y SRR
1 + 1

—  lan+1)- py—(aNy+1)- _ \ __ — (gn+1) -

[Npi -pi (pn1)- (o) ]

Si on choisit A, > 0 telle que
(pNJFl)* . npi_(QNH)*‘ (4.39)

B NP .pi - (Sp)lav+1)-

Alors, pour toute valeur A telle que 0 < A < A, et pour tout u € Vj tel que
[ullvy =n, on a
(I)/\(u) > 0.

(ii) Soit € > 0 tel que (gn41)— +¢€ < gZ. D’aprés la définition de (gn41)-, il existe
un ouvert €2 C €2 tel que

gvi(r) < (gvi)-+e<q, pp zeQ (4.40)

Soit vy € CL(Q) telle que O c supp (1), vo(xz) = 1 pour tout = € Q et
0 < vp(x) < 1 dans Q (supp (vp) désigne le support de la fonction vyp).
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Alors, pour tout 0 < ¢ < 1 et en utilisant la relation (5.14)), on a

Paltro) = Z/ < % ))dx)—)\/Q(I)NJrl(x,tl/o(x)) dz

Zz; pi(w pN+1()

Z Iy > A U/

< L D, de - — 2 P x,try(x))de
;p_ 0 < 8:1:1( ?) (pn+1)+ Ja w1 t0(a))
tq_ N oy,

S Y KIS
p_ =1 !

. (pA / 1) Gy P e g ) o1 Pt
N+1

A-C
t(QN+1)—+E [(pN+1)+/fz‘yo(xwmﬂ(x)dx} ’

ot C' est une constante positive qui dépend de dny1, pvi1 €t qni1-
Par conséquent,

1
( ~—( )_a> .
D,\(try) <0, pour0<t<C, o assez petit tel que

B /|V0<$)|qN+1(I)d$
0 < Cy < min 1;A Cp— . (4.41)

S o e )

De plus, t est choisi de sorte que |[[tvg|lv, < . Dans (4.41]), on a divisé par

ov . . . .
Z / ( e~ 0 )> dz, donc il faut bien vérifier que cette quantité est non
€T

nulle En effet, on a
0 < C/|1/0(g;)|qN+1(x)dx
Q
g /(5N+1>pN+l(x)qN+1(x)|I/O($)‘qN+1(I)d];
Q

< /Q Dy (ZL‘, l/o(x))dx

(So) @)~ si [ollas, < 1,
(So) PN+ [ |94 i [[wpl|aysy > 1.
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Alors, on déduit que HV0||V0 > 0. Par suite, en utilisant la relation ((5.22)) ou

, on conclut que Z/ ( (;Vo )) dx > 0.
z;

Remarque 4.10. D’apres les derniéres inégalités, on déduit que pour tout
u € Vg, on a

/Q@N+1(.r7u(x))dx < (Sp)lav+1)- ”uH(qNH) 4 (SO)(PN+1)+HUH(\I;(J)\’+1)+.

(iii) A I'étape (i) et en utilisant les inégalités (4.37) et (4.38), on a montré que pour
tout u € Vy tel que [Jullv, =7, on a

Da(u) > —— - ulfeh — A (S (442)
NP+ -pi 0 (PN11)- ’
Par suite, on déduit que
—oo < inf ®y(u) <O0. (4.43)

ueB(0,n)
Toutes les hypothéses du Théoréme 4. 7|sont vérifiées, ce qui achéve la démonstration.

4.4.2 Cas sous-critique 2 (avec coercivité)

Sous les mémes notations introduites dans la Section [L.4.] et en utilisant le
Théoréme [2.45, on montre le résultat suivant :

Théoréme 4.11. (Voir [17]) Soient dn1 > 0 un réel positif, qni1(z) et pni1(2)
deux fonctions mesurables et bornées sur () telles que

2 < ianess gn+1(x) <supessqyii(z) < ianesspN+1(x).
0

On définit la méme fonction j : L*N+1(Q) — R par

dx
(v)= | © z,v()) ———,
i =[x (@)
telle que
Ju(a) [P ) si |u(@)] > v+,

I (:13, u(x)) = {

a1 (@)|u(@)|™ 0 si fu(@)] < s,
et CYN+1<JI> = ((5N+1)pN+1(7?)—QN+1(x)'

De plus, on suppose que
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(a) L’injection Vo< LEN+1(Q) est compacte.

(b) (qN+1)_ < (pN+1)+ < ¢Z =min {ql_, o ,qN_}.
Alors, sous ces hypothéses, il existe A, > 0 et \.w > 0 deux constantes telles que
pour toute valeur A € |0; A\i[ U |\ +00|, il eziste une solution u € Vo non triviale
et u >0 telle que

0 € dJ(u) — Aj(u).

En d’autres termes, il existe w;(x) pouri=1,...,N et wyy1(x) telles qu'on a
ou
pi(x)w;(x) € 09, (a:, %(x)) DD,

prn+1(T)wnia () € 5@N+1($,U($)) p-p.
et

i/ﬂwi(ﬁ)g;@)dx_ )\/QwNH(x)v(x)dx, Vv € V.

Preuve:

Tout d’abord, 'existence de la premiére valeur A, > 0 telle que pour tout A € ]0; A, [,
A est une valeur propre de notre probléme, est une conséquence du Théoréme |4.9|
Ensuite, pour trouver la deuxiéme valeur \,, > 0, on va montrer que pour A suffi-
samment grand, la fonctionnelle &, = J — A\j admet un minimum global non trivial

dans V.
(i) La fonctionnelle ®, est coercive sur Vg. En effet, pour v € Vy(fixé) tel que

> 1, on a d’aprés le Corollaire |5.13| :

Z/ (o5 @) 2 o ol

D’autre part, d’aprés la Remarque [4.10, on déduit la minoration suivante :

max
1<i<N

ZT; ®;

A(So) @ )\(So)
@A(U)> ol || [ || [P
- N9~ (pv+ ) (pn+ )
ov
Ceci pour tout v € Vjy oll max > 1.
I<G<N || 0x; ®,
Par hypothése, on a (gni1)- < (pn+1)+ < ¢, alors lorsque ||v|lv, — 400,

c’est HvHi,:o qui domine et par suite

Oy(v) —— +o0.
llvllvg—+o0

Par conséquent, ®, est coercive.
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(ii) La fonctionnelle @, est faiblement semi-continue inférieurement sur V,
c’est-a-dire pour toute suite (u,) C Vj telle que u,, — u faiblement dans Vg,
on a
O, (u) < liminf @y (uy,).

n—oo
En effet, J est une fonction convexe (car ¢’est une somme finie des fonctions
convexes), alors d’aprés la Proposition pour montrer qu’elle est semi-
continue inférieurement pour la topologie faible, il suffit en fait de montrer
qu’elle est semi-continue inférieurement pour la topologie forte. Pour cela, on
fixe un élément uy € V et on considére ¢ > 0.
On remarque que d’aprés (b) de la Proposition on a

|wgllvs < Ky, pour tout wg € 9J(ug), (4.44)

o K,, > 0 est la constante de Lipschitz de J au voisinage de uy € V.
Ensuite, d’aprés la définition de la sous-différentielle de la fonction convexe J,
on a pour tout u € Vy et pour tout wg € 9J(uy) :

J(u) — J(ug) = (wi;u—up)
> —|lwgllv; - llu = uollve
> _KUO ’ ||u - U’OHVO‘
Prenons § = L, alors pour tout u € Vy avec ||u — upl|v, < d, on a

J(u) — J(ug) > —e.

D’ou J est semi-continue inférieurement pour la topologie forte et par suite
pour la topologie faible.

Soit (u,) C Vj une suite telle que u,, — u faiblement dans V. D’aprés ’hypo-
thése (a), injection V<< L®N+1(Q) est compacte, alors u, — u fortement
dans L®¥+1(Q), donc lim j(u,) = j(u).
On rappelle que A

J(u) = x(u) + Aj(u).

Par conséquent, on a

J(w) < lminf [ () + Nj(un)]

NN

lim inf @y (u,) + lim sup Aj(u,)
n—0o0 n—00

= liminf &) (u,) + A lim j(u,)
n—oo

n—o0

lim inf @ (u,) + Aj(u).
n—oo

D’ou ®,(u) < liminf ®,(u,), donc @, est faiblement semi-continue inférieure-
n—oo

ment sur V.
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(iii) Les deux étapes précédentes nous permettent d’appliquer le Théoréme
donc la fonctionnelle @, atteint son minimum dans V. Par suite, il existe
Upin € Vo un minimum global de @, et donc une solution de notre probléme.

(iv) Montrons que cette solution u,,, est non triviale pour \ suffisamment grand.
En effet, considérons t; > max {1; 5N+1} un nombre réel fixé et 2 CC 2 un
ouvert tel que |Q;| > 0. Alors, on peut construire une fonction vy € C2°(§2) C

V telle que B
( ) t siz € Ql
O<’U0() Sler\Ql

Par la suite, on a

B = 3 /Q J (x gf,;j >) e [t

()
=1 Y0 (pv+1)+ Ja,
N
1 87)0 ) A /
< — dpy — — 2 ta) PN+ =
_; v ( ax,( ) (Pv+1)+ Ql(O)
A
< O — ———(to) Py |
1 (pN+1) (0) ‘ ‘

ou C > 0 est une constante positive.
Posons maintenant,

A — Cy (pN+1)
T (to) - €y

Puisque u,,, est un minimum global de ®,, alors pour tout A > A, on a

> 0,
®A(U’min) < (b)\(,UO) < 0

Remarque 4.12. (Voir [17]) Soit f € V. On considére le probléme suivant :

iy (o0, (5. 220)) - 1. s

o les fonctions ®; vérifient les mémes hypothéses du Théoremel[f. 11l Alors, en rem-
placant la fonction j(v) du Théoréme par le produit de dualité suivant (f,v)y,,
on montre, en suivant les mémes étapes de la démonstration précédente, que la fonc-
tionnelle ® définie par

®(v) = J(v) = {f,v)v,
est coercive et faiblement semi-continue inférieurement.
Par conséquent, il existe un minimiseur global u € Vg solution de (4.45]).
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Dans le reste de ce chapitre, nous nous intéressons aux problémes dits “critiques”
la ol nous perdons la compacité. Dans ce genre de problémes nous avons besoin
d’autres instruments pour montrer l’existence de solutions a partir de la convergence
faible. Nous traitons plusieurs cas différents dans des domaines bornés et méme dans
des domaines non bornés.

4.5 Exposant critique dans un domaine borné

Dans cette section, on donne une application du Théoréme dans la résolution
des problémes de valeurs propres avec des exposants critiques dans un domaine
borné. Dans cette application, la compacité n’est plus satisfaite, donc on va utiliser
le résultat de compacité de A. El Hamidi et J.-M. Rakotoson (voir Théoréme
pour surmonter cette difficulté.

Théoréme 4.13. (Voir [16]) Soient Q0 un domaine borné de RY, a bord O Lip-

1 .
schitzien et ®; : @ x R — R telle que ®;(x,t) = — [t|", ou p; est un réel tel que
Pi

pi>1pourt=1,..., N.

N1
Sous la condition : Y, — > 1, on définit
i=1Di
p+ = maX{]ha--wPN}»
p~ = min {pl,...,pN},
. N
p = N1
1
——1
1:2312%

On suppose que p™ < p* et on considére q et qo deux réels tels que

()1 <q <p, (b) 1 < gy < p", (c) g1 < qo. (4.46)

Alors, il existe \* > 0, tel que ¥V \ € 10, \*[, le probléeme suivant :

—ZN: 0 (|ou
i1 8:61 8%1

admet une solution u € V[/Ol’p1 """ PN(Q), u =0 et uZ£ 0, ot la fonction jo est définie
comme Suit :

o) = [ gtute)) de et glute) = {

i—2
pi au

8:1:2»

> —uP" "t e X\ 9jo(u) (4.47)

u(x)|" si fu(z)| <1,
lu(x)|” si u(z)| > 1.

Preuve:
La preuve se fait en plusieurs étapes :
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(i) On considére les deux espaces V et X définis par :

a pi
V = {UELlﬁ(Q):/ av(:p) dr < 400, pourz‘zl,...,Net%v:O},
Q | 0T
X = L' (Q).
On a alors,
V< X injection continue,
et

V<< LY(Q)  injection compacte, pour tout g < p*.

(Pour plus de détails sur I'exposant critique dans le cas anisotropique, voir
1321, [39], [77], [78] et [92]).
On définit les fonctions j = j; + A\jg: X — Ret J: V — R telles que

ou

Al
Ju:E—/
(v izlpiani

i = [ 1u

Alors, J et j; sont C'-différentiables et leurs dérivées sont données respective-

ment par :
N i—2
, 0 P o
i=1

i) = {Juf 2 u}.
D’aprés (c), la fonction jy est convexe, en plus jo(0) = 0, alors 'opérateur
u — 0Jo(u) est monotone, donc (Ijo(u), u) = 0.
Par suite,

pi

dx,

()

P da.

ou
al’i

et

O3(u).) > (i) = [ o do > i)

+
En outre, Vi e {1,...,N},onal < p—, alors
Di
N au 2
J' = dz < pTJ(u).
. =3 [ |5ew)] <ot

Si on choisit la constante 5 > 0 de (H2’) telle que pt < § < p*, alors les
deux conditions de croissance (4.28) et (4.29) sont vérifiées.

En plus, comme V<< L7(Q) est compacte, pour tout ¢ < p*, alors la fonction
Jjo : V. — R est faiblement continue.
D’ou hypothése (H2) est vérifiée.
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(i) L’injection V& LP'(Q) est continue. Considérons alors Sy la constante de So-
bolev telle que

N

p <Sollolly » o fully =)

=1

lv

Soit la fonction f : ]0, +oo[— R définie par

1

flo) = Npt-1 o7 — (Sﬂ)p* o %,

On a pt < p*, alors il existe 0 < n < 1 tel que f(n) > 0.
Par conséquent, pour tout v € V tel que ||v|ly, = 1, on trouve (voir Proposition

x3)

pi

ov

N 1
Jw) =i = 3= —
(v) = ji(v) 21 | p vl
N +
1 ov ||? . .
> _ o S p p
e [§1 o |, (:So) ||v||v]
1 1 + * *
> p [—Np+1 lv]I% — (So)” IIUIIQ]
1
= — f(n)n®
- (1)

Donc, d’aprés ce qui précéde, si on choisit \* > 0 tel que

A" sup jo(v) < - f(n)n®,

llvlly=n
on obtient alors, pour tout v € V tel que |jv|ly, =n et VA €]0, \*[,
d(v) = J(v) — j1(v) — Ajo(v) > 0. (4.48)
Soit la fonction vy € CL(Q) telle que

[{lwl <1} >0, et |{ju|>1}|>0.
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Alors, pour tout 0 < ¢ < 1, on a

N . %
i || Oy |PF 2P .

i) = Sl ol = xee / ol da
— i ||9%i]],, {Ivol<1}
—)\tqQ/ |o|® dx

{lvol>1}
_ N ) "
P o ||Pt tP .
< X2l - Sl x| s
P~ = 19wl {Ivol<1}
N )
— 1 aVO pi * — ( 1 *
< - _ P - HVO P
[ (p ; O pi> p* P

P ()\/ |V0‘q1 de‘)]
{lvol<1}

< [(J1 — TPy — P 03} :

D’apreés (4.46), on a p* —p~ > 0 et ¢ —p~ < 0, en plus, d’aprés le choix de
Vg, on a C3 > 0, alors si on choisit ¢ > 0 trés petit, on obtient,

P(try) <0 ou tlwly <n. (4.49)
Il nous reste & vérifier le dernier point de I’hypothése (H3). Soit v € B(0,7),

d’aprés les injections V< LP"(Q), VLU (Q) et V< L2(Q), il existe deux
constantes Ky > 0 et Ky > 0, telles que

[0l < Sollvlly s llvlly, < Killolly et vll, < Kafjolly - (4.50)

Par la suite,

- L[| ov||™ 1 p* a1 q2
) = > — o |~ el = o] da: — A 0] % da
o1 PillOTidly, P {lvl<1} {lv|>1}
]_ * *
> —— (S0)" [lllyy, = AKT [Jollyy = AKZ* [0l
1 * *
> —— (So)" 7" = AK{'n™ — AK$n®™.

*

Par conséquent,
inf {CI)(U) aRS E(O,n)} > —00. (4.51)

D’aprés les relations (4.48), (4.49) et (4.51)), ’hypothése (H3’) est vérifiée.




4.5 Exposant critique dans un domaine borné

(iii) Il nous reste & montrer ’hypothése de compacité c’est-a-dire le graphe de 0®(+)
vérifie-t-il (H1’) ? Plus précisément, pour toute suite (un,w:)wo telle que
wk € 0P (uy,), il faut qu’on ait

u, — u faiblement dans V

wh — 0 fortement dans V* } = 0 € 90(u).

Pour cela, on utilise le résultat de compacité de [26], (voir Théoréme [2.81)) :
En effet, soit (u,), une suite dans V telle que

® u, —u faiblement dans V.
® u, — u fortement dans L"(2), pour tout r < p*.
® up(r) — u(x) p.p. dans Q.

Considérons 'opérateur

—2
p1 an

al.l,...,

o
81’1

ov
ox N

8;1:]\;

a(z,v,Vv) = ( " ) . (4.52)

a vérifie les hypothéses (L1)-(L4) du Théoréme (voir [29]).
De plus, soient € > 0 et 0 € R tels que

o si|o| <e
e sign(o)  sinon.

s.(0) = {

On note o* = Sy (o), pour tout k > 1. Soit ¢ € C>=(Q).

L'opérateur u € V — 9j(u) est borné, alors la suite (9j(un)) est bornée dans
Pespace dual (LP"(Q) + L%2(Q))".

Par la suite, V v} € 0j(u,), il existe une constante Cy > 0 (indépendante de
n) telle que

| <v,’;; ©Se(uy, — uk)> ‘ < eCol|@||oo- (4.53)
D’autre part, soit w} € 0®(u,), alors 3 C; > 0 (indépendante de n) telle que

| (Wi e (un — uh)) [ < Ciflw)[lv- (4.54)
On a w} € 0P (uy,) C J'(un) — 0j(uy). Alors, il existe v} € Jj(u,,) telle que
wr vy = J (uy).

Donc d’aprés (4.53) et (4.54)), on a
[
i=1 79

afﬂi

P72 Oy, O

(5 (un = ) )dz < =Collilloe + Cillwllv-. (4.55)
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Par hypothése, on a w; — 0 fortement dans V*. Par conséquent, d’aprés
(4.55)), on obtient

N

lim sup /
n—-+o0o Z Q

=1

Pi=2 Sy, O

ou,,
Gxi

(i-(1tn = u) ) dw < Cllplle.

Ce qui nous permet d’appliquer le Théoréme (voir [29]), pour déduire
I’existence d’une sous-suite telle que

Vu,(z) — Vu(x) p.p. dans €. (4.56)
Alors, Vv € V, on a
(S (un);v) — (J'(u); v}, (4.57)
et
(1 (un);v) — (i(u);v). (4.58)

En plus, comme V<< L9(2) est une injection compacte, pour tout ¢ < p*,
alors la fonction h : V. — L"(Q) définie par h(u) = |ul” *u est faiblement
continue (c¢’est-a-dire h est continue de V muni de la topologie faible dans

L7 () muni de la topologie forte), pour tout r < p*p_ T
Puisque w} € 0®(uy,) C J'(up) — ji(un) — Ajo(uy), alors
—wy, + J'(un) = j1(un) € A0jo(un). (4.59)

Finalement, on va montrer par deux méthodes différentes qu’en passant a la

limite dans (4.59)), on obtient
J'(u) — ji(u) € Ndjo(u)  c’est-a-dire 0 € 0P (u).
Ce qui revient a dire que ’hypothése (H1”) est vérifiée.

Premiére méthode I

Soit v € V. D’aprés la définition de la sous-différentielle de j, (convexe), on a

(—wy, 4+ J'(un) = §1(un);v = un) < Njo(v) — Ado(un)- (4.60)
Par la suite,

(r(un) = J'(un)iun) < Ajo(v) = Ajo(un) + (wi; v — )
- <‘]l<un) - Ji(un)a U) :
De plus, d’aprés ce qui précéde, on a les convergences suivantes :

® liril Jo(un) = jo(u) (car jo est faiblement continue).
n—-+0oo
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® lim (wi;v—wu,) =0 (car (u,) est une suite bornée dans V et w; — 0
n—-+00

fortement dans V*).
® lm (J(un) = ji(un);v) = (J'(u) = ji(u);v) (dapres ({.57) et ({.58)).
En passant a la limite, on déduit que
(r(w) = J'(u);u) < Ao(v) — Ajo(u) — (J'(w) — ji(u);v).
Alors, pour v € V, on a
(J'(w) = ji(u);v —u) < Ajo(v) — Ajo(u).
Ce qui montre (d’aprés la définition de la sous-différentielle de jy) que

0 € 0P(u).

Deuxiéme méthode I

La suite u,, — u converge fortement dans L% () (car ¢o < p*). En plus, d’aprés
[@59), ¥ n € N, il existe une fonction & € L%(Q) (ol gy est le conjugué de
q2) telle que

& = —wy + J'(un) = 71 (un) € A0jo(un). (4.61)

La suite (&), est bornée dans I'espace dual L%(Q), alors il existe une sous-
suite (aussi notée (£),,) et une fonction £* telles que & — &* faiblement dans
L% (). La Proposition implique que

£ € A0jo(u).
Puisque w; — 0 fortement dans V* alors, Vv € V, on a lirf (wr;v)y = 0.
n—-—+0o0
Par suite, d’aprés (4.57) et (4.58), on a

lim (—w), + J'(un) = Ji(un);0) = (J'(w) = ji(u);v).

n—-+o00

Par conséquent, d’aprés (4.61]), on déduit que
J'(u) = ji(u) = £ € Adjo(u),

c’est-a-dire
0 € 0P (u).

Finalement, les hypothéses (H1’), (H2’) et (H3”) sont vérifiées dans (iii), (i)
et (ii) respectivement, alors il existe une solution u € W, """V (Q) non nulle, du
probléme (4.47). Ayant ®(u) = ®(|ul), on peut choisir u > 0. |

Remarque 4.14. Le Théoreme[{.13 nous permet de recouvrir des autres résultats,
en particulier, si Njo est petit, on peut retrouver le Théoréme 1 de [5].
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4.6 Exposant critique avec un poids de type Hardy
dans un domaine non borné (Cas différentiable)

Dans le Théoréme [£.19 ci-dessous, on montre sous I'hypothése 1 < ¢ < p et

en appliquant le Théoréme Iexistence d’une solution d’un probléme de valeurs
propres dans un domaine non borné avec un poids de type Hardy. Ensuite, dans le

Théoréme et sous I’hypothése p < ¢ < p},, on montre 'existence d’une solution
du méme probléme mais en appliquant la méme preuve utilisée dans [29].

Tout d’abord, on commence par donner quelques résultats préliminaires :

Le théoréme suivant est di a V. Maz’ja (voir [55]).

Théoréme 4.15. (Voir [55, page 92]) Pour toute fonction u dans WH(RY) a
support compact et pour tout « € [0,1], on a

a—1

N-o dz \ N-o 1-N —
(/N |U($)|N—1—) S (V= a)v=e wp™ [[Vu| e,
R

ot wy est la mesure de Lebesque de la boule unité dans RY.

D’aprés ce dernier théoréme, on montre le corollaire suivant :

(N —a)p
(N—a)-(1—a)p

Corollaire 4.16. (Voir [16]) Soient o € [0,1], p > 1 et p}, =

tels que
(N —a)>(1—a)p.

Alors, Vu € WHP(RN) & support compact, on a

1 1
s N <o (O [vupleeeDas ) (4.62)
RN |z[ RN 7

oacN:t(N—a)%wF el t =

Preuve:
Soit u € W1P(RY) une fonction a support compact. Alors, pour tout 1 <t < p, on
a |ult € WHHRY) et a support compact. Par conséquent, on applique le Théoréme

a |ul’, on obtient
N—-1
o d N—«a
( / |u<x)|t%_1_x) <cn / lu(z)| | Vu(z)|dz, (4.63)
RN RN
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D’autre part, on introduit le poids |z|~® dans le second membre de l'inégalité
comme suit :

[ @ Va@le = [ [l el ] [Fu@) o Ja @

N—1
Par suite, en utilisant I'inégalité de Holder, on déduit pour ¢t = Dr,
-«
t 1
. dx \ e s d »
([ ol S) ™ <o ([ o S ) ([, 1wutaiatovas)’
RN || RN |z|* RN
(4.65)
En plus, d’aprés le choix de ¢ et par un simple calcul, on trouve
t 1 1
ce qui implique
(t—1p =p. (4.67)

La relation (4.67) nous permet d’écrire (4.65) comme suit :

([ a2 ) ™ <o ([t )" ([ 1vuplae i)
RN || RN || RN

(4.68)

Par conséquent,

( / u(z) P* d”;)“ T e ( / |Vu(x)|p|x|°‘(p_1)dx>p. (4.69)
RN 2] RN

La relation (4.66)) achéve la démonstration. |

-

N
Remarque 4.17. (1) Si a =0, alors p}, = N P est ’exposant critique classique

et dans ce cas on retrouve d’apres (4.62)), [injection de Sobolev usuelle.

(2) Sia=1, alorsp, =p.

Soit Q un ouvert de RY. On considére la norme suivante
1

ol = ( / |w<x>|p|x|a<f)-”dx) " Veec®Q).
Q

On note 'espace DéZZ(Q) la fermeture de C'2°(€2) munie de la norme ci-dessus.
Alors, comme au Corollaire [4.16] on a le lemme suivant :

Lemme 4.18. (Voir [16]) ¥V u € Dl’p(Q), on a

(/\ v dx) <en (/Q|Vu(x)]p\x|a(pl)dx>;.
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4.6.1 Casl<qg<p

Nous sommes préts a résoudre le probléme de valeurs propres suivant :

Théoréme 4.19. (Voir [16]) Soient un réel 1 < g <p eta € LT (Q, |x]10§73<1> une

*

fonction tels que m = . Alors, il existe \* > 0 tel que ¥ X €]0, \*[, il existe

pa —q
une fonction u >0, u#0, u € Dy () solution du probleme

pa—1

—div (|x|a(p_1)|Vu\p_2Vu> = da(z)u?™t + t

[

dans D'(Q). (4.70)

Remarque 4.20. Soit a € L} (Q, |xlﬁ>, on définit la fonction jo telle que

jo : Dyl ()

u — / x)|?dz.

D’aprées la condition d’intégrabilité sur la fonction a, on a

® Jo est bien définie (voir Uétape (it) de la preuve ci-dessous).

® Jjo est faiblement continue c’est-a-dire si (uy), est une suite bornée dans Dé:g(Q),
on sait qu’il existe une fonction u € Dl’p(Q) et une sous-suite aussi notée (uy,)
telle que u,(x) - u(z) p.p. v € Q et u, — u faiblement dans Dé:Z(Q). En

plus, la propriété de “continuité faible” de la fonction implique que

lim a(x)|u, — ul|fdx = 0.
n—+oo [

Pour la preuve, voir [7].

Preuve:

L’idée de la preuve du Théoréme [4.19 est la méme que celle qu’on a utilisée dans
la démonstration du Théoréme c’est-a-dire on vérifie les hypothéses (H1)-
(H3’), puis on applique le Théoréme [4.§]:

(i) On définit les deux fonctions J(u) et j(u) = Ajo(u) + ji(u) telles que
1
J(u) = —/ |Vu|p|m|a(p_1)dx

jiw) = / 0

Jo(u) = —/Q a(z)|u(z)]|?dz.
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Par suite, on a

oJ(u) = ¢ —div (|x!o‘(”_1)\Vu]p_2Vu> },

o
ji(u) = {'“HZ?“}
{

Jjo(u) =

Par hypothése, on a a € LT <Q, |a:|p§%q>, alors / a(z)|u|?dz > 0.
0

Par conséquent,

, . dx . .
st > [ P > o). (&.71)
Q
En plus, on a
(J'(u),u) = pJ(u). (4.72)
Alors, la constante 5 > 0 de la condition (H2’) peut étre choisie telle que
p<B<p;
D’aprés la Remarque [4.20, (H2) est vérifiée.
(ii) On a ®(0) = (J —4)(0) =0 = J(0) = 4(0).
Ayant p < p?, alors il existe n > 0 telle que
mo=nPd— c%inpz—q >0,

ol cy est la constante de Sobolev donnée dans le Lemme [£.18]
Done, pour tout v € Dé:Z(Q) tel que ||v|| =n, on a

1 1 . do
J() —ji(v :—vp——/upa
(v) =qw) = el o A

]
1 1 * *
> ol = eyl
1 * *
1
= —*ﬁth-
Da

Soit A* > 0 telle que
. : 1
A" sup jo(v) < Emnq.

[[oll=n
Par suite, ¥ v € Dy () tel que [[v]| =n et VA €]0,\], on a
®(v) = J(v) = ja(v) = Ajo(v) > 0.
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Ensuite, on considére une fonction ug € C°(£2) telle qu’au moins un des deux
ensembles I’ et G suivants a une mesure non nulle ol

F= {supp (a) N {|uo| = 1}} et G = {supp (a) N {|uo| < 1}}
(supp (a) désigne le support de la fonction a).
Sous ces conditions, on obtient / a(x)|ug|?dz > 0.

Q
Soit 0 < t < 1, alors

P tPa
Btw) = = [ [Vaol el Dz = 2 [ fug
P Ja Pa Ja

< (Al — AptPaP Agtq_p>.

d At?
T a(x)|ug|?dz
[z g Ja

Pa

A
Etant donné que ¢ < p < p! et A3 = —/a(x)]uo|qu > 0, alors pour t
q

Q
suffisamment petit, on déduit que P (tug) < 0 et ||tuol| < 7.
D’autre part, on a d’aprés le Lemme [4.18]

Zp*

Ji(v) < Cylv||Px,  ou Cy = .

o%

En plus, d’aprés la condition d’intégrabilité sur la fonction a, on a

q

. N C

Jo() < Calloll?, o Cy = Xjal s\ < oo
q (o)

Q,|z|Pa—1

En effet, en utilisant I'inégalité de Holder, on trouve

[at@pitas = [ [ato
{fre ) (e

_Pa _oq Pa « Poy
= (/ a(m)PECI|x|PZ‘Idm> (/ |v|pa|x\_adm)
Q Q

Ph—4

PE

Pa ag
< ([ as) T ol
Q

= Ha||Lm( g )Ci’v\lvllq-

Qg _Qaq
2 [Jolle) | o
PH—4

Qx| P

(4.73)
Par conséquent,

1
Bv) = 5/|v1)|py:c|a<ff’1>dx—j1(v)—Ajo@)
Q

WV

P — ACylJo]|”.

1

—[o][” = Chllv
p
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On déduit alors que
inf{cp(v) ol < n} S

D’ou 'hypothése (H3’) est vérifiée.

(iii) Dans cette derniére étape, nous montrerons que le graphe de la sous différen-
tielle de @ : 9®(-) = J'(-) — j'(+) vérifie ’hypothése (H1”), ¢’est-a-dire pour
toute suite (un, w;,), -, telle que wy, = J'(u,) — j'(un), on a

u, — u  faiblement dans Dé:g(Q)

et . ¢ = 0="J(u)—j'(u).
w — 0 fortement dans <Dé£(Q)>

Comme dans la preuve précédente, on utilise le Théoréme [2.81] :
En effet, soit (u,), une suite dans Dé:Z(Q) telle que

® u, — u faiblement dans Dé:Z(Q).
® up(r) — u(x) p.p. dans Q.

Considérons l'opérateur
a(x,v, Vo) = |z|*P=D|Vo[P~2 V. (4.74)

a vérifie les hypothéses (L1)-(L4) du Théoréme (voir [26]).
Soient 0 < e < 1et o €R tels que

Sa(a):{a silo| <e

e sign(o)  sinon.

On note 0% = Si(0), V k > 1. Soit p € C=(Q2). Par suite, d’aprés I'inégalité
de Holder, on a

O = 1 {Golun)i oS (un =) | < / a(@)un | lda
a ) « a
* Pa;q Pl vE
& e Po q—1 q
< ( | [atal ] qu> / [M] ”
“ Q || 7&
* —
4=1 i L
Sy i |t k8 P
Lm(Q,|x\PZ§7*Q> Q |$‘% |x|%
‘ 4 ra apg
< el gy ([ 1ear) ™ ([ )
Lm(Q,L’r‘Pa—Q) Q |x|a Q |x’a
< 803||un||q_1‘
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Et
. y U ph—1 ©
Z - |<Ji(un)7<psa(un - Uk)>‘ <e g | "||x|a | |dl’
p2;1

p*fl % e p(’; %

S — il
° |37|O[p(;31 Q |:L‘|p3

* pai; N L*
< € [en dx " |p[Pe dx PG
< e Cyllun Pt

On sait que J'(uy,) = @' (u,,) + 71 (un) + Ajj(uy,). Par suite, on a

/ el VP90, 9 (08 (0, — o) ) < G (= + i), €5 > 0.
Q
En utilisant le fait que w’ — 0 fortement dans <Dé§(Q)> , on obtient

lim sup/ |22~V |V, P72V, V (9055 (un — uk)>dx <eCs.
0

n—-+4o0o

D’apreés le Théoréme [2.81], on déduit l'existence d’'une sous-suite de (u,) telle
que
Vu,(z) — Vu(z) p.p. dans Q.

Alors, Yv € DéZZ(Q), on a

(J' (un),v) — (J'(u),v), (4.75)
et
La continuité faible de jg, (4.75) et (4.76)) impliquent

*

0= J'(u) — j'(u) dans (Dg;g(g)) .
Alors, 'hypothése (H1) est vérifiée.

Les hypothéses (H1”), (H2’) et (H3’) du Théoréme [4.8 sont vérifiées, alors il
existe u € Dé:g(Q), u # 0 et u > 0 solution du probléme (4.70)).
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4.6.2 Casp<q<p}

Théoréme 4.21. (Voir [16]) Soient un réel ¢ > 0 tel que p < q < p) et une

fonction a #0, a € L7 (Q, |x|%> tels que m = *pa . Alors, il existe \* > 0 tel
Po — 4

que ¥ A > X*, il existe une fonction u > 0, u £ 0, u € 'DS:Z(Q) solution du probléeme

pa—1

div (|xya<p—l>\vuyp—2vu) = Aa(z)ut! + 2

]

dans D'(Q). (4.77)

Preuve:
Dans cette preuve, on suit les mémes étapes de la démonstration donnée par A. El
Hamidi et J.-M. Rakotoson dans [29] en ajustant certains calculs, a savoir :

(i) On considére la fonctionnelle d’Euler-Lagrange J, associée au probléme (4.77)
définie par :

1 1 Pa
Ty(u) = -/ |x|a<P—1>|vu|pdm—i/a(x)|u|qolx——* ™ e (ars)
P Ja qJa Po Ja |$|04

On a J, € C’l(Dé:Z(Q),R) (voir l'inégalité (4.73])). Les solutions de notre pro-

bléme peuvent se voir comme les points critiques de J).

(ii) On cherche les solutions du probléme de valeurs propres (4.77) sur la variété de
Nehari (qui contient tous les points critiques de Jy) définie par :

Ny = {v e D@\ {0} : (J(w)iv) =0}

= {tga :teR\{0}et pe Dé:Z(Q) \ {0} : %J,\(Hp) = O} .

Pour cela, on introduit la fonction a deux variables .J, définie sur R x Dé:g(Q)
par : N

It u) = Ja(tu)
Comme Jy(tu) = Jy(—tu), alors on peut supposer, dans ce qui suit, que ¢t > 0.

(iii) On commence par énoncer les lemmes suivants qui se démontrent de la méme
maniére que dans [29] :

Lemme 4.22. (Voir [29]) Soit p < q < pl,. Alors, V A > 0 etu € Dé:g(Q)\{O},
il existe un réel t(\,u) > 0 unique tel que :

(a) t(\ u)u e Ny, .
(b) L’application (\,u) — t(A\, u) est C*(R; x Dé:Z(Q) \ {0}, R).
(c) Pour tout v >0, on a t(A\,yu) = %t()\, u).
(d) (A ful) = (A, ).
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Lemme 4.23. (Voir [29]) Soit u € Dé:Z(Q) \ {0}.

(a) Si /a(x)|u]qu > 0, alors Uapplication A € Ry — t(\,u) est décrois-
samie.

(b) Si /a(:v)]u\qu = 0, alors Uapplication N € Ry — t(\ u) est une
consggante et dans ce cas t(A\,u) =t(0,u), VA > 0.

D’aprés le Lemme 4.22] on déduit que V A > 0, la variété de Nehari s’écrit
plus précisément comme :

Ny, = { +t(\u)u: u € DEL(Q)\ {o}}.
Pour tout A > 0, on définit la quantité suivante :

a(N) = inf Jy(u)

ueN, 4.79
= in]é Ja(t(N w)u), (4.79)
ue

ou S = {u € Dé:Z(Q) : / |2 P~V | VuPdz = 1}.
Q

(iv) De la méme fagon que dans [29], on montre le lemme suivant :
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Lemme 4.24. (Voir [29]) Soit u € Dé:g(Q) \ {0} et on considére ’ensemble

I(u) = {)\ >0:t(\u) < 1}.

un intervalle de la forme |Apin(u); 00| si / a(z)|u|dz > 0,
Q

ensemble vide & ou R st / a(z)|u|dz = 0.
Q

Ensuite, on définit la fonction Jy sur Dé:g(Q) par

~ 1 1
Jo(u) = (ZS — E) /Q |2~V |y Pd.

Sous ces notations, on montre que V u € Déﬁ(ﬂ) \ {0} et VA>0,o0na

Ty (E w)) = o (4O wyu) — A (1 - i) HO\ 1) /Q o(x)ul'dz.  (4.80)

q Py
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(Cas différentiable)

Existence d’une suite de Palais-Smale sur la variété de Nehari N},
(v) Comme dans [29], on montre que :

Lemme 4.25. (Voir |29]) Soit X > 0. Alors,

(a) toute suite minimisante (u,), C S de a(\) vérifie

0 < liminft(\, u,) < limsup (A, u,,) < +00, (4.81)
n—r+00 n—+o00

(b) il existe une suite minimisante (u,), C S de a(X\) et positive telle que
(t()\, un)un)n est une suite de Palais-Smale bornée de J,.

On introduit le niveau critique ¢* défini par ing Jo(t(0,w)u) et on montre que :
ue

= ilég Jo(t(0,u)u) = ulggfo Jo(u) ulgSfl Jo(u), (4.82)
ou

P%
S = {u e DI (Q)\ {0} : / 2|2 | VufPde :/ Ju dx},
’ Q o lz|®
et x
Pa
Sli{uepé’g(ﬁ)\{()}:/|:L']“(p_1)\Vu|pd:1:</ Ju dx}.
’ Q Q |z|
Existence de solutions'

(vi) En appliquant le Théoréme [2.81], on montre le lemme suivant :

Lemme 4.26. (Voir |29]) Soit p < q < p} et A = 0. Supposons que (uy), est

une suite de Palais-Smale bornée de Jy et u est sa limite faible dans DéZ(Q)
Alors, il eziste une sous-suite de (uy,), telle que

Vu,(z) = Vu(z) p.p. dans ).
Preuve:

Comme dans "'Exemple 3 de [26] ot le poids p(x) = |z|*®~Y, posons

Q =0\ {0}

Ensuite, (u,), est une suite bornée dans W,5”(€). Alors, il existe une sous-
suite telle que u,(x) — u(z) p.p. dans Q lorsque n tend vers l'infini.
Par hypothése, (u,), est une suite de Palais-Smale de J c’est-a-dire

Ji(u,) — 0 dans (Dy%(Q))".

n—-+o0o

Considérons 1'opérateur a donné par (4.74) et soient 0 < e < 1 et o € R tels
que

5.(0) { o si|o| <e

e sign(o)  sinon.
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CHAPITRE 4 : Problémes de valeurs propres et exposants critiques

On note 0% = S(0), ¥V k > 1. Soit ¢ € C=(Q'). Par suite, d’aprés l'inégalité
de Holder, on a

/ a(a:)|un|q_2un - S (Up — uk)dx < 5/ a(m)|un|q_1|cp|d:v
Ql !/

Q

ag ] S22 2 1| | ©
< ¢ /[a(m)\x ﬁ}p“qu / M dz
o o || P&
a—1_x i Po
Ly i L R
Lm<Q/7|m|m> o ‘SC|% |fL’|%
1

q 1.4q
P4 a P Pa 4Pk
< el ey () BT
oo (gl ) oyl o Jafo
< 601||Un||q_1.
De plus, on a
Po—2 po—1
[P aa Un S (u, —uF)dz < e [un aa de
Q |z| Q |z|
* szl
—pa_ Pa . L
p**l pa—1 Pa Po
< € / |un—(:_1 dx / |<p|i dx
o ol o |fz]7%
pa—1 e
< € ‘unlpzdx g |¢’P2dx .
h o |zl o |zl
< 802||Un pf;—l.

D’aprés ce qui précéde, il en découle que

lim sup/ 2|2~V |V, [P~2Vu, V (gpSE (un — uk))dx < e Cs.
Q/

n—-+00

Le Théoréme achéve la démonstration. [ ]

(vii) D’aprés le méme raisonnement fait dans [29], on montre que :
Lemme 4.27. (Voir [29]) La fonction a qu’on a déja définie dans (4.79),
vérifie :
(a) «(0) > 0.
(b) Pour tout A >0, on a a(\) = 0.
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4.7 Exposant critique avec un poids de type Hardy (Cas non-différentiable)

Ainsi, on prouve que

Lemme 4.28. (Voir [29]) Soit p < q < p’, et X\ = 0. Supposons que (up)n
est une suite de Palais-Smale de Jy au niveau ¢ (c¢’est-a-dire Jy(u,) — ¢). Si
c < c*, alors 1l existe une sous-suite qui converge fortement dans DéZ(Q)

(viii) On définit ’ensemble M* comme suit :

M* = {u e DL (Q) \ {0} : /Qa(x)|u|qu >0 et Jo(u) = c*}.

D’aprés le Lemme on a ¢* = «(0) > 0, alors I'ensemble M* est non vide.
On considére la valeur \* telle que

A= inf{)\min(u) cu € ]\/[*}
Lemme 4.29. (Voir |29]) Si A > \* >0, alors a(\) < ¢*.
D’aprés ce dernier lemme, on énonce le résultat principal qui se démontre de

la méme fagon de [29] :
Théoréme 4.30. Pour tout A > \*, il existe une solution positive du probleme

de valeurs propres (4.77)).
(ix) D’apreés ce qui précéde, on déduit qu'il existe A* > 0 tel que V A > \*, il existe
une fonction v > 0, u# 0, u € Dé:g(Q) solution du probléme

uPe 1
—div <|:U|O‘(p_1)]Vu|p_2Vu> = Aa(z)u? + —— dans D'(Q).

||

4.7 Exposant critique avec un poids de type Hardy
(Cas non-différentiable)

Plus généralement, dans ce paragraphe, on remplace la fonction j; du Théoréme
4.19| par une fonction j, non-différentiable et on prouve l’existence d’une solution
positive pour le probléme (4.83) dans un domaine non borné.

Théoréme 4.31. (Voir [16]) Soient q1 et g deux nombres réels tels que 1 < ¢ <

ag;
@ <petac LY (Q, |x|P?§—%), ot m; = P , pour © = 1,2. Alors, il existe
Do — i

N> 0 tel queV X\ €]0, N[, il existeu >0, u#0, u € Dé:Z(Q) solution du probléme
sutvant :

*

pafl

—div (]a:|a(p_1)|Vu|p_2Vu> Ul

[

€ Aja (), (4.83)

ot la fonction j, est définie par

Ja(u) = /{|u|<1} a(x)|u(z)|"dx +/ a(x)|u(x)|®dz. (4.84)

{lul>1}
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CHAPITRE 4 : Problémes de valeurs propres et exposants critiques

Preuve:

Vérifions les hypothéses du Théoréme [4.8] en suivant textuellement les mémes étapes
de la preuve du Théoréme 4.19) avec quelques petites modifications :

On définit les fonctions J(u) et j(u) = j1(u) + Aja(u) telle que J et j; sont données
dans le Théoréme E.191

(i) On a (9j,(u),u) > 0, alors identiquement a (4.71)), on déduit que

(07 (u), u) = pg ji(u)-

En plus, la fonction j, : (Dé:g(ﬂ), Topologie faible) — R est faiblement
continue. Par suite, on choisit la méme constante § > 0 prise dans la preuve

du Théoréme et 'hypothése (H2’) sera vérifice.
(ii) Sous les hypothéses du Théoréme il existe n > 0 telle que

m = nP—QQ _ Cl])\;‘npz_(h > 07

ol cy est la constante de Sobolev donnée dans le Lemme 4.18|
Soit A* > 0 telle que

" . fr]q2
A" sup Jo(v) < Ulp—*-

l[oll=n o

Par conséquent, comme dans la preuve du Théoréme [4.19 I'hypothése (H3”)
est vérifiée.

iii) D’aprés la condition d’intégrabilité sur la fonction a, I'opérateur
g
u € Dé:Z(Q) — 07 (u)

est borné, alors le Théoréme peut-étre appliqué, pour obtenir (H1”).

Ce qui achéve la démonstration. [ |

K—XK—X—X—X—X—X
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Chapitre 5

Cas de Résonance

Dans ce chapitre, nous allons étudier I'existence de solutions pour un probléme
de minimisation avec des contraintes, afin d’exploiter le théoréme de Multiplicateur
de Lagrange généralisé pour montrer ’existence pour des problémes plus généraux.
Nous traiterons également un autre probléme dans un cas de résonance au voisinage
de Torigine (le potentiel posséde la méme croissance que celle de 'opérateur au
voisinage de zéro).

5.1 Fonction distance

Dans cette section, on définit la fonction distance do par rapport a un certain
ensemble non vide C'. Notons que d¢ n’est pas différentiable au sens classique ; Ce-
pendant, elle est globalement Lipschitzienne. Par conséquent, on peut calculer sa
dérivée directionnelle généralisée au sens de la Définition Cette derniére nous
permettra de définir la notion de cones tangents et cones normaux pour un ensemble
arbitraire C' (n’est pas nécessairement fermé).

Soit C' un ensemble non vide de X. On considére la fonction distance dg : X — R
définie par
dc(u) = inf {||u —c|:ce C’}.

Si C est fermé, alors u € C' <= d¢(u) = 0.

Proposition 5.1. (Voir [18, page 50]) La fonction distance do est une fonction
globalement Lipschitzienne sur X :

|de(u) = do(v)] < [lu—vllx.
C’est une conséquence de I'inégalité triangulaire et de la définition.

Définition 5.2. (Voir [18, page 51]) Soit ¢ € C. Un vecteur v € X est dit tangent
a C au point ¢ si la dérivée directionnelle généralisée de la fonction distance deo au
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CHAPITRE b : Cas de Résonance

point ¢ vérifie d2(c;v) = 0. L’ensemble de tous les vecteurs v € X tangents a C' au
point ¢ est noté Te(c) c’est-a-dire

To(e) = {v € X :d%(c;v) = 0}.

D’apres la Proposition 2.58] T (c) est un cone convexe fermé dans X, en parti-
culier 0 € T (c).

Définition 5.3. (Voir (18, page 51]) Soit c € C. On définit le cone normal o C au
point ¢ par

Ne(e) = {5* € X" (€50) <0, Voe Tc(c)}.

Exemple 5.4. On donne siz exemples de cones tangents et normauz dans la figure

| -
\ —
A\ =
Ny B & < L —————————
1 X Z Y - T -
TN L v P4
. I p - rc
T e ll(
/ -
A E
8 D F

FIGURE 5.1 — Fléches doubles : Cone tangent & Fléches simples : Céne normal.

5.2 Multiplicateur de Lagrange généralisé

En utilisant le principe e-variationnel d’Ekeland (voir Lemme [4.5]), F.H. Clarke
a étendu dans [19], le théoréme de Multiplicateur de Lagrange pour des fonctions
localement Lipschitziennes (voir aussi |18, Chapitre 6]). L’idée générale de ce théo-
réme est de minimiser une fonction (non différentiable) donnée f sur un espace de
Banach X sous les trois types de contraintes suivantes :
(i) Contraintes des inégalités : g;(z) < 0, pouri=1,...,n 0ot g; : X — R sont n
fonctions réelles.
(ii) Contraintes des égalités : hj(x) =0, pour j =1,...,m ou h; : X — R sont m
fonctions réelles.
(iii) Contraintes abstraites : € C' ou C' C X est un sous-ensemble donné de X.
Remarque 5.5. On remarque que les contraintes de types (i) et (it) peuvent étre

toujours écrites comme une contrainte de type (i) avec un ensemble C' bien conve-
nable, mais le but c’est d’exploiter Ueffet explicite de (i) et (ii).
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5.2 Multiplicateur de Lagrange généralisé

On énonce ce résultat dans le théoréme suivant :

Théoréme 5.6. (Voir [18, page 228]) Soit X un espace de Banach. On suppose
que les fonctions f : X - R, g, : X = Reth; : X = Rpouri=1,...,n et
J=1,...,m sont toutes localement Lipschitziennes au voisinage de tout point de C
ot C' est un sous-ensemble fermé de X.

On considere le probléme de minimisation suivant :

Trouver min{f(x)} tel que

gi(z) <0, pouri=1,...,n,
(P) hi(xz) =0 our j =1
] - Y p .] - 7"'7m)
xeC.
Pour tout y une solution du probleme (P), il existe t, r; et s; pour i =1,...,n et
Jg=1,...,m non tous nuls et £ € X* tels que

(a) t=0etr; >0.
(b) 7 gi(y) = 0.
(c) & etof(y)+ éri Jgi(y) + i::lsj Oh;i(y).

j
(d) —¢&* € Ne(y) (voir Définition [5.5).
Pour la preuve du Théoréme [5.6| voir [19] et [18, Chapitre 6].
Remarque 5.7. (i) Les deuz entiers n et m doivent étre supérieurs ou égales a 1,

mais dans le cas ow la contrainte de type (i) (ou (ii)) n’apparait pas, on peut
supposer que n =0 (oum =0).

(i) (b) est équivalent o dire que r; = 0 lorsque g;(y) < 0.
(iii) Plus précisément, —&* € ddc(y) dans (d) ot do : X — R désigne la fonction

distance définie par (voir le paragraphe :
do(u) = inf{||u —|:ce 0}.

En particulier, st C' = X, alors la fonction distance d¢ est identiquement nulle.

(iv) La conclusion du Théoréme reste vraie si on remplace 'ensemble C' par
CN{B(y,e)}, Ve>0.

Corollaire 5.8. Sous les hypothéses du Théoréme sty € iﬁt{C}, alors & =0

Preuve du Corollaire 5.8 :
Siye iﬁt{C’}, alors d’aprés la définition du cone N¢(y) normal & C' au point y, on
déduit que

Nc(y) = {0}
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CHAPITRE b : Cas de Résonance

5.3 Probléme de minimisation avec des contraintes

Dans cette section, on montre pour tout v > 0 un réel positif I'existence d’une
fonction u, qui résout le probléme de minimisation avec la contrainte suivante :

inf{J(u) cu € Vo et j(u):’y}. (5.1)

De plus, en utilisant le théoréme de Multiplicateur de Lagrange généralisé de Clarke
(c’est-a-dire la version des fonctions non différentiables), on montre que u., est une
solution faible d’un certain probléme de valeur propre. Plus précisément, il existe
Ay > 0 tel que

0 € 0J(uy) — A0j(uy).

Soit € un domaine borné de R, & bord 99 Lipschitzien.

Soit ¢; : xR — R pouri = 1,..., N une fonction borélienne telle que p; vérifie
les conditions (C1), (C2), (C3) et (C4) de la Section 3.3} On définit la N-fonction
®, par :

It
O, (z,t) :/ wi(x,s)ds, VreQ, teR.
0

On considére la fonctionnelle J sur 'espace Vy = Wol’pl""’p"’ (Q, p1, ..., py) (voir la

page [56) par :
al ou

Sous ces hypothéses, on montre le théoréme suivant :

Théoréme 5.9. (Voir [17]) Soient X un espace de Banach, J la fonction définie
ci-dessus et j : X — R une fonction convezxe, paire telle que j(0) = 0. On suppose
qu’on a une des deux conditions suivantes :

(A1) la fonction j est continue et l'injection Vo< X est compacte.
ou

(A2) la fonction j est faiblement continue et l'injection Vo< X est seulement conti-

nue.
Alors, il existe u, € Vg, uy =0, uy Z0 et A, > 0 tels que

0 € 0J(uy) — X075 (uy). (5.2)
Corollaire 5.10. 57 la mesure u; est la mesure de Lebesque pour i = 1,... N et

st les fonctions p; et ®; ne dépendent pas de x € Q, c’est-a-dire si ; : R — R et
®;, : R — R et sous les hypotheses du Théoréme on considére iy € {1,..., N}

tel que j(v) = / D, (v(z)) dz et X = L% (), alors il existe \pin > 0 telle que si
A < A\pin, alors SZZ n’y a pas de solutions non triviales pour le probleme

0 € dJ(u) — Adj(u). (5.3)
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5.3 Probléme de minimisation avec des contraintes

Remarque 5.11. Si l'opérateur A : u — 0J(u) est homogéne, comme par ezemple
dans le cas du p-Laplacien, on montre que la valeur propre A\, trouvée ci-dessus est
exactement la premiére. Mais ce n’est pas le cas ici.

Avant de démontrer le Théoréme [5.9] on a besoin du lemme suivant qui donne

&Z (x)) du; et la norme

une relation entre I'intégrale (fonction modulaire) / D, (x,
Q
dans un espace d’Orlicz :

‘ axl 5y
Lemme 5.12. (Voir [60]) Soit u € V. Sous les hypothéses du Théoréeme on a

(a) Si Ou > 1, alors
i e,
ou ||* ou ou
ocl, < [oe(om) mslaz], - 6o
(b) Si Ou < 1, alors
7 b,
ou ||* ou ou ||*
< | Qi |x,— dp; < , .
o, < [o (o) mslar], - 69

ol « et @ sont les constantes données dans Uhypotheése (C4).

Preuve:
D’aprés (ii) de la Remarque on rappelle qu’on a pour pu,-presque tout x € €0,
pour tout ¢ > 0 et tout o > 1 :

0% ®,(x,t) < Bi(x,0t) < 0 Oz, 1). (5.6)

ou

Si oz,

b,

(i) Commencons par montrer la deuxiéme inégalité de (5.4) :

o (2, 2% ) d o Ou | g (5.7)
il o, =—(x i = i| Tl ’ i :
Q 8901 # Q (‘)xz P ‘8u H
v ox; ®,
< a; /chi ot | A (58)
i|l®, gu
‘39“ o
ou ||*
< o || (5.9)
ille,

On a (5.8) d’apres (5.6)), et on a (5.9) d’aprés la Proposition [2.31]
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CHAPITRE b : Cas de Résonance

. D’aprés la définition de la

(ii) Pour la premiére inégalité, soit 1 < § < H

A b,
norme et ayant [ < , on a alors
il P, i P,
ou
O |, 2| du; > 1.
/Q ( B ) g
Par suite,
ou du
[ o (o e dn S)( B)M (5.10)
ou
> 6‘“/@ z, 25| dp (5.11)
0 g
> p (5.12)
. . du 1
Si on fait tendre 5 , on déduit que
0@- ®;
ou ou ||*
Qi (@, 75— dp; = : 5.13
(e gm@) an> |52 (5.13)
Si Ou <1:
81‘,‘ ®;

1 .
Si0< &< 1, alors ¢ > 1, par suite, 'équation (5.6|) s’écrit : pour p;-presque tout
x € Q et pour tout t > 0 :

_ t t
£ Pi(z, E) < Oz, t) < & Pi(z, E). (5.14)
(iii) De méme, commencons par la deuxiéme inégalité de (5.5)) :
ou ou Su
Lo (o gt@) aw = [ Jal, e (5.15)
¢ 0z || p.

ou ||* Su
< /<I>i v, 22| dp; (5.16)
8l’i 3, JQ ’<9u
ox; @,
ou ||*
< ) 5.17
R (517

On a (5.16) d’aprés (5.14)) et on a (5.17) d’apreés la Proposition [2.31]
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5.3 Probléme de minimisation avec des contraintes

. D’aprés (5.14), on a

(iv) Pour la premiére inégalité, soit 0 < 8 < H au
ZT; ®;
/CD o ) d >5a/q> g (5.18)
i\ 5\ T i il i .
Q Ox; = Q B :
du
Etant donné que 0 < § < 22 alors on a || 22 > 1. Ensuite, la relation
ZT; ®; ®;
ou
(5.13) appliquée & 9% nous donne
Ou ou ||&
/ O; (o, 22 ) dpy > || 2| > 1. (5.19)
o 8 5.

Les relations (5.18)) et (5.19) impliquent
ou _
O |z, — dp; = B*. 2
/ (x > (sc)) wi > 8 (5.20)
: : du 1
Si on fait tendre g 7 , on déduit
8951 >
ou ou||*
dp; > . 5.21
) a5 521)
|

D’aprés le Lemme [5.12) on déduit le corollaire suivant :
Corollaire 5.13. (Voir [17]) Soit u € V. Sous les hypothéses du Théoréme on

a
0
(a) Si max s 1, alors
L<G<N || 024 || .
~a lullv, < J(@) < N-Jlully,- (5.22)
(b) Si max <1, alors
(5.23)
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PREUVE DU THEOREME [5.9
Soit v > 0 un réel donné. Montrons tout d’abord, qu’il existe u, € Vg, u, = 0 et
u, Z 0 telle que

J(u,) = inf{J(v) cj(v) = 7} > 0.

On note le réel m et ’ensemble S comme suit :
m = inf{J(v) 2 7(v) :7} et S= {u € Vy:ju)= 7}.

On cherche a ce que la valeur m soit atteinte par un élément u, € S C V.
Pour cela, on considére une suite minimisante (v,) dans S telle que
J(v,) —— m. (5.24)
n——+00

Alors, d’aprés (5.24]) et le Corollaire la suite (v,) C S est bornée dans
I'espace Vg qui est réflexif. Par la suite, on peut extraire une sous-suite (v,) telle
que v, — u faiblement dans V.

D’apres les hypothéses (C1)-(C4), la fonctionnelle J : Vo — R est convexe et
continue. En outre, d’aprés la Proposition il découle que J est semi-continue
inférieurement pour la topologie faible. Par conséquent,

J(u) < liminf J(v,) = m. (5.25)

n——+o0o

Supposons (A1) :I

L’injection V<< X est compacte, alors on peut extraire une sous-suite (v,,) telle

que v,, — u converge fortement dans X. En plus, 7 : X — R est continue. Il s’ensuit

avec ce qui précéde que j(v,) = v — j(u) = . Par suite, u € S. Or, par la
n——+0o0o

définition de m, on a m < J(u). Donc d’aprés (5.25)), on déduit que
J(u) =m. (5.26)

Supposons (A2) :I

La fonction j : X — R est faiblement continue et 'injection Vo< X est continue.
Comme v, — u converge faiblement dans Vy, alors j(v,) — j(u). Par suite,
n——+oo

u € S. Donc on retrouve ({5.26)).

Par hypothese, la fonction j est paire, alors on peut choisir notre solution u, =
lu| = 0 (c’est-a-dire de sorte qu’elle soit positive).

En appliquant le Théoréme [5.6] on déduit qu’il existe deux réels (¢,s) # (0,0)
tels que t > 0 et
0€tdJ(u,)+sdj(u,). (5.27)
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5.3 Probléme de minimisation avec des contraintes

On a t # 0. En effet, si t = 0, alors on a
0€sdj(uy) et s#0.

Par suite,
0 € 0j(uy). (5.28)

Ce qui est impossible car (9j(uy);uy) = v > 0 (voir la définition de 9j(u.)).
Par conséquent, on a t > 0 et

0 € dJ(u,) — A, 0j(u,) ot A, = —% (5.29)
Alors, il existe w} € 9J(uy) et wi € Jj(u,) tels que
wy =\, wj. (5.30)
On applique (5.30) & u, € S C Vj, on obtient
A = ) (5.31)

En effet, d’'un coté, on a déja vu que <wj’f; u7> > v >0.
ou
De Pautre coté, il existe w}(x) € 0P; (x, #(z)) wi-p-p-r € Q,pouri=1,..., N
T
(voir Lemme [3.15)) telle que

N

i) = 3 [ wi g i
> aﬁ:/@( )) dp;

Q
> aJ(u,) >0.

Si A, =0, alors J(u,) = 0. D’aprés le Corollaire et ce qui précéde, on déduit

que ||u,||v, = 0. Ce qui est contradictoire car u, € S. Ce qui implique

A, >0,

Preuve du Corollaire 5
D’apres (5.31)), il existe w}(z) € 0P, (au7 (;r:)) p.p., pour i =1,..., N et wi(z) €
€
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CHAPITRE b : Cas de Résonance

0P;, (uy(z)) p.p. tels que

WV

O
g/ﬂ@io (axio ((17)) dz

a /Q o, (u, (z)) d

WV

D’apres I'inégalité de type Poincaré pour les N-fonctions (voir [38, Lemme 2.], [37]
et [34]), on a
Ou

/Q By (uy () dr < /Q B, (2d o (:1:')> dz, (5.32)

oll d est le diamétre du domaine 2. On déduit alors que

ou
D, i
g/Q i (axio (x)) e

P .
@/QCDZ»O (Qd gg; (x)) dz

(a) si 2d < 1 (cest-a-dire lorsque le domaine Q@ admet un petit diamétre), alors

(5.33)

Par conséquent,

a
)\'y 2 57
(b) si 2d > 1, alors en utilisant (3.35)), on a A\, > %.
Q- @
Par suite, puisque la borne inférieure obtenue est minorée, on considére
A= {)\ >0: Juy € Vo, un Z0 et 0 € J(uy) — )@j(uA)}, (5.34)
et
Amin = inf A. (5.35)

D’aprés ce choix de Ay, on déduit que pour A < A, le probléme (5.3) n’a pas
de solutions non triviales.
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5.3 Probléme de minimisation avec des contraintes

5.3.1 Exemple d’application cas (A1)

Soient 01,09, ...,0n, N nombres réels positifs, ¢; : 2 — R et p; : Q@ — R, pour
i=1,...,N, 2N fonctions mesurables et bornées sur un domaine borné  C RV,
On note (de méme pour ¢;) :

Piy = suxfése)ss pi(x),
pi_ = 1r;f€%ss pi(z),
pi = max{p1+,...,pN+},
p_ = min{pl_,...,pN_},
pt = max{plf,...,pr}.

On suppose que
2< ¢ < qi(7) < gy <pim < pi(w) < piy < +o0.

De plus, on suppose que

= N
> 1 et on définit p? = — (5.36)
i—1 Pi- 1
-1
iz Pi-
On définit la fonctionnelle J : Wol’pl(')"”’pN(')(Q) — R par
J(w) = XN: / ‘ o %) (z)da +/ ‘ o [P dx 7
o\ {|22]<0} Ox; pi() {|2]>5:} Ox; pi(z)

ol a;(x) = (§;)Pi®)-a@),
Soient dp; > 0 un réel positif, gu(z) et pp(x) deux fonctions mesurables et
bornées sur 2 telles que

2< ianess qu(x) <supessqu(z) < infﬂesspM(:c).
Q

On définit la fonction j : LP¥O)(Q) — R par

dx
(v) = | ylz, vz ,
)= [ Rl )5
telle que
|u(z) [P (@) si |u(z)| > o,

ol aM(x) — ((SM)(pJM_QJVI)(J?).

outoto) - {

On suppose que

ans(z)|u(x)|™@) s |u(z)| < O,

pu(z) < max {p*,p*} p.p. (5.37)
Sous les hypothéses ci-dessus, on montre le théoréme suivant :
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tels que

0e 8J(U1> — )\18]<U1)
Preuve:
On vérifie les hypothéses du Théoréme :
(i) Nous avons déja vu, dans la section [1.1} que les hypothéses (C1)-(C4) sont
vérifiées.
(ii) La fonction j : LP¥()(Q)) — R est une fonction continue, convexe, paire et
j(0) = 0.

pacte (voir [57]).

Le Théoréme (5.9 achéve la démonstration. [ |

5.3.2 Exemple d’application cas (A2)

Soient Q un domaine de RY, o € [0,1], p > 1 et

e W—ap
© (N-a)-(1-ap

tels que (N —a) > (1 —a)p.

*

agq
Considérons la fonction poids a € LT <Q, ]m\PZ*q>, oum = et les deux

Po—4
fonctions J : Dy”(Q) — Reet 5 : LP~ (Q, |2|~*) — R définies par

1
_/ \Vu\ﬂx]a(p’l)dm,
P Ja
) 1
i) = = [ aw)luta)
qJa

Par conséquent, on a

aJ(u) = {—div<|:L‘|°‘(p_1)|Vu|p_2Vu>},

dj(u) = {a(x)|u]q_2u}.

Sous les notations déja introduites, on a le théoréme suivant :

Théoréme 5.15. Il existe u; € Dé:g(@), up = 0 non triviale et A\ > 0 tels que
—div <|x|“(p_1)|Vu1|p_2Vu1> =\ a(z)ul™.

Preuve:
On vérifie les hypothéses du Théoréme [5.9] :
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i) La fonction j : Di?(Q) — R est une fonction faiblement continue, convexe, paire
J 0,a
et 7(0) = 0.

1 1
(if) J(u) = —/ |Vl |z|*P Ve = = ||u|]”.
P Ja p

(iii) D’aprés le Lemme m, I'injection DéJZ(Q) < LPa (Q, |2|~%) est continue.
Pour finir, on applique le Théoréme [5.9] [ |

5.4 Probléme de résonance au voisinage de l’origine

Dans la présente section, nous traitons I’existence de solution d’un probléme de
valeurs propres associé a un opérateur ?—multivoque, dans ce probléme la fonction
g (non différentiable au sens classique) vérifie une condition de résonance au voi-
sinage de l'origine c’est-a-dire le potentiel posséde la méme croissance que celle de
I'opérateur au voisinage de zéro (voir (j4) ci-dessous). La méthode variationnelle
utilisée est le “Mountain Pass” pour les fonctions non différentiables.

Soit Q un domaine borné de RV, a bord 99 Lipschitzien.
On considére @; : Q@ X R — Rpourt=1,...,N et ¢y : 2 x R — R des fonctions
boréliennes qui vérifient les hypothéses (C1), (C2) et (C3) de la Section [3.3|

On définit la AM-fonction suivante :

It]
q)i(x,t):/ wi(x,s)ds, YVexeQ, teR pouri=1,...,N et M.
0

On suppose que ®; vérifie la condition (C4) c’est-a-dire :
Il existe quatre nombres réels : o > 1, @ > 1, é > 1et 8 > 1 tels que pour presque
tout z € Q, Vt € Ret Vw(x,t) € 0D;(z,t), on a

a®;(z,t) <tw!(z,t) <ad;(zr,t), V1<i<<N.
et V wy,(z,t) € 0Py (x,t), on a
Bz, t) <t why(z,t) < B Py, ).
On considére V( 'espace de Sobolev anisotrope suivant :

VO - Wol,‘1>1,...,¢>N (Q)

_ {U e Wy'(Q) Z:: (/Q o, (x,g—;(:c)) dx) < +oo}.

On munit cet espace de la norme suivante :

N

lollve =

i=1
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CHAPITRE b : Cas de Résonance

On définit la fonctionnelle J : Vy — R par

Z/ ( ¥ ))d:p.

Théoréme 5.16. (Voir [17]) Soit j : Q x R — R une fonction qui vérifie les
hypothéses suivantes

(1) = — j(x,&) est une fonction mesurable pour tout £ € R.
& j(x, &) est une fonction localement Lipschitzienne pour presque tout x € €.

(j2) 1l existe une constante a; > 0 telle que
|7(z, )| < a1<|§|+<bM(x 5)) p.p. v € Q et pour tout £ € R.

(33) Il existe M >0, B> 0 et kg > 0 tels que

kg’ <j(z.€), V=M
. , 1
(j4) 1l eziste une constante 0 < ¢* < No (S, telle que
2
j(z, &) < €%, dans un petit voisinage de & =0,

ot Sy > 0 est la constante de Sobolev de l'injection Vo= L*(2).

(§5) On a les conditions de croissance suivantes :
(1) 3¢ =0:

Bg(u) < inf )<U*;U> +coB, VueL™(Q),
v*€dg(u

oi g(w) = [ sla,u()ds
Q
(2) I existe deux constantes ¢y >0, c3 >0

1
— sup <w*;u) —co+allu|ly < J(u), Yu € V.
5111 *€0J(u

On suppose de plus que Uinjection Vo< LM (Q) est compacte.

Sia < B < 8, alors sous les hypotheses et les notations déja introduites, il eviste
une fonction u € Vi non triviale telle que

0 € 0J(u) — dg(u).

La preuve de ce théoréme se fait sur plusieurs lemmes :
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5.4 Probléme de résonance au voisinage de l'origine

Lemme 5.17. (Voir [17]) Sous les hypothéses (31), (32) et (34) il existe n > 0 et
a > 0 telle que

O(u) = J(u) — g(u) = « pour tout u € Vy et ||ullv, =n.

Preuve:
D’aprés (j4), il existe 0 < 6 << 1 tel que

j(z, &) < ¢, pour tout |£] < 4. (5.38)

Et d’aprés (j2), on a pour presque tout x € €, pour tout £ € R tel que [£| > § et
YV wi(z, &) € 0Py(x,§) -

@81 < ar(lel+Pu(@,9)

(
(o 1+ )
(it

N
S

Dy

<

e B

B
(T

N

+ 1>@M(x,f).

Alors, d’aprés ce qui précéde, on déduit que pour tout £ € R, on a

j(@,6) < g7 + c(0)Pur(x, ), (5.39)

ot ¢(d) > 0 est indépendante de &.
On rappelle qu’on a les injections suivantes :

Vo< L2 (Q) < LE(Q) < LE(Q). (5.40)

Alors, il existe Sy > 0, S; > 0 et Sy > 0 telles que

lvlle,, < Sollvllves pour tout v € V. (5.41)
0]l 2 < Stllv]lve, pour tout v € V. (5.42)
lvllze < Sal|v]lv,, pour tout v € V. (5.43)
1
Prenons 0 < n < mln{ S_ , alors d’aprés le Corollaire [5.13} on a
]' o
J(w) 2 w7z lullv,  pour tout [Jullv, = 1.
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Par conséquent, il existe d; > 0 tel que pour tout |jul|lv, =7, on a

J(u) = g(u)

Nl = ¢ el = 81 [ @ar(asu(o)ds
Q

3 3|, (E 5
Nl = ¢ (52)% lullv, = dillullg,,

Par hypothése, on a ¢* <

petit, on déduit que ®(u)

®(u)

P

\%

\%

1
Na
1
Na

1 * a o B
(m — c*(Sy) ) JullS, — 01(S0)2|ully,-

1
N@. (52)5
= o>

(0%

0 pour tout ||u|v, = 7.

et a < (3, alors pour un choix de n > 0 assez

Lemme 5.18. (Voir [17]) Sous les hypotheses (1), (32) et (33) il existe ug € Vo

tel que

Preuve:

Q(ug) < et ||uollvy >n-

D’apres (j3), il existe ky > 0 tel que

k1|€|ﬁ < ](%5),

Vg = M.

Soit u € Vg un élément non nul, alors il existe ky > 0 tel que

ky / lu|?dz
Q

<

kl/ yu|ﬁdx+k1/ luf?dz
{lul>M} {lul<M}

/ J(x,u(z))de + ko.
{lul>p}

De l'autre coté, d’aprés (j2), il existe k3 > 0 tel que

—g(u)

<

<

[ e [
{lul>M} {lul<M}

Jj(x,u(x))dx

—/' ﬂxwwﬂm+/ (e, u()|da
{lu|>M} {|u|<M}
—k / lu|Pda + ko + k3

Q

—killull s + ka.

Soit t > 1, d’aprés la Remarque [3.20] et ce qui précéde, on a
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5.4 Probléme de résonance au voisinage de l'origine

Par hypothése, on a @ < 3, alors lorsqu’on fait tendre ¢ vers I'infini, on déduit que

O (tu) —— —oc.
t—+o00

Par conséquent, on choisit ¢, > 1 suffisamment grand et uy = tou € Vg de sorte que
D(up) < et |uollv, >

D’aprés les deux lemmes précédents et en appliquant le Théoréme [2.79, on déduit
qu’il existe une suite de Palais-Smale (u,) C V| telle que

q)(un) — 7,

n——+00
et (5.44)
o o * . ¥ N
A (Un) - lnf{”wn| Vo Wy, € 8q>(un)} n——+00 O’
ol
7 = min max ®(p(t)),
et

= {peC(0,1V):p0) =0, p(1) = uo}.

Lemme 5.19. (Voir [17]) La suite de Palais-Smale (u,) C Vo trouvée dans (5.44))
est bornée.

Preuve:

On vérifie les hypothéses du Lemme [3.5] :

(0) Par hypothése, I'injection V<< L®M(Q) est compacte.
(1) D’aprés le Théoréme et sous les hypothéses qu’on a mises sur ®; pour
: V() — QVS

. 2 : ? A
t = 1,..., N, on déduit que 'opérateur w—s 8J(u

) est fortement
monotone.

(2) Les hypotheéses de croissance dans (H2) du Lemme [3.5{sont les mémes que dans
(J5)-

En suivant les mémes lignes de la démonstration du Lemme [3.5, on montre que

(un) C Vj est bornée. |

PREUVE DU THEOREME [5.16l.
D’aprés ce dernier lemme, il existe u € V{ et une sous-suite aussi notée (u,,) tels
que
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(1) u, — u faiblement dans Vy,
(ii) u, — u fortement dans LM ().

De plus, d’aprés la méme démonstration (du Lemme [3.5)), on déduit que la forte
monotonie dans (1) implique que w, — u fortement dans Vg, ce qui achéve la
démonstration du Théoréme [5.16 [ |

5.4.1 Exemple d’application

Soient € un domaine borné de RY & bord régulier et ¢;, p; € Rpouri=1,..., N,
2N reéels positifs tels que
2< g < p; < +oo.
On note (analogue pour g;) :
p+ = ma‘X{pla"'7pN}7
p- = min{p;,...,pn}.

Considérons la fonction ®; : 2 x R — R définie par

(I)i(ZL‘,t) = {:i

On peut choisir la fonction ¢;(x,t) comme suit :

%oosi |t <1,
Pisi |t > 1

Gt st < 1,

pilt|PiT2t si ] > 1,
pilaat) = ] | t]

i sit=1,

Les fonctions ¢; et ®; vérifient les hypothéses (C1)-(C4) du Théoréme [3.24] avec
a=q >leta=p">1.

La fonction ®;(x,-) est localement Lipschitzienne, convexe et sa sous-différentielle
est donnée par

i, t 1|t > 1 t <1,

00, (a, 1y = {20 s = on
sign(t) (g, p;]  sinon.

On considére V 'espace de Sobolev anisotrope suivant :

Vo = Wyt

_ {U Wit 3 ([ o (v gr) ar) < m} |

=1
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5.4 Probléme de résonance au voisinage de l'origine

On munit cet espace de la norme suivante :

N

On définit la fonctionnelle J : Vy — R par

Z/ (@)

Ensuite, on définit la fonction ®,; : 2 x R — R par

D (1) = [,

On considére

C_+|g|p+ si|o| <1,

jlz,0) =
c b—1
—lo|® —|o| + — +—=— sinon,
gl e g
N 1 N

oun 0 < ¢* < ]\””+—W et S > 0 est la constante de Sobolev de l'injection

Vo= L' ().

Théoréme 5.20. (Voir [17]) Sous les hypothéses et les notations introduites ci-
dessus, si on choisit pt < [ < q < p* (p* est lexposant critique), alors toutes
les hypothéses du Théoréme sont satisfaites. Par suite, il existe une fonction
u € Vg non triviale telle que

0 € 0J(u) — dg(u).

K- - — X —X—X—X

133



CHAPITRE b : Cas de Résonance

134



Chapitre 6

Propriétés qualitatives des fonctions

propres liées aux opérateurs

o~ -multivoques

Aprés avoir étudié, dans les chapitres précédents, existence de solutions pour
des problémes de valeurs propres liées aux opérateurs p~-multivoques, nous allons
attaquer, dans ce chapitre et en utilisant le réarrangement relatif, les propriétés
qualitatives des fonctions propres obtenues. Par suite, nous étudierons ces mémes
propriétés d'une fagon directe pour la premiére fonction propre du p-Laplacien.

6.1 Rappel : Réarrangement relatif

On commence par rappeler quelques outils sur le réarrangement relatif qui est
un instrument d’estimations dans les problémes aux limites (pour plus de détails
voir [84]).

Soit  un domaine borné dans RY.

Définition 6.1. (Voir [84), page 8]) Soit u : Q@ — R une fonction mesurable. On
appelle réarrangement décroissant de u, la fonction u, : Q. =]0,|Q|[— R définie
par

u.(s) =inf {t e R : |u>t| < s}.

Si s =0, u,(0) =supessu, s = |Qf, u.(|Q]) = ianessu.
Q

Proposition 6.2. (Voir (84, page 9]) Le réarrangement décroissant de u vérifie les
propriétés sutvantes :
(1) (équimesurabilité) ¥Vt € R, on a |u > t| = |u. > t|. De plus,
lu <t| = |u, < t] et ju>t]=|u. >t
(i) [Jullze@) = llusllzr .,  pour 1 < p < oo
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(iii) (Jul?), = (Jul)” p.p., pour 1 < p < +oo.

Théoréme 6.3. (Voir [84, page 32]) Soient u,v € L*(Q) et w : Q, — R la fonction
définie par

s—lu>ux(s)|
w(s) :/ v(x)dl’—l-/ (Ul{u:u*(s)})*(a)do-7
{u>ua(s)} 0

0% V| {uu.(s)} désigne la restriction de v & Uensemble {u = u.(s)} et (v|u—u.(s)}),
son réarrangement décroissant.
Sive LP(Q), 1 <p< +oo, alors

(a) we Whr(Q,).
(b) (u+ )y —u.  dw |dans LP(S)-faible sil<p<+oo,
A A0 dans L>(§,)-faible-*  si p = +o0.

ds

Définition 6.4. (Voir [84, page 41]) Sous les mémes conditions que le théoréme
ci-dessus, on appelle le réarrangement relatif de v par rapport a u, la fonction

dw
w = —— € LP(Q,).
Ve = (€2.)
Proposition 6.5. (Voir [84, page 42]) Soient u € L*(Q) etv € LP(Q), 1 < p < +o0,
le réarrangement relatif de v par rapport a u vérifie les propriétés suivantes :

(@) lNveullzrn) < lvllze)-
(ii) v*u(s)dsz/v(x)dx.
Q. Q

(iii) Si vy < wvg p.p. et v; € LP(QY), alors vy < Vowy D-D-

(iv) Sia >0, alors (o). = U,

Théoréme 6.6. (Inégalité de Poincaré-Sobolev pour le réarrangement relatif, voir
/84, Théoréme 4.1.1, page 85]) Soit u € Wy (), u = 0, alors u, € W' (Q,), et

loc
s%_l
= |Vulw(s), p.p. dans Q.. (6.1)

N
Nwy

—u(s) <

Lemme 6.7. (Voir (84, page 116]) Soient 1 < p < +o00, v € LP(Q) tel que v, €
WhH(Q,), alors Vg € Lp/(Q), la fonction G(s) = /Qg- (v— v*(s))+dm e Whl(,).

loc loc

De plus, on a p.p. s € ), :

G'(s)=—i(s) [ glapds = —2i(s) /  gulo)do. (6.2)

{u>u.(s)}
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6.1 Rappel : Réarrangement relatif

6.1.1 Reégularité L™ des fonctions propres liées aux opéra-
teurs p~-multivoques

Soient ®; : O xR — R, 2=1,...,Net &), : QA x R — R, N + 1 fonctions
boréliennes telles que les hypothéses (C1)-(C4) de la Section [3.3[sont satisfaites. On

u > 0 solution du probléme de valeurs propres suivant :
0
_div (a@ (x a—x“» = \wl,, (6.3)

wy(x) € 0Py (2, u(z)) p.p. x € Q.

ol

Que peut-on dire sur la régularité de la solution u? C’est le sujet de la suite de cette
section.

Théoréme 6.8. (Voir [17]) Soient T et o deux réels tels que 1 < T < a < +0o0.
Considérons la fonction ®; : Q@ x R — R définie par

SO (R
i\ T, = .
[t|* si |t] > 1.

Alors, il eziste \; > 0, u € Wy *(Q) et u > 0 solution du probléme

: 0 _
—div <8(DZ (.’L‘, 8_;'1)) = )\1ua 1. (64)

De plus, si

(i) 1< N <5,

ou

N+1—/(N-3)?2-38
A )

af <a <N, oﬁozX,zN—i_l—ip : ELN_3>2_8,

alors w € L>(2).

I<a<ay, ovay=

(ii) N >6 et < ou

La preuve du Théoréme se fait en plusieurs étapes :

Lemme 6.9. (Voir [17]) Sous les hypothéses du Théoréeme il existe \y > 0,
u € Wy*(Q) et u> 0 solution du probleme (6.4).

Preuve: )
La fonction j : L*(Q2) — R définie par j(v) = —/ |v|*dz est continue, convexe,
@ Jo

paire et j(0) = 0. L'injection Wy *(Q)< L*(Q) est compacte, alors le Théoréme
achéve la démonstration. [
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Lemme 6.10. (Voir [17]) Toute solution u de (6.4]) vérifie l'inéquation différentielle
survante

(700 < 2ox (=520} [Cue @i (65

o \n et ¢y sont deux constantes positives.

Preuve:
Comme u est solution du probléme (6.4)), alors il existe

w; () € 0P; (m, g—u(x)) p.p-, pour i = 1,..., N, telles que
T

Z/ 0331 r)dr = )\1/9 L(@)p(z)dz, Ve Wy Q). (6.6)

Soit la fonction test ¢(z) = (u(z) — u*(s))+ € Wy *(Q). D’aprés (6.6)), on déduit

N

() = ) (u(z) — ul(s)) da
12:1:/{u>u*(5)}w (@ >8xl( z)de = )\1/9 () (u(z) — us(s)) , dz. (6.7)

Or, si on pose

B = s un {2 <1l e B s weyn {28501
Bxi az
alors
N

al ou |” al ou |“
= TZ 5 (x)da:—i-TZ lom dz
=1 ! i=1 v E>1 '
> de — 7 /
/{‘u>u,F (s)} 8xl Z E¢ ax%
ou |*
> 7 / (x)dx — ¢,
; {uun(s)} | OTi

ot ¢; = N - 7-|Q| est une constante positive qui ne dépend pas de u.
De plus, il existe une constante co = c3(NV, «) positive qui dépend de N et « telle
que

«

N
=1

N
) = | Vul°. (6.8)

i

89&1

Z
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D’aprés ce qui précéde, on déduit que

N

0
Z/ w}(x) 4 (x)dx > 7 - 02/ |Vu|*dz — ¢. (6.9)
= ) O fu>ua (5))

Par suite, les relations et (6.7) impliquent que

T- Cg/ |Vu|*dz < N / u ! (2) (u(z) — u*(s))+dx +c. (6.10)
{u>u.(s)} Q

Comme u € Wy *(Q) et u > 0, alors u, € W,>1(Q,). Alors, en utilisant le Lemme
6.7 on déduit de (6.10) que

(IVul) () < A —ulls))

A1

T+ Co

ol )\2 =
Proposition 6.11. (Voir [17]) Soit u € Wy *(Q), u > 0 une solution de Uinéquation

différentielle (6.5), alors il existe cg > 0 et c; > 0 deux constantes telles que pour
presque tout s € Q. =0,|Q|[, on a

. s 1
|Vl (s) < CGS_N](Va—l) (/ uf‘l(t)dt> + c. (6.11)
0

Preuve:
Comme )
sv1
—u(s) < = |Vl (s), (voir [84, page 119]) (6.12)
Nw¥

et I'inégalité de Holder pour le réarrangement relatif conduit :
[|vu|*u} (5) < (IVul”)_(s), pp.ens,  (voir 84 page 119])  (6.13)

on déduit que

[1Vul](5) < A (—ﬁ*@)) /0 Cue (W) dt + o

A S
< 1]\; 31{/_1/ ul H(t)dt - [Vl (s) + ca.
Nwy 0
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Par I'inégalité de Young, on déduit que

[[Vu]*ur(s) < ey (371 (/0 ufl(t)dt)a/ v é [[Vu]*ur(s) Yoo (6.14)

/

)\11\9
wa 1 1

OfngZ ; eta—f-a:l

Par conséquent,

/
1

[|Vu|*ur(s) < cus® (371) ( /0 ) uf‘l(t)dt)a + s, (6.15)

N e3 C2
OUC4—1—letC5——l.

D’apreés la P?oposition ,aon déduit que

IVt u(5) < o5 (F71) (/0 ug—l(t)dt) +er. (6.16)

Par la suite,

IVat]u(5) < cosat(v—1) (/ uf‘l(t)dt)a e (6.17)
0

Proposition 6.12. (Voir [17]) Sous les hypothéses de la Proposition siu €

N 1 1
L'(Q), r>— et —+ — =1, alors u € L=(Q).
o o o

Preuve: ” r
D’aprés l'inégalité de Holder, on a pour f = —— et ' = :
r—a+1 a—1
1
s =4 ) 2| , g
(/ uf_l(t)dt> < |sE- / ufka—l)ﬁ (t)dt
0 0
& e
< (). / Lo am (t)dt
0
1
- 1€2] r
< sa 1T / uL(t)dt | .
0
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6.1 Rappel : Réarrangement relatif

D’aprés 1’équimesurabilité (voir [84, page 9]), on déduit que

1
s a-1 11
(/ uf_l(t)dt) < so 177 - | pr o) (6.18)
0
D’aprés (6.12)) et (6.17) de la Proposition |6.11] on a

L1 s ﬁ
—ul(s) < G T [chal—1<11v—1) (/ ufl(t)dt) +cr (6.19)
Nwjy 0
En utilisant (6.18]), on obtient
5%_1 1 1 1 1
_u;(8> § T |:C68ﬁ(ﬁ_1) . Sa—1 7 . Hul Lr(Q) + C7:|
Nwjy
< ops L s (W) LT T | ey + cos V!
= sV jul| ) + cosV L
L’exposant v doit vérifier
1 1 1 1
1>0 <= y=(=-1]|1 ——=>-1
L 7 (N >{+a—1]+a—1 r
N
T > —.
a/
Pour tous o,t € €),, on a
J¢] 2/
lus(0) —ue(t)] < cs- H'LI/HLT(Q)/ 57d8+09/ sV lds
0 0
Q! el + o~
X G U e C .
8 ~y + 1 Lm(Q) 9 %
D’ou )
osc u < ol Jull @) + en|QF < +oo. (6.20)
De plus, u € W;*(92) et u > 0, on déduit que u,(]Q]) = 0.
En particulier, pour tout o € €2, on a
1
[ (0)] < 1ol Q - lull () + en| Q. (6.21)
Par conséquent,
”’LLHLoo(Q) < C12 ||uHLr(Q) + Ci13. (622)
[ |
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. Q@
On considére 1 < a < N et o* = i I’exposant de Sobolev. On veut trouver

N
des conditions pour que o > —. En effet,
o)

. Na N a (—1)
o = > — < >
N—-—a o N —« Q@ (6.23)
<~ a?*>(N—-a)la—1) '
— 2a* — (N+1)a+ N > 0.
Pour cette équation de second degré, on a
Ay=(N+1?*-8N=N?>-6N+1=(N-3)>*-8.
Si Ax > 0, alors les deux racines simples sont
N+1-+VA N+ 14+ VA
ay = T 1 Yoot af = i jl— N (6.24)

N
Proposition 6.13. (Voir [17/) Si1 < N <5, alors a* > — et u € L*(Q).
a

Preuve: N
Si 1< N <5, alors Ay < 0. D’apres (6.23)), on a o > vl et par suite il existe une

constante 7 > 0 telle que a* >r > —.
o

D’apreés I'injection de Sobolev, on a
Wy (Q) < LY (Q) < L7(Q).
D’aprés la Proposition [6.12) u € L>(€2). [ |

Proposition 6.14. (Voir [17]) Si N > 6, alors il existe deuz racines simples ay et
af; telles que

l<ay<ay<N.

Preuve:

Si N > 6, alors Ay > 0 et dans ce cas il existe deux racines simples données par
(16.24)).

De plus, on a

l<ay <= 4<N+1—+/(N-3)2-38
— V(N—-3)2?-8<N-3
— —8<0,
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6.2 Fonction propre du p-Laplacien

ce qui est vraie. Et

afi <N < N+1++/(N-32-8<4N
= (N—-32-8<3N-1
<~ (N-3?-8< (3N —1)
< N?—-6N+1<9N?—6N +1
<~ (< 8N?

ce qui est vraie aussi. |

Proposition 6.15. (Voir [17]) Soit N > 6.
N
Siajy <a <N, alors u € L"(Q) tel que r > — et u € L®(1).
a
Sil<a<ay, onademémeue L>(Q).

Preuve:
D’aprés la Proposition il existe deux racines ay et o, telles que

l<ay<ay<N.

. Na N .
Si afy < a < N, alors o* = N > —, par suite par le méme argument de la
-« e

preuve de la Proposition [6.13] on obtient u € L*>°(Q).

Sil < a < ay, le méme raisonnement implique que v € L"(Q2) ot r > —, alors
a
u € L™(9). [

6.2 Fonction propre du p-Laplacien

Dans le cas univoque, on peut affiner les calculs et donner des précisions sur
les constantes. La méthode utilisée dans cette section est basée sur l'inégalité de
Poincaré-Sobolev et une inégalité d’interpolation.
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p~ -multivoques

Théoréme 6.16. (Voir [17]) Soient A\ la premiére valeur propre et uy la premiére

fonction propre liées au p-Laplacien :

pour 1 <p<N,
et up € Wy P(Q).

—Apu1 = )\1U11071 > 0,

uldr =1,
"

Alors,

*

N
ot 0 = p—, A1 = inf /\Vv|pdx : /vpdx =1, p" = b
p Q Q N

(6.25)

est l'exposant de

Sobolev, By« est la constante de Bliss (voir [84, page 99]) et wy est la mesure de

Lebesque de la boule unité dans RV .

Preuve:
Soit J tel que

/ IV, |72 Vg - V(u ) de
Q

= (m+ 1)/ Vg P72 Vg - (Vg u)dz
Q

= (m—l—l)/|Vu1|p-qux
Q

p

= (m—l—l)/)Vul‘uf’ dz.
Q
Comme on a
m+p m
e L R
ainsi
+1 mp |P
J:M/ Vu,” | de.
m—i—p Q

D’apres (6.25]), J est tel que

1
Al/uf cu M da
0

= )\1 / uT+pd:L’.
Q
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6.2 Fonction propre du p-Laplacien

L’inégalité de Poincaré-Sobolev nous donne (voir [84, page 98]) :

p* (m+p) P B% p %
([ < 2 ([
Q Nw Q

= 1
B, P
5 ) ()
NwX p(m+1) Q

m+p

Vu,”

2z

3 =

On déduit alors que

3=

1
m+p Bp** m +p m+p
; <2+ (A Ul 2o 6.27

Zz

Par conséquent, on a

1 mip 1
B m+p \ 7
||U1||L9(m+p)(Q) < Np% (Alm ||u1 Lm+p(Q)- (6.28)
W

Or, pour 0 < 7 < 1, on a l'inégalité d’interpolation suivante (voir |10, page 57|)
1 1-—
_ n T n

ooy < ol oy 00 s = = s (620
De plus,
1 1-—
_ 1=
m+p p 6(m + p)
1 {p —6(m +p)}
= 4|
p 0(m + p)p
Alors,
1 1 -0 —0
SRS [Iﬂ} . {zﬂ} - (6.30)
m+p p 0(m +p)p 0
Par la suite,
Om
n=— 6.31
0(m+p) —p (6:31)
et 0-1)
(6 —
l—p=-—tr 6.32
O(m+p)—p (6:32)
Les deux relations (6.28)) et (6.29)) impliquent
B’%* mL-&-p n 1
* m p m+p 1—
m+p < P 1 )\ N pn ° " . 633
bl < | L (M) 5 Bl (633)
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Ce qui entraine que

BN g \
1-n p* m p mre 1-n
U < AN ———— U .
|| 1||L6(m+p) X Nw]é ( lp(m+1)) || 1||Lp
Alors,
b1
Bpi* mp e m+p Mip.ﬁ
llua ] oemin < p% (Alm) l|lug || e
Nwy
Or
1 I 1 f#(m+p —p
m+p 1—n m+p p(@—1)
1 f(m+p)—p 0

p(0 —1) m+p m—too p(f — 1)
Lorsque m — 400, on déduit que

[%)
1 9—1

e ]
BE, A\ P(O-D)
I (—) .

N p
Wy

Remarque 6.17. La régularité L™= des fonctions propres du p-Laplacien
connue voir par exemple [48].

K—XK—X—X—-—X—X—X
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Annexe A

Fonction semi-continue inférieurement

Définition A.1. (Voir |25]) Soit X un espace topologique. Une fonction ¢ : X —
| — 005 +00] est dite semi-continue inférieurement en a € X si Ve > 0, il existe un
voisinage U(a) de a dans X tel que

ola) —e < p(x), VaxeU(a).

Proposition A.2. (Voir [10]) Soit ¢ : X —] — 00;+0o0], une fonction conveze
et semi-continue inférieurement pour la topologie forte. Alors, ¢ est s.c.i. pour la
topologie faible o(X, X*). En particulier, si x,, = x pour o(X, X™), alors

o(z) < liminf @(x,).

n—-+0o

Equivalence des normes

Proposition A.3. (Voir [13]) Soient 1 < s < 400, a; € R et a; > 0 pour i =
1,..., N, alors on a linégalité suivante :

N N N
> oe) < (M) <N Y ()
i=1 i=1 i=1
Proposition A.4. [Inégalité de Young, voir |10]] Pour tout a >0 et b >0, on a

al bl o101
ab < —+ — o, —+ —=1.
p q p g

Lemme de Brézis-Lieb

Lemme A.5. [Brézis-Lieb, voir |11]] Soit 1 < p < +00. On suppose que
® up(zr) = u(z) p.p. x € Q.
® |Jupll, < C < 400, VneN.
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CHAPITRE A :

Alors,

i (ol s = wll) = [l

Opérateur de trace

Théoréme A.6. (Voir [10], [81]) Soit Q@ C RY un domaine borné a bord OQ Lip-
schitzien, N > 1 et 1 < p < +oo. Alors, il existe un unique opérateur linéaire
continu (dit opérateur de trace)

v WP(Q) — LP(09)

tel que
(i) Siu e CYRQ), alors y(u) = ulaq.
(ii) Siue W'(Q), alors v(u) = 0 dans LP(9Q) si et seulement si u € WP (Q).

Opérateur adjoint

Définition A.7. (Voir |87]) Soient X,Y deuz espaces de Banach et T : X — Y
un opérateur linéaire continue. L’opérateur T™ adjoint de T est l'opérateur linéaire
continu donné par T : Y* — X* tel que

(T*y*;x) = (y*;Tz), VreX, Yy eY™

K- - —X—X—X—X
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Thése de Houssam CHRAYTEH

Problémes de valeurs propres pour des opérateurs ?-m’u,ltz’voques

Résumé L’objectif de notre recherche est d’étudier I'existence et la régularité des
solutions pour des problémes de valeurs propres faisant intervenir un opérateur 7—
multivoque A : V. — P(V*) sur un domaine régulier O C RY. Par l'intermédiaire
des N-fonctions, nous construisons un opérateur 7—multivoque de Leray-Lions “for-
tement monotone” sur un espace d’Orlicz-Sobolev anisotrope.

Nous signalons que la formulation théorique des problémes associés a cet opérateur
repose essentiellement sur la notion de sous-différentielle de Clarke, pour cela, nous
donnons des nouvelles méthodes variationnelles qui correspondent a la résolution
de ces problémes dans le cas “sous-critique” dans lequel la compacité joue un role
important puis dans le cas “critique” lorsque nous perdons la compacité.
Différentes applications sont données pour illustrer nos résultats abstraits, par exemple,
un opérateur anisotrope aux exposants variables et un opérateur avec un poids de
type Hardy.

Mot-clefs Valeurs propres non linéaires, Opérateurs multivoques, Sous-différentielle
de Clarke, Points critiques, Théoréme de Mountain Pass, Normes de fonction de
Banach, Espaces d’Orlicz-Sobolev anisotropes, Réarrangement relatif.

Eigenvalue problems for 7-m’u,ltz"voque operators

Abstract The aim of our research is to study the existence and regularity of solu-
tions for eigenvalue problems involving a 7-multivoque operator A : V — P(V*)
on a smooth domain Q € RY. Through N -functions, we construct a 7-multivoque
Leray-Lions “strongly monotonic” operator on an anisotropic Orlicz-Sobolev space.
We note that the theoretical formulation of problems related to such operator is es-
sentially based on the notion of Clarke subdifferential. For this reason, we introduce
new variational methods that match the resolution of these issues in the “subcri-
tical” case where compactness plays an important role and “critical” case when we
lose compactness.

Various applications are given to illustrate our abstract results, for example, an
anisotropic operator with variable exponents and an operator with a Hardy type
weight.

Keywords Nonlinear eigenvalues, Multivoque operators, Clarke subdifferential, Cri-
tical points, Mountain Pass theorem, Banach function norms, Anisotropic Orlicz-
Sobolev spaces, Relative rearrangement.
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