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Origine du probleme

Soit f une fonction sur un espace produit 2 x R. Considérons |'équation
semilinéaire:
—Au = f(x,u). (1)
Cette équation peut s'écrire aussi sous la forme d’une divergence:
—divVu = f(x, u). (2)
L'équation (2) a été généralisée de la maniére suivante:

—div p(x, Vu) = f(x, u). 3)

Lors de la résolution de (3), on est amené a considérer I'équation d'Euler
associée:

E(v) = /QCD(X,VV(X))dx—/QF(X7 v(x))dx, veV. 4
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Exemples concrets

Un exemple de @ utilisé en traitement d'image:

1o .
m‘th() SI ‘tl g 17
d(x, t) = l1<g(x)<2etm>1.
1 . m 1 1 .
=t +(7_7) si [t] > 1,
m g(x) m

®(x,-) est Fréchet-différentiable ~~ Le probléme de minimisation reste dans le
cadre “univoque”.

@ Peut-on considérer des fonctions ®(x, -) non différentiables au sens
classique?

@ Peut-on résoudre le probleme
—div o(x, Vu) = f(x, u).
lorsque la fonction ¢ € RN i (x, £) est discontinue?
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Présentation du probleme

Soit (X, || - |x) un espace de Banach réflexif. On note (-,-), le produit de
dualité. Etant donné

@ un espace de fonction de Banach-Sobolev V de dual V*,
@ un opérateur F-multivoque A: V — 2V = P(V"),

@ une fonction localement Lipschitzienne j : X — R (sous-différentiable au
sens de Clarke),

on va s'intéresser au probleme de valeurs propres suivant:

Probleme: Trouver u € V,u # 0, A > 0 tels que 0 € Au — \9j(u).

En exemple ici, on considérera

dv

VvV = {vGL(Q,po): E € L(Q, pi), izl,...,Netfyov:O}.

Wol’ﬂov‘-wpw ()< X. ~o Opérateur de trace.
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Origine du probleme
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Nous distinguons deux cas:

@ Si V&S X est une injection compacte, on dit que le probléme est
sous-critique.

@ Si l'injection V<> X n'est plus compacte, on parlera de probléme critique.

Définition [J.-M. Rakotoson: DCDS(2010), Chrayteh & Rakotoson: NA(2010)]

Sous de bonnes conditions sur les normes de fonction p; et les fonctions ®;, on
peut alors définir I'opérateur A : V — 2V par:

0
Au = —div 5 <5‘¢,— (x, a;’)), 7 = (po,---,pn)-
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L'espace dual de V, noté V* est donné par [J.-M. Rakotoson: DCDS(2010)]:
\VARNE (W()l’p""”’p"’ (Q))*

{T :3f,...,fnou fi € L(Q, pi)(espace dual de L(Q, pi)) t.q.

(T,v) = /fox)v(xderZ/

Et pour tout point u € V, I'opérateur A: V — 2V est donné par:

x)dx VVGV}

Au = {T € V" : I wg(x) € 0Po(x, u(x)) et w' (x) € 0P (x, g—;l(x)) t.q.
(T,v):/ x)dx+Z/w, £ (x)dx vVev}
XI
Alors Au = —di oP; | x du sera noté wy Z
o Ve ' ’8x,- 0 ey 8X,
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Exemples concrets

‘ Exemple 1: ‘ Soit © ¢ RY un domaine borné régulier. Supposons que

2N
N—2

On considere V = Hy(Q) et X = LPM(Q) (VC%QX compacte).

| ;< Z/ |51} dx)'
J(v) = piM </{v<1} [v|™ dx + /{‘ - [v|PM dx) .

Alors, Y A>0 JFueV,uz0etu>0 telle que
0 € 9J(u) — Adj(u),

1<g<2<gu<pu<?2 =

8X, 6XI

8\/

i.e. u est solution du probleme: 0 € Au— A\9j(u), oluu A oJ(u).
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En d’autres termes, si on définit
t]? st <1 (™ sift] <1
d)i(X,t)i | |2 S! ‘ |\ ’ d)M(X,t)i | ‘ S! | |\ )
[t]  sift] > 1, [t]PMsi|t] > 1,
alors il existe w;"(x) pour i =1,..., N et wy;(x) tels que on a

Jdu

2 wi'(x) € 09 (x, E

(X)) p.p.- ;  pm wy(x) € 0Puy (x, u(x)) p.p

et

Z/ )5 (x)dx = A/ wi()v(x)dx, Vv e Hi(Q).

Ce que nous définissons comme

ou % ow;
—div 5 (8d>,- (x7 8—XI(X))> =-— ; o A wy(x).
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Exemple 2: || Soit Q € RY un domaine borné régulier. Supposons que

1<gu<pu<?2" e qu<2.

On considere V = H3(Q) et X = L (Q), (VC%X n'est plus compacte).

=13 [

i) i/ |v] o dx+/ I[P dx.
{Ivi<1} {Iv[>1}

Alors, il existe \* > 0 tel que VA €]0,\*[, JueV, u#0etu>0solution
de

Ox;

\u\2*72u € —Au— \dj(u).
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Remarque: || Revenons a la fonctionnelle J de I'Exemple 1:

173 (% e 55 22 g 51 )

Si g =2, alors 9J(u) = {—Au}: L'opérateur principal est alors “univoque” et
ces cas ont été déja abordé par différents auteurs comme L. Gasinski, S. Hu,
N.S. Papageorgiou, F. Papalina,...

Mais on s'intéresse surtout aux opérateurs a coefficients discontinus.

aX, 8XI

Revenons au Probleme général

@ Quelles sont les conditions sur I'opérateur principal A?
@ Faut-il imposer des conditions sur ;7

@ Par quelle méthode variationnelle on résout le probleme?
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Quelques rappels sur les notions utiles Norme de Fonction de Banach
Sous-différentielle des fonctions convexes
Sous-différentielle de Clarke

Norme de Fonction de Banach

Soit L9 (Q) = {f : Q@ = R mesurable et positive}.

Définition [voir C. Bennett & R. Sharpley 1988|

L% () — [0; +-00] est dite norme de fonction de Banach si Vf, g et f, dans
L5(Q) et V E C Q mesurable, on a

N1. p(f) =0<=f =0 p.p.

N2. p(Af) = Ap(f) ¥ A > 0.

N3. p(f +g) < p(f) + p(g)-

N4. f < g p.p. = p(f) < p(g)-
N5. f, S f p.p. = p(fa) — p(f).
N6. |E| < 400 => p(xE) < +00.

N7. |E\<+oo:>/fdx c p(f), ot 0 < c(E, p) < 400 est

E
une constante indépendante de f.
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Quelques rappels sur les notions utiles Norme de Fonction de Banach

Sous-différentielle des fonctions convexes
Sous-différentielle de Clarke

Quelques exemples de norme de fonction de Banach:
Q o(u) = |lullp(q) pour 1 < p < 4o0. (Espace de Lebesgue classique).

o p(u):inf{>\>():/Q “(/\X)

inf ess p(x) > 1. (Espace de Lebesgue a exposant variable).
x€

P(x)
dx < 1} pour p € L*(Q) et

Q p(u) =inf {A >0: / o (x, u(;)) dx < 1} ol ® est une N-fonction
Q
(Espace d'Orlicz). Il existe ¢ : 2 x R — R t.q. on a p.p.
° <p(x 0) =0, ¢(x,t) >0sit >0, I|m inf ess p(x, t) = +o0.
—00 xEN

©(x, ) est croissante sur [0; +o00[
(X, ) est continue a droite sur [0; +-o0].
&(

It]
x,t) = / ©(x,s) ds, [voir R. Adams 1975].
0

‘ Remarque: ‘ La norme dans les deux derniers cas est dite “norme de

Luxemburg” ou “norme modulaire”.
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Quelques rappels sur les notions utiles Norme de Fonction de Banach
Sous-différentielle des fonctions convexes

Sous-différentielle de Clarke

o=p(7) 5= (1)

Pl T
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Quelques rappels sur les notions utiles Norme de Fonction de Banach
Sous-différentielle des fonctions convexes
Sous-différentielle de Clarke

Sous-différentielle des fonctions convexes

Soit (Y, || - |ly) un espace de Banach réflexif et (-,-), le produit de dualité
(exemple: Y = L(, p) un espace de fonction de Banach).

Définitions [voir |. Ekeland & R. Temam 1999]

@ Soit ® : Y — R une fonction convexe. La sous-différentielle de ® en x
est I'ensemble défini par

A (x) = {x* EY*:(x",y—x)y <O(y) — O(x), Vy € Y}.

@ Ceci définit une fonction multivoque 99 : Y — P(Y™).

@ Tout élément x* de OP(x) est dit sous-gradient de ® en x.

F.H. Clarke a étendu la notion de la sous-différentielle a des fonctions
localement Lipschitziennes non nécessairement convexes (ni méme
différentiables).
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Quelques rappels sur les notions utiles Norme de Fonction de Banach
Sous-différentielle des fonctions convexes
Sous-différentielle de Clarke

Sous-différentielle de Clarke

Définitions [voir F.H. Clarke 1975]

@ ¢ : Y — R est dite localement Lipschitzienne si Vv € Y, 3U(v)
voisinage de v et une constante K(v) > 0 tels que

|®(u) — d(w)| < K(v) lu—wly , Yuwel(v).

@ La dérivée directionnelle généralisée de ® en u € Y dans la direction
v € Y est donnée par

®°(u; v) = limsup ®uth+Av) = &(u+ h)
AN, h—0 A

@ La sous-différentielle généralisée de Clarke de ® en u € Y est |'ensemble
défini par

AP(u) = {.g* €Y (€, V), < OO(u;v), Vv € Y}.
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Quelques rappels sur les notions utiles Norme de Fonction de Banach
Sous-différentielle des fonctions convexes

Sous-différentielle de Clarke

-1 si x <0,
of(x)=< 1 si x>0,
[-1,1] six=0.
17/41
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Quelques rappels sur les notions utiles Norme de Fonction de Banach
Sous-différentielle des fonctions convexes
Sous-différentielle de Clarke

Proposition [voir F.H. Clarke 1990]

Si ® : Y — R une fonction localement Lipschitzienne et K, > 0 est la
constante de Lipschitz au voisinage de u € Y/, alors on a

@ 09(u) # &, convexe et faiblement*-compact dans Y.

@ VE&* € 00(u), ||E%|lv+ < Ku, - ||y= est la norme dans Y™*.

@ VveY, o%uv) = max{ (& v)y 1 &8 € 8¢(u)}.

@ VX eR, 9(AP)(u) = AoP(u).

@ Si u est un extremum local (maximum ou minimum) de ®, alors

0 € 99(u) (u est dit point critique de ).
@ Si ® € C(Y;R), alors 9 (u) se réduit 2 un singleton: 9P (u) = {®'(u)}.
@ Si®;: Y — R loc. Lip. alors 9 (Z ¢7,-) (u) C Zatb,-(u).
i= i=1

18/41
Soutenance de thése de Houssam CHRAYTEH Opérateurs ?-multivoques



“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

Soit (V, || - |[v) un espace de Banach réflexif, (-, -),, le produit de dualité,

(exemple: V = Wg’p""“’p’v(ﬂ) un espace de fonction de Banach-Sobolev).

@ Un opérateur multivoque A : V — P(V™) est dit monotone si Yu; € V,
Yu, € V, Vwy € Auy et Yws € Aup, on a
(wi —ws ;u1 — )y, =0 [voir H. Brézis 1973].
@ Un opérateur monotone A : V — P(V*) est dit fortement monotone si

Q V (up), suite dans V qui converge faiblement vers u, et

Q@ Ilim (wy—w*;u,—u), =0, pour un certain w; € Au, et
n—+o00

pour un certain w* € Au,

on a alors u, converge vers u fortement dans V [J.-M. Rakotoson 2010].

‘ Remarque: ‘ Pour le cas univoque, on utilise la notion d'opérateurs
pseudo-monotones, de type (S)+,.

.. [L. Gasinski & N.S. Papageorgiou 2005].

Soutenance de thése de Houssam CHRAYTEH Opérateurs ? multivoques
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

Soient (V, || - |lv) et (X, || - ||x) deux espaces de Banach réflexifs.

Lemme (voir J.-M. Rakotoson: DCDS(2010))

SiJ:V = Retj: X — R sont deux fonctions localement Lipschitziennes et si

(H1) V&S X est une injection compacte.
: v
(H2) A: V= 2 et fortement monotone.
u— 0J(u)

(H3) 38>0,3c >0tq Yu€e X, ona

v*eaj(

Bj(u) < inf )(v*;u)x—l—coﬂ.

(H4) 3c1>0, 2 >0tq. YueV,ona

1 *
= sup (wu)y —a+ alullv < J(u).
6 w*€dJ(u)
ol SX(u;u)= sup (wiu)y et —°u;—u)= inf (v5iu)y.
w* €0J(u) v*€dj(u)

Alors, F(u) = J(u) — j(u), u € V vérifie la condition de Palais-Smale.
20/41
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Opérateur multivoque fortement monotone
Applications: Probleme de valeurs propres

Plus précisément, pour toute suite (un), C V telle que:

3 (un, )k sous-suite
= qui converge

F(u") — /67
n——+oo
AF (un) = inf{uwn*nw LW e 6F(un)} -0 PR

De plus, on impose les conditions suivantes pour que F vérifie la géométrie de
“Mountain-Pass”.

Théoréme (voir J.-M. Rakotoson: DCDS(2010))

Sous les hypotheses (H1)-(H4). Si on suppose de plus que

(H5) F(0)=0et3r >0, R >0 tels que

inf J(u)>0 si0<r<r et Ju)>0 si|ullv> Ro.

llullv=r

J(u) : J(tuo)
=0 e du 0t.qg. limsu > 1.
llullv—o0 J(u) 0#0tq 020 J(tuo)

Alors, Ju eV, u+#0 tel que 0 € OF(u), F(u)=p5>0.

(Ho)
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Opérateur multivoque fortement monotone

“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

Les hypotheses (H5) et (H6) montrent que la fonctionnelle F(u) = J(u) — j(u)

vérifie la géométrie de “Mountain-Pass”:

Soutenance de thése de Houssam CHRAYTEH
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone
Applications: Probleme de valeurs propres

Proposition (voir R. Adams 1975)
Soit ® : Q x R — R une N-fonction. Alors, on a p.p.

@ ®(x,-) est positive, paire, continue et ®(x,0) = 0.

@ ®(x,-) est convexe et strictement croissante sur |0; +oo].
”

Définitions (voir J. Musielak 1983)

0 O(x,t) = m>ag<(ts — ®(x,s)) est la N-fonction complémentaire de ®.
s2

@ On dit que ® vérifie la condition (A2) siIK >0t.q. Vt >0, 0na
d(x,2t) < KP(x,t) p.p.

@ On définit I'espace d'Orlicz
L°(Q) = {u : Q — R mesurable : / d>(x, u(x))dx < —|—oo} :
Q

L®(Q) muni de la norme de Luxemburg est un espace de Banach.

23/41
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

Soit © C RY borné régulier. On considere ; : QxR — R pour i =1,..., N
telle que [voir Chrayteh & Rakotoson: NA(2010)]:

(C1) p.p. x € Q, la fonction pi(x,-) : R — R est impaire, strictement
croissante et ¢;(x,0) = 0.
(C2) pi(x,-) : [0, +00[— R est continue a droite et

tllToo |aness wi(x, t) = +oo.

(C3) Il existe 2m nombres réels (points de discontinuité) : 6L < ... < by de
sorte que p.p. x € Q, vi(x,-) : R\ {61,...,85,} — R soit une fonction
continue.

Sous ces hypothéses, on définit la fonction suivante:
[t]
di(x,t) = / vi(x,s)ds, VxeQ, teR
0

On montre que
@ p.p. x €Q, ®;(x,-) est une N-fonction.
@ ®;(x,-) est continue, convexe, paire, positive.

24/41
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

/

Un exemple de ®; (x,-).

25/41
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

Vu I'importance de la condition (A;) dans la manipulation des espaces d'Orlicz
(définition de I'espace, réflexivité...), on suppose de plus que:

(C4) da>1,JFa>1, tqg. pp,VteRetVw(x,t)edbix,t), ona

a ®i(x, t) < t wi(x, t) <@ Pi(x, t).

Proposition (voir M.A. Krasnosel'skii & Y.B. Rutickii 1961)

Sous I'hypothése (C4), on a

o% ®i(x,t) < i(x,0t) < o” di(x,t), Vt>0,Vo>1

On considére |'espace d'Orlicz-Sobolev associé a (®1,. .., Py):

Lo,

Wo "(Q)

= {veLl(Q): g)\: €L®f(Q), i=1,...,N, ’yoV:O}.

\'

L®/(Q) muni de la norme | ul|s, = inf{)\ >0: / OF (x, u(;)) dx < 1} .
Q

26/41
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

N
On définit J: V — R telle que J(u) = Z/ @ <x, g—:(x)> dx.
i-1 /9 i

Théoréme (voir Chrayteh & Rakotoson: NA(2010))

Sous les hypotheses (C1)-(C4), I'opérateur ?-multivoque de Leray-Lions défini

par:

o= —aiv (001 (x. 200))

est fortement monotone sur V.

i.e. Si (un)n une suite bornée dans V telle que

@ u, — u faiblement et si de plus

N ou du

o n—llToo;/Q (Wni(X) - W (X)) (ax,' (x) = Ox;
ertain w;(x) € 09 (x, 9 (x) ) et certain w; (x) € 90 (x, 02 (x)

certain w,;(x il x, O X rtain w;"(x il x, % x) |,

on a alors u, — u fortement dans V.

(x)) dx = 0, pour un

27/41
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone
Applications: Probleme de valeurs propres

Cas sous-critique

Comme application, on considére un probléme de valeurs propres aux exposants
variables avec un opérateur ?—multivoque et fortement monotone:

Soient §; > 0 N réels, gi, pi : 2 — R 2N fonctions mesurables bornées sur
Q C R" borné. On note (analogue pour g;):

pi, = supess p;(x), pi = inf ess p;(x),
ceQ xeN
Pi:maX{P1+7...7PN+}» p::min{p1_,.~~7PN_}-

On suppose que
2<qi_ < qi(x) < gip <pi_ < pi(x) < pigp < +oo.
Considérons la fonction ®; : Q x R — R définie par

a7 s [t <3,

N — (5. \Pi(x)—ai(x)
1[0 s ft) >, U= '

¢,‘(X7 t) =

28/41
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

La fonction ®;(x, -) est localement Lipschitzienne (convexe) et sa
sous-différentielle est donnée par
qi(x)ai(x)|t] ) ~2¢ si [t < 6,
d0;(x, t) = ¢ pi(x)| e[ 2¢ si |t > 4,
sign(t) [qi(x), pi(x)] (6i)" =1 sinon.

On définit la fonctionnelle J : V — R par

N qi(x)
. o x)dx
J(v) = E (
i=1 {‘3;, <o} '/{OV

P:(X) dx
pi(x)
Toutes les hypotheses (C1)-(C4) sont vérifiées.
Par conséquent, Théoreme (Chrayteh & Rakotoson: NA(2010))
I

b A
L'opérateur u — 0J(u) est fortement monotone.

ov
Ox;

Bx,

>6
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone
Applications: Probleme de valeurs propres

Théoréme (voir Chrayteh & Rakotoson: NA(2010))

Soient oy > 0, gu(x) et pm(x) deux fonctions bornées sur Q telles que

2 < (gqm)- < qu(x) < (gm)+ < (pm)- < pum(x).

On définit les fonctions ®p : Q x R — R et j : LP"()(Q) — R par

- Jam@le ™) si [t < om, _
duy(x,t) = oll am(x) = (8 )Pm—am)x)
() {“,,M(X) s ol aw(x) = (5w)

Jj(v) i/ ‘V|qM(X) M Jr/ ‘V|PM(X) dx
{IvI<sm} pm(x) (vI>8m} pm(x)

On suppose de plus que
@ L'injection VS [PM)(Q) est compacte.

° (qM)f > Pi = maX{P1+7---7PN+}~
Alors, VA >0,3ueV, u#0etu>0tq. 0€dJ(u)— N9j(u).
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

|

Idée de la preuve
On considére I'équation d’Euler associée au probleme: Fy(u) = J(u) — Aj(u).

(1) On montre que la fonctionnelle Fy satisfait (H1)-(H4), par suite Fy
vérifie la condition de Palais-Smale.

(2) On montre que F satisfait (H5) et (H6) i.e. vérifie la géométrie de
“Mountain Pass”.

(3) En utilisant un résultat de S.Z. Shi, on déduit que 3 (u,) C V une suite
telle que

F>\(u") —> ﬂ,

AP (un) = |nf{||wn|| s w,y € OF( u,,)} —)O

B8 = min max F(p(t)) et T = {pe € ([0,1]; V) : p(0) = 0, p(1) = ul}.

per tefo,1]

(4) La condition de Palais-Smale achéve la démonstration.
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

Autres applications: ‘

En changeant les hypothéses sur les exposants, on obtient d'autres résultats:

@ En utilisant le principe e-variationnel d'Ekeland (version non
différentiable) [H. Chrayteh “a paraitre dans JOTA"].

@ En montrant que I'équation d'Euler est coercive et faiblement
semi-continue inférieurement [H. Chrayteh “a paraitre dans JOTA”].

La généralisation qu’'on a faite i¢i inclut la majorité des cas existants en
comportement continu (A, Ay, Ap(y,on()r Dog(),...,on()r - -)-

[1] M. Mih&ilescu, P. Pucci and V. R3dulescu: Eigenvalue problems for
anisotropic quasilinear elliptic equations with variable exponent, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 2008.

[2] M. Mihgilescu, G. Morosanu and V. Radulescu: Eigenvalue problems for
anisotropic elliptic equations: an Orlicz-Sobolev space setting, Nonlinear
Analysis, 2010
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques
Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone
Applications: Probleme de valeurs propres

Cas critique

On a trouvé des résultats pour des problémes de valeurs propres avec des
exposants critiques (pas de compacité) dans des domaines non bornés.

Théoreme (voir Chrayteh & Rakotoson: NA(2010))

On considere F = J—jtq. J:V—>Retj: X — Rloc. Lip. On suppose que

(H1") VS X (n'est pas nécessairement compacte).
(H2') Pour toute suite (un, uy), telle que uy € OF (uy), on a

Up — u faiblement dans V
uf — 0 fortement dans V* } = 0 € 9F(u).

(H3’) j s'écrit en une somme des fonctions loc. Lip. j = jo + /1 t.q.

v jo(0) = 7(0) =0.

® jo: V — R est faiblement continue (i.e. v, — v dans V =
Jo(vn) = Jo(v)).

®

®
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“Mountain Pass” lié aux opérateurs multivoques

Opérateur multivoque fortement monotone Construction d’un op. multiv. de Leray-Lions fort. monotone

Applications: Probleme de valeurs propres

Suite. .. Théoréme (voir Chrayteh & Rakotoson: NA(2010))

® De plus, il existe 8 > 0 t.q.

Bi(u) < inf (v u), Yue Xet sup (w',u)<pBJ(u), YueV.
v*€dj(u) w*€dJ(u)

(H4") F(0) =0, 31y € V et une constante > 0 telles que

® |lwollv <m et F(rp) <O0.
® F(v) > 0 pour tout v € V tel que ||v|lv = 7.
® inf  F(v) > —c0.
veB(0,n)
Sous les hypothéses (H1')-(H4'), il existe une fonction u # 0 et u € V telle que

0 € OF(u) C 9J(u) — 0j(u) C J(u) — djo(u) — dj1(u).

Ce théoréme recouvre un résultat de:

[3] C. Alves and A. El Hamidi: Existence of solution for a anisotropic
equation with critical exponent, Differential Integral Equations, 2008.
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Probléme de minimisation avec des contraintes
Régularité L°° des fonctions propres

Propriétés qualitatives des fonctions propres

Probleme de minimisation avec des contraintes

Sous les hypothéses (C1)-(C4), on considere J : Vo = Wol’pl’“"p"’ (2) = R tg.

J(u) = XN;/Q &, (x, g—;(x)) dx.

Théoréme (H. Chrayteh “a paraitre dans JOTA")

Soient X un espace de Banach, J la fonction définie ci-dessus et j : X — R une
fonction convexe, paire telle que j(0) = 0. On suppose que

(A1) la fonction j est continue et I'injection Vo <><>X est compacte.

ou
(A2) la fonction j est faiblement continue et I'injection Vo< X est seulement
continue.

Alors, il existe uy € Vo, uy >0, uy, 0 et Ay > 0 tels que

0 € 0J(uy) — A 0j(uy).
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Probléme de minimisation avec des contraintes
Régularité L°° des fonctions propres

Propriétés qualitatives des fonctions propres

Idée de la preuve:

© Soient v > 0 et m = inf {J(v) tvEeVpetj(v)= 'y}.
@ On montre que la valeur m est atteinte par un certain u, positif.

© En utilisant le théoréeme de multiplicateur de Lagrange (version non
différentiable), on montre qu'il existe A\, > 0 tel que

0 € 9J(uy) — A\ 0j(uy)-

Plusieurs applications sont données dans la thése. Par exemple,

Théoréme (Cas (A2))

*

Py
P e : :
Soita€ L{** <Q7 |x\Pa—q>. Il existe une fonction propre u; € Dé:g(ﬂ)

(espace de Sobolev a poids), u1 > 0 non triviale et A1 > 0 tels que

—div (|X\D‘(p71)|Vu1\p72Vu1) =\ a(x)ud ™t
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Probleme de minimisation avec des contraintes

A ;s 00 A
Propriétés qualitatives des fonctions propres (REFIERTES (L7 Glas (e feEs

Régularité L> des fonctions propres

Théoreme (H. Chrayteh “a paraitre dans JOTA")

Soient 7 et o deux réels tels que 1 < 7 < a < +o0. Considérons
t" si [t <1,

[t|* si |t > 1.

Alors, il existe A\; > 0, u € W, *(Q) et u > 0 solution du probleme

—div (84),- (X, @>) = Mu*l
8X,'

®;: Q x R — R définie par ®i(x, t) = {

De plus, si

(i) IS N<K5,0u

alors u € L*°(Q).
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Probleme de minimisation avec des contraintes

A ;s 00 A
Propriétés qualitatives des fonctions propres (REFIERTES (L7 Glas (e feEs

Idée de la preuve:

Existence de (u, \1): La fonction j(v) / |v|*dx est continue sur L%(),

convexe, paire et j(0) = 0. L'injection WO1 “(Q) <> LY(2) est compacte.
Régularité L>°

@ La solution positive u vérifie (A(u), p) = (T, ¢), V ¢ € Wy *(Q).

@ On construit une fonction test ¢ € W, *() de maniere a transformer
I'équation précédente en I'équation ponctuelle en s:

1
s a1
[Viluuls) < s M0 ( / us—l(r)dt) ta  (5)
0
@ D’apres la propriété PSR et I'équimesurabilité, on déduit que

a_
— u(s) < czsT W) lullir@) + cas™

@ Vo, t €]0,|Q|[, on a u.(0) — us(t) = f/t u,(s)ds.

o
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Conclusion et Perspectives

Conclusion

@ On a construit un opérateur multivoque qui recouvre la majorité des
opérateurs existants en comportement continu ou “univoque” (A, Ap,
By ()b Doy, on () -)-

@ On a donné plusieurs méthodes variationnelles dans une version non
différentiable qui servent a montrer |'existence de solutions pour de tels
opérateurs.

@ Comme applications, on a traité des problemes de valeurs propres dans le
cas sous-critique ainsi dans le cas critique.

@ En utilisant le théoréme de multiplicateur de Lagrange dans une version
non différentiable, on a montré |'existence de solutions pour un probléeme
plus général.

@ On a montré |'existence de solutions d'un probléeme de résonance au
voisinage de l'origine. [H. Chrayteh “a paraitre dans JOTA"]

@ En utilisant le réarrangement relatif, on a aboutit a la régularité L™ des
fonctions propres liées aux opérateurs multivoques.

@ On travaille sur d’autres applications ...
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Conclusion et Perspectives

Perspectives

@ Application en traitement d'image
@ Prendre d'autres conditions aux bords (Neumann, périodique, ...)
@ Expression explicite des solutions en dimension 1
@ Régularité des solutions en dimension 1
@ Cas de résonance (Existence d'un spectre discontinu)
@ Non existence de solutions
40/41
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Conclusion et Perspectives
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