FORMES DES GROUPES CLASSIQUES

P. Broussous
Maz 2000

I. ALGEBRES A DIVISION SUR UN CORPS p-ADIQUE
THEORIE DE BRAUER

L’objet de cet exposé est de donner la classification des corps gauches (ou
algébres a division) sur un corps F' complet pour une valuation discréte et
A corps résiduel fini', ainsi que les théorémes de structure pour les algebres
centrales simples sur F. Il est hors de question ici de donner toutes les
démonstrations (ne serait-ce que par manque de temps).

Cette théorie (valable pour un corps de base quelconque, mais avec des
résultats différents suivant le corps de base) s’appelle la théorie du groupe de
Brauer et est exposée dans bon nombre d’ouvrages de référence :

I. Reiner, Mazimal Orders, Academic Press, LMS.

W. Shaurlau, Quadratic and hermitian forms, chap. 8. Grund. der Wiss.
270, Springer.

A. Weil, Basic Number Theory, Classics in Mathematics, Springer. Ce livre
a une approche analytique: il s’intéresse uniquement a des corps de base du
type corps globaux (corps de nombres ou corps de fonctions sur un corps
finis), ou & leurs complétés en une place. Le chapitre 1. donne le théoréme
de structure pour les corps localements compacts non-discrets (commutatifs
ou non).

1. Notations. Ici F' est un corps complet pour une valuation discrete
et a corps résiduel fini. Un tel corps est localement compact et on peut
montrer (Weil, chap. I) que c’est soit une extension finie d’une @, (muni de
I'extension de la valuation de Q,), soit un corps F,((T")) de séries de Laurent
sur un corps fini F, (muni de la valuation des séries).
On note or 'anneau des entiers de F, pr l'idéal maximal de op, kr =
or/pr le corps résiduel et vy la valuation normalisée de F (vp(F*) = Z).
On utilisera des notations similaires lorsque d’autres corps entrerons en
jeu.
2. Structure des corps gauches de centre F' et de dimension finie
sur F. (Weil Chap. I.)

Commengons par de la terminologie. Soit A une F-algébre (que ’on sup-
posera de dimension finie et muni d’une unité pour la multiplication , comme
toutes les algeébres qui apparaitrons dans cet exposé). On dit que :

A est centrale si son centre se réduit a F.14;

1J utiliserai parfois le terme corps p-adique pour désigner de tels corps F.
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A est simple si elle ne posséde pas d’idéaux bilatéres non triviaux (i.e.
différents de 0 et A);

A est centrale-simple si elle est centrale et simple;

A est a division si tout élément non-nul de A est inversible (dans ce cas A
est simple); on dit aussi que A est un corps gauche.

Soit D une algébre a division centrale sur F. Alors on montre (Weil,
Chap.I) que D posséde une sous-op-algebre compacte maximale op. Cette
algebre est un anneau local non commutatif, dont on note pp I'idéal maximal.
Si mp est une uniformisante de op (pp = Tpop = op7p), alors D = op(~)
(D est le “corps des fractions de op”).

Soit L/F une extension non-ramifiée maximale de F' dans D (pror = pr.).
Alors d := [L : F] = [D : F]*/? et il existe une uniformisante 7p de op qui
normalise L et telle que :

i) 7% est une uniformisante de op;
i) op = or[mp] = By_o0L7h;
iii) I'application o : [ — 75 lmp est un générateur de Gal(L/F).

On a ainsi une présentation de D par générateurs et relations.

Rappelons qu’une extension non-ramifiée L/F est cyclique et que son
groupe a un générateur privilégié Frobg, appelé le Frobenius, qui est unique-
ment déterminé par la condition :

Frobp(u) = u? mod pr, , u € of.

Ecrivons ¢ = Frob%, avec r € Z. Alors (r,d) = 1 car o engendre
Gal(L/F). On peut montrer que la classe de r/d dans Q/Z ne dépend
pas du choix de L et mp. Cette classe s’appelle l’invariant de Hasse de D et
se note invp (D). On montre que invp (D) détermine entierement ’algebre a
division centrale D & isomorphismes de F-algebres prés (cela devrait étre a
peu pres clair pour ceux qui connaissent la théorie des algebres cycliques).

3. Le théoréme de Wedderburn.

On suppose momentanément que F' est quelconque. Soit A une F-algebre.
L’algebre opposée A° est I’algebre déduite de A en gardant la méme structure
de F-espace vectoriel, mais en utilisant le produit o défini par a o b = ba.

Observons que A est naturellement un A-module & gauche et un A°-
module & droite. D’oti un morphisme d’algebres canonique :

AQRp A° — Endp(A) ,aRb— Paxb,

ol Yagp(u) = audb, u € A.
Si E/F est une extension de corps, on note Ag la E-algébre A®p E. On
a alors :

THEOREME. (Wedderburn). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A est centrale-simple.



(2) L’application canonique A @ A° — Endr(A) est un isomorphisme.
(3) Il existe une extension de corps E/F et un isomorphisme Ag ~ M(m, E)
pour un certain m.

(4) Si F est une cléture algébrique de F, alors Ap ~ M(m,F) pour un
certain m.

(5) Il existe une algébre a division centrale D et un entier r tels que A ~
M(r,D).

De plus si A est centrale simple, 'entier r de (5) est la classe d’isomorphie
de D sont entiérement déterminés par A.

Un algebre simple de la forme M (r, F') sera dite déployée.

Supposons & nouveau que F' est un corps local. Alors on peut étre plus
précis sur le point (3) du théoréme. Ecrivons A ~ M(r, D) comme en (5).
On sait que [D : F] est un carré d?. Alors toute extension de corps E/F de
degré multiple de d déploie A, c’est a dire que I'on a Ag ~ M(rd, E). En
particulier une extension de corps non-ramifiée de degré d déploie A.

4. Trace et norme réduite. (Cf. Reiner, Weil, Bourbaki,...)

Ici on suppose a nouveau F' quelconque. On peut définir pour les algebres
centrales simples des objets similaires a la trace et au déterminant. Soit A
une F-algébre centrale simple et E/F une extension séparable qui déploie
A. Soit a dans A. Notons a ® 1 I’élément de A ® p F correspondant. Alors
la trace et le déterminant de a ® 1 sont dans F' et ne dépendent pas du
choix de E. On les notes Trd(a) et Nrd(a) (traces et normes réduites). Si
on fixe une base quelconque de A sur F', se sont des fonctions polynomiales
en les coordonnées de a. Puisque a est inversible si et seulement si a ® 1
est inversible, on voit que A* est constitué des éléments de norme réduite
non-nulle.

Tout ceci permet (il faut un peu travailler ici) de voir A* comme les points
d’un groupe algébrique G défini sur F. On peut voir ¢ca d'un point de vue
un peu plus canonique. Si H est un groupe algébrique défini sur F', on peut
lui associer le foncteur :

{F-algeébres commutatives de type fini} — {groupes}
B +— H(B) = points de H dans B

Un résultat classique de géométrie algébrique (Lemme de Yoneda) montre
que H, vu comme foncteur, détermine entierement H, vu comme groupe
algébrique. Ici on peut décrire facilement notre groupe G vu comme fonc-
teur : il associe a toute F-algebre commutative B de type fini, le groupe
(A®F B)*. En particulier G(E) = GL(m, E) pour toute extension E/F qui
déploie A.

5. Le groupe de Brauer.

On montre que si A et B sont centrales simples, il en est de méme de
A ®p B. On dit que deux algebres centrales simples A et B sont similaires
si les algébres D intervenant dans le théoreme de structure de Wedderburn



sont isomorphes (on oublie lentier r). Par exemple toute algébre déployée

est similaire & M(1,F) = F. On note [A] la classe de A pour la relation

d’équivalence donnée par la similitude, et on note Br(F') ’ensemble de ces

classes. On munit Br(F') d’une structure de groupe par [A].[B] = [A ®F B]

(on montre que ¢a ne dépend pas des représentants). C’est effectivement un

groupe :

(i) Passociativité vient de P’associativité du produit tensoriel;

(ii) L’élément neutre est [F';

(iii) L’opposé de [A] est [A°] (cf. point (2) du théoreme de Wedderburn).
De plus ce groupe est commutatif, puisque le produit tensoriel l'est (a

isomorphisme pres); on 'appelle le groupe de Brauer de F.

THEOREME. Supposons F' localement compact, non-archimédien et a corps
résiduel fini. Alors Br(F) est isomorphe a Q/7Z. L’isomorphisme est effecti-
vement donné de la fagon suivante : si A s’écrit M (m, D), on associe a [A]
Uinvariant de Hasse invp(D) = r/d mod Z (avec les notations du 2.). On
notera invp[A] = invp (D).

Si E/F est une extension finie, on a un morphisme de groupes g, r
Br(F) — Br(E), donné par [A] — [A ®F E]. En fait on sait décrire
explicitement ce morphisme du c6té de Q/Z: on a pour toute algebre centrale
simple A sur F

invg(pr/r([4]) = invp((A])[E : F].

Le dernier théoréme couplé avec ce résultat permet de faire des calculs
explicites sur les algebres.

Remarques 1. On montre (théoréme de Frobenius) que le groupe de Brauer
d’un corps fini est trivial : il n’y a pas d’algebres a division non-triviales sur
un corps fini.

2. On montre que Br(R) = Z/27Z, I’élément non-trivial du groupe étant la
classe de l'algebre des quaternions de Hamilton.

6. Le théoréme de Skolem-Noether.

Soit A une algebre centrale-simple sur F' (quelconque).

THEOREME. Soit B C A une sous-algébre simple. Alors tout homomor-
phisme de F-algébres ¢ : B — A est de la forme ¢(b) = ubu~!, b € B,
pour un u dans A*. En particulier tout automorphisme de la F-algébre A
est intérieur.

7. Involutions sur les algebres a division.

Soit F' p-adique et D une algebre a division centrale sur F'. Pour la théorie
des formes hermitiennes, on a besoin de considérer des involutions ¢ sur D,
c’est & dire des isomorphismes d’anneaux o : D — D° vérifiant 02 = id.
Nous allons voir que de telles invoutions n’existent que si D est une algebre
de quaternions ou un corps commutatif.



Supposons o de premiére espéce : dans tous les cas le centre F' de D est
fixe par o, mais I'on suppose de plus que 0|z = idr (sinon on dit que o est de
seconde espeéce). Alors o est un isomorphisme de F-algebres entre D et D°.
Ceci implique que [D]? = 1 dans le groupe de Brauer. Donc si I'invariant de
Hasse est r/d mod Z, avec (r,d) = 1, on a 2r = 0 mod d, d’ou soit d = 2 et
r =1: D est 'unique algebre de quaternions non-déployée, d’invariant de
Hasse 1/2 mod Z, soit d =1 et D = F.

(7.1) Les seules algébres a division munies d’une involution de premiére
espéce sont les algébres de quaternions ou les corps commutatifs.

Soit a présent o une involution de seconde espece sur D: la restriction
0, = o|r nest pas triviale. Notons F, = F'? le corps des points fixes par
0,. Puisque o, est d’ordre 2, 'extension F/F, est galoisienne séparable.

Soit D, la F-algebre déduite de D en tordant la multiplication externe
par o,. Alors I'identité de D induit un isomorphisme d’anneaux, o,-linéaire
entre D et D, . Par composition avec o, on en déduit un isomorphisme
d’anneaux F-linéaire D — D7 . Cependant, grace au théoréme de structure
donné en 2., on voit facilement que D et D, ont le méme invariant de Hasse,
donc appartiennent & la méme classe du groupe de Brauer. On en déduit
que, comme dans le cas de premiére espece, que puisque D ~ D° comme
F-algebres, D ne peut étre que commutative ou de quaternions.

C’est un théoreme non-trivial que le second cas ne peut se produire.

(7.2) Soit D une F-algébre a division sur un corps p-adique qui admette
une involution de seconde espéce. Alors D = F et l'involution correspond a
l’élement non trivial de Gal(F/F,) pour une extension quadratique séparable
F/F,.

La démonstration se trouve dans [Sharlau] Thm 2.2 p. 353. Ce résultat
est encore vrai sur un corps de nombres (cf. Platonov-Rapinchuk p. 91.).

II. GROUPES CLASSIQUES ET GROUPES DE TYPES A,B,C,D

Il existe naturellement deux types de groupes algébriques simples remar-
quables dans la nature. En suivant une terminologie non standard, les pre-
miers, dits groupes classiques sont le groupe spécial linéaire sur une algebre
a division, ainsi que les groupes de transformations laissant invariante une
forme e-hermitienne sur une algebre a division avec involution; les seconds
dits de types A, B, C ou D, sont ceux qui, sur la cloture séparable du corps
de base, ont un systéeme de racines du type A,, By, C, ou D,,. Le résultat
que nous voulons décrire est le suivant :

Les groupes de classiques sont de type A, B, C' ou D, et la réciproque est
vraie sauf pour certains groupes de type Dy.

Ce théoreme est du & André Weil (Algebras with involutions and the clas-
sical groups, J. Indian Math. Soc. 24 (1961), 589-623, cf. aussi Oeuvres



Complétes). Le sens direct est facile. Pour la réciproque, 1'astuce de Weil
est de remarquer que sur la cloture algébrique (Particle est écrit en ca-
ractéristique 0), certains groupes de types A, B, C ou D sont naturellement
associés a des algebres simples avec involutions. Les groupes formes de ces
groupes sont aussi associées a des algebres simples avec involutions tordues
avec des cocycles. Mais ces derniers objets se trouvent étre des algebres
simples avec involutions... Il suffit alors de montrer comment passer des
algebres simples avec involutions aux groupes classiques.

L’article un peu rapide de Weil a été repris (par ordre chronologique) par
Kneser (Lecture on Galois Cohomology of Classical Groups, Tata Inst. of
Fund. Research, Bombay, 1969), Platonov-Rapinchuk (Algebraic groups and
number theory, Ac. Press, 1994) et dans The book of involutions, AMS Coll.
Pub., vol 44 1998. Kneser n’est pas disponible, le traitement de The book of
involutions est assez compliqué et je suivrai donc Platonov-Rapinchuk 2.3,
pPp. 78-92.

1. Notations. On notera K le corps de base. On suppose que ’on n’est pas
en caractéristique 2. Le cas qui nous intéresse est celui d’un corps local (voire
d’un corps de nombre) et certaines choses se simplifient alors. Cependant la
plupart des démonstrations sont valides sans cette hypothése. On note K
une cléture séparable de K et T' le groupe de Galois Gal(K/K).

2. Les séries A, B, C et D.

Dans cette section, nous introduisons une série de groupes semisimples,
définis sur K et qui sont de type A, B, C ou D. Les autres groupes de
types A, B, C, D seront donc isogénes sur K 3 I'un des groupes de la série.
Pour simplifier on ne considérera que ceux-ci et nous laissons les problemes
d’isogénie de coté. Le probleme est donc ramené a trouver les K-formes des
groupes que nous introduisons.



2.1 Le groupe spécial linéaire.

Soit D une algebre 3 division sur K, de dimension d? sur K. Soit n un
entier > 1. Comme nous ’avons vu dans le précédent exposé, on peut voir
GL(n,D) comme les points d’un groupe algébrique défini sur K, que l'on
notera de la méme fagon, et dont les points dans une K-algebre affine B sont
donnés par GL(m, D)(B) = (M(n,D) ®k B)*.

Soit SL(m, D) les éléments de GL(m, D) de norme réduite 1. Il est clair
que ce groupe peut étre vu comme le groupe des K-points d’'un groupe
algébrique défini sur K, que ’on notera de la méme fagon. Ses points sur une
extension L/K de K sont donnés par {z € (M(n,D) ®k L)* ; Nrd(z) =
1}. Par les propriétés de déploiement des algebres centrales-simples et par
définition méme de Nrd, il est clair que SL(n, D) est isomorphe & SL(md, K)
sur K.

On a donc :

Le K -groupe algébrique SL(n, D) est de type Anq_1 et il est simplement
connezxe.

On peut montrer que le K-rang de SL(n, D) est n—1 (c’est a dire la dimen-
sion d’un tore déployé maximal). Comme exercice, nous allons démontrer le
fait marquant suivant :

Le groupe SL(1, D) est anisotrope.

Démonstration. Soit T un K-tore déployé de SL(1,D). Faisons agir T
sur D par conjugaison. On sait que cette action est diagonalisable. Soit
x € D un vecteur propre pour un caractere x de T intervenant dans cette
représentation : trt~! = x(t)z. En prenant la norme réduite, on obtient :
Nrd(z) = [x(t)]¢Nrd(z), d’ou [x(t)]? = 1 pour tout t. Ceci entraine que
x est trivial. L’action de T par conjugaison étant triviale, on a que T est
contenu dans le centre de SL(1, D) qui est fini (~ p4(K)). T est donc trivial.
CQFD.

2.2 Les groupes orthogonaux et symplectiques.

Soit f une forme bilinéaire non-dégénérée sur un K-espace vectoriel V
de dimension n. Si f est alternée, on sait que n = 2m. Le groupe des
transformations linéaires de V' qui préserve f forment le groupe symplectique
Spom/(f). On sait que 'on peut trouver une base dans laquelle la matrice F
de f s’écrit par blocs :

(2.2) ( A )

On peut donc identifier Spa,, (f) &

Spom (F) = {g € GLop(K) ; tgFg = F},



et Spam (F) apparait naturellement comme les points d’un groupe algébrique.
Ce groupe est toujours simple et toujours K-déployé : il existe un K-tore
maximal et déployé, on peut prendre

T = {diag(t1,ta, ..., tn,t7 5ty 5oyt ) st € KX}

Plus précisément, on a :

Spom (F') est un K -groupe algébrique simple, simplement conneze, déployé,
de K -rang (donc de K-rang) m. Il est du type Cp,.

Supposons & présent f symétrique . Le groupe SO, (f) est le groupe des
transformations linéaires de V, de déterminant 1, qui préservent la forme
f- Comme précédemment on peut le voir comme les points d’un groupe
algébrique défini sur K en faisant intervenir la matrice de f dans une base.

Si on considere la forme obtenue sur V ® g K par extension des scalaires,
deux cas peuvent se produire.

Cas no 1. L’entier n est pair : n = 2m. Alors il existe une base dans laquelle
la matrice F' de f peut s’écrire par blocs :

0 I,
I, O

Donc les groupes SOz, (f) sont tous isomorphes sur K. Un K-tore maxi-
mal déployé est donné par la méme formule que pour le groupe symplectique.
On peut montrer que si SO»(f) est isomorphe & G,, sur K, que SOy est
isogéne & SLy X SLy sur K. Cependant pour m > 3, on a :

SO2m(f) est un groupe simple de type Cy,. Il n’est pas simplement conneze
(son revétement universel est le groupe Spin,y, ).

De plus on peut montrer que le K-rang de SO, (f) est égal a l'indice de
Witt de f, c’est & dire & la dimension d’un sous-espace totallement isotrope
maximal.

Cas no 2. L’entier n est impair : n = 2m + 1. Alors il existe une base dans
laquelle la matrice F' de f peut s’écrire par blocs :

0 I, 0
I, 0 0
0o ... 0 1

Donc les groupes SOsqp,11(f) sont tous isomorphes sur K. Un K-tore
maximal déployé est donné par

T = {diag(t1,ta, ..., tn,t7 15 5oyt 5 1) 5 t; € KXY,
Ona:

Les groupes SOopm+1(f), 1 = 1, sont simples, de type B,,. Ils ne sont pas
simplement connexes. Leur K -rang est l’indice de Witt de la forme f sur K.



3. Involutions sur les algebres simples.

Soit A une K-algebre. Une involution ¢ sur A est un isomorphisme
d’algebres A — A°, tel que 0 o 0 = id4. On suppose que A est simple
(mais pas forcément centrale). Le centre L de A est une extension de K
stabilisée par o. On suppose que L? = K. Des paires (A, o) vérifiant les
hypothéses précédentes seront appelées des K -algébres simples a involution.
On dit que l'involution est de premiére especesi K = L, et de seconde espéce
sinon. Dans le second cas l'extension L/K est quadratique séparable.

(3.1) LEMME. Soient 7 et o deuz involutions sur une K -algébre simple A
qui coincident sur le centre L de A. Alors, on peut trouver un g dans A* tel
que

(3-2) o(z) =gr(z)g™" , z € 4

et vérifiant de plus T7(g9) = +g si T est de premiére espéce et 7(9) = g si T
est de seconde espéce. Réciproquement, si (A, T) est une K -algébre simple
a involution, et si g est comme précédemment, alors l'application o donnée

par (8.2) est une involution de A.

Démonstration. Posons ¢ = o7~ !. C’est un automorphisme de A qui

préserve le centre, donc L-linéaire. Par Skolem-Noether, il existe g € A*, tel
que ¢ = Int(g). Donc o(z) = g7(x)g~!, * € A. En écrivant que o2 = id4,
on obtient g7(g)~! € L, i.e. 7(g) = \g pour un élément du centre \. Si 7 est
de premiére espece, en écrivant que 72 = id4, on a immédiatement A% = 1,
d’oul = +1.

Si 7 est de seconde espece, ona N,k (97(9) ') = g7(9) " '7(97(9)" ") = 1.

Par Hibert 90, on peut trouver un a dans L tel que g7(g)~! = ar(a)™!.
Puisque a est central, on peut toujours remplacer g par ga~' et on obtient
m(9) =9

La réciproque est immédiate.

Si (A, 7) est une K-algebre (pas forcément simple) munie d’une involution,
on notera (A ®x K,7) la K-algébre muni de I'involution 7 prolongée par
K-linéarité. On dit que deux paires (4,7), (B,0) sont K-isomorphes s’il
existe un isomorphisme de K-algebres ¢ : A @x K — B ®x K, tel que
T=gpooop L

Considérons les trois algeébres suivantes (pas forcément simples) munies
d’involutions :

(1) A= My(K), 7(z) ="=;

(2) A = M,(K), 7(z) = JtzJ !, ou J est la matrice standard (2.2) d’une
forme symplectique.

(3) A= My,(K) & Mn(K), 7(z,y) = (‘y, z).

(3.3) LEMME. Soit (A, 7) une K-algébre simple a involution. Alors elle est
K -isomorphe & Ualgébre (1) ou l’algébre (2), si T est de premiére espéce, et
a Ualgébre (3) si T est de seconde espéce.
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Terminologie. Si T est de premiére espece, on dira que (A, 7) est du premier
type si elle est K-isomorphe & une algebre du type (1) et du second type
sinon.

Démonstration. Supposons d’abord 7 de premiere espece. Alors K est le
centre de A et on a un isomorphisme ¢ : A ®xg K = M,(K). Soit v =
@711 Iinvolution obtenue sur M, (K). D’apres la Lemme (3.1), elle s’écrit
v(z) = FtzF~1, ou 'F = £F. On sait alors que F' est soit congruente a
I,,, soit & la matrice J de (2). Il existe donc une matrice inversible B telle
que F = BB ou F = BJ!B. L’application ) = Intg o ¢ réalise donc un
K-isomorphisme d’algébres & involution entre (A4, 7) et algébre du type (1)
ou du type (2).

Si 7 est de seconde espece, la preuve est similaire en remarquant que
AR K = A®p (L®k L)®1 K = M, (K)® M,(K),car L L ~ L& L.

4. Groupes classiques et algebres a involutions.

Dans ce paragraphe, nous intruisons les groupes classiques et montrons
quel est leur lien avec les algebres a involution.

On se donne une K-algebre simple & division et & involution (D, 7). Soit
m > 1, on note V = D™, que I'on considéere comme une D-espace vectoriel a
droite, de sorte que via la base cononique EndpV s’identifie naturellement
a l'algebre M (m, D). Soit € = £1. On se donne f une forme e-hermitienne
non-dégénérée sur V. Elle vérifie donc :

i f(ua vdy + 1Ud2) = f(u’ v)dl + f(u’ w)an

o f(vdy + wdz,u) = 7(d1) f(v,u) + 7(d2) f (w, ),
o f(u,v) =er(f(v,u)),

e ['orthogonal de V est 0.

Exzemple. Prenons ¢ = 1 et aq,...,a, des éléments non-nuls de D inva-
n

riants par 7. Alors la forme f(u,v) = ZT(xi)aiyi (écriture dans la base
i=1
canonique) est hermitienne non dégénérée.

Le groupe unitaire U, (D, f) est le groupe des transformations linéaires
de V préservant f. Le groupe spécial-unitaire SU,, (D, f) est le sous-groupe
formé des éléments de norme réduite 1.

Si F = (fij)i; € M(m,D), on note *F la matrice ayant pour entrées
[7(fji)li,;- Notons que * est une involution de A = M(m,D). Si F =
[f(ei, e;)]s,; est la matrice de f dans la base canonique, alors *F = +F et on
a:

Un(f,D)={9 € GL(m,D) ; *gFg = F};

SUp(f, D) ={g € SL(m, D) ; *gFg = F}.
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On définit une autre involution sur la K-algébre simple A = M (m, D)
par o(z) = F~1.*z.F. On peut alors présenter nos groupes unitaires sous la
forme :

Un(f, D) ={g9 € GL(m, D) ; 0(9)g = Im};

Un(f, D) ={g9 € SL(m, D) ; 0(9)g = Im}-

On peut vérifier qu’on définit ainsi des K-fermés de Zariski. On peut donc
voir Uy, (f, D) et SU,,,(f, D) comme les points de K-groupes algébriques que
I’on continue de noter de la méme fagon.

Notons n? = [D : K|. Supposons d’abord 7 de premiére espéce. Alors

Un(f, D)(K) ={g € GL(mn,K) ; v(9)g = Imn};

Un(f, D)(K) = {g € SL(mn, K) ; v(9)g = Imn},

ou v est l'involution sur A @ ¢ K étendue par K-linéarité. Je n’ai pas vérifié
¢a (Platonov-Rapinchuk non plus), mais on peut montrer :

(4.1) PROPOSITION. L’involution v est du méme type que T si e = 1 et du
type opposé sinon. Donc, notant G le K -groupe algébriqgue SU,,(D, f), on
a:
Si T est une involution de premiére espece, du second type et f hermitienne,
ou si T est une involution de premiére espéce, du second type, et f antiher-
mitienne, alors G =~ Spm, sur K et G est du type Crny2-
Si T est une involution de premiére espéce du premier type et f hermitienne,
ou si T est du second type et f antihermitienne, alors, G ~ SOy, sur K et
G est du type Bimn—1)/2 0% Do

Si 7 est de seconde espece, on montre que ’on peut trouver un isomor-
phisme A @ K ~ Mpn(K) ® My, (K), de sorte que o s’étende en une
involution v du type (3) de 3. On a alors:
Un(f, D)(K) = {(X,Y) € GLynn(K) X GLpa(K) ; (X, Y)(*Y,'X) =
(Imna Imn)}v
SUm(f, D)(K) = {(X,Y) € SLyn(K) X SLpn(K) 5 (X,Y)(*Y,*X) =
(Imn; Imn)}
Il est clair que I'application (X,Y) — X induit un K -isomorphisme

Un(f,D)(K) ~ SLyyn(K). On a donc :

(4.2) PROPOSITION. Si 7 est de seconde espéce, alors SUp,(f, D) est une
forme de SLy,y,; c’est donc un K -groupe simplement connexe de type Apmn_1.

Remarques. 1) J’ai passé quelques démonstrations sous silence ici.

2) Si K est un corps local et 7 de seconde espece, alors D est commuta-
tive, de sorte que SU,,(f, D) est un groupe unitaire associé & une extension
quadratique séparable.
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3) On peut montrer que dans la proposition (4.1), le seul cas ou on peut
obtenir un groupe de type Bestlecasn=1,ie. D =K.

L’objet du dernier exposé sera de démontrer la réciproque des propositions
(4.1) et (4.2): les formes de SLy, Span, SOanyt1, SOan (avec ici N # 4),
sont des groupes unitaires pour une forme sur une algebre a division avec
involution.

ITI. LES FORMES DES GROUPES SLy, Span, SOan41, ET SOan AVEC N # 4.

Notations. Ici K est le corps de base et tous les groupes algébriques que
nous considérons sont définis sur K. On fixe une cléture séparable K de
K. On suppose que la caractéristique de K n’est pas 2, sauf lorsque 1'on
s’intéressera aux formes intérieures de SLy, ou cette hypothése n’est pas
nécessaire.

0. Formes et cohomologie galoisienne.

Pour la cohomologie galoisienne, voir le LN de Serre du méme nom, ou
Corps locaur du méme auteur.

Soit G un groupe algébrique défini sur K. On dit qu'un autre groupe
algébrique H est une forme de G s’il existe un isomorphisme de variétés
f: G — H défini sur K. Puisqu’un tel isomorphisme est donné par un
nombre fini de fonctions polynomiales, en notant M le corps engendré par les
coefficients de ces fonctions, on voit que f est en fait défini sur une extension
finie de K. Quitte & remplacer M par sa cloture galoisienne dans K, on peut
se ramener au cas ou M/K est galoisienne finie. On dira alors que H est
une M /K-forme de G. La recherche des formes de G est donc ramenée a la
recherche des M/K-formes pour toute extension galoisienne finie M /K.

Soit H une M/K-forme de G et f : G — H un isomorphisme défini
sur M. Notons I' = Gal(M/K). Pour chaque élément o de I, on déduit
de f un autre isomorphisme f° en tordant les coefficients des polynomes
définissant f par o. On obtient ainsi des M-automorphismes de G donnés
par ¢, = f~'o f° On vérifie que 'on obtient un 1-cocycle de I' dans
Autp(G), pour V'action naturelle de Galois (action sur les coefficients des
polynémes). Cela signifie que la famille (¢, )yer vérifie ¢, = ¢, 0cZ. On dit
qu'un 1-cocycle est scindé s’il est de la forme ¢, = ®~! o ®°, pour un M-
automorphisme ® de Autp(G). On dit que deux cocycles (¢, ) et (d,) sont
équivalents s'il existe un élément ® de Autys(G) vérifiant d, = ®lc, .
L’ensemble des classes d’équivalences se notent H' (T, Aut;s(G)) et s’appelle
le premier ensemble de cohomologie (non-abélienne) de I' dans Autp (G).
(0.1) THEOREME. L’application qui a une M/K-forme H de G associe la
classe d’équivalence de (c,) dans H'(T', Autps(G)) est bien définie (ne dépend

pas du choix de f) et induit une bijection entre les classes de K -isomorphie
de M /K -formes de G et H'(T, Autp(G)).
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L’injectivité est facile et assez formelle. C’est la surjectivité qui est non
triviale. L’idée de base est de partir de la M-algebre affine A = M[G] et
de tordre sa structure d’espace vectoriel via les ¢, (qui correspondent & des
automorphismes de A). On obtient ainsi une M-algebre affine B avec une
action de I' et la K-algebre des points fixes sera la candidate pour étre la
K-algebre affine d’une M/K-forme de G.

D’un point de vue plus naif. La donnée d’un cocycle (c,) permet de
tordre l’action naturelle g — ¢ de I' sur G(M) en une nouvelle action :
g%l = ¢,(g7). Si la classe de (c,) correspond 4 une forme H, alors H(K) est
I’ensemble des points fixes de G(M) pour Paction tordue de T'.

On dit qu'une forme H est intérieure si les ¢, sont des automorphismes
intérieurs de G(M).

Ezemple. Soit D une algebre de quaternions de centre un corps local K et
soit M /K une extension quadratique non ramifiée. Alors D est une M/K-
forme intérieure de M (2, K). A I’élément non trivial ¢ du groupe de Galois
on associe ¢, = Ad(II), ou IT € M (2, M) est la matrice

(? W(f > , Tx uniformisante de K,

et & idys, on associe I'automorphisme trivial. On vérifie qu’on a bien 1a un
cocycle. C’est un bon exercice de vérifier, grace au théoreme de structure
donné dans le premier exposé, que :

D~{zeM2,M);z="Mo(zx)d '}

Par des arguments similaires, on montre que, pour tout algebre a divi-
sion centrale D, de degré d* sur K, M(m, D) est une forme intérieure de
M(md, K), d’ou il découle aisément que SL(m, D) est une forme intérieure
de SL(md, K).

1. L’astuce de Weil.

1.1 Un résultat classique de cohomologie galoisienne.

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et M /K une extension
galoisienne finie. Le choix d’une K-base de V' le muni d’'une structure de
K-groupe algébrique. Le foncteur associé est :

B, K-algebre affine — V Q@ B.

On notera Viy = V @k M. Le résultat de base de la cohomologie galoisienne
est que toutes les M/K-formes de V sont K-isomorphes. En fait cela vient
du fait qu’un K-espace vectoriel est déterminé a K-isomorphismes pres par
sa dimension.

On a donc :
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(1.1) COROLLAIRE (de MIASI1 et du Théoréme (0.1)). Le premier ensemble
de cohomologie galoisienne H' (T, Autpr(Var)) se réduit a la classe des co-
cycles scindés.

Remarque. 11 y a des démonstrations simples de ces résultats qui évitent le
Théoréme (0.1) : cf. les bouquins de Serre cités plus haut, ou larticle de
Weil lui-méme.

1.2 Les algebres a involutions et cocycles.

Soit (A, 7) une K-algébre simple & involution. On note V' le K-espace
vectoriel sous-jacent a A. Se donner une structure de K-algebre sur V,
revient a se donner une forme bilinéaire V®xV — V', ou encore un élément
tde T =V ®gV ®k V', vérifiant une liste de propriétés (ici V' désigne le
K-dual de V). De méme, se donner I'involution 7, revient a se donner une
élément s de S =V ®g V'’ vérifiant une liste de propriétés.

Soit M /K une extension galoisienne finie. Considérons ’algébre a involu-
tion (Apz, 7), oit 'on a étendu 7 par M-linéarité. Elle correspond a ’espace
vectoriel Vjs muni des tenseurs t de Ty = Vir Qum Vs ®um Vyy et s de
Sy = Vi ®um Vy; obtenus de s et ¢t de fagon canonique (prolongement par
M-linéarité). L’action de I' sur M se propage de fagon canonique en des
actions sur T et Sy, de sorte que s et t soient I'-invariants.

(1.2.1) THEOREME. (A. Weil) Avec les hypothéses précédentes, soit (c,)
un cocycle de T' dans Autg (V). Supposons que les tenseurs s et t soient
invariants sous l'action de Galois tordue par (c,). Alors il existe une K-
algébre simple avec involution (A1, 11) et un M-isomorphisme d’algébres a
involution ® : (Anr,7) — (A1,m,71) tel que co = D1 o B7.

Démonstration. Le cocycle (c,) est scindé : il s’écrit ®~! o &° pour un
K-isomorphisme ® : V) — Vj;. Etendons ® and des K-isomorphismes
naturels ® : Syy — Spr, Ty — Ty. Considérons les tenseurs t = ®(t) et
s1 = ®(s). Alors pour 0 €T, on a t{ = 0o 1t7 = &5t = P, t7 = B(t),
puisque t est stable par 'action tordue de Galois. Il s’ensuit que t; € T.
De méme le tenseur s; = ®(s) est dans S. Ces tenseurs héritent des mémes
propriétés que s et t et il définissent donc une structure d’algebre a involution
(A1,71) sur V. Par construction ® est un M-isomorphisme d’algébres a
involution de (Aas, 7) sur (A1,am,71)
Noter que ® n’est pas défini sur K en général.

2. A la recherche des formes.

Remarque. Je suis ici Platonov-Rapinchuk 2.3.4, pp. 86-92. Ils prétendent
reprendre 'article de Weil, mais je ne suis pas entierement convaincu par
leurs démonstrations (parfois elliptiques et plus : des arguments me semblent
faux). Je vais appliquer systématiquement le théoréme (1.2.1) et rester plus
pres de la preuve de Weil.

Je fixe une fois pour toute une extension galoisienne finie M /K. Les
formes considérées sont des M /K-formes.
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On rappelle que le groupe des automorphismes d’un groupe simple sim-
plement connexe est isomorphe au produit semi-direct du groupe des auto-
morphismes intérieurs par le groupe des automorphisme du diagramme de
Dynkin.

2.1 Les formes intérieures de SLy.

Soit G une M/K-forme intérieure de SLy. Le groupe des automor-
phismes intérieurs de SLy (M) est PSLy(M). Soit A la K-algebre My (K).
Alors SLy(K) est naturellement une sous-variété fermée de My (K) (via
le déterminant). PSLy(M) se plonge naturellement dans Autp(Ax) (at-
tention : il s’agit des automorphismes de M-espace vectoriel). Soit f :
G — SLyx un M-isomorphisme. Le cocycle ¢, = f o f79 est formé
d’éléments de Aut s (Ak) Puisque les ¢, sont des automorphismes d’algebres,
ils stabilisent le tenseur définissant la structure d’algebre de A. D’apres le
résultat de Weil, il existe une K-algebre simple A; et un M-isomorphisme ¢
: Ay — A1 u, tel que

(2.1.1) P 1od =fof".
Par construction, ® se restreint en un M-isomorphisme

Cet isomorphisme n’est pas défini sur K en général. Cependant le composé
®of: G — SL(Ai,m) est un M isomorphisme stable par Galois, par
(2.1.1). Cet isomorphisme est donc défini sur K et induit un K-isomorphisme
de groupes algébriques : G ~ SL(A,).

Puisque A est centrale, A; l'est aussi. On a donc SL(A4,) = SL(m, D),
pour une K-algebre a division centrale D. Donc :

(2.1.1) THEOREME. Les formes intérieures de SLy, sont les groupes
SL(m, D), pour des entiers m > 1 et des algébres a division centrales D, de
degré d? sur K, tels que N = md.

2.2 Les formes de Span.

Le diagramme de Dinkyn de C),, n’a pas de symétries; de plus Span est
simplement connexe. Donc tous les automorphismes de Spyn sont intérieurs.

Rappelons que si J est la matrice antisymétrique standard, on a Spay =
{X € GLyy ;*XJX = J}. Donc en considérant I'involution 7 de premiére
espéce sur My définie par 7(X) = J~1¢ X J, Spyny apparait comme le sous
groupe algébrique fermé de GLon donné par 'équation 7(X)X = Ipy.

Soit A I'algébre Myn(L). On peut plonger les automorphismes intérieurs
de Span dans PGLyn(M) = PGL(Ap). Puisque ce sont des automor-
phismes de I’algebre A, ils stabilisent le tenseur ¢ € Tk définissant la struc-
ture de A. De plus ils commutent avec 7 : si g € Spany(M) C GLan (M),
7(gXg™!) = 7(¢g7Y)7(X)7(g9) = g7(X)g~!. Tis stabilisent donc le tenseur
s € Sk définissant 'involution.



16

Soit G une M /K-forme de Spyy et f: H — Spyny un M-isomorphisme.
On sait qu'il existe ® € Autys(A) tel que 197 =c, = fof~ 7,0 €. Par
le théoreme de Weil, il existe une structure de K-algebre simple a involution
(A1, 1) sur le K-espace vectoriel A, tel que ® : (Anp,7) — (A1,Mm,71)
soit un M-isomorphisme. Par construction ® réalise un M-isomorphisme de
Span sur le K-groupe algébrique H = {X € GL(A;); X7 (X) = In}.

Ecrivons A; = M (m, D) pour une algébre a division centrale D. Puisque
A; ~ Af, on a D ~ D°. D possede donc une involution de premiere espece
*. Soit o I'involution de premiére espéce sur A; donnée par o1 (zi;) = (z7;)-
Par un théoréme de I'exposé précédent, il existe une matrice e-hermitienne
pour (D, ), telle que ;1 = F~1*X*F. 1l s’ensuit que H est le groupe
SU,. (D, f) pour la forme e-hermitienne f attachée & F. Comme dans le cas
précédent, on a que ® o f est un K-isomorphisme de G sur H = SU,, (D, f).

Puisqu’on connait le type de SU,,(D, f), on en déduit le :

(2.2.1) THEOREME. Les K -formes simplement connezxes de type C sont les
groupes spéciauz-unitaires SUp, (D, f), ot D est une algébre a division de

2
degré (—)2, muni d’une involution du premier type si f est hermitienne et
m

du second type sinon.

2.3 Les autres formes.

Par manque de temps je ne donnerai de démonstrations que pour les
formes extérieures de SLy. C’est la méme idée qui est reprise pour SOy .

Le diagramme de Dynkin de SLy possede une unique symétrie non tri-
viale. Elle correspond & I’automorphisme extérieur x — tz=1.

Soit A l'algebre My (K)®Mpy(K). On plonge SLy dans A comme variété
fermée par X — (X,tX1).

Les automorphismes d’algebre de A sont faciles a décrire. Comme ils
doivent envoyer une composante simple sur une composante simple de A, on

déduit de Skolem-Noether qu’ils sont de la formes

(X,Y) — (Ad(g)X, Ad(R)Y) ou (X,Y) — (Ad(g)Y, Ad(R)X)

Le plus important ici est que les automorphismes de SLy s’obtiennent par
restriction des automorphismes

(X,Y) = (Ad(9)X, Ad("g™")Y) ou (X, V) = (Ad(*g™")Y, Ad(g) X).

Soit alors H un automorphisme extérieur de SLy : il existe un M-
isomorphisme f : H — SLy, tel que parmi les cocycle ¢, = fo f77, il
y en ait au moins un de la forme Ad(g)(tz™1).

En notant 7 linvolution (X,Y) — (Y, X), SLx s’identifie & la variété
{(U,V) € SLy x SLy; 7(U,V).(U,V) = (In,In). Commes dans les cas
précédents, on voit les ¢, comme les restrictions d’éléments de
Autpar_q1g(Anr). Les ¢, stabilisent le tenseur ¢ définissant la structure
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d’algebre et le tenseur s définissant I'involution. On applique a nouveau
Weil : il existe une K-algebre (pas simple a priori), et un M-isomorphisme
®: (A7) — (A1,71), tel que c, = &1 0 B,

Il s’agit alors de montrer que A; est simple et que 71 est de seconde
espece (je passe les détails). On obtient alors un K-isomorphisme G —
SUn (D, f), ou d est munie d’une involution de seconde espece et f est une
forme hermitienne.

Noter que si K est un corps local ou glogal, SU,,(D, f) n’est rien d’autre
qu’un groupe spécial unitaire associé a une extension quadratique séparable
L/K.

On montre :

(2.3.1) THEOREME. (i) Les formes simplement connezes de type By sont les
groupes de spineurs SpinaN+1-

(ii) Les formes de type Dy sont isogénes a SU(D, f), ot (D,T) est une
algébre a division a involution de premiére espéce, de dimension (2N/1)?, et
ou 7 est du premier type si € = 1 et du second type sinon.

Remarque. Les formes extérieures de D4 (correspondant a SO(8)) posent
un probleme car le groupe des isométries du diagramme de Dynikin est S3
et qu’on ne sait pas réaliser les automorphismes extérieurs correspondants
comme automorphismes d’une algebre a division.



