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Introdu
tionUne vari�et�e 
omplexe proje
tive X est dite de Fano si elle est normaleet si son diviseur anti
anonique �KX est de Cartier et ample. On sait qu'ilexiste seulement un nombre �ni de familles de vari�et�es lisses, de Fano et dedimension donn�ee. Cependant 
es familles sont seulement 
onnues jusqu'endimension 3.Les vari�et�es toriques donnent beau
oup d'exemples de vari�et�es de Fano.Plus pr�e
is�ement, V. Batyrev a 
lassi��e les vari�et�es toriques de Fano de di-mension n en termes des polytopes r�e
exifs de dimension n [Ba94℄ : 
e sont lespolytopes 
onvexes de Rn �a sommets dans Zn 
ontenant 0 dans leur int�erieuret tels que leur polytope dual v�eri�e les mêmes hypoth�eses.De plus, 
ertaines propri�et�es ou 
ertains invariants g�eom�etriques des vari�e-t�es toriques de Fano, 
omme la lissit�e, le nombre de Pi
ard ou le degr�e, selisent fa
ilement sur le polytope r�e
exif asso
i�e. Cela a permis �a O. Debarrede majorer le degr�e (�KX)d des vari�et�es toriques lisses de Fano en fon
tion dela dimension d et du nombre de Pi
ard [De03℄. D'autre part, C. Casagrande ar�e
emment donn�e une majoration optimale du nombre de Pi
ard des vari�et�estoriques Q -fa
torielles et de Fano en fon
tion de la dimension [Ca06℄.Cette th�ese a pour but de g�en�eraliser tous 
es r�esultats aux vari�et�es ho-rosph�eriques. Soit G un groupe alg�ebrique r�edu
tif 
onnexe. Un G-espa
ehomog�ene est dit horosph�erique de rang n si 
'est un �br�e en tores (C �)nsur une vari�et�e de drapeaux. Voi
i quelques exemples d'espa
es homog�eneshorosph�eriques G=H :
6



G H rang dimension1 (C �)n f1g n n2 G un sous-groupe parabolique P 0 dimG� dimP3 SL2 U = f� 1 �0 1 �g 1 24 SL2 � C � U = f� 1 �0 1 �g � f1g 2 35 SL2 � SL2 U = f� 1 �0 1 �g � f� 1 �0 1 �g 2 46 SL3 U = f0� 1 � �0 1 �0 0 1 1Ag 2 5Une vari�et�e horosph�erique est un plongement d'un espa
e homog�ene ho-rosph�erique G=H, 
'est-�a-dire une G-vari�et�e normale 
ontenant une orbiteouverte isomorphe �a G=H ; son rang est 
elui de G=H. Parmi les vari�et�eshorosph�eriques, on 
ompte les vari�et�es toriques (lorsque G=H est un tore :exemple 1) et les vari�et�es de drapeaux (exemple 2). Ces derni�eres sont lisseset de Fano.Les vari�et�es horosph�eriques font partie de la famille des vari�et�es sph�eriques.Les plongements d'un espa
e homog�ene sph�erique G=H �x�e ont �et�e 
lassi��esen termes d'�eventails 
olori�es par D. Luna et T. Vust [LV83℄. Lorsque G=Hest horosph�erique de rang n, on montre que les plongements de Fano de G=Hsont 
lassi��es en termes de 
ertains polytopes rationnels, dits G=H-r�e
exifs(voir la d�e�nition 3.3). Ces polytopes sont de dimension n (tout 
omme les�eventails 
olori�es). Il est important de remarquer que la dimension de G=Hest plus grande que n, ave
 �egalit�e si et seulement si G=H est un tore ; dans
e dernier 
as, les polytopes G=H-r�e
exifs sont les polytopes r�e
exifs d�e�nispar V. Batyrev. A rang �egal, les polytopes G=H-r�e
exifs peuvent être beau-
oup plus nombreux que les polytopes r�e
exifs. Lorsque G et H sont 
ommedans l'exemple 6, il y a, �a automorphisme pr�es, 398 polytopes G=H-r�e
exifs(
al
ul e�e
tu�e dans la partie 6.3). En 
omparaison, on 
ompte seulement 16polytopes r�e
exifs de dimension 2.V. Alexeev et M. Brion ont montr�e que l'ensemble des 
lasses d'isomor-phisme des vari�et�es sph�eriques de Fano de dimension �x�ee est �ni [AB04℄.On verra que la 
lassi�
ation pr�e
�edente permet d'avoir une version e�e
tivede 
e r�esultat pour les vari�et�es horosph�eriques de Fano dont l'orbite ouverteest �x�ee. 7



Dans le premier 
hapitre de la th�ese, on pr�esente la 
lassi�
ation de Lunaet Vust dans le 
as d'un espa
e homog�ene horosph�erique G=H.Un 
rit�ere de lissit�e est donn�e pour les vari�et�es horosph�eriques dans lese
ond 
hapitre. Ce 
rit�ere, qui g�en�eralise le r�esultat de F. Pauer [Pa83℄,a aussi �et�e obtenu r�e
emment par D. Timashev [Ti06, th. 28.3℄. On montreaussi que, 
omme dans le 
as torique, toute sous-vari�et�e irr�edu
tible et stablepar G d'une vari�et�e horosph�erique lisse, est aussi lisse.Dans le 
hapitre suivant, on 
lassi�e les plongements de Fano de G=Hen termes de polytopes G=H-r�e
exifs, et on donne une borne expli
ite dunombre de 
lasses d'isomorphisme de plongements de Fano de G=H.Grâ
e �a 
ette 
lassi�
ation, on d�emontre les r�esultats suivants, dans le
hapitre 4.Th�eor�eme 0.1. Soit X une vari�et�e horosph�erique de Fano, lo
alement fa
-torielle, de dimension d, de rang n et de nombre de Pi
ard �.Si � > 1 alors (�KX)d � d! dd�+n:Si � = 1, on a (�KX)d � d! (d+ 1)d+n:Remarquons qu'une vari�et�e lisse est toujours lo
alement fa
torielle. Lar�e
iproque est vraie pour les vari�et�es toriques mais elle est fausse pour lesvari�et�es horosph�eriques.Th�eor�eme 0.2. Soit X une vari�et�e horosph�erique de Fano, Q -fa
torielle, dedimension d, de rang n et de nombre de Pi
ard �. On a� � n+ d � 2dave
 � = 2d si et seulement si d est paire et X = (S3)d=2 o�u S3 est l'�e
latementde P2 en trois points non align�es.Les preuves de 
es deux r�esultats sont inspir�ees de 
elles des r�esultats ana-logues dans le 
as torique ([De03℄, [Ca06℄). Il faut prendre en 
ompte le faitque les polytopes G=H-r�e
exifs ne sont pas �a sommets entiers 
omme dansle 
as torique. Cependant, les sommets non entiers sont parmi un nombre�ni de points rationnels qui d�ependent seulement de G=H, 
e qui permet8



de 
ontrôler les 
hangements qui apparaissent entre les 
as torique et ho-rosph�erique. On utilisera alors des arguments de g�eom�etrie 
onvexe ainsi quedes �el�ements de 
ombinatoire sur les groupes alg�ebriques r�edu
tifs.On remarquera que les vari�et�es de nombre de Pi
ard 1 sont souvent�etudi�ees �a part : quelles sont 
es vari�et�es ? Les seules vari�et�es toriques lisseset de nombre de Pi
ard 1 sont les espa
es proje
tifs. Par 
ontre, parmi lesvari�et�es horosph�eriques lisses de nombre de Pi
ard 1, on 
ompte les vari�et�esde drapeaux G=P ave
 P maximal, mais aussi des vari�et�es non homog�enes.L'�etude de 
es vari�et�es est en 
ours.Dans le 
hapitre 5, on d�emontre le r�esultat suivant.Th�eor�eme 0.3. Soient X une vari�et�e horosph�erique proje
tive de rang n, etD un diviseur de Cartier et ample. Alors (n� 1)D est tr�es ample.Si de plus X est lo
alement fa
torielle, alors D est tr�es ample.Dans le 
as torique, la premi�ere partie de 
e th�eor�eme est due �a G. Ewaldet U. Wessels [EW91℄, et la deuxi�eme partie �a M. Demazure [De70℄. On uti-lisera un r�esultat 
ombinatoire de [EW91℄ pour d�emontrer 
e r�esultat.Une question naturelle se pose : est-
e que 
es trois th�eor�emes peuvent seg�en�eraliser aux vari�et�es sph�eriques ?La premi�ere assertion du th�eor�eme 0.3 reste vraie pour les vari�et�es sph�eri-ques. Quant au reste, on sait que toute vari�et�e sph�erique de Fano X d�eg�en�ereen une vari�et�e horosph�erique (ou même torique) X0 qui est proje
tive et Q -Fano, 
'est-�a-dire, il existe un entier positif k tel que �kKX0 est de Cartieret ample [BA04℄. Mais l'entier k peut être tr�es grand, et la vari�et�e X0 est eng�en�eral tr�es singuli�ere. Ainsi tous 
es r�esultats ne sont qu'une premi�ere �etapedans la 
lassi�
ation des vari�et�es sph�eriques de Fano.En�n dans les deux derniers 
hapitres (6 et 7), on �etudie quelques exem-ples en rang 2. Le 
hapitre 6 est 
onsa
r�e au 
al
ul de polytopesG=H-r�e
exifspour trois espa
es homog�enes horosph�eriques parti
uliers : (SL2 � C �)=U ,(SL2 � SL2)=U et SL3=U (exemples 4, 5 et 6). Dans le dernier 
hapitre, onmontre que les plongements proje
tifs de (SL2 � C �)=U et (SL2 � SL2)=Usont toriques. Il faut aller jusqu'en dimension 5 pour obtenir des exemples devari�et�es horosph�eriques lisses, de Fano et de rang 2, qui ne sont pas toriques(par exemple les plongements de SL3=U). On obtient la liste des 16 plonge-ments lisses de Fano de (SL2 � C �)=U . Ensuite on �etudie quelques exemples9



de plongements de Fano de SL3=U , et on explique 
omment d�e
rire les 27plongements lisses de Fano de SL3=U en termes d'�e
latements de 
entres(lisses) et G-stables. Ce dernier point n'est pas surprenant, 
ar on sait quetout morphisme propre birationnel et G-�equivariant entre vari�et�es sph�eriqueslisses de rang 2 est une suite d'�e
latements de sous-vari�et�es irr�edu
tibles etstables par G [Br94℄.
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Chapitre 1NotationsToutes les vari�et�es 
onsid�er�ees sont des vari�et�es alg�ebriques sur C .On se donne un groupe alg�ebrique G r�edu
tif (
'est-�a-dire qui ne 
ontientau
un sous-groupe distingu�e isomorphe �a C n) et 
onnexe sur C , un sous-groupe de Borel B de G, un tore maximal T de B et le radi
al unipotentU de B. On note R l'ensemble des ra
ines de (G; T ), R+ l'ensemble desra
ines positives (
'est-�a-dire l'ensemble des ra
ines de (B; T )), S l'ensembledes ra
ines simples, � (respe
tivement �+) le groupe des 
ara
t�eres de B oude T (respe
tivement l'ensemble des 
ara
t�eres dominants) et W le groupede Weyl de (G; T ). Pour toute ra
ine simple �, on note �� sa 
ora
ine et !�le poids fondamental asso
i�e �a �.Pour tout sous-groupe ferm�e H de G, NG(H) d�esigne le normalisateur deH dans G, et Ru(H) est le radi
al unipotent de H.Lorsque I � S, on noteWI le sous-groupe deW engendr�e par les r�e
exionssimples s� pour tout � 2 I, et de même RI (respe
tivement R+I ) d�esigne l'en-semble des ra
ines (respe
tivement positives) qui sont 
ombinaisons lin�eairesdes ra
ines simples de I. On note PI le sous-groupe parabolique de G en-gendr�e par B et WI . Alors I 7�! PI est une bije
tion entre l'ensemble desparties de S et l'ensemble des sous-groupes paraboliques 
ontenant B [Sp98,th. 8.4.3℄.Pour tout 
ara
t�ere dominant �, on note V (�) le G-module simple deplus grand poids � [Hu75, 
h.XI℄, et V (�)� son dual. On d�esigne par v� unve
teur propre de V (�) de poids �, et le stabilisateur de la droite C v� estun sous-groupe parabolique de G 
ontenant B qu'on note P (�). En �e
rivant11



� =P�2S x�!�, les x� �etant des entiers positifs ou nuls, on a P (�) = PI o�uI est l'ensemble des ra
ines simples � telles que x� soit nul.Les G-modules 
onsid�er�es seront toujours rationnels et de dimension �nie.Si V est un G-module, on note V G (respe
tivement V U) l'ensemble des points�xes de V sous l'a
tion de G (respe
tivement U), et V (B) l'ensemble desve
teurs propres de V sous l'a
tion de B. Comme V est semi-simple, on aune d�e
omposition en G-modules simples (o�u les m� sont des entiers positifsou nuls) : V = M�2�+ V (�)Lm� et V U = M�2�+(C v�)Lm� :D�e�nition 1.1. Un sous-groupe ferm�e H de G 
ontenant U est dit ho-rosph�erique. Dans 
e 
as, on dit aussi que l'espa
e homog�ene G=H est ho-rosph�erique.Exemple 1.2. Soit P un sous-groupe parabolique de G 
ontenant B et soient�1; : : : ; �n des 
ara
t�eres de P . Alors l'interse
tion des noyaux des �i dansP est un sous-groupe horosph�erique.En fait tout sous-groupe horosph�erique H est de 
ette forme.Proposition 1.3. Soit H un sous-groupe horosph�erique de G. Il existe ununique sous-groupe parabolique P 
ontenant B tel que H soit l'interse
tionde noyaux de 
ara
t�eres de P . De plus, P = NG(H).D�emonstration. D'apr�es le th�eor�eme de Chevalley [Hu75, 11.2℄, il existe unG-module V et une droite L de V telles que H soit le stabilisateur de L,
'est-�a-dire H = fx 2 G j x:L = Lg.D�e
omposons V en somme dire
te de G-modules simples :V = M�2�+0 V (�)�m�;ave
 m� non nul pour tout � dans un sous-ensemble �ni �+0 de �+. CommeU � H, on a L � V U = ��2�+0 (C v�)�m�. Soit �+1 � �+0 un sous-ensembleminimal tel que L � ��2�+1 (C v�)�m� . Alors il existe V 0 = ��2�+1 V (�) � Vtel que la proje
tion L0 de L sur V 0 v�eri�e H = fx 2 G j x:L0 = L0g. On peutdon
 supposer que L est engendr�ee par un ve
teur de la forme P�2�+1 a�v�12



ave
 tous les a� 6= 0. Notons P = T�2�+1 P (�).Montrons que P 
onvient. Le th�eor�eme de Chevalley nous dit queH = fx 2 G j 9�0(x) 2 C � ; x:v = �0(x)vg= fx 2 \�2�+1 P (�) j 8�; � 2 �+1 ; �(x) = �(x)g:Soit � 2 �+1 , alors H = T�2�+1 ker(�� �) � P .Montrons que P = NG(H). On a 
lairement P � NG(H), de plusRu(H) =Ru(P ) et P = NG(Ru(P )), don
 NG(H) � NG(Ru(H)) = P .D�e�nition 1.4. Soit H un sous-groupe horosph�erique. On note I le sous-ensemble de S tel que P = PI. Puis on d�e�nit M 
omme l'ensemble des
ara
t�eres de P dont la restri
tion �a H est triviale ; 
'est un sous-r�eseau de�. On note N le r�eseau dual deM . Le rang deM est appel�e le rang de G=H ;on le note n. On notera aussi d la dimension de G=H, on a �evidemmentd = n+ dim(G=P ) = n+ ℄(R+nR+I ): (1.4.1)On pose MR :=M 
ZR et NR := N 
ZR.Remarque 1.5. L'espa
e homog�ene G=H est l'espa
e total d'une �brationsur la vari�et�e de drapeaux G=P de �bre le tore P=H. Ce dernier est isomorpheau tore dual de M par l'appli
ation :P=H �! fhomomorphismes de groupes M ! C �gpH 7�! [� 7! �(p)℄:On va 
lassi�er les espa
es homog�enes horosph�eriques G=H en termes desous-r�eseaux de � et de sous-ensembles de S.Proposition 1.6. La 
onstu
tion 
i-dessus qui �a un espa
e homog�ene ho-rosph�erique G=H asso
ie le 
ouple (M; I) d�e�nit une bije
tion de l'ensembledes G-espa
es homog�enes horosph�eriques sur l'ensemble des 
ouples (M; I),o�u I est un sous-ensemble de S et M un sous-r�eseau de � tel que pour tous� 2 I et � 2M , h�; ��i = 0.D�emonstration. Remarquons d'abord que pour tout � 2 �, la 
onditionh�; ��i = 0 pour � 2 I est �equivalente au fait que � s'�etend en un 
ara
t�erede PI . 13



Ensuite, �a un 
ouple (M; I) v�eri�ant 
ette 
ondition, on asso
ie l'espa
ehomog�ene horosph�erique G=H, o�u H est l'interse
tion des noyaux des 
a-ra
t�eres � 2M dans PI . On v�eri�e alors fa
ilement que les deux appli
ationssont inverses l'une de l'autre.D�e�nition 1.7. Un plongement d'un espa
e homog�ene G=H est un 
ouple(X; x), o�u X est une G-vari�et�e alg�ebrique normale et x est un point de X,tels que l'orbite de x dans X soit ouverte et isomorphe �a G=H.Deux plongements (X; x) et (X 0; x0) sont isomorphes s'il existe un isomor-phime G-�equivariant de X sur X 0 qui envoie x sur x0.Une vari�et�e horosph�erique est une G-vari�et�e alg�ebrique normale qui 
on-tient une orbite ouverte isomorphe �a un espa
e homog�ene horosph�erique. Lerang d'une vari�et�e horosph�erique est le rang de sa G-orbite ouverte.Un espa
e homog�eneG=H est dit sph�erique s'il 
ontient une orbite ouvertesous l'a
tion d'un sous-groupe de Borel B de G. Une vari�et�e sph�erique estune G-vari�et�e alg�ebrique normale qui 
ontient une orbite ouverte isomorphe�a un espa
e homog�ene sph�erique. Toute vari�et�e horosph�erique est sph�erique ;
e
i r�esulte en e�et de la d�e
omposition de Bruhat.Remarque 1.8. Soit (X; x) est un plongement d'un espa
e homog�ene sph�e-rique (respe
tivement horosph�erique)G=H. AlorsX est une vari�et�e sph�erique(respe
tivement horosph�erique).Inversement, soitX une vari�et�e sph�erique (respe
tivement horosph�erique).Soit x un point de l'orbite ouverte de X. Notons H le stabilisateur de xdans G. Alors, G=H est un espa
e homog�ene sph�erique (respe
tivement ho-rosph�erique), et (X; x) est un plongement de G=H. Il faut remarquer que la
lasse d'isomorphisme du plongement (X; x) d�epend du 
hoix de x. En e�et,soit x0 un autre point de l'orbite ouverte de X. Les plongements (X; x) et(X; x0) sont isomorphes si et seulement si le stabilisateur de x0 dans G estaussi H ; autrement dit si et seulement si on a x0 = p:x, o�u p 2 P = NG(H).Ainsi, il ne faut pas 
onfondre < 
lasse d'isomorphisme de plongements deG=H > et < 
lasse d'isomorphisme de vari�et�es horosph�eriques dont l'orbiteouverte est isomorphe �a G=H >.Dans la suite de la th�ese, le point d'un plongement est sous-entendu :< soit X un plongement de G=H > signi�e rigoureusement < soit (X; x) unplongement de G=H >.La 
lassi�
ation des plongements d'un espa
e homog�ene sph�erique �x�e14



est obtenue par l'�etude de leurs orbites sous les a
tions de G et B, mais ausside leurs diviseurs irr�edu
tibles stables sous 
es a
tions.D�e�nition 1.9. Soit G=H un espa
e homog�ene sph�erique. On note D l'en-semble des diviseurs irr�edu
tibles de G=H qui sont stables par B mais nonpar G. Les �el�ements de D sont appel�es 
ouleurs.Soit X un plongement de G=H. On note X1; : : : ; Xm les diviseurs irr�edu
-tibles de X stables par G. On peut identi�er D ave
 l'ensemble des di-viseurs irr�edu
tibles de X qui sont stables par B mais non par G. Ainsi,D [ fX1; : : : ; Xmg est l'ensemble des diviseurs irr�edu
tibles B-stables de X.Une 
ouleur de X est une 
ouleur qui 
ontient une G-orbite ferm�ee.Remarque 1.10. Attention, l'ensemble des 
ouleurs de G=H est vide. Ene�et, toute 
ouleur D 2 D est de 
odimension 1 don
 D ne 
ontient pasG=H (unique orbite ferm�ee du plongement G=H). Lorsqu'on aura besoin depr�e
iser �a partir de quel espa
e homog�ene horosph�erique sont d�e�nies les
ouleurs, on dira : < les 
ouleurs asso
i�ees �a l'espa
e homog�ene >.Si G=H est horosph�erique, l'ensemble des B-orbites de 
odimension 1de G=H est l'ensemble des Bw0s�P=H lorsque � d�e
rit SnI et o�u w0 estl'�el�ement de longueur maximale dans W . Les 
ouleurs sont alors les adh�eren-
es D� des B-orbites Bw0s�P=H dans G=H et D est en bije
tion ave
 SnI.D�e�nition 1.11. Une vari�et�e sph�erique est simple si elle ne 
ontient qu'uneseule orbite ferm�ee. Si G=H est un espa
e homog�ene sph�erique, alors toutplongement de G=H est re
ouvert par les plongements simples de G=H qu'il
ontient.Une vari�et�e sph�erique est toro��dale si elle n'a au
une 
ouleur.Soit X un plongement d'un espa
e homog�ene horosph�erique G=H. D�e�-nissons une appli
ation � : D [ fX1; : : : ; Xmg �! N (1.11.1)de la fa�
on suivante1. Soit D un diviseur B-stable de X. Il d�e�nit natu-rellement une valuation vD, B-invariante, du 
orps des fon
tions ration-nelles C (G=H) = C (X). On en d�eduit don
 un homomorphisme de groupesC (G=H)(B)=C � �! Z. En remarquant ensuite que M est isomorphe �a1Elle est d�e�nie de la même fa�
on dans le 
as sph�erique, o�u on poseM = C (G=H)(B)=C �(pour plus de d�etails, se r�ef�erer �a [Kn91℄). 15



C (G=H)(B)=C � , la restri
tion de vD �a C (G=H)(B)=C � d�e�nit alors un �el�ementde N qu'on note �(D). Notons que la restri
tion de � �a D ne d�epend pas deX mais que de G=H. En fait, si � 2 SnI, l'image par � de la 
ouleur D� estsimplement la restri
tion �a M de ��. Dans 
e 
as, on notera 
ette image ��Mau lieu de �(D�).Remarque 1.12. Il se peut que l'appli
ation � ne soit pas inje
tive. Ainsi,si G=H est horosph�erique, � n'est pas toujours une bije
tion entre D etl'ensemble f��M j � 2 SnIg. Par exemple, lorsque H = P , l'appli
ation � est
onstante 
ar N = f0g.Exemples 1.13. (1) L'espa
e homog�ene horosph�erique SL2=U , de rang 1, estisomorphe �a C 2nf0g. On peut 
hoisir B (respe
tivement U) �egal �a l'ensembledes matri
es de SL2 de la forme � � �0 � � (respe
tivement � 1 �0 1 �). I
i,P = B, S = f�g, I = ? et U est le noyau de !� dans B. On remarque quele morphisme SL2=U �! SL2=P est la proje
tion de C 2nf0g sur P1.L'a
tion naturelle de SL2 sur C 2 induit une a
tion de SL2 sur P2 ' P(C �C 2). En notant x0; x1; x2 les 
oordonn�ees homog�enes sur P2, on remarqueque P2 est un plongement de SL2=U . En fait SL2=U 
orrespond �a l'ouvertf[1; x1; x2℄; (x1; x2) 2 C 2nf0gg de P2. Notons en
ore 0 le point �xe [1; 0; 0℄ deP2 sous l'a
tion de SL2, D la droite f[x0; x1; x2℄ 2 P2; x0 = 0g (de sorte queP2nD = C 2) , et E le diviseur ex
eptionnel de l'�e
latement de P2 au point 0.Alors les plongements non triviaux de SL2=U sont les 5 vari�et�es pr�esent�eesdans le tableau suivant.plongement X diviseur(s) SL2-orbite(s) 
ouleurde SL2=U SL2-stable(s) ferm�ee(s) de X1/ C 2 au
un f0g D�2/ P2nf0g D D au
une3/ P2 D D et f0g D�4/ C 2 �e
lat�e en 0 E E au
une5/ P2 �e
lat�e en 0 D et E D et E au
unePour l'espa
e homog�ene SL2=U , D est le singleton fD�g o�u D� estl'ensemble f[1; x1; 0℄; x1 2 C �g. Les plongements 1/, 2/ et 4/ n'ont qu'uneSL2-orbite ferm�ee ; 
e sont des vari�et�es horosph�eriques simples. Les plonge-ments 2/, 4/ et 5/ n'ont pas de 
ouleur ; 
e sont des vari�et�es horosph�eriquestoro��dales (voir la d�e�nition 1.11). On remarque aussi que P2 �e
lat�e en 0 est16



re
ouvert par C 2 �e
lat�e en 0 et P2nf0g, puis que P2 est re
ouvert par P2nf0get C 2 .Dans 
et exemple, les r�eseaux M et N sont isomorphes �a Z. La �guresuivante repr�esente la droite NR ave
 l'image par � des diviseurs irr�edu
tiblesstables par B de P2 �e
lat�e en 0 :
0 NR�(D) �(D�) = �(E)(2) Quand G=H est horosph�erique, on rappelle que P=H est isomorpheau tore dual de M par l'appli
ation p 2 P 7! (� 2 M 7! �(p)). Soit Y unevari�et�e torique sous l'a
tion de 
e tore ; P agit alors sur Y .Soit G �P Y le quotient de G� Y par la relation d'�equivalen
e (g; y) �(gp�1; p:y) pour tout g 2 G, p 2 P et y 2 Y . Alors X = G �P Y est unevari�et�e alg�ebrique normale munie d'une �bration G �P Y �! G=P . C'estaussi un plongement de G=H et les diviseurs Xi sont les G �P Yi o�u les Yisont les diviseurs irr�edu
tibles de Y stables par le tore. Et pour tout � dansSnI,D� est Bw0s�P�P Y . On remarque alors que 
haque 
ouleur ne 
ontientau
une G-orbite de X : 
'est une vari�et�e horosph�erique toro��dale. En fait, lesvari�et�es horosph�eriques toro��dales sont toujours de la forme 
i-dessus, 
'est-�a-dire des �br�es sur une vari�et�e de drapeaux, de �bre une vari�et�e torique(
ela r�esulte du th�eor�eme 1.17 et de l'exemple 1.19(3)).Lorsqu'on se donne un espa
e homog�ene horosph�erique G=H de rang n,on lui asso
ie un sous-groupe parabolique P , un ensemble I � S et un r�eseauN � NR de rang n (voir la proposition 1.3 et la d�e�nition 1.4). On a aussil'ensemble des 
ouleurs D (voir la d�e�nition 1.9), et l'appli
ation � : D �! N(1.11.1).D�e�nition 1.14. Soit G=H un espa
e homog�ene horosph�erique2 �x�e (ave
toutes les donn�ees asso
i�ees 
i-dessus).Un 
ône 
olori�e de NR est un 
ouple (C;F) o�u C est un 
ône 
onvexe deNR et F est un sous-ensemble de D appel�e l'ensemble des 
ouleurs du 
ône
olori�e, tel que(i) C est engendr�e par un nombre �ni d'�el�ements du r�eseau N et 
ontient�(F),2Si G=H est sph�erique, la d�e�nition des 
ônes et �eventails 
olori�es est quasiment iden-tique (voir [Kn91, 
hap. 4℄). 17



(ii) C est saillant (
'est-�a-dire ne 
ontient au
une droite) et �(F) ne 
ontientpas l'origine.Une fa
e 
olori�ee d'un 
ône 
olori�e (C;F) est un 
ouple (C 0;F 0) o�u C 0 estune fa
e du 
ône C et F 0 est l'ensemble des �el�ements de F dont l'image par� est dans C 0.Un �eventail 
olori�e de NR est un ensemble �ni F de 
ônes 
olori�es tel que(i) toute fa
e 
olori�ee d'un 
ône 
olori�e de F est dans F,(ii) pour tout �el�ement u de NR, il existe au plus un 
ône 
olori�e (C;F) de Ftel que u soit dans l'int�erieur relatif de C.Un �eventail 
olori�e F est dit 
omplet si pour tout �el�ement x de NR, ilexiste un 
ône 
olori�e (C;F) de F tel que x soit dans C.On dira qu'un �el�ement D de D est une 
ouleur de F s'il existe un 
ône
olori�e de F dont D est une 
ouleur.Remarques 1.15. Lorsque G est un tore, l'ensemble des 
ouleurs D est vide,et on retrouve la d�e�nition d'un �eventail.La derni�ere 
ondition dans la d�e�nition d'un �eventail 
olori�e implique quel'interse
tion de deux 
ônes 
olori�es est une fa
e 
olori�ee 
ommune.Si deux 
ouleurs ont la même image par �, alors il se peut qu'un 
ône
olori�e ne poss�ede qu'une des deux 
ouleurs.Exemple 1.16. Revenons �a l'exemple 1.13(1). Les �eventails 
olori�es nontriviaux de NR sont les suivants :
2/4/ 1/

5/ 3/On repr�esente l'origine par un point noir, la 
ouleur par un point blan
, etune 
ouleur de l'�eventail en ajoutant un anneau gris autour du point blan
.Les arêtes de l'�eventail 
olori�e sont les demi-droites noires issues de l'origine.Comme � n'est pas inje
tive, un point blan
 pourrait être l'image de deux
ouleurs. Dans toutes les �gures de la th�ese, 
e 
as gênant n'aura pas lieu.L'�eventail i/ 
orrespond au plongement i/ de SL2=U et l'�eventail trivialf(f0g;?)g 
orrespond au plongement trivial SL2=U .On obtient un 
ône 
olori�e (C;F) �a partir d'un plongement simpleX de lafa�
on suivante. Soit Y l'unique G-orbite ferm�ee de X ; alors F est l'ensemble18



des 
ouleurs qui 
ontiennent Y . Ensuite C est le 
ône engendr�e par �(F) etl'ensemble des �(D) lorsque D par
ourt l'ensemble des diviseurs irr�edu
tiblesde X stables par G.Pour un plongement quel
onque X, l'�eventail 
olori�e asso
i�e est l'en-semble des 
ônes 
olori�es asso
i�es aux plongements simples in
lus dans X. Onremarque que les 
ouleurs de X sont les mêmes que les 
ouleurs de l'�eventail
olori�e asso
i�e �a X.Th�eor�eme 1.17 (
as parti
ulier3 du th�eor�eme 4.3 de [Kn91℄). SoitG=H un espa
e homog�ene horosph�erique. La 
onstu
tion 
i-dessus d�e�nitune bije
tion entre l'ensemble des 
lasses d'isomorphisme de plongements deG=H (d�e�nition 1.7) et l'ensemble des �eventails 
olori�es de NR. De plus, lesplongements 
omplets 
orrespondent aux �eventails 
olori�es 
omplets.Remarques 1.18. On retrouve la 
lassi�
ation des vari�et�es toriques lorsqueG=H est un tore.Exemples 1.19. (1) Voi
i un autre exemple de rang 1. Notons � et � lesra
ines simples de SL3 et posons H = ker(2!� � !�) � B. Les plongements
omplets de SL3=H sont en bije
tion ave
 les �eventails 
olori�es suivants.
(2) Donnons maintenant un exemple de rang 2. Soient G = SL2 � C � etH = U ; alors M a pour base !� et le 
ara
t�ere trivial de C � , o�u � est lara
ine simple de SL2. Voi
i quelques exemples d'�eventails 
olori�es 
ompletsde NR qu'on peut obtenir dans 
e 
as.3L'�enon
�e du th�eor�eme de D. Luna et Th. Vust [Kn91, th.4.3℄ est le même que 
elui duth�eor�eme 
i-dessus ave
 G=H sph�erique.
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On peut fa
ilement remarquer que le nombre d'�eventails 
olori�es est �nilorsque le rang est 1, alors qu'il est in�ni d�es que le rang est au moins 2.(3) Soit X = G �P Y un plongement toro��dal de G=H 
omme dansl'exemple 1.13 (2). Notons E l'�eventail de Y dans NR ; alors l'�eventail 
olori�easso
i�e �aX est l'ensemble des 
ônes 
olori�es (C;?) lorsque C par
ourt E . Dansl'exemple (1) 
i-dessus, seul le premier �eventail 
orrespond �a un plongementtoro��dal ; 
e dernier est un �br�e en P1 sur SL3=B. Et dans l'exemple (2)
i-dessus, le premier et le troisi�eme �eventails 
olori�es 
orrespondent �a desplongements toro��daux.
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Chapitre 2Vari�et�es horosph�eriques lissesF. Pauer a 
lassi��e les plongements lisses de G=H lorsque H = U [Pa83℄.On va g�en�eraliser 
e r�esultat �a tous les espa
es homog�enes horosph�eriquesG=H. Mais avant de donner un 
rit�ere de lissit�e pour les vari�et�es horosph�e-riques, on va �etudier une 
ondition n�e
essaire plus simple �a 
ara
t�eriser.D�e�nition 2.1. Une vari�et�e normale est dite lo
alement fa
torielle si toutdiviseur de Weil est de Cartier.Une vari�et�e lisse est toujours lo
alement fa
torielle. La r�e
iproque estvraie dans le 
as torique. Par 
ontre elle ne l'est pas dans le 
as sph�erique, nihorosph�erique. Par exemple, soit ! un poids fondamental, soit X = G:v! le
ône aÆne sur G=P (!) dans V (!) ; alors X est un plongement de rang 1 deG=H pour H = ker(!) � P (!). On peut v�eri�er que X est toujours lo
ale-ment fa
toriel ; mais X est lisse si et seulement si 
'est V (!) tout entier. Ondonnera d'autres exemples de vari�et�es horosph�eriques lo
alement fa
torielleset non lisses �a la �n de 
e 
hapitre.A l'aide de la 
ara
t�erisation des diviseurs de Cartier sur une vari�et�esph�erique [Br89, prop.3.1℄, on va 
ara
t�eriser les plongements d'un espa
ehomog�ene horosph�erique G=H qui sont lo
alement fa
toriels. La preuve estlaiss�ee au le
teur.Proposition 2.2. Soit X un plongement d'un espa
e homog�ene horosph�eriqueG=H d'�eventail 
olori�e F. Alors X est lo
alement fa
toriel si et seulementpour tout 
ône 
olori�e maximal (C;F) de F,(i) les �el�ements de F ont des images deux �a deux distin
tes par �,(ii) C est engendr�e par une partie d'une base de N 
ontenant �(F).21



Remarque 2.3. Si X = G�P Y est un plongement toro��dal (voir l'exemple1.13(2)), l'�eventail 
olori�e F n'a pas de 
ouleur. Don
 X est lo
alement fa
-toriel si et seulement si tout 
ône 
olori�e maximal (C;?) de F est engendr�epar une base de N , 
'est-�a-dire si et seulement si Y est lo
alement fa
toriel(et même lisse). En fait, les plongements toro��daux lo
alement fa
toriels d'unespa
e homog�ene sph�erique sont toujours lisses (
e
i se d�eduit de [Br97b, 2.4prop.1℄).Avant d'�enon
er la 
ara
t�erisation des vari�et�es horosph�eriques lisses, don-nons la d�e�nition suivante.D�e�nition 2.4. Soient I et J des sous-ensembles disjoints de S. Notons �S lediagramme de Dynkin de G, et �I[J le sous-graphe de �S dont les sommetssont les �el�ements de I [ J et les arêtes sont 
elles de �S qui relient deux�el�ements de I [ J .Alors on dira que (I; J) est lisse si toute 
omposante 
onnexe � de �I[Jv�eri�e l'une des 
onditions suivantes :1/ � est un diagramme de Dynkin de type An dont les sommets sont tousdans I sauf une des deux extr�emit�es qui est dans J ;J I| {z }2/ � est un diagramme de Dynkin de type Cn dont les sommets sont tousdans I sauf l'extr�emit�e simple (
'est-�a-dire non reli�ee �a l'arête double) quiest dans J ; J I| {z }3/ � est un diagramme de Dynkin de type quel
onque dont tous les sommetssont dans I.Exemple 2.5. Consid�erons le diagramme de Dynkin suivant :�1 �2 �3 �4 �5 �6Si I = f�2; �5; �6g et J = f�1; �4g, alors (I; J) est lisse.Par 
ontre, si I = f�1; �3g et J = f�2g, alors (I; J) n'est pas lisse.22



Th�eor�eme 2.6. Soit G=H un espa
e homog�ene horosph�erique. Rappelonsque S d�esigne l'ensemble des ra
ines simples et I le sous-ensemble de Sasso
i�e �a H (voir la d�e�nition 1.4).Un plongement X de G=H, d'�eventail 
olori�e F, est lisse si et seulementsi les deux 
onditions suivantes sont v�eri��ees.(i) X est lo
alement fa
toriel (
'est-�a-dire F v�eri�e les 
onditions de la pro-position 2.2).(ii) Pour tout 
ône 
olori�e maximal (C;F) de F, on note JF l'ensemble des� 2 SnI telles que D� soit dans F . Alors (I; JF) est lisse.Remarque 2.7. Si X est un plongement toro��dal, il n'a pas de 
ouleur.Or (I;?) est lisse pour tout I, don
 la 
ondition (ii) est toujours v�eri��ee.On retrouve ainsi le fait que X est lisse si et seulement si X est lo
alementfa
toriel.La preuve du th�eor�eme se fait en plusieurs �etapes : apr�es s'être ramen�e au
as o�u X est un plongement simple, on se ram�enera au 
as o�u X est aÆne,puis lorsque X est lisse, au 
as o�u 
'est un G-module, et on fera ensuite uneliste de tous les G-modules horosph�eriques.Avant de passer �a la d�emonstration du th�eor�eme, �enon�
ons quelqueslemmes.Lemme 2.8. Soit X un plongement simple de G=H. Notons Y = G=H 0 sonunique G-orbite ferm�ee. On peut supposer que H 0 � H. Alors il existe ununique morphisme G-�equivariant � : X �! Y .Soient P = NG(H), P 0 = NG(H 0) et L (respe
tivement L0) le sous-groupede Levi de P (respe
tivement P 0) 
ontenant T , si bien que P � P 0 et L � L0.Soit Z = ��1(P 0=H 0) ; 
'est une L0-vari�et�e. Alors Z est une vari�et�e ho-rosph�erique sous l'a
tion de L0, 
'est un plongement aÆne (et don
 simple)de L0=(L0 \H), dont l'unique L0-orbite ferm�ee est le tore P 0=H 0. De plus le
ône 
olori�e de Z s'identi�e �a 
elui de X.Remarque 2.9. Si X est une G-vari�et�e aÆne alors les G-orbites ferm�ees deX sont s�epar�ees par C [X℄G (voir [Kr85, II.3.3℄). Si de plus, X est une vari�et�esph�erique, alors toute fon
tion de C [X℄G est 
onstante. Par 
ons�equent, toutevari�et�e sph�erique aÆne est simple.D�emonstration. Construisons un morphisme G-�equivariant � : X �! Y .23



On sait que X est quasi-proje
tif ; autrement dit, il existe un G-moduleV tel que X soit une sous-vari�et�e lo
alement ferm�ee de P(V ).G=H � � // X � � � // P(V )Y = G=H 0?�

OO

Soient v0 2 V tel que [v0℄ = �(y0), V 0 le sous-G-module de V engendr�epar v0, et � : P(V ) 9 9 KP(V 0) l'appli
ation rationnelle G-�equivariante d�e�niepar une proje
tion pr : V �! V 0.Soit x 2 X ; 
omme X est un plongement simple, l'adh�eren
e G:x dansX de l'orbite de x 
ontient Y . Soit v 2 V tel que [v℄ = �(x), alors v ne peutpas être dans le noyau de pr. Par 
ons�equent, l'appli
ation rationnelle � Æ �est d�e�nie en x.De plus, la droite C v0 est stabilis�ee par le sous-groupe H 0 
ontenant U ,don
 v0 est une somme de ve
teurs propres de plus haut poids. Du fait quev0 2 G:v, on en d�eduit que � Æ �(x) 2 G:[v0℄ � P(V 0). Via l'isomorphismeG:[v0℄ ' G=H 0, on peut alors d�e�nir � : X �! G=H 0 par � Æ �.X � � � //�Æ�
$$I

I

I

I

I

I

I

I

I

I�
��

P(V ) �
$$I

I

I

I

IG=H 0 � //
?�

OO G:[v0℄ � � // P(V 0)La premi�ere partie du lemme est alors montr�ee.On d�e�nit alors Z 
omme dans l'�enon
�e. C'est naturellement une L0-vari�et�e normale 
ar � : X �! G=P 0 est une �bration de �bre Z. L'orbiteouverte de Z est Z \ (G=H) = P 0=H = L0=(L0 \H). La derni�ere �egalit�e estdonn�ee par le fait que Ru(P 0) � H � P 0 implique H = (L0 \H)Ru(P 0). Deplus l'unique L0-orbite ferm�ee de Z est P 0=H 0, don
 Z est un plongementsimple de L0=(L0 \H).Pour montrer que Z est aÆne, �etudions les 
ouleurs asso
i�ees �a L0=(L0\H)et 
elles de Z.Les 
ouleurs asso
i�ees �a L0=(L0\H) sont les D0� = D�\(L0=(L0\H)) lorsque� d�e
rit le sous-ensemble J de SnI tel que P 0 = PI[J .Soit � 2 J ; alors �(D�) est l'adh�eren
e dans G=H 0 de Bw0s�PH 0=H 0 =Bw0s�P 0=H 0 = Bw0P 0=H 0, 
'est-�a-dire �(D�) = G=H 0. Don
 l'adh�eren
e deD� dans X 
ontient Y , 
'est-�a-dire D� est une 
ouleur de X.24



Au 
ontraire, si � 2 Sn(I [ J) alors �(D�) est de 
odimension 1 dansG=H 0, don
 D� n'est pas une 
ouleur de X.En r�esum�e, J est l'ensemble des ra
ines simples asso
i�ees �a une 
ouleur deX. On a aussi montr�e que toutes les 
ouleurs asso
i�ees �a L0=(L0\H) sont aussides 
ouleurs de Z, 
ar pour tout � 2 J , l'adh�eren
e de D0� dans Z 
ontientP 0=H 0. Or un plongement simple dont les 
ouleurs sont exa
tement 
ellesasso
i�ees �a l'espa
e homog�ene est aÆne [Kn91, th.3.1℄, don
 Z est aÆne.Il reste �a montrer que le 
ône 
olori�e de Z s'identi�e �a 
elui de X.Rappelons que le r�eseau M asso
i�e �a G=H est l'ensemble des 
ara
t�eres� de P qui s'annulent sur H. Notons M 0 le r�eseau asso
i�e �a L0=(L0 \ H),
'est-�a-dire l'ensemble des 
ara
t�eres de L0\P qui s'annulent sur L0\H. Ona imm�ediatementM �M 0. Montrons l'in
lusion oppos�ee : soit � 2M 0, alors� est un 
ara
t�ere de L0 \ P don
 aussi de (L0 \ P )Ru(P 0) = P , de plus �s'annule sur L0\H don
 aussi sur (L0\H)Ru(P 0) = H. On a don
 M =M 0.Les 
ônes 
olori�es de X et Z sont don
 tous les deux dans le même espa
eNR et les images des 
ouleurs D� pour tout � 2 J , sont les mêmes dansles deux 
as. On a d�ej�a vu que les 
ouleurs de X et Z sont les mêmes, ilsuÆt don
 de montrer qu'ils ont le même 
ône, ou en
ore que les diviseursirr�edu
tibles G-stables de X sont les mêmes que les diviseurs irr�edu
tiblesL0-stables de Z. C'est bien le 
as, 
ar � d�e�nit une �bration G-�equivarianteX �! G=P 0 de �bre Z.Comme le morphisme � est une �bration de �bre Z sur la vari�et�e de dra-peauxG=P 0,X est lisse si et seulement si Z est lisse. Le lemme pr�e
�edent nousram�ene don
 �a une vari�et�e horosph�erique aÆne dont laG-orbite ferm�ee est untore. On va maintenant se ramener �a l'�etude des G-modules horosph�eriques.Lemme 2.10. Soit X un plongement aÆne (et don
 simple) de G=H dontl'unique G-orbite ferm�ee G=H 0 est un tore. Notons H 00 la 
omposante neutrede H 0 ; 
'est un sous-groupe r�edu
tif 
onnexe de G 
ontenant la partie semi-simple de G.Alors X est une �bration homog�ene sur G=H 0 de �bre une H 00-vari�et�ehorosph�erique X0 ave
 un point �xe.De plus X est lisse si et seulement si X0 est isomorphe �a un H 00-module.D�emonstration. Soit � : X �! G=H 0 l'appli
ation d�e�nie au lemme pr�e
�e-dent. Notons X0 la �bre de � au dessus du pointH 0=H 0. C'est une H 00-vari�et�ehorosph�erique et on a X ' G�H0 X0.25



De plus X0 est aÆne 
ar il est ferm�e dans X. Le point H 0=H 0 est un point�xe de X0 sous l'a
tion de H 00.Il existe un H 00-module V tel que X0 soit isomorphe (
omme H 00-vari�et�e)�a un ferm�e de V . Quitte �a faire une translation, on peut supposer que le point�xe de X0 est 0. De plus X0 est horosph�erique, en parti
ulier X0 = H 00:XU0 ,don
 X0 est stable par a
tion lin�eaire de C � dans V �a poids positif. On peutsupposer que X0 engendre le H 00-module V , l'espa
e tangent �a X0 en 0 estalors �egal �a V .Si X est lisse, alors X0 l'est aussi et la dimension de V est �egale �a 
ellede X0. On en d�eduit don
 que X0 est le H 00-module V .Le lemme suivant donne une 
ondition n�e
essaire pour qu'un G-modulesoit horosph�erique, lorsque G est semi-simple.Lemme 2.11. SupposonsG semi-simple. On note G1; : : : ; Gk les sous-groupessimples distingu�es de G. On sait alors que G est le quotient du produit desGi par un sous-groupe �ni 
entral.Soit V un G-module horosph�erique. Alors, quitte �a r�earranger les indi
es,le G-module V est isomorphe �a �k0i=1V (�i) o�u V (�i) est un Gi-module simplepour tout i 2 f1; : : : ; k0g, et k0 � k.Ce lemme d�e
oule dire
tement de [Bo75, 
hap.7 ex. 18 ℄ et de la remarquesuivante.Remarque 2.12. Soit V = �k0i=1V (�i) un G-module horosph�erique. Alorspour tout i 6= j, on a V (�i)�:V (�j)� = V (�i + �j)� dans C [V ℄ vue 
ommel'alg�ebre sym�etrique de V �.En e�et, 
omme V est horosph�erique, C [V ℄ est une sous-alg�ebre de C [G=U ℄.De plus, 
omme T normalise U , il agit par multipli
ation �a droite sur C [G=U ℄.De plus on sait que pour tout � 2 �+,V (�)� ' ff 2 C [G℄ j 8g 2 G; 8b 2 B; f(gb) = �(b)f(g)g � C [G=U ℄:On a ainsi un isomorphisme de G � T -modules C [G=U ℄ ' ��2�+V (�)� etV (�)�:V (�)� = V (�+ �)� pour tous �, � 2 �+.Le lemme pr�e
�edent nous ram�ene au 
as o�u G et V sont simples, 
asd�e
rit dans le lemme suivant.Lemme 2.13. Supposons que G est simple. Un G-module simple V (�) esthorosph�erique si et seulement si on est dans l'un des deux 
as suivants :26



1. G = SLn 
'est-�a-dire le syst�eme de ra
ines est de type An�1, et � estle poids fondamental !� o�u � est l'une des deux ra
ines simples situ�eesaux extr�emit�es dans le diagramme de Dynkin ;�2. G = Sp2n 
'est-�a-dire le syst�eme de ra
ines est de type Cn, et � estle poids fondamental !� o�u � est la ra
ine simple situ�ees �a l'extr�emit�esimple dans le diagramme de Dynkin.�D�emonstration. Si V (�) est horosph�erique alors G=P (�) est le proje
tivis�ede V (�), don
 le groupe de Pi
ard de G=P (�) est isomorphe �a Z engendr�epar O(1). Don
 P (�) est un sous-groupe parabolique maximal de G, et � estun poids fondamental.Les points �xes dans G=P (�) d'un tore maximal T de G sont tous 
onju-gu�es par le groupe de Weyl W , don
 les poids de V (�) le sont aussi : 
e sontles w(�), w dans W . Cela signi�e que � est un poids minus
ule au sens de[Bo75, 
hap 8, 7.3.℄.Il suÆt alors de 
her
her, parmi la liste de 
es 
as [Bo75, 
hap 8, 7.3.℄,
eux qui 
orrespondent e�e
tivement �a des G-modules horosph�eriques. Pour
ela, on 
al
ule les dimensions de G=P (�) et de V (�). Si 
elle de G=P (�) vaut
elle de V (�) moins un, alors V (�) est horosph�erique, et r�e
iproquement. Onobtient, apr�es 
al
ul, le r�esultat voulu.Il est maintenant possible de 
lassi�er les G-modules horosph�eriques,lorsque G est un groupe r�edu
tif quel
onque.Corollaire 2.14 (des deux lemmes pr�e
�edents). Soient C la 
omposanteneutre du 
entre de G et G0 la partie semi-simple de G. On rappelle queG = C:G0. On note aussi G1; : : : ; Gk les sous-groupes simples distingu�es deG0. Soit V un G-module ; alors V est horosph�erique si et seulement si V =�ni=1V (�i) de sorte que(1) (�1; : : : ; �n) est une famille libre de 
ara
t�eres dominants,(2) il existe n0 � n tel que, pour tout i 2 f1; : : : ; n0g, V (�i) est un Gi-modulesimple 
omme dans le lemme 2.13, et pour tout i 2 fn0+1; : : : ; ng, �i est un
ara
t�ere de C (
'est-�a-dire V (�i) = C ).27



D�emonstration. D�e
omposons V de la fa�
on suivante : V = V 0 � V G0 . Onpeut alors �e
rire V sous la forme �ni=1V (�i) de sorte que V 0 = �n0i=1V (�i) etV G0 = �ni=n0+1V (�i).Ainsi, pour i 2 f1; : : : ; n0g, V (�i) est un G0-module simple, et pour i 2fn0 + 1; : : : ; ng, V (�i) est un C-module simple (V (�i) = C ).Si V est horosph�erique alors V 0 l'est sous l'a
tion de G0 et V G0 l'est sousl'a
tion de C. Don
, par le lemme 2.11, pour tout i 2 f1; : : : ; n0g, V (�i) estun Gi-module simple (quitte �a r�earranger les indi
es) qui doit bien sûr v�eri�erle lemme 2.13. De plus, (�n0+1; : : : ; �n) est une famille libre don
 (�1; : : : ; �n)l'est aussi.La r�e
iproque se d�eduit du lemme 2.13.Remarque 2.15. Si V est 
omme dans le lemme 
i-dessus, on note J l'en-semble des ra
ines simples � de G telles que !� soit l'un des �i.Alors V est un plongement simple de G=H o�u H = \ni=1 ker�i � P =\ni=1P (�i). Le r�eseau M asso
i�e �a V est le sous-r�eseau de � engendr�e parla famille (�1; : : : ; �n), et le 
ône 
olori�e (C;F) asso
i�e �a V est tel que F =fD�; � 2 Jg et C est le 
ône engendr�e par la base duale de (�1; : : : ; �n) dansN . De plus, (I; J) est lisse d'apr�es le lemme 2.13.On a maintenant tout les outils pour a
hever la preuve du th�eor�eme 2.6.Comme tout plongement de G=H est re
ouvert par des plongements simpleset que son �eventail 
olori�e est donn�e par l'ensemble des fa
es des 
ônes 
olori�esde ses plongements simples, on en d�eduit qu'il suÆt de montrer le th�eor�emedans le 
as o�u X est un plongement simple.On 
her
he alors les plongements simples de G=H qui sont lisses. D'apr�esles lemmes 2.8 et 2.10, 
ela revient �a 
her
her les H 00-modules horosph�eriqueso�u H 00 est un groupe r�edu
tif dont le diagramme de Dynkin est �I[JF .Le 
orollaire 2.14 montre l'impli
ation (X lisse =) (ii)) du th�eor�eme 2.6.L'impli
ation (X lisse=) (i)) �etant triviale, il suÆt de montrer que (i) et(ii) impliquent que X0 est un H 00-module. Le 
ône 
olori�e de X0 est le mêmeque 
elui de X. Le 
orollaire 2.14 et la remarque 2.15 nous disent alors queX0 a le même 
ône 
olori�e qu'un H 00-module ; X0 est don
 isomorphe �a 
eH 00-module.Exemples 2.16. (1) Les deux plongements proje
tifs de SL2=U sont lisses.En revan
he, le seul plongement proje
tif lisse de SL2= ker(2!�) est le plon-gement toro��dal ; 
'est même le seul plongement lo
alement fa
toriel.28



(2) Les plongements lisses de (SL2 � C )=U sont exa
tement les plonge-ments lo
alement fa
toriels.(3) Regardons les plongements de (SL2 � SL2)=U . Le r�eseau N est derang 2 engendr�e par les 
ouleurs ��M = �� et ��M = �� (o�u � et � sont lesra
ines simples de SL2 � SL2). Ainsi les plongements lisses de SL2 � SL2sont en
ore les plongements lo
alement fa
toriels.(4) Int�eressons-nous maintenant aux plongements de SL3=U . On obtientexa
tement les mêmes �eventails 
olori�es que pour (SL2 � SL2)=U 
ar si �et � sont les ra
ines simples de SL3, le r�eseau N est toujours engendr�e parles 
ouleurs ��M = �� et ��M = ��. Par 
ontre les plongements lo
alementfa
toriels ne sont pas toujours lisses : la 
ondition d'être lo
alement fa
torielne d�epend que de N et de l'empla
ement des 
ouleurs dans N , par 
ontrela lissit�e d�epend aussi des ra
ines de G. L'�eventail 
olori�e suivant donne unplongement lisse de (SL2 � SL2)=U , mais aussi un plongement lo
alementfa
toriel et non lisse de SL3=U , 
ar (?; f�; �g) n'est pas lisse lorsque � et �sont les ra
ines simples de SL3.
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Il faut aussi remarquer que, bien que les �eventails 
olori�es soient les mêmespour (SL2 � SL2)=U et SL3=U , ils repr�esentent dans le premier 
as desvari�et�es de dimension 4, et dans le se
ond, des vari�et�es de dimension 5.A l'aide de la d�emonstration du th�eor�eme 2.6, on va montrer le r�esultatsuivant, d�ej�a 
onnu dans le 
as torique.Proposition 2.17. Toute sous-vari�et�e irr�edu
tible et stable par G d'unevari�et�e horosph�erique lisse est aussi lisse.D�emonstration. Soient X un plongement lisse d'un espa
e homog�ene ho-rosph�erique G=H, et Y une sous-vari�et�e irr�edu
tible et stable par G de X.Si Y est singuli�ere, le lieu singulier de Y est ferm�e et stable par G, don
il 
ontient une G-orbite ferm�ee de X. Par 
ons�equent il suÆt de montrer que29



Y est lisse le long de toute G-orbite ferm�ee. On peut alors supposer que Xest un plongement simple de G=H.Grâ
e aux lemmes 2.8 et 2.10, on se ram�ene au 
as o�u X est un H 00-module horosph�erique et Y une sous-vari�et�e irr�edu
tible et stable par H 00(o�u H 00 est le groupe r�edu
tif 
onnexe d�e�ni au lemme 2.10). Il suÆt don
 demontrer que les sous-vari�et�es irr�edu
tibles et stables par G d'un G-modulehorosph�erique sont lisses (pour tout groupe r�edu
tif 
onnexe G).Pour 
on
lure, on va d�e
rire les G-orbites des G-modules horosph�eriques,en utilisant la des
ription des G-modules horosph�eriques donn�ee dans le 
o-rollaire 2.14.Ave
 les notations du 
orollaire 2.14, on sait que pour i 2 f1; : : : ; n0g,les Gi-orbites (ou G-orbites) de V (�i) sont le point �xe 0 et V (�i)nf0g. Etpour i 2 fn0 + 1; : : : ; ng, les G-orbites de V (�i) sont 0 et C nf0g. De plus,les 
ara
t�eres �i sont ind�ependants, don
 les G-orbites de V sont les sommespartielles des V (�i)nf0g.On en d�eduit que les sous-vari�et�es irr�edu
tibles et stables par G d'unG-module horosph�erique V sont les sous-G-modules de V . Elles sont don
�evidemment lisses, 
e qui montre la proposition.Remarque 2.18. Ce r�esultat n'est pas vrai pour les vari�et�es sph�eriques (
f[Br94℄).
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Chapitre 3Classi�
ation des plongementsde FanoLe but de 
e 
hapitre est de 
lassi�er, en termes de polytopes, les plonge-ments proje
tifs d'un espa
e homog�ene horosph�erique �x�e qui sont de Fano,de fa�
on �a g�en�eraliser la 
lassi�
ation des vari�et�es toriques de Fano.Rappelons qu'une vari�et�e proje
tive est de Fano si elle est normale etsi son diviseur anti
anonique est de Cartier et ample. Dans 
e 
hapitre, on�xe un espa
e homog�ene horosph�erique G=H. Les notations sont 
elles du
hapitre 1.Lorsque G=H est de rang 0, 
'est-�a-dire lorsque H est un sous-groupeparabolique P , le seul plongement est la vari�et�e de drapeaux G=P , qui estlisse et de Fano. Je me pla
e maintenant dans le 
as o�u G=H est de rang aumoins 1. Les �eventails 
olori�es 
omplets 
onsid�er�es ne seront don
 pas r�eduitsau point 0.La premi�ere �etape 
onsiste �a d�eterminer un diviseur anti
anonique desplongements de G=H.Proposition 3.1. Soit X un plongement proje
tif de G=H. Un diviseur an-ti
anonique de X est �KX = mXi=1 Xi + X�2SnI a�D�o�u a� est l'entier h2�P ; ��i et 2�P est le 
ara
t�ere donn�e par P�2R+nRI �.31



Pour prouver 
e r�esultat (qui est un 
orollaire de [Br97a, th.4.2℄), on seram�ene au 
as o�u X est un plongement toro��dal. On note � : X �! G=Pla �bration de �bre torique Y . On a alors KX = ��(KG=P ) +K�. La �n dela preuve utilise le r�esultat 
onnu dans le 
as torique �KX =Pmi=1Xi et ler�esultat pour les vari�et�es de drapeaux�KG=P = X�2SnI a�D�:Par 
onstru
tion de l'�eventail 
olori�e asso
i�e �a X, les diviseurs irr�edu
ti-bles G-stables Xi 
orrespondent aux arêtes de l'�eventail F asso
i�e �a X qui nesont pas engendr�ees par une 
ouleur. On note xi 2 N l'�el�ement primitif del'arête 
orrespondante �a Xi.A�n de d�eterminer les plongements de Fano de G=H, on utilise la 
a-ra
t�erisation suivante des diviseurs amples [Br89, th.3.3℄.Proposition 3.2. Soient X un plongement proje
tif de G=H, F son �eventail
olori�e et D un diviseur de Weil de la formemXi=1 biXi + X�2SnI b�D�;o�u les bi et les b� sont dans Z.Alors D est de Cartier si et seulement si pour tout 
ône 
olori�e (C;F) deF, il existe �C dans M tel que8xi 2 C; hxi; �Ci = biet 8D� 2 F ; h��M ; �Ci = b�:Lorsque D est de Cartier on peut alors d�e�nir une appli
ation hD de NRdans R, 
omme suit. Soit x un �el�ement de NR. Comme X est proje
tif, F est
omplet don
 il existe un unique 
ône 
olori�e maximal (C;F) de F tel que xsoit dans C, et on pose alors hD(x) = hx; �Ci. C'est une appli
ation lin�eairesur 
haque 
ône.Le diviseur (de Cartier) D est ample si et seulement si :(i) l'appli
ation hD est stri
tement 
onvexe (
'est-�a-dire, pour 
haque 
ônemaximal C, l'appli
ation lin�eaire �C est stri
tement sup�erieure sur C auxappli
ations lin�eaires �C0 , pour tout 
ône maximal C 0 distin
t de C) ;32



(ii) pour tout 
ône 
olori�e (C;F) de F et pour tout � tel que D� ne soit pasdans F , on a h��M ; �Ci < b�:Petits rappels (pour plus de d�etails, voir le 
hapitre 1) : S est l'ensembledes ra
ines simples et I est le sous-ensemble de S de la d�e�nition 1.4. Lesr�eseaux N etM sont des r�eseaux de rang �egal au rang de G=H, et sont duauxl'un de l'autre. Pour tout � 2 SnI, ��M est l'image de la 
ouleur D� dans Npar l'appli
ation � (1.11.1).On d�e�nit DX 
omme l'ensemble des � 2 SnI tels que D� soit une 
ou-leur de X.Lorsque D = �KX est ample, l'appli
ation hD v�eri�e hD(x1) = � � � =hD(xm) = 1 pour tout i 2 f1; : : : ; mg, et hD(��M) = a� pour tout � 2 DX .L'ensemble Q = fu 2 NR j 8C 2 F; h�C; ui � 1g (3.2.1)est alors un polytope 
onvexe 
ontenant 0 dans son int�erieur et dont lessommets sont x1; : : : ; xm et 
ertains des ��Ma� o�u � 2 DX . De plus les points��Ma� o�u � 62 DX sont dans l'int�erieur de Q, et les ��Ma� o�u � 2 DX sont dans lebord de Q. En parti
ulier, Q est un polytope 
onvexe rationnel.On d�e�nit le polytope dual de Q parQ� = fv 2MR j 8u 2 Q; hv; ui � �1g: (3.2.2)Les sommets de Q� sont en bije
tion ave
 les fa
es maximales de Q. AinsiQ� est l'enveloppe 
onvexe des ��C o�u C d�e
rit l'ensemble des 
ônes 
olori�esmaximaux de F. En parti
ulier, Q� est �a sommets dans M .Je regroupe toutes 
es propri�et�es dans la d�e�nition suivante.D�e�nition 3.3. Soit G=H un espa
e homog�ene horosph�erique. Un polytope
onvexe Q de NR est dit G=H-r�e
exif si les trois 
onditions suivantes sontv�eri��ees :(1) Q est �a sommets dans N [ f ��Ma� j � 2 SnIg, et 
ontient 0 dans sonint�erieur. 33



(2) Q� est �a sommets dans M .(3) Pour tout � 2 SnI, ��Ma� 2 Q.Exemples 3.4. D�esormais on repr�esentera, dans les �gures, les 
ouleurs parles ��Ma� au lieu des ��M , et toujours par des points blan
s. Les exemples 
hoisisseront tels qu'un point blan
 est asso
i�e �a une seule 
ouleur. Mais il faut toutde même noter qu'il peut y avoir des 
as o�u un même point ��Ma� 
orrespond�a plusieurs 
ouleurs.(1) Dans le 
as de SL2=U , on n'a qu'une 
ouleur et a� = 2. Les seulspolytopes SL2=U -r�e
exifs sont les segments suivants.Et leurs duaux sont respe
tivement :(2) Dans le 
as de (SL2 � C )=U , prenons les polytopes asso
i�es aux�eventails de l'exemple 1.19. Les deux premiers sontG=H-r�e
exifs. Le troisi�emepolytope n'est pas G=H-r�e
exif 
ar son dual n'est pas �a sommets entiers.
Les polytopes duaux sont respe
tivement :
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(3) Voi
i d'autres exemples de polytopes dans le 
as o�u G=H = (SL2 �C )=U .
Le premier et le troisi�eme sont G=H-r�e
exifs. Par 
ontre, le deuxi�eme ne l'estpas, 
ar ��Ma� 62 Q.Remarque 3.5. La 
ondition (3) est �equivalente �a la 
ondition(3') : 2�P +Q� (le translat�e de Q� par 2�P dans �R) est in
lus dans �+R .En fait, 2�P+Q� est le polytope moment de (X;�KX) [Br89℄, 
'est-�a-direH0(X;�KX) = M�2Q� V (2�P + �):En e�et, si s est la se
tion 
anonique de �KX , on a l'isomorphisme suivantff 2 C (G=H)(B) j div(f)�KX � 0g �! H0(X;�KX)(B)f 7�! fs:De plus s est de poids 2�P = P�2SnI a�!� sous l'a
tion de B, et si f 2C (G=H)(B) est de poids � alorsdiv(f)�KX = mXi=1 (1 + h�; xii)Xi + X�2SnI(a� + h�; ��Mi)D�:Don
 les poids de H0(X;�KX)(B) sont bien les 
ara
t�eres qui sont dans lepolytope 2�P +Q�.Il peut être int�eressant aussi de regarder les 
as o�u �KX est seulementQ -Cartier (
'est-�a-dire un multiple de �KX est de Cartier) et ample : ondira alors que X est Q -Fano. Dans 
e 
as, Q ne v�eri�e plus la 
ondition (2).On dit alors qu'un polytope 
onvexe de NR est Q -G=H-r�e
exif s'il v�eri�e la35




ondition (3) de la d�e�nition 3.3 et la 
ondition(1') : les sommets de Q sont des �el�ements primitifs de N ou des �el�ements def ��Ma� ; � 2 SnIg, et Q 
ontient 0 dans son int�erieur.On peut remarquer qu'un polytope G=H-r�e
exif v�eri�e aussi la 
ondition(1)' 
ar (1) et (2) impliquent (1').Le dernier polytope de l'exemple 3.4 (2) est Q -G=H-r�e
exif.Remarquons que dans le 
as torique, la d�e�nition d'un polytope (C �)n-r�e
exif est 
elle d'un polytope r�e
exif donn�ee par V. Batyrev. L'ensemble des
lasses d'isomorphisme des vari�et�es toriques de Fano de dimension n est enbije
tion ave
 l'ensemble des polytopes r�e
exifs de Zn [Ba94℄. La propositionsuivante g�en�eralise alors 
ette 
lassi�
ation aux vari�et�es horosph�eriques deFano.Proposition 3.6. Soit G=H un espa
e homog�ene horosph�erique. L'appli
a-tion qui �a un plongement X de Fano de G=H asso
ie le polytope Q d�e�nien (3.2.1) est une bije
tion de l'ensemble des plongements de Fano de G=H(respe
tivement Q -Fano) �a isomorphisme pr�es, sur l'ensemble des polytopesG=H-r�e
exifs (respe
tivement Q -G=H-r�e
exifs) de NR.Je rappelle que les isomorphismes de plongements sont d�e�nis en 1.7.D�emonstration. Il suÆt de d�e�nir l'appli
ation inverse. Soit Q un polytopeG=H-r�e
exif de NR ; on lui asso
ie alors le plongement X(Q) de G=H dontl'�eventail 
olori�e est l'ensemble des 
ônes 
olori�es (C;F) (et leurs fa
es 
o-lori�ees) tels que C soit le 
ône engendr�e par une fa
e maximale F de Q, et Fsoit l'ensemble des D� v�eri�ant ��Ma� 2 F .Alors on v�eri�e que �KX(Q) est de Cartier (��C est le sommet de Q�asso
i�e �a F ) et ample, par 
onvexit�e de Q et par la 
ondition (3) de lad�e�nition 3.3. Ensuite, le polytope asso
i�e �a X(Q) (3.2.1) est bien Q par
onstru
tion.De même, si X est un plongement de Fano et Q est le polytope G=H-r�e
exif asso
i�e, on a X(Q) = X.Lorsque Q est un polytope Q -G=H-r�e
exif, on 
onstruitX(Q) exa
tementde la même fa�
on, et on v�eri�e aussi que 
ette appli
ation est l'inverse del'appli
ation X 7! Q(X).Remarque 3.7. Les 
ouleurs d'un plongement X de Fano sont les 
ouleursD� telles que ��Ma� se trouve sur le bord du polytope G=H-r�e
exif asso
i�e �a36



X. Supposons que pour � 6= � on ait ��Ma� = ��Ma� . Soit X un plongement deFano de G=H. Alors si ��Ma� est sur le bord du polytope G=H-r�e
exif asso
i�e�a X alors ��Ma� l'est aussi ; et r�e
iproquement. Par 
ons�equent, soit au
une desdeux 
ouleurs D� et D� n'est une 
ouleur de X, soit toutes les deux sont des
ouleurs de X.Cette 
lassi�
ation permet notamment de donner une version e�e
tive,dans le 
as des vari�et�es horosph�eriques de Fano, d'un r�esultat de V. Alexeevet M. Brion [AB04℄ sur les vari�et�es sph�eriques de Fano.Th�eor�eme 3.8. Soit G=H un espa
e homog�ene horosph�erique de rang n.On note a = Q�2SnI a�, et V = (7(a + 1))n2n+1. L'ensemble des 
lassesd'isomorphisme des vari�et�es de Fano qui sont des plongements de G=H est�ni et de 
ardinal inf�erieur �a(n!aV )n(n+1)2 22n(n!aV )n+1 :Remarque 3.9. La borne obtenue est sans doute loin d'être optimale. Ene�et, les majorations faites dans la preuve sont en g�en�eral assez grossi�eres.On appelle alors automorphisme de (N;D) tout automorphisme du r�eseauN qui �xe 
haque 
ouleur ��M . Grâ
e �a la proposition suivante, il suÆra demajorer le nombre de polytopes G=H-r�e
exifs �a automorphisme de (N;D)pr�es pour d�emontrer le th�eor�eme 3.8.Proposition 3.10. Soit � un automorphisme de (N;D). On note aussi �l'automorphisme de NR induit par �. Soient X et X 0 des plongements deG=H d'�eventails 
olori�es respe
tifs F et F 0 , tels que F 0 = �(F). Alors lesvari�et�es X et X 0 sont isomorphes.Rappelons que les plongements X et X 0 ne sont pas isomorphes si � n'estpas trivial (th�eor�eme 1.17).La preuve de 
ette proposition est fortement inspir�ee de [AB04℄.D�emonstration. Notons G0 la partie semi-simple de G. On d�e�nit alors ~G =G0 � P=H. C'est un groupe alg�ebrique r�edu
tif et 
onnexe. Rappelons queP = NG(H), ainsi ~G agit sur G=H par (g; pH):xH = gxpH.De plus G=H est homog�ene sous l'a
tion de ~G, G=H ' ~G= ~H, et ~H estun sous-groupe horosph�erique de ~G. En e�et, le radi
al unipotent ~U du sous-groupe de Borel ~B = (B \G0)� P=H est U � f1g et~H = f(g; pH) 2 ~G j gp 2 Hg � ~U:37



On v�eri�e aussi que ~P := N ~G( ~H) = (P \ G0) � P=H. Puis on voit que ler�eseau des 
ara
t�eres de ~P dont la restri
tion �a ~H est triviale est le groupef(�; ��1); � 2 Mg isomorphe �a M . De plus, les 
ouleurs asso
i�ees �a ~G= ~Hsont les mêmes que 
elles asso
i�ees �a G=H ave
 les mêmes images dans M .Ainsi les plongements de G=H sont les mêmes que 
eux de ~G= ~H. Don
X et X 0 sont des plongements de ~G= ~H d'�eventails 
olori�es respe
tifs F et F 0 .Comme P=H est isomorphe au tore dual de M , � induit naturellementun automorphisme de P=H, qu'on notera en
ore �. On peut alors d�e�nir X 00
omme �etant la vari�et�e X sur laquelle ~G agit par (g; pH)�:x = gx��1(pH) ;
'est un plongement de ~G= ~H. Il suÆt alors de montrer que son �eventail 
olori�eest F 0 : on aura ainsi des isomorphismes de vari�et�es X 0 ' X 00 ' X.Notons �� :M �!M l'automorphisme dual de �. Comme � �xe 
haque
ouleur, ��(�) et � ont alors la même restri
tion �a B \G0, pour tout � 2M .Soit f 2 C ( ~G= ~H)( ~B) de poids � ; autrement dit, pour tous (b; pH) 2 ~B etx 2 ~G= ~H, on a f(bxpH) = ��1(b)�(p)f(x).Si l'a
tion de ~G est tordue par �, on a alorsf((b; pH)�:x) = ��1(b)�(��1(pH))f(x):Or �(��1(pH)) = ���1(�)(p) par d�e�nition de �� et ��1(b) = ���1(��1)(b)
ar � �xe 
haque 
ouleur. Don
 f est de poids ���1(�) (lorsque l'a
tion de~G est tordue par �).Par 
ons�equent, pour tout diviseur ~B-stable D de X, en notant D00 lemême diviseur dans X 00, on a �(D00) = �(�(D)). De la fa�
on dont l'�eventail
olori�e d'un plongement est 
onstruit �a partir des images par � des diviseursB-stables, on 
on
lut que X 00 a pour �eventail 
olori�e F 0 .Exemple 3.11. On sait d�ej�a que le nombre de vari�et�es toriques de Fano dedimension 2 est 16, dont 5 seulement sont lisses.En rang 2, il y a par exemple 135 polytopes (SL2� C �)=U -r�e
exifs, dont16 
orrespondent �a un plongement lisse et 398 polytopes (SL2 � SL2)=U -r�e
exifs, dont 39 
orrespondent �a un plongement lisse. Les polytopes SL3=U -r�e
exifs sont les mêmes que les polytopes (SL2�SL2)=U -r�e
exifs ; par 
ontre,seulement 27 d'entre eux 
orrespondent �a un plongement lisse de Fano deSL3=U . L'�enum�eration de tous 
es polytopes fait l'objet du 
hapitre 6.Dans le 
as torique, le th�eor�eme 3.8 dit que le nombre de polytopesr�e
exifs, �a automorphisme de Zn pr�es, est �ni. Ce r�esultat a �et�e d�emontr�e enpremier par A. Borisov et L. Borisov [BB92℄. Mais une autre preuve (plus38



souvent utilis�ee) 
onsiste �a appliquer un r�esultat de D. Hensley [He83℄ a�nde majorer le volume des polytopes r�e
exifs.Dans notre 
as, on utilise une g�en�eralisation du th�eor�eme de D. Hensleydue �a J. Lagarias et G. Ziegler. On note oQ l'int�erieur de Q.Th�eor�eme 3.12 ([LZ91℄). Soient n, a et k des entiers stri
tement positifs.Soit Q � Rn un polytope 
onvexe �a sommets dans Zn tel que ℄( oQ \aZn) = k.Alors le volume de Q est major�e par kan(7(ka+ 1))n2n+1.D�emonstration du th�eor�eme 3.8. Commen�
ons par remarquer qu'un poly-tope G=H-r�e
exif Q est �a sommets dans 1aN et que oQ \N = f0g. En e�et,s'il existe u dans ( oQ \N)nf0g, alors pour tout v 2 Q�, hv; ui > �1. Or ilexiste un sommet v de Q� tel que hv; ui < 0, 
e qui 
ontredit le fait que hv; uiest entier.Par 
ons�equent, le th�eor�eme pr�e
edent nous dit que tout polytope G=H-r�e
exif a un volume major�e par V = (7(a+ 1))n2n+1.Si G est semi-simple, les ��Ma� pour � 2 SnI forment une famille g�en�eratri
ede NR. Soient �1; : : : ; �n 2 SnI tels que (��1M ; : : : ; ��nM) soit une base de NR.Soit u 2 Q, alors pour tout i 2 f1; : : : ; ng, le simplexe de sommets 0, u,et ��jM�j ; j 6= i est stri
tement in
lus dans Q, don
 son volume est stri
te-ment inf�erieur �a V . Par 
ons�equent, u est dans l'int�erieur du parall�el�epip�edede sommets �n!aV ��1M ; : : : ;�n!aV ��nM . Ce dernier 
ontient au maximum2n(n!aV )n+1 points de N , don
 en majorant grossi�erement, on obtient que lenombre de polytopes G=H-r�e
exifs est, dans 
e 
as, inf�erieur �a 22n(n!aV )n+1 .Dans le 
as g�en�eral o�u G est r�edu
tif, notons N1R le sous-espa
e ve
to-riel de NR engendr�e par les ��M . Soit (��1M ; : : : ; ��lM) une base de N1R, alorspour tout polytope G=H-r�e
exif Q, il existe f1; : : : ; fn�l 2 Q \ N tels quef��1M ; : : : ; ��lM)g[ff1; : : : ; fn�lg forme une base de NR. Montrons qu'il existeun ensemble �ni �x�e d'�el�ements de NR, tel qu'on puisse toujours se ramener,quitte �a appliquer un automorphisme de (N;D), au 
as o�u les fi font partiede 
et ensemble.Soit (e1; : : : ; en) une base �x�ee de N telle que (e1; : : : ; el) soit une base deN1 = N1R \ N . Dans 
ette base, un automorphisme de (N;D) s'�e
rit alorsmatri
iellement sous la forme A = � Il B0 C �, o�u Il est l'identit�e dans N1,B 2 Ml;n�l(Z) et C 2 GLn�l(Z). Soit F la matri
e form�ee des ve
teurs 
o-lonnes f1; : : : ; fn�l dans la base (e1; : : : ; en). Alors, il existe un automorphisme39



A de (N;D) tel que G = AF de la forme suivante (on note (gij)1�i�n;1�j�n�lses 
oeÆ
ients)
G = 0BBBBBBBBB�

g11 � � � g1;n�l... ...gl+1;1 ...0 . . . ...... . . . . . . ...0 � � � 0 gn;n�l
1CCCCCCCCCAet telle que pour tout 1 � j � n� l et 1 � i � j � 1,0 � gij < jgj+l;jj:De plus, le produit des gj+l;j est major�e par n!aV , don
 le nombre de tellesmatri
es G est inf�erieur �a (n!aV )n(n+1)2 .On en d�eduit alors que le nombre de polytopes G=H-r�e
exifs est inf�erieur�a (n!aV )n(n+1)2 22n(n!aV )n+1 .Remarque 3.13. Ce r�esultat peut se g�en�eraliser de la mani�ere suivante :soit � un entier stri
tement positif, alors le nombre de plongements X deG=H, tels que ��KX soit de Cartier et ample, est �ni. Il suÆt de remarquerque le polytope Q -G=H-r�e
exif Q asso
i�e �a X a son dual �a sommets dans1�M . On en d�eduit alors que 1�Q est �a sommets dans 1a�N , et son int�erieurne 
ontient que 0 
omme point entier. Ainsi le volume de Q est major�e par�n(7(a�+ 1))n2n+1, et la suite de la d�emonstration reste in
hang�ee.
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Chapitre 4Majoration du degr�e et dunombre de Pi
ardPour majorer le degr�e et le nombre de Pi
ard des vari�et�es horosph�eriquesde Fano, on se donne un espa
e homog�ene horosph�erique G=H et on �etudiele degr�e et le nombre de Pi
ard de ses plongements lisses.4.1 Majoration du degr�ePour avoir plus de d�etails sur le degr�e des vari�et�es de Fano, on se r�ef�erera�a [De03℄ o�u le degr�e est major�e dans le 
as des vari�et�es toriques lisses, etaussi �a [De01℄ o�u on trouve en parti
ulier des vari�et�es toriques de Fano degrand degr�e (prop.5.22).D�e�nition 4.1. SoitX une vari�et�e de Fano de dimension d. On appelle degr�ede X, le nombre d'interse
tion (�KX)d. Le th�eor�eme de Riemann-Ro
h et leth�eor�eme d'annulation de Serre impliquent que la dimension de �(X;�kKX)est �equivalente, lorsque l'entier k tend vers l'in�ni, �a kdd! (�KX)d.Le r�esultat suivant se d�emontre en utilisant la remarque 3.5 et la formuledes 
ara
t�eres de Weyl.Proposition 4.2. (
as parti
ulier de [Br89, th.4.1℄) Soit X un plongementde Fano de G=H. Alors(�KX)d = d! ZQ� Y�2R+nR+I h2�P + �; ��ih�B; ��i d�;41



o�u la mesure dans l'int�egrale est 
elle pour laquelle le domaine fondamentalde M est de volume 1.Dans le 
as torique, on a (�KX)d = d! vol(Q�) [Od88, 
or 2.23℄. Leth�eor�eme 3.12 permet alors de majorer le degr�e de X de fa�
on imm�ediate,mais 
ette borne est doublement exponentielle. O. Debarre donne une bienmeilleure borne dans le 
as o�u X est lisse.Th�eor�eme 4.3 ([De03℄). Soit X une vari�et�e torique lisse de Fano de di-mension n et de nombre de Pi
ard �.Si � > 1, alors (�KX)n � n!n�n.Si � = 1, on a bien sûr X = Pn et (�KX)n = (n + 1)n. Dans le 
ashorosph�erique, on obtient le r�esultat analogue �enon
�e dans l'introdu
tion : leth�eor�eme 0.1.La proposition 2.2 se r�e�e
rit de la fa�
on suivante lorsque X est de Fano.Proposition 4.4. Soit G=H un espa
e homog�ene horosph�erique. Soit X unplongement de Fano de G=H. On note Q le polytope G=H-r�e
exif asso
i�e.Rappelons que DX d�esigne l'ensemble des �el�ements de SnI qui 
orrespondent�a une 
ouleur de X. Alors X est lo
alement fa
toriel si et seulement si pourtoute fa
e maximale F de Q on a :(1) les seuls points de F de la forme ��Ma� sont des sommets de F ;(2) F est un simplexe dont les sommets e1; : : : ; en v�eri�ent :(i) pour tout i, ou bien ei 2 N ou bien il existe un unique � 2 DX tel queei = ��Ma� ,(ii) (a1e1; : : : ; anen) est une base de N o�u les ai sont d�e�nis par :ai = 1 si ei 2 Nai = a� si ei = ��Ma� :Remarque 4.5. Lorsque Q est le polytope G=H-r�e
exif asso
i�e �a un plon-gement de Fano lo
alement fa
toriel de G=H, on d�e�nira au 
omme dans laproposition pour tout sommet u de Q.Dans la suite, G=H sera un espa
e homog�ene horosph�erique �x�e et X unplongement de Fano lo
alement fa
toriel de G=H.On note r l'entier stri
tement positif tel que le nombre de sommets de Qsoit �egal �a n + r. 42



Dans le 
as torique, 
et entier est le nombre de Pi
ard. Dans le 
as ho-rosph�erique, on peut exprimer le nombre de Pi
ard de la fa�
on suivante :� = m+ ℄(SnI)� n = r + ℄(SnI)� ℄(DX): (4.5.1)En e�et, tout diviseur est lin�eairement �equivalent �a un diviseur de la formePmi=1 biXi +P�2SnI b�D� (bi et b� entiers) [Br97b, Chap 5℄, et les relationsentre 
es diviseurs sont les relations du type div(f) = 0 o�u f 2 C (G=H)(B) .Pour la deuxi�eme �egalit�e, rappelons que ℄(DX) est le nombre de 
ouleurs deX, 
'est-�a-dire le nombre des points ��Ma� qui sont sur le bord de Q (voir laremarque 3.7). Puisque X est lo
alement fa
toriel, les points de la forme ��Ma�sont tous des sommets de Q et 
orrespondent �a une unique 
ouleur. On end�eduit que ℄(DX) est exa
tement le nombre de sommets de la forme ��Ma� .Ainsi m + ℄(DX) = n+ r.De plus, 
es deux �egalit�es restent vraies lorsque X est seulement Q -fa
toriel (voir la d�e�nition 4.15). Elles se d�emontrent par les mêmes argu-ments et ave
 la proposition 4.16.Exemple 4.6. Si r = 1, alors Q est un simplexe : 
'est l'enveloppe 
onvexede e1; : : : ; en+1 et pour tout i 2 f1; : : : ; n+ 1g,(a1e1; : : : ; ai�1ei�1; ai+1ei+1; : : : ; an+1en+1) est une base de N . Don
an+1en+1 = �a1e1 � � � � � anen:Par la suite on verra que le 
as o�u r = 1 est un 
as un peu �a part, 
ommedans le 
as torique.Proposition 4.7. Soient X un plongement de Fano lo
alement fa
toriel deG=H et Q le polytope G=H-r�e
exif asso
i�e. On noteC = n + X�2SnI(a� � 1):Si � � 2, alors vol(Q�) � (Cr max�2SnI a�)n;et si � = 1, on a vol(Q�) � ((C + 1) max�2SnI a�)n:43



On peut observer que C ne d�epend que de G et H. On verra par la suite(lemme 4.13) que C � d.La preuve de 
ette proposition est inspir�ee de la preuve du th�eor�eme 4.3[De03℄. Elle 
onsiste en deux lemmes.Lemme 4.8. Soit b un r�eel stri
tement positif. Si pour tout u 2 Q et pourtout v 2 Q�, on a �1 � hv; ui � b, alorsvol(Q�) � ((b+ 1) max�2SnI a�)n:D�emonstration. Par d�e�nition du dual d'un polytope, on a �1bQ� � Q� : ene�et si v 2 �1bQ�, on a bien hv; ui � �1 pour tout u 2 Q par hypoth�ese.Raisonnons par l'absurde et supposons que vol(Q�) > ((b+1)max�2SnI a�)n.Soient un r�eel � 2℄0; 1[, etQ0 = 1� �(b+ 1)max�2SnI a�Q�:Par hypoth�ese, le volume de Q0 est stri
tement sup�erieur �a 1 pour � assezpetit. Don
, par le th�eor�eme de van der Corput [Co36℄, il existe deux �el�ementsq et q0 de Q tels que q�q0 soit dansM . De plus Q0 est 
onvexe et �1bQ0 � Q0,don
q � q0b + 1 = q � b(�1b q0)b + 1 2 Q0; et q � q0 2 (b+ 1)Q0 � 1max�2SnI a� oQ� :Il reste �a montrer que 0 est le seul point deM dans l'int�erieur de 1max�2SnI a�Q�pour obtenir la 
ontradi
tion voulue.Soit v 2 M non nul dans l'int�erieur de 1max�2SnI a�Q�. Pour tout u 2 Q,on a hv; ui > � 1max�2SnI a� :Or il existe un sommet u de Q tel que hv; ui soit stri
tement n�egatif, et 
esommet est dans 1a�Z pour un � 2 SnI donn�e. Ce
i n'est pas possible, don
un tel v n'existe pas.Exemple 4.9. Revenons �a l'exemple 4.6 o�u r = 1 ; on a pour tout i 2f1; : : : ; n + 1g, ai(1 + hvj; eii) = Æij(a1 + � � �+ an+1) o�u vj est le sommet deQ� asso
i�e �a la fa
e de Q oppos�ee �a ej, et Æij est le symbole de Krone
ker.44



Dans 
e 
as, on peut prendre b = a1 + � � � + an+1 � 1. Regardons 
e quevaut b selon les valeurs de �. Sa
hant que � vaut 1 plus le nombre de ra
inessimples � 2 SnI telles que ��Ma� ne soit pas un sommet de Q, quand � > 1,la somme a1 + � � � + an+1 peut être major�ee par C. Par 
ontre, si � = 1,a1 + � � � + an+1 vaut exa
tement C + 1. On obtient dans les deux 
as ler�esultat de la proposition 4.7 lorsque r = 1.Le lemme suivant g�en�eralise le r�esultat obtenu dans l'exemple 
i-dessus.Lemme 4.10. Si r � 2, alors pour tout sommet u de Q et tout sommet vde Q�, on a 0 � au(1 + hv; ui) � Cr:D�emonstration. Soit v un sommet de Q�. On note e1; : : : ; en les sommetsde la fa
e de Q asso
i�ee �a v. Alors (a1e1; : : : ; anen) est une base de N , ethv; eii = �1 pour tout i 2 f1; : : : ; ng.On note 0 < b1 < � � � < bk, k � r, les �el�ements de l'ensemble suivant :fau(1 + hv; ui) j u sommet de Q distin
t des eig:On va alors montrer par r�e
urren
e sur j que bj est major�e par Cj.Soient j 2 f1; : : : ; kg et u un sommet de Q tel que au(1+hv; ui) = bj. SoitE un sous-ensemble de f1; : : : ; ng non vide, minimal, tel que u et les (ei)i2Ene soient pas sur une fa
e 
ommune de Q. Un tel sous-ensemble existe 
ar uet e1; : : : ; en ne sont pas sur la même fa
e. Quitte �a 
hanger l'ordre des ei,supposons E = f1; : : : ; �g. Posons w = auu+ a1e1+ � � �+ a�e�, alors w est un�el�ement de N .Il existe une fa
e de Q telle que w soit dans le 
ône engendr�e par 
ettefa
e. De plus, 
ette fa
e n'est pas 
elle 
orrespondant �a v. Il existe don
u1; : : : ; us, parmi les sommets de 
ette fa
e, distin
ts de e1; : : : ; en (mais pasfor
�ement distin
ts entre eux), et e01; : : : ; e0t parmi e1; : : : ; en (toujours pasfor
�ement distin
ts entre eux), tels quew = sXi=1 auiui + tXi=1 a0ie0i: (4.10.1)Posons a0i = ae0i pour simpli�er les notations.La relation (4.10.1) n'est pas triviale, 
ar u et les (ei)i2E ne sont pas surune fa
e 
ommune de Q. De plus, pour tout i 2 f1; : : : ; tg, e0i n'est pas dans45



fe1; : : : ; e�g. En e�et, si par exemple e0t = e�, alors la relation (4.10.1) induitune relation la relation non triviale suivante :auu+ a1e1 + � � �+ a��1e��1 = sXi=1 auiui + t�1Xi=1 a0ie0i:On en d�eduit alors que u; e1; : : : ; e��1 ne sont pas sur une fa
e 
ommune deQ, 
e qui 
ontredit la minimalit�e de E.On va utiliser la relation 4.10.1 pour majorer bj en fon
tion de bj�1. Pour
ela, on va d'abord �etablir une relation entre les entiers au, aui , ai et a0i.Le point 1au +P�i=1 aiwest le bary
entre des points u; e1; : : : ; e� a�e
t�es des 
oeÆ
ients (stri
tementpositifs) respe
tifs au; a1; : : : ; a�. Comme u et e1; : : : ; e� sont des sommets deQ qui ne font pas partie d'une même fa
e, 
e bary
entre est dans l'int�erieurde Q. Par 
ons�equent, Psi=1 aui +Pti=1 a0iau +P�i=1 ai < 1;autrement dit, au + �Xi=1 ai � sXi=1 aui + tXi=1 a0i + 1:La relation 4.10.1 nous donne alorsbj = au(1 + hv; ui) = sXi=1 aui(1 + hv; uii) + au + �Xi=1 ai � sXi=1 aui � tXi=1 a0i:Si s = 0 alors bj = au +P�i=1 ai �Pti=1 a0i � au +P�i=1 ai.Sinon, bj � Psi=1 aui(1 + hv; uii) + 1 et don
 aui(1 + hv; uii) < bj pourtout i 2 f1; : : : ; sg ; autrement dit, aui(1 + hv; uii) � bj�1. Ainsi,bj � sbj�1 + au + �Xi=1 ai � sXi=1 aui � tXi=1 a0i� sbj�1 + au + �Xi=1 ai � s:46



Or s �Psi=1 aui �Psi=1 aui +Pti=1 a0i � au +P�i=1 ai, don
bj � s(bj�1 � 1) + au + �Xi=1 ai � (au + �Xi=1 ai)bj�1:En parti
ulier si j = 1, alors s = 0 et don
 b1 � au +P�i=1 ai.Pour 
on
lure, il suÆt juste de remarquer que si � = n on a alors r = 1.Don
 � � n� 1 et au + �Xi=1 ai � n + X�2SnI(a� � 1) = C
ar les entiers au et ai valent soit 1 soit a�.La proposition se d�eduit alors fa
ilement de 
es deux lemmes : le lemme4.10 donne le r�eel b �a utiliser dans le lemme 4.8.Pour montrer le th�eor�eme 0.1, il suÆt maintenant d'une part de majorerle terme �a l'int�erieur de l'int�egrale de la proposition 4.2, et d'autre part dedonner une borne expli
ite pour C.Lemme 4.11. Si r � 2, alors pour tout � 2 R+nR+I et tout � 2 Q�,0 � h2�P + �; ��ih�B; ��i � Cr max�2SnI a�:D�emonstration. Il suÆt de montrer le r�esultat pour tout sommet � de Q�.Soit � 2 SnI.Si ��Ma� est un sommet de Q, alors le lemme 4.10 nous dit queh2�P + �; ��ih�B; ��i = a�(1 + h�; ��Ma� i) � Cr:Si ��Ma� n'est pas un sommet de Q, on obtient une majoration l�eg�erementplus grande. Comme ��Ma� 2 Q, il existe des sommets ui de Q et des r�eelspositifs �i tels que P�i � 1 et ��Ma� = P�iui. D'apr�es le lemme 4.10 on apour tout i, h�; uii � Cr � 1 
ar aui � 1. On en d�eduit alors que1 + h�; ��Ma� i � Cr et don
 h2�P + �; ��ih�B; ��i � Cra�:47



Soit maintenant � 2 R+nR+I . E
rivons � = �1 + � � � + �s o�u �1; : : : ; �ssont des ra
ines simples. On a alorsh2�P + �; ��ih�B; ��i = Psi=1h2�P + �; ��iiPsi=1 1 � sCrmax�2SnI a�s :Remarque 4.12. Lorsque � = 1, d'une part r = 1 et d'autre part ��Ma� est unsommet de Q pour tout � 2 SnI. On a alors le même r�esultat en rempla�
antCrmax�2SnI a� par C + 1.Lemme 4.13. X�2SnI(a� � 1) � dim(G=P ) = ℄(R+nR+I ):En parti
ulier C � d = n+ ℄(R+nR+I ).D�emonstration. La preuve se fait en �etudiant les di��erents 
as, mais avanttout, r�eduisons le nombre de 
es 
as.Etape 1. Pour tout � 2 SnI, a� = h2�P ; ��i = h2�B; ��i � h2�I ; ��i o�u2�I =P�2R+I �. Ainsi, 
omme h2�B; ��i = 2, on aX�2SnI(a� � 1) = ℄(SnI)� X�2SnI X�2R+I h�; ��i:Le r�esultat �a montrer est don
X�2SnI X�2R+I �h�; ��i � ℄(R+nR+I )� ℄(SnI):Etape 2. Montrons qu'il suÆt de montrer le r�esultat lorsque le diagrammede Dynkin �I (voir la d�e�nition 2.4) est 
onnexe. Supposons don
 le r�esultatvrai dans 
e 
as. Soit I = Ftj=1 Ij tel que �I = Ftj=1 �Ij soit la d�e
ompositionde �I en 
omposantes 
onnexes. Notons Sj l'ensemble des ra
ines simples deS li�ees �a Ij dans le diagramme de Dynkin �S de G (
'est-�a-dire les ra
inessimples � telles qu'il existe une ra
ine simple � de Ij ave
 h�; ��i 6= 0). AlorsX�2SnI X�2R+I �h�; ��i = tXj=1 X�2R+Ij X�2SjnIj �h�; ��i48




e qui, par hypoth�ese, est inf�erieur �a Ptj=1(℄(R+SjnR+Ij)� ℄(SjnIj)).Or ℄(R+SjnR+Ij ) � ℄(SjnIj) est le nombre de ra
ines positives non simplesde R+SjnR+Ij . De plus, R+Sj \ R+Sk = Sj \ Sk si j 6= k 
ar deux ra
ines simplesne peuvent pas être toutes les deux li�ees �a Ij et Ik (un diagramme de Dynkinne 
ontient pas de 
y
le). On a don
tXj=1(℄(R+SjnR+Ij )� ℄(SjnIj)) � ℄(R+nR+I )� ℄(SnI):Il suÆt don
 de montrer le r�esultat lorsque �I est 
onnexe et S est l'en-semble des ra
ines simples li�ees �a I.Etape 3. On peut de plus supposer que SnI est un singleton. En e�et,en regardant la r�eunion disjointe F�2SnI R+I[f�gnR+I in
luse dans R+nR+I , onvoit que X�2SnI(℄(R+I[f�gnR+I )� 1) � ℄(R+nR+I )� ℄(SnI):Etape 4. Il reste �a 
al
uler d'une part �P�2R+I h�; ��i, et d'autre part℄(R+I[f�gnR+I ) � 1 dans les di��erents 
as o�u �I est 
onnexe et SnI est unsingleton.Le tableau 
i-dessous r�esume le r�esultat des 
al
uls en fon
tion du typedes diagrammes de Dynkin �I et �S. On peut remarquer qu'il y a deux fa�
onsdi��erentes d'ajouter un sommet �a un diagramme de type A1 pour obtenir undiagramme de type G2. Il y a aussi deux fa�
ons d'ajouter un sommet �a undiagramme de type A1 pour obtenir un diagramme de type B2 ; l'une desfa�
on est 
ompt�ee dans le 
as Ai et Bi+1 et l'autre dans le 
as Ai et Ci+1 enidenti�ant B2 et C2.
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Types respe
tifs de �I et de �S �P�2R+I h�; ��i ℄(R+I[f�gnR+I )� 1Ai et Ai+1 pour i � 0 i iAi et Bi+1 pour i � 1 2i i(i+3)2Ai et Ci+1 pour i � 1 i i(i+3)2Ai et Di+1 pour i � 3 2(i� 1) (i�1)(i+2)2A5 et E6 9 20A6 et E7 12 41A7 et E8 15 91A1 et G2 (
�e
he vers �) 3 4A1 et G2 (
�e
he partant de �) 1 4Bi et Bi+1 pour i � 2 2i� 1 2iB2 et C3 4 4B3 et F4 9 14Ci et Ai+1 pour i � 3 2i 2iC3 et F4 6 14Di et Di+1 pour i � 4 2i� 2 2i� 1D5 et E6 10 15D6 et E7 15 32D7 et E8 21 78E6 et E7 16 26E7 et E8 27 56Exemples 4.14. 1/ Lorsque �I est de type Ai et que �S est de type Ai+1,notons �; �1; : : : ; �i les ra
ines simples de S,� �i�1alors � X�2R+I h�; ��i = � X1�j�k�ih�j + � � �+ �k; ��i= � X1�k�ih�1 + � � �+ �k; ��i = � X1�k�i�1 = i:Puis R+I[f�gnR+I = f�+ �1 + � � �+ �k j 1 � k � ig.2/ Lorsque �I est de type A1 et que �S est de type G2 (
�e
he vers �),notons �1 la ra
ine de I 50



� �1alors � X�2R+I h�; ��i = �h�1; ��i = 3:Puis R+I[f�gnR+I = f�; �+ �; 2�+ �; 3�+ �; 3�+ 2�g.On peut remarquer que les 
on�gurations o�u il y a �egalit�e sont 
elles qu'onretrouve lorsqu'on s'int�eresse aux vari�et�es horosph�eriques non toro��dales lisses(voir le 
hapitre 2). Le r�esultat de 
e lemme est alors optimal même dans le
as lisse.On a maintenant tous les outils pour d�emontrer le th�eor�eme 0.1.D�emonstration. Si � > 1 alors les propositions 4.2 et 4.7 ainsi que les lemmes4.11 et 4.13 nous permettent de dire que(�KX)d � d! (dr max�2SnI a�)n(dr max�2SnI a�)d�n = d! drd(max�2SnI a�)d:On a �evidemment max�2SnI a� � C � d d�es que n � 1. D'autre part, sin = 0 on a X = G=P et � = ℄(SnI) > 1 ; don
 on a aussi max�2SnI a� � Cpuisque a� � 2 pour tout � 2 SnI.Si � � r + 1 alors (�KX)d � d! dd�.Si � = r > 1, ��Ma� est un sommet de Q pour tout � 2 SnI. La preuve dulemme 4.11 nous dit que h2�P + �; ��ih�B; ��i � Cret don
(�KX)d � d! (dr max�2SnI a�)n(dr)d�n = d! drd(max�2SnI a�)n � d! dd�+n:De même, si � = 1 on a aussi r = 1 et(�KX)d � d! ((d+ 1) max�2SnI a�)n((d+ 1))d�n= d! (d+ 1)d(max�2SnI a�)n � d! (d+ 1)d+n:51



4.2 Majoration du nombre de Pi
ardOn va majorer le nombre de Pi
ard des vari�et�es horosph�eriques Q -fa
tori-elles.D�e�nition 4.15. Une vari�et�e normale est dite Q -fa
torielle si tout diviseurde Weil est Q -Cartier.On va formuler un 
rit�ere analogue �a 
elui donn�e dans la proposition4.4, toujours en utilisant la 
ara
t�erisation des diviseurs de Cartier sur unevari�et�e sph�erique [Br89, prop.3.1℄ �enon
�ee dans la proposition 3.2. La preuveest laiss�ee au le
teur.Proposition 4.16. Soit X un plongement de Fano de G=H. On note Qle polytope G=H-r�e
exif asso
i�e. Alors X est Q -fa
toriel si et seulement sitoute fa
e F de Q est un simplexe, et tous les points de F de la forme ��Ma�sont des sommets de F .On va montrer un r�esultat analogue �a 
elui obtenu par C. Casagrandedans le 
as torique [Ca06, th.1(i)℄.Th�eor�eme 4.17. Soit X une vari�et�e horosph�erique de Fano, Q -fa
torielle,de rang n, de dimension d et de nombre de Pi
ard �. Alors� � 2n+ ℄(SnI) � n + d � 2d:On en d�eduit alors fa
ilement le th�eor�eme 0.2 �enon
�e dans l'introdu
tion,en remarquant que n+ d = 2d si et seulement si X est torique.La d�emonstration qui suit est inspir�ee des preuves de C. Casagrande[Ca06, th.3(i)℄ et de B. Nill [Ni05, lem.5.5℄.D�emonstration. Soit v un sommet de Q�.Etape 1. Notons Fv la fa
e de Q asso
i�ee �a v, et e1; : : : ; en les sommetsde 
ette fa
e. Montrons que tout sommet entier u (
'est-�a-dire dans N) de Qv�eri�ant hv; ui = 0 est adja
ent �a Fv, 
'est-�a-dire qu'il existe un indi
e j telque e1; : : : ; ej�1; ej+1; : : : ; en et u soient les sommets d'une fa
e Fj de Q. Onnote uj le sommet u de Q v�eri�ant 
ette derni�ere 
ondition.Soit (e�1; : : : ; e�n) la base duale de (e1; : : : ; en) dansMR. Soit j 2 f1; : : : ; ng.Alors he�j ; uji 6= 0 (sinon uj est dans l'hyperplan engendr�e par les (ei)i 6=j) eton peut alors d�e�nir 
j = �1� hv; ujihe�j ; uji :52



De plus, le sommet de Q� asso
i�e �a Fj est vj = v + 
je�j . On en d�eduit alorsque 
j > 0, 
ar hvj; eji > �1.Soit u un sommet entier de Q v�eri�ant hv; ui = 0 ; alors hvj; ui = 
jhe�j ; uiet don
 u 62 Fj () he�j ; ui � 0:Si u 6= uj pour tout j 2 f1; : : : ; ng, alors he�j ; ui � 0 pour tout j 2f1; : : : ; ng et don
 u est dans le 
ône engendr�e par e1; : : : ; en, 
e qui n'est paspossible. Par 
ons�equent, u est l'un des uj et est don
 adja
ent �a Fv.Etape 2. Le nombre de sommets de Q tels que hv; ui = �1 est n, et lenombre de sommets entiers de Q tels que hv; ui = 0 est inf�erieur ou �egal �a npar l'�etape 1.L'origine est dans Q, don
 il existe des sommets v1; : : : ; vh de Q� (h > 0)et des entiers stri
tement positifs m1; : : : ; mh tels que m1v1+ � � �+vhmh = 0.On note I = f1; : : : ; hg, M =Pi2I mi, et pour tout sommet entier u deQ on pose A(u) = fi 2 I j hvi; ui = �1get B(u) = fi 2 I j hvi; ui = 0g:Alors on a, pour tout sommet entier u de Q,0 = Xi2I mihvi; ui= � Xi2A(u)mi + Xi 62A(u)[B(u)mihvi; ui� � Xi2A(u)mi + Xi 62A(u)[B(u)mi= M � 2 Xi2A(u)mi � Xi2B(u)miet don
 M � 2Pi2A(u)mi +Pi2B(u)mi.Sommons 
ette derni�ere in�egalit�e sur tous les sommmets entiers u de Q.
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On obtient alors, en notant r0 le nombre de 
es sommets :r0M � Xu Xi2A(u) 2mi +Xu Xi2B(u)mi= Xi2I Xu;hvi;ui=�1 2mi +Xi2I Xu;hvi;ui=0mi� 3nMdon
 le nombre de sommets entiers de Q est inf�erieur ou �egal �a 3n. On end�eduit alors fa
ilement que le nombre n + r de sommets de Q est inf�erieurou �egal �a 3n+ ℄(DX). En utilisant l'�equation (4.5.1), on a� = r + ℄(SnI)� ℄(DX) � 2n+ ℄(SnI):Corollaire 4.18. Soit X une vari�et�e horosph�erique de Fano lo
alement fa
-torielle de dimension d � 2. Alors(�KX)d � d! d3d2:D�emonstration. Lorsque � � 2 le degr�e est major�e pard! dd(2n+℄(SnI))+n � d! dd(2n+℄(SnI)+n);grâ
e aux th�eor�emes 0.1 et 4.17. Sa
hant que n + ℄(SnI) � d (1.4.1), onobtient fa
ilement le r�esultat.Lorsque � = 1, on a (�KX)d � d! (d + 1)d+n � d! (d + 1)2d � d! d3d2 d�esque d > 1.Remarques 4.19. Le 
as o�u d = 1 et � = 1 
orrespond �a la droite proje
tive ;le degr�e vaut alors 2.Si on fait le même raisonnement dans le 
as torique (en 
ombinant leth�eor�eme de Debarre et 
elui de Casagrande), on obtient une borne l�eg�erementplus forte, d! d2d2 au lieu de d! d3d2 .
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Chapitre 5Sur l'amplitude des diviseursd'une vari�et�e horosph�eriqueproje
tiveG. Ewald et U. Wessels ont montr�e que pour toute vari�et�e torique proje
-tive X de dimension d, et pour tout diviseur de Cartier ample D, le diviseur(d�1)D est tr�es ample [EW91℄. On va utiliser leur argument pour d�emontrerle th�eor�eme 0.3.On peut supposer que G est fa
toriel, quitte �a le rempla
er par le produitdire
t de son radi
al et du revêtement de sa partie semi-simple. Alors tout�br�e en droites L sur uneG-vari�et�e normaleX est G-lin�earisable (voir [KK89,d�ef.2.1 et 
h.2.4℄), et don
 H0(X;L) est un G-module rationnel par [KK89,lem.2.5℄.Soit X une G-vari�et�e sph�erique proje
tive de rang n, et soit D un diviseurde Cartier ample sur X. On peut supposer que D est B-stable, puisque toutdiviseur sur une vari�et�e sph�erique est lin�eairement �equivalent �a un diviseurB-stable.Soit Q�D le polytope moment de D ; 
'est un polytope 
onvexe d'int�erieurnon vide dans MR, d�e�ni parQ�D = f� 2 �Q j le G-module V (k�) apparâ�t dans H0(X; kD)pour un 
ertain entier k > 0g:En parti
ulier, H0(X;D) ' M�2Q�D V (�):55



Lorsque X est horosph�erique et D = �KX , on retrouve le polytope mo-ment 2�P +Q� de la remarque 3.5.Toujours lorsque X est horosph�erique, le polytope Q�D est enti�erementd�e�ni par l'espa
e des se
tions de D. En e�et, notons s la se
tion 
anoniquede D. C'est un ve
teur propre sous l'a
tion de B. On note �0 son poids.Comme pour �KX , on d�e
rit les se
tions de kD �a l'aide de l'isomorphismesuivant : ff 2 C (G=H)(B) j div(f) + kD � 0g �! H0(X; kD)(B)f 7�! fsk:De la proposition 3.2, on d�eduit alors que les poids de H0(X; kD)(B) sont les
ara
t�eres situ�es dans l'enveloppe 
onvexe des k(�0 � �C), o�u les �C sont les
ara
t�eres d�e�nis par le diviseur de Cartier D lorsque C d�e
rit l'ensemble des
ônes 
olori�es maximaux de X. Le polytope Q�D est don
 l'enveloppe 
onvexedes 
ara
t�eres �0 � �C .En parti
ulier, les sommets de Q�D sont entiers (
'est-�a-dire dans M) etsont en bije
tion ave
 les G-orbites ferm�ees de X, ou en
ore ave
 les plonge-ments simples de X.Par 
ontre, si X est seulement sph�erique, il se peut que Q�D ait des som-mets non entiers ; mais les G-orbites ferm�ees Y de X sont asso
i�es �a 
ertainssommets entiers de Q�D. En e�et,H0(Y;D\Y ) est un G-module simple, et sonplus grand poids est un sommet de Q�D, 
ar les G-orbites de X 
orrespondent�a des fa
es de Q�D [Br97b, 5.3℄.Lemme 5.1. Lorsque X est horosph�erique, ave
 les notations 
i-dessus, lesassertions suivantes sont �equivalentes :(1) D est tr�es ample,(2) pour tout sommet � de Q�D, le mono��de M \ R+(Q�D � �) est engendr�epar M \ (Q�D � �).Le mono��de M \ R+(Q�D � �) est l'ensemble des �el�ements de M qui sontdans le 
ône engendr�e par Q�D au point �.
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�
R+(Q�D � �)Q�D

Remarque 5.2. Dans [EW91℄, G. Ewald et U. Wessels montrent que la
ondition (2) est v�eri��ee pour tout polytope de la forme (n� 1)Q, o�u Q estun polytope �a sommets entiers de dimension n. Or on a Q�kD = kQ�D pourtout entier k > 0, don
 la premi�ere partie du th�eor�eme 0.3 se d�eduit dulemme 
i-dessus.De plus, lorsque X est sph�erique, on a en
ore le r�esultat suivant (dontla d�emonstration est identique �a 
elle du lemme) : si la 
ondition (2) estv�eri��ee pour tout sommet entier de Q�D alors D est tr�es ample. Ainsi lapremi�ere partie du th�eor�eme 0.3 reste vraie dans le 
as sph�erique.D�emonstration du lemme. Sur une vari�et�e sph�erique, tout diviseur ample estengendr�e par ses se
tions globales (
ons�equen
e imm�ediate de [Br89, th.3.3℄),don
 D d�e�nit un morphisme G-�equivariant�D : X �! P(H0(X;D)�)x 7�! [s 7! s(x)℄:De plus, D est tr�es ample si et seulement si �D est une immersion ferm�ee,ou en
ore, si et seulement s'il existe un re
ouvrement �ni de X par desouverts aÆnes Xsi tels que l'appli
ation C [P(H0(X;D)�)si 6=0℄ �! C [Xsi ℄soit surje
tive.Les plongements simples XY de X (lorsque Y par
ourt les G-orbitesferm�ees de X) re
ouvrent X, don
 il suÆt d'�etudier �D sur 
haque plon-gement simple XY .Le morphisme de restri
tion H0(X;D) �! H0(Y; Y \ D) est surje
-tif, 
ar Y est homog�ene et il existe une se
tion non identiquement nullesur Y . De plus, le G-module H0(X;D) n'a que des multipli
it�es 1 dans sad�e
omposition en G-modules simples. On a ainsi une proje
tion 
anonique deH0(X;D)� dans H0(Y;D \ Y )� qui d�e�nit alors une appli
ation rationnelle� de P(H0(X;D)�) dans P(H0(Y;D \ Y )�). En fait �D(XY ) est in
lus dans57



le domaine de d�e�nition de �, 
ar XY = fx 2 X j G:x � Y g. Notons  la
ompos�ee de �D et �. On a alors le diagramme suivant :XY �D // 
))S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

P(H0(X;D)�)�
���
�

�P(H0(Y;D \ Y )�)On a vu au d�ebut du 
hapitre que les plongements simples de X sont enbije
tion ave
 les sommets de Q�D . Soit �Y le sommet de Q�D 
orrespondantau plongement simple XY de 
ône 
olori�e (C;F). SiW := P(H0(Y;D \ Y )�)v�Y 6=0;alors  �1(W ) est un ouvert aÆne B-stable de XY ; 
'est don
 l'unique ouvertaÆne B-stable X0 de XY [Kn91, 
h.3℄.De plus XY est re
ouvert par un nombre �ni de translat�es g:X0, g 2 G,et C [X0 ℄(B) = ff 2 C (G=H)(B) de poids dans �C \Mgo�u �C est le 
ône dual de C dans M .On a aussi X0 ' Ru(P )� Zo�u P est un sous-groupe parabolique 
ontenant B et Z est une vari�et�esph�erique aÆne sous l'a
tion du sous-groupe de Levi L de P 
ontenant T[Br97b, 
hap. 1.4℄. De plus [Br97b, 
hap. 3.3℄,C [Z℄(B\L) = ff 2 C (Z)(B\L) de poids dans �C \Mg:Remarquons maintenant que �C \ M n'est autre que le mono��de M \R+(Q�D � �Y ). On en d�eduit don
 que �D est une immersion ferm�ee si etseulement si 
e mono��de est engendr�e par M \ (Q�D � �Y ), et 
ela pour toutY . Pour d�emontrer la deuxi�eme partie du th�eor�eme 0.3, reprenons les nota-tions de la d�emonstration du lemme pr�e
�edent. Lorsque X est une vari�et�ehorosph�erique lo
alement fa
torielle, le 
ône C est engendr�e par une base deN d'apr�es la proposition 2.2. Don
 �C est engendr�e par une base de M . Et
omme Q�D est �a sommets entiers, Q�D��Y 
ontient alors 
ette derni�ere base.Ainsi la 
ondition (2) du lemme est v�eri��ee, et D est tr�es ample.58



Chapitre 6D�etermination des polygonesG=H-r�e
exifs sur 
ertainsexemplesNous allons d�eterminer les polygones G=H-r�e
exifs �a automorphismepr�es, lorsque G=H = (SL2 � C �)=U , (SL2 � SL2)=U ou SL3=U . Chaque
lasse d'automorphisme de polygones G=H-r�e
exifs sera repr�esent�ee par unet un seul polygone G=H-r�e
exif. L'ordre de 
es polygones sera simplementl'ordre de 
onstru
tion.Rappelons qu'on peut identi�er les polygones SL3=U -r�e
exifs et les po-lygones (SL2 � SL2)=U -r�e
exifs (voir l'exemple 2.16(4)).Proposition 6.1. Les polygones (SL2 � C �)=U-r�e
exifs sont exa
tement, �aautomorphisme pr�es, les 135 polygones repr�esent�es dans les �gures du 
ha-pitre 6.2 (sauf premi�ere �gure expli
ative).Les 16 polygones marqu�es d'un L sont les polygones (SL2�C �)=U-r�e
exifsdont le plongement de (SL2 � C �)=U asso
i�e est lisse.Les polygones (SL2 � SL2)=U-r�e
exifs (ou SL3=U-r�e
exifs) sont exa
te-ment, �a automorphisme pr�es, les 398 polygones repr�esent�es dans les �guressuivantes du 
hapitre 6.3 (sauf premi�ere �gure expli
ative).Les 27 polygones marqu�es d'un L sont les polygones (SL2 � SL2)=U-r�e
exifs dont les plongements de (SL2 � SL2)=U et de SL3=U asso
i�es sontlisses. 59



Et les 12 polygones marqu�es d'un L' sont les polygones (SL2 � SL2)=U-r�e
exifs dont le plongement de (SL2 � SL2)=U asso
i�e est lisse et dont leplongement de SL3=U asso
i�e est lo
alement fa
toriel mais singulier.6.1 Outils de 
al
ulRappelons d'abord que dans les trois 
as, G=H est horosph�erique derang 2. Les polygones G=H-r�e
exifs (
f d�e�nition 3.3) sont don
 des po-lygones 
onvexes dans R2 = NR � N = Z2.Pour l'espa
e homog�ene G=H = (SL2 � C �)=U , il n'y a qu'une 
ouleuret son image ��M se 
ompl�ete en une base de Z2. On note (e1; e2) la base deZ2 telle que e1 = ��M et e2 est l'�el�ement dual du 
ara
t�ere identit�e de C � . Deplus a� = 2, don
 le seul sommet non entier (
'est-�a-dire qui n'est pas dansZ2) que peut avoir un polygone G=H-r�e
exif est e12 .Pour les espa
es homog�enes (SL2�SL2)=U et SL3=U il y a dans 
haque
as deux 
ouleurs dont les images ��M et ��M forment une base de Z2 qu'onnote (e1; e2). De plus a� = a� = 2, don
 les seuls sommets non entiers quepeut avoir un polygone G=H-r�e
exif sont e12 et e22 .Proposition 6.2. Supposons que G=H est l'un des trois espa
es homog�eneshorosph�eriques 
i-dessus. Soit Q un polygone 
onvexe de R2 v�eri�ant les
onditions (1) et (3) de la d�e�nition 3.3.Appelons segment de Q tout segment [p; q℄ dans la bord de Q tel que p etq soient dans Z2 [ f ��Ma� ; � 2 SnIg.Alors Q est G=H-r�e
exif si et seulement si pour tout segment [p; q℄ de Qtel que Z2\℄p; q[= ?, [p; q℄ v�eri�e l'une des 
onditions suivantes :(a) p 2 Z2, q 2 Z2, et (p; q) est une base de Z2 ;(b) p 2 Z2, q = ei2 ave
 i = 1 ou 2, et (p; 2q) est une base de Z2 ;(b') q 2 Z2, p = ei2 ave
 i = 1 ou 2, et (2p; q) est une base de Z2 ;(
) p = e12 et q = e22 .Lorsque G=H = (SL2�C �)=U , on remarquera bien sûr que les 
onditions(
), (b) et (b') ave
 i = 2, ne peuvent pas être v�eri��ees, 
ar il n'y a qu'une60




ouleur !D�emonstration. Le polygone Q est G=H-r�e
exif si et seulement si son poly-gone dual Q� est �a sommets entiers (
'est-�a-dire dans M), ou en
ore, si etseulement si pour 
haque fa
e F de Q, il existe v 2 Z2 tel que pour toutu 2 F , hv; ui = �1.Soit F une fa
e de Q ; alors F 
ontient un segment [p; q℄ de Q tel queZ2\℄p; q[= ?. Si [p; q℄ v�eri�e l'une des 
onditions (a), (b), (b') ou (
), alors(p; q), (p; 2q), (2p; q) ou (2p; 2q) est une base de Z2. Il existe don
 v 2 Z2 telque hv; pi = �1, hv; qi = �1, et par 
ons�equent hv; ui = �1 pour tout u 2 F .Il reste don
 �a montrer que si Q est un polygone G=H-r�e
exif, alors pourtout segment [p; q℄ tel que Z2\℄p; q[= ? v�eri�e l'une des quatre 
onditions
i-dessus.Soit [p; q℄ un segment de Q tel que Z2\℄p; q[= ?. Notons v 2 Z2 lesommet de Q� 
orrespondant �a la fa
e de Q 
ontenant [p; q℄. En parti
ulier,hv; pi = �1 et hv; qi = �1.Si p 2 Z2 et q 2 Z2, montrons alors que le parall�elogramme de sommets 0,p, q et p+q interse
te Z2 seulement en ses sommets, 
e qui est �equivalent �a direque (p; q) est une base de Z2. Soit u 2 Z2 un �el�ement de 
e parall�elogramme.Quitte �a rempla
er u par p + q � u, on peut supposer que u est dans letriangle de sommets 0, p et q. On alors �1 � hv; ui � 0. De plus hv; ui = 0si et seulement si u = 0, et hv; ui = �1 si et seulement si u 2 [p; q℄, 
e qui est�equivalent �a u = p ou q, 
ar Z2\℄p; q[= ?. On 
on
lut alors en remarquantque hv; ui doit être entier, 
ar u et v sont dans Z2.On va appliquer le même raisonnement au 
as o�u p 2 Z2 et q = ei2(
as (b) et (b')). Montrons que le parall�elogramme de sommets 0, p, 2q etp+2q interse
te Z2 seulement en ses sommets. Soit u 2 Z2 un �el�ement de 
eparall�elogramme. Quitte �a rempla
er u par p+2q� u, on peut supposer queu est dans le triangle de sommets 0, p et 2q. On a alors �2 � hv; ui � 0. Deplus, on v�eri�e fa
ilement qu'on a hv; ui = 0 si et seulement si u = 0, puishv; ui = �2 si et seulement si u = 2q, et en�n hv; ui = �1 si et seulement siu 2 [p; q℄.Remarque 6.3. Cette proposition implique en parti
ulier le fait que Q ne
ontient au
un point de Z2nf0g dans son int�erieur.Proposition 6.4. Soit Q un polygone G=H-r�e
exif.61



Si G=H est l'un des trois espa
es homog�ene 
i-dessus, alors e1 2 Q oubien e12 est sur le bord de Q.De plus, si G=H = (SL2 � SL2)=U ou SL3=U , alors e2 2 Q ou bien e22est sur le bord de Q.D�emonstration. Montrons seulement que e1 2 Q ou bien e12 est sur le bord deQ (
'est exa
tement la même d�emonstration pour la suite de la proposition).Supposons que e12 soit �a l'int�erieur de Q. Il existe un segment [p; q℄ de Q, telque e12 soit dans le triangle de sommets 0, p et q. Notons v 2 Z2 le sommetde Q� asso
i�e �a la fa
e de Q 
ontenant [p; q℄. On a alors �1 < hv; e12 i < 0 etdon
 hv; e1i = �1. De plus e1 est dans le 
ône de sommet 0 engendr�e par lesegment [p; q℄, par 
ons�equent e1 2 [p; q℄ � Q.On va maintenant 
onstruire �a la main tous les polygones G=H-r�e
exifsQ lorsque G=H = (SL2 � C �)=U et lorsque G=H = (SL2 � SL2)=U . Onva d'abord isoler di��erents 
as selon le nombre de 
ouleurs qui sont sur lebord de Q. Ensuite, on d�eterminera un segment parti
ulier de Q. Puis on
onstruira, �a partir de 
e segment, le bord de Q, point par point et dans lesens inverse trigonom�etrique, en utilisant essentiellement la proposition 6.2.Par 
ette m�ethode, on peut d�eterminer plusieurs polygones G=H-r�e
exifsdans une même 
lasse d'automorphisme. On expliquera alors, dans 
haque
as, les arguments utilis�es pour ne pas donner des polygones G=H-r�e
exifsen trop.On note (x; y) le point xe1 + ye2 de Z2. Rappelons que l'origine de Z2est not�ee, dans les �gures, par un point noir, et les points ��Ma� par des pointsblan
s.6.2 (SL2 � C �)=ULes automorphismes (
f la proposition 3.10) sont i
i les automorphismesde Z2 qui �xent la 
ouleur (12 ; 0), 
'est-�a-dire les �el�ements du groupef� 1 a0 �1 � 2 SL2; a 2 ZgMontrons qu'un polygone G=H-r�e
exif Q poss�ede au moins un point surla droite y = 1 et au moins un sur la droite y = �1. D'apr�es la proposition6.4, (1; 0) ou bien (12 ; 0) est sur le bord de Q. Notons p 
e point parti
ulier.62



Il existe alors q1 2 Z2 (respe
tivement q2) d'ordonn�ee positive (respe
tive-ment n�egative) tels que pour i = 1; 2, [p; qi℄ soit un segment de Q v�eri�antZ2\℄p; qi[= ?. La proposition 6.2 nous dit alors que q1 est sur la droite y = 1et q2 est sur la droite y = �1.Ainsi, on peut supposer, quitte �a appliquer un automorphisme, que lepoint (1; 1) est le point de Q le plus �a droite (
'est-�a-dire x maximum) sur ladroite y = 1.Cette derni�ere remarque n'est pas suÆsante pour ne 
ompter qu'uneseule fois un polygone. En e�et notons (x;�1) le point de Q le plus �adroite sur la droite y = �1, alors le point le plus �a droite du polygoneQ0 := � 1 x� 10 �1 �Q sur la droite y = 1 est aussi (1; 1). Par 
ontre, on voitfa
ilement que � 1 x� 10 �1 � est le seul automorphisme qui permet d'avoir unpolygone ayant aussi 
ette propri�et�e. Ainsi, dans 
haque 
lasse d'automor-phisme, on obtiendra au plus deux polygones G=H-r�e
exifs. Pour 
haquepolygone G=H-r�e
exif nouvellement 
onstruit Q, on 
al
ulera le polytope Q0asso
i�e (d�e�ni 
omme 
i-dessus). Et si Q0 est pr�esent dans la liste des po-lygones G=H-r�e
exifs d�ej�a 
al
ul�es, alors on 
ontinuera la 
onstru
tion sansajouter Q dans la liste.Je d�etaillerai le d�ebut de la 
onstru
tion des polygones G=H-r�e
exifs a�nde faire 
omprendre la m�ethode utilis�ee. Ensuite, je donnerai les polygonesobtenus par 
ette m�ethode, dont la mise en �uvre est longue mais sans dif-�
ult�e.� [(1; 1); (1; 0)℄ est un segment de Q.Rappelons qu'on 
onstruit un polytope point par point dans le sens in-verse trigonom�etrique. Notons p le dernier point 
onstruit. On 
hoisit le nou-veau point q de telle sorte que l'angle form�e par les demi-droites [0; q) et [0; p)soit minimal. I
i, le dernier point 
onstruit est p = (1; 0). Le pro
hain pointest de la forme q = (x;�1) (d'apr�es la proposition 6.2). Le polygone Q est
onvexe et 
ontient 0, don
 x � 1. De plus l'angle form�e par les demi-droites[0; q) et [0; p) est minimal lorsque x = 1. Le nouveau point 
onstruit est don
(1;�1).On 
ontinue ainsi le raisonnement �a partir du nouveau point 
onstruit.Au bout de y �etapes, on a 
onstruit le segment [(1; 1); (1;�y)℄, o�u y est l'entiermaximal tel qu'un polygoneG=H-r�e
exif 
ontienne le segment [(1; 1); (1;�y)℄.63



En fait, si y � 4 il n'y a pas de polytope G=H-r�e
exif Q 
ontenant le segment[(1; 1); (1;�y)℄. En e�et, supposons le 
ontraire. Soit y un entier maximal telque (1;�y) soit dans Q. Alors le point qui suit est de la forme (z;�1 � zy)ave
 z � 0. Si z � �1 on obtient une 
ontradi
tion 
ar le point (0; 1) seraitdans l'int�erieur de Q. Si z = 0 (
as illlustr�e dans la �gure suivante), alors lepoint suivant est de la forme (�1; w) ave
 w � 2. On obtient alors la même
ontradi
tion que pr�e
�edemment. Ce raisonnement est r�esum�e dans la �guresuivante.

Lorsqu'on arrive �a une impasse, on revient �a la 
onstru
tion du point pr�e
�e-dent et on 
hoisit le nouveau point de fa�
on �a 
e que l'angle form�e parles demi-droites [0; q) et [0; p) soit le se
ond plus petit, le troisi�eme pluspetit,... Dans notre exemple, on revient au point (1;�3) et les nouveauxpoints 
onstruits sont alors les points (0; 1) et (�1; 1) : on a 
onstruit lepremier polytope de la liste.Voi
i les polygones G=H-r�e
exifs obtenus ainsi.
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� [(1; 1); (12 ; 0)℄ est un segment de Q.On peut, l�a aussi, distinguer deux 
as, selon que le point (12 ; 0) est un som-met de Q ou non. Dans les deux 
as on va d'abord faire quelques remarquesa�n d'�eviter de 
al
uler trop de polygones.Si (12 ; 0) n'est pas un sommet de Q, il est �a l'int�erieur d'une arête[(x1; y1); (x2; y2)℄ telle que y1 > 0 et y2 < 0. Alors quitte rempla
er Qpar Q0, on peut supposer que le nombre de points de Z2 dans le segment[(x1; y1); (12 ; 0)℄ est inf�erieur �a 
elui dans le segment [(12 ; 0); (x2; y2)℄. Ainsi, ilsuÆt de 
onstruire les polygones Q v�eri�ant 
ette derni�ere 
ondition. Et deplus, si le nombre de points de Z2 sur 
es deux segments est di��erent, il n'estalors pas n�e
essaire de regarder si Q0 a d�ej�a �et�e trouv�e.Dans le 
as (12 ; 0) est un sommet de Q, on peut faire la même remarqueen 
onsid�erant le nombre de points de Z2 dans les deux segments adja
ents�a (12 ; 0).On obtient lorsque (12 ; 0) n'est pas un sommet de Q :
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Et le 
as o�u (12 ; 0) est un sommet de Q donne la liste suivante :
68



6.3 (SL2 � SL2)=U ou SL3=UD'apr�es la d�e�nition d'automorphisme de (N;D) donn�ee dans le 
hapitre3, il n'y a pas d'automorphisme non trivial. Cependant, dans 
ette partie,on 
onsid�erera aussi l'automorphisme de N qui �e
hange les images des deux69




ouleurs, 
'est-�a-dire s = � 0 11 0 �.En e�et, l'automorphisme de SL2 � SL2 qui �a (g1; g2) asso
ie (g2; g1)d�e�nit un isomorphisme de vari�et�es entre les plongements d'�eventails F ets(F). On a un r�esultat similaire pour SL3=U .� Cas o�u (12 ; 0) et (0; 12) ne sont pas sur le bord de Q.D'apr�es la proposition 6.4, (1; 0) et (0; 1) sont dans Q.Plusieurs 
as se pr�esentent alors : soit [(1; 0); (0; 1)℄ est un segment deQ, soit [(1; 0); (1; y)℄ et [(1; y); (0; 1)℄ sont des segments de Q pour y � 1,soit [(1; 0); (x; 1)℄ et [(x; 1); (0; 1)℄ sont des segments de Q pour x � 1. Lesdeux derniers 
as sont les mêmes �a automorphisme pr�es, on 
onsid�erera don
seulement les deux premiers 
as.? [(1; 0); (0; 1)℄ est un segment de Q.Par
ourons le bord de Q en partant de (0; 1) (respe
tivement (1; 0)) dansle sens trigonom�etrique (respe
tivement inverse), et notons �1; : : : ; �k (res-pe
tivement �1; : : : ; �k) la valeur (entre 0 et �) des angles en 
haque point deZ2 sur le bord de Q, 
omme le montre la �gure suivante.
�1 = �7
�2 = �6�4 = �4 �3 = �5

�5 = �3
�6 = �2 �7 = �1

Pour obtenir les polygones �a automorphisme pr�es, il suÆt de repr�esenteruniquement les polygones tels que (�1; : : : ; �k) soit inf�erieur ou �egal �a (�1; : : : ; �k)pour l'ordre lexi
ographique. En e�et si on applique l'unique automorphismede N qui �e
hange (1; 0) et (0; 1), alors on �e
hange aussi les angles �1; : : : ; �k et�1; : : : ; �k. Dans l'exemple 
i-dessus on a �1 = �1 et �2 < �2, don
 le polygone
i-dessus sera repr�esent�e dans la liste des polygones G=H-r�e
exifs qui suit.On obtient alors les polygones suivants.70
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? [(1; 0); (1; 1)℄ et [(1; 1); (0; 1)℄ sont des segments de Q.Pour 
onstruire les polygones �a automorphisme pr�es, on utilise 
ommepr�e
�edemment les angles �1; : : : ; �k et �1; : : : ; �k.
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? [(1; 0); (1; y)℄ et [(1; y); (0; 1)℄ sont des segments de Q, ave
 y � 2.
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� Cas o�u l'un des deux points (12 ; 0) et (0; 12) est sur le bord de Q.Cela revient, �a automorphisme pr�es, �a 
onsid�erer, par exemple, unique-ment les polygones 
ontenant (0; 12) sur leur bord mais pas (12 ; 0).Dans 
e 
as, le point (1; 0) doit être dans Q.? (0; 12) est un sommet de Q.Si [(0; 12); (1; y)℄ est un segment de Q, alors y � 0 et il existe y0 � �y telque [(0; 12); (�1; y0)℄ soit un segment de Q. On voit alors en parti
ulier quey � 2.
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? (0; 12) est sur un segment de Q.Notons [(�1;�y + 1); (1; y)℄ un segment 
ontenant (0; 12). Le point (1; 0)�etant dans Q, on en d�eduit que �y + 1 � �2 (dans le 
as 
ontraire, Q
ontiendrait le point (0;�1) dans son int�erieur), 
'est-�a-dire, y � 3. De plus,(12 ; 0) 2 Q, don
 y � 0.
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� Cas o�u les deux points (12 ; 0) et (0; 12) sont sur le bord de Q.A l'aide de la proposition 6.2 on montre que soit [(12 ; 0); (0; 12)℄ est unsegment de Q, soit (1; 1) 2 Q. En e�et, si au
un des deux 
as pr�e
�edents nese produit, alors il existe x � 2 et y � 2 tels que (1; y) et (x; 1) soient dansQ. Et on obtient une 
ontradi
tion 
ar (1; 1) serait dans l'int�erieur de Q. Deplus, on peut voir que, lorsque (1; 1) 2 Q, [(0; 12); (1; 1)℄ ou [(1; 1); (12 ; 0)℄ est81



un segment de Q.? Cas o�u [(12 ; 0); (0; 12)℄ est un segment de Q.Pour 
onstruire les polygones �a automorphisme pr�es, on utilise 
ommepr�e
�edemment les angles �1; : : : ; �k et �1; : : : ; �k, d�e�nis i
i en par
ourant lebord de Q �a partir des points (0; 12) et (12 ; 0).On remarque ensuite que Q a des segments de la forme [(12 ; 0); (1; y)℄ ave
y � 1 et [(x; 1); (0; 12)℄ ave
 x � 1.
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? Cas o�u [(0; 12); (1; 1)℄ et [(1; 1); (12 ; 0)℄ sont des segments de Q.Pour 
onstruire les polygones �a automorphisme pr�es, on utilise en
ore lesangles �1; : : : ; etak et �1; : : : ; �k.On remarque ensuite que Q a des segments de la forme [(12 ; 0); (1; y)℄ ave
y � 0 et [(x; 1); (0; 12)℄ ave
 x � 0.
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? Cas o�u [(0; 12); (1; 1)℄ ou bien [(1; 1); (12 ; 0)℄ est un segment de Q.Pour 
onstruire les polygones �a automorphisme pr�es, il suÆt d'�etudier le
as (par exemple) o�u seul [(1; 1); (12 ; 0)℄ est un segment de Q.
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Chapitre 7Quelques exemples de vari�et�eshorosph�eriques de FanoDans le 
hapitre pr�e
�edent, on a d�etermin�e les polygones G=H-r�e
exifspour trois espa
es homog�enes horosph�eriques de rang 2.Lorsque G=H = (SL2 � C �)=U (respe
tivement (SL2 � SL2)=U), on vamontrer que les plongements proje
tifs de G=H sont en fait des vari�et�estoriques (de dimension 3 et respe
tivement 4). On donnera la liste des 16plongements lisses de Fano de (SL2 � C �)=U , et on 
omparera 
ette listeave
 
elle des 18 vari�et�es toriques lisses et de Fano donn�ee par V. Batyrev[Ba81℄ et K. et M. Watanabe [WW82℄. On peut aussi trouver 
ette liste dans[Od88, �n du 
hapitre 2.3℄.Lorsque G=H = SL3=U , on expliquera 
omment d�eterminer les plonge-ments lisses de Fano de G=H et on donnera quelques exemples.7.1 Plongements de (SL2 � C �)=UDans toute 
ette partie, G = SL2 � C � et H = U . On va d�e
rire lesplongements lisses de Fano de G=H.Soit D un diviseur de Cartier et ample sur un tel plongement X. Rappe-lons qu'en rang 2 (ou si X est lisse), tout diviseur de Cartier ample est tr�esample (th�eor�eme 0.3). Il d�e�nit don
 une immersion�D : X �! P(��2Q�DV (�)) =: PDo�u Q�D est le polytope moment (ou i
i, polygone moment) asso
i�e �a D (voirle 
hapitre 5 pour plus de d�etails). Et de plus l'image par �D du point H=H85



de G=H est �x�ee par U , don
�D(G=H) = G:[X�2Q�D v�℄o�u pour tout �, v� est un ve
teur de plus haut poids du G-module simpleV (�).Dans le 
as qui nous int�eresse i
i, le groupe des 
ara
t�eres � est engendr�epar le 
ara
t�ere fondamental !� de SL2, et par le 
ara
t�ere identit�e �0 deC � . Ainsi (!�; �0) est une base du r�eseau M ' Z2. On notera alors (n;m) lepoint n!� +m�0 de M .De plus, pour tout (n;m) 2 Z2 tel que n � 0, le G-module V (n!�+m�0)est l'espa
e ve
toriel C [x; y℄n des polynômes homog�enes �a deux variables dedegr�e n, muni de l'a
tion de G suivante :8g = � a b
 d � 2 SL2; 8z 2 C � ; 8P 2 C [x; y℄n;(g; z):P (x; y) = zmP (g�1(x; y)) = zmP (dx� by;�
x + ay):Un ve
teur de plus haut poids de V (n!� +m�0) est alors xn.Avant de donner la liste des plongements lisses de Fano de G=H, onmontre le r�esultat suivant.Proposition 7.1. Tout plongement proje
tif de (SL2 � C �)=U est torique.D�emonstration. Soient X un plongement proje
tif de (SL2� C �)=U et D undiviseur de Cartier (tr�es) ample.Rappelons que Q�D est un polygone d'int�erieur non vide et �a sommets dansZ2. Ainsi il existe un triangle �a sommets dans Z2 in
lus dans Q�D. On peutsupposer que 
e triangle est minimal. Ainsi ses sommets (ni; mi), i 2 f0; 1; 2g,sont tels que ((n1 � n0; m1 �m0); (n2 � n0; m2 �m0)) est une base de Z2.On peut munir V (n!� +m�0) d'une a
tion de (C �)3 d�e�nie par8(z0; z1; z2) 2 (C �)3; 8P 2 C [x; y℄n ; (z0; z1; z2):P (x; y) = zm0 P (z1x; z2y):Il faut 
ependant remarquer que 
ette a
tion n'est pas �d�ele.Montrons alors que l'a
tion de (C �)3 sur PD est �d�ele. Pour 
ela il suÆt demontrer que l'a
tion sur P(�2i=0V (ni!� +mi�0)) est �d�ele. Soit (z0; z1; z2) 2(C �)3 agissant trivialement sur P(�2i=0V (ni!� +mi�0)). Puisque l'un des niest non nul, on a for
�ement z1 = z2. On a alors zm00 zn01 = zm10 zn11 = zm20 zn21 , ou86



de même zm1�m00 zn1�n01 = 1 et zm2�m00 zn2�n01 = 1 
e qui �equivaut �a z0 = z1 = 1
ar ((n1 � n0; m1 �m0); (n2 � n0; m2 �m0)) est une base de Z2.De plus, �D(G=H) 
ontient l'�el�ement [P�2Q�D w�℄ o�uwn!�+m�0 = (x + y)n = (g; 1):vn!�+m�0ave
 g = � 1 �10 1 �. On peut alors montrer 
omme pr�e
�edemment que leseul �el�ement de (C �)3 agissant trivialement sur [P�2Q�D w�℄ est (1; 1; 1).Ainsi, (C �)3:[P�2Q�D w�℄ ' (C �)3. De plus, 
'est un ouvert deG:[P�2Q�D v�℄ =�D(G=H) 
ar (z0; z1; z2):wn!�+m�0 = (g; z0):vn!�+m�0 ave
 g = � z�11 �z20 z1 �.Pour 
on
lure, il suÆt alors de remarquer queX = �D(G=H) = (C �)3:[X�2Q�D w�℄:Remarques 7.2.1/ Soient X un plongement de G=H et Q�D le polygone moment d'un divi-seur de Cartier et ample. Soit Q�3 le polytope de R3 d�e�ni 
omme l'enveloppe
onvexe des points (n;m; i) tels que (n;m) 2 Q�D et 0 � i � n (rappelons que8(n;m) 2 Q�D; n � 0). Alors Q�3 est le polytope asso
i�e �a la vari�et�e toriqueX et au diviseur D. Pour montrer 
e
i, il suÆt de 
al
uler les poids de (C �)3dans PD. Et quitte �a 
hanger l'a
tion de (C �)3 par l'automorphisme de (C �)3qui �a (z0; z1; z2) asso
ie (z0; z1z2; z2), on a (z0; z1; z2):xiyn�i = zm0 zn1 zi2 xiyn�i,pour tous (z0; z1; z2) 2 (C �)3 et xiyn�i 2 V (n!� +m�0).Lorsque X est de Fano de polygone G=H-r�e
exif Q et D = �KX , lepolygone Q�D est le translat�e de Q� par (2; 2). Alors le translat�e de Q�3 par(�2;�2;�1) 
ontient l'origine de R3 dans son int�erieur, et 
'est un poly-tope r�e
exif de dimension 3. En e�et son polytope dual Q3 a pour sommets(0; 0; 1), (1; 0;�1), et les points (a; b; 0) lorsque (a; b) d�e
rit l'ensemble dessommets entiers de Q.2/ On obtient ainsi seulement 
ertaines vari�et�es toriques de Fano. Parexemple, le 
ube [�1; 1℄3 2 R3 asso
i�e �a (X = P1 � P1 � P1;�KX) ne peutpas être 
onstruit 
omme 
i-dessus �a partir d'un polygone G=H-r�e
exif. Au-trement dit P1 � P1 � P1 n'est pas un plongement de G=H (
e qu'on auraitaussi pu voir dire
tement). 87



3/ On peut montrer de même que tout plongement proje
tif de (SL2 �SL2)=U est torique. En e�et, les G-modules simples sont alors les espa
esve
toriels V (n!� +m!�) = C [x; y℄n 
 C [x; y℄m lorsque n;m � 0. L'a
tion deSL2 � SL2 sur V (n!� +m!�) est la suivante :8g = � a b
 d � ; g0 = � a0 b0
0 d0 � 2 SL2; 8P 2 C [x; y℄n ; 8P 0 2 C [x; y℄m ;(g; g0):(P (x; y)
P 0(x; y)) = P (dx� by;�
x+ay)
P 0(d0x� b0y;�
0x+a0y):On peut munir 
es G-modules de l'a
tion de (C �)4 suivante :8(z1; z2; z3; z4) 2 (C �)4; 8P 2 C [x; y℄n ; 8P 0 2 C [x; y℄m(z1; z2; z3; z4);(P (x; y)
 P 0(x; y)) = P (z1x; z2y)
 P 0(z3x; z4y):Cette a
tion n'est toujours pas �d�ele. Cependant l'a
tion de (C �)4 surl'espa
e proje
tif PD asso
i�e �a un diviseur de Cartier et ampleD est �d�ele. Lapreuve de 
e dernier fait est analogue �a 
elle faite dans le 
as de (SL2�C �)=U .Ensuite, on peut voir fa
ilement que (C �)4:[P(n;m)2Q�D(x+y)n
 (x+y)m℄est un ouvert de �D((SL2 � SL2)=U) isomorphe �a (C �)4.4/ On pourrait aussi montrer que tout plongement 
omplet de (SL2 �SL2)=U et (SL2�C �)=U est torique. C'est inutile i
i 
ar en fait, on peut aussimontrer que toute vari�et�e 
ompl�ete et horosph�erique de rang 2 est proje
tive.Je ne d�emontrerai pas 
e r�esultat, la preuve �etant tr�es similaire �a 
elle pourles vari�et�es toriques de dimension 2 (voir [Od78, prop.8.1℄).On va maintenant expliquer 
omment d�eterminer les plongements lissesde Fano de G=H.On peut d�eterminer un plongement lisse de Fano de G=H �a partir de sonpolygone G=H-r�e
exif (ou de son �eventail 
olori�e). On 
hoisit pour 
ela undiviseur de Cartier et ample pas trop grand (
'est-�a-dire de fa�
on �a 
e que sonpolygone moment Q�D soit petit) puis on regarde l'immersion �D : X �! PDasso
i�ee. Cependant 
ette m�ethode ne permet de d�e
rire fa
ilement que lesplongements de G=H assez petits, 
'est-�a-dire tels qu'on puisse trouver D telque PD n'est pas de dimension trop grande.On va plutôt utiliser les morphismes 
onnus entre les di��erents plonge-ments de G=H. On peut r�esumer, dans notre 
as, les r�esultats sur les mor-phismes entre vari�et�es sph�eriques [Kn91, 
h.5℄ de la fa�
on suivante.88



Proposition 7.3. Soit G=H un espa
e homog�ene horosph�erique de rang 2.Soient X et X 0 des plongements 
omplets de G=H, d'�eventails 
olori�es res-pe
tifs F et F 0 .Alors il existe un morphisme birationnel et G-�equivariant X 0 �! X si etseulement si(1) l'�eventail (sans 
ouleur) de F 0 est une subdivision de l'�eventail de F, et(2) l'ensemble des 
ouleurs de F 0 est in
lus dans l'ensemble des 
ouleurs deF. Soit X un plongement de Fano de G=H. On note Q le polygone G=H-r�e
exif asso
i�e. Supposons que le polygone Q0, d�e�ni par l'enveloppe 
onvexede l'ensemble des sommets de Q sauf un, est G=H-r�e
exif. Notons X 0 leplongement de Fano de G=H asso
i�e �a Q0. Alors, d'apr�es la proposition 7.3,il existe un morphisme birationnel G-�equivariant X �! X 0, dont le diviseurex
eptionnel est irr�edu
tible et G-stable. On obtient le même r�esultat si (1; 0)est un sommet de Q, et si Q0, d�e�ni par l'enveloppe 
onvexe de (12 ; 0) et dessommets de Q sauf (1; 0), est G=H-r�e
exif.De plus, si X et X 0 sont lisses, alors X est l'�e
latement d'une sous-vari�et�ede X 0 irr�edu
tible et stable par G [Br94℄. Rappelons que toute sous-vari�et�eirr�edu
tible et G-stable, d'un plongement lisse de G=H, est en
ore lisse (
fproposition 2.17). Ainsi les �e
latements qu'on �etudiera seront de 
entre lisse.Dans 
haque 
lasse d'automorphisme, on va 
hoisir un polygone G=H-r�e
exif parti
ulier, de fa�
on �a 
e que les polygones soient en relation les unsave
 les autres 
omme 
i-dessus. Voi
i la liste des polygones G=H-r�e
exifs
hoisis, 
orrespondant aux 16 plongements lisses de Fano de G=H.
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21 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

13 14 15 16

Soient X un plongement lisse de G=H et Y une une sous-vari�et�e de Xirr�edu
tible et stable par G. Pour savoir �a quel polygone G=H-r�e
exif 
orres-pond l'�e
latement BlYX de Y dans X, il suÆt d'�etudier les G-orbites ferm�eesainsi que les diviseurs irr�edu
tibles B-stables de X et de BlYX. En e�et, siY 
ontient deux orbites ferm�ees qui sont elles-mêmes 
ontenues dans D�,alors BlYX a pour polygone G=H-r�e
exif 
elui de X auquel on a rempla
�e lesommet (12 ; 0) par (1; 0). Et si Y est une G-orbite ferm�ee de X, alors BlYX apour polygone G=H-r�e
exif 
elui de X auquel on a ajout�e un sommet entreles deux sommets de la fa
e 
orrespondant �a Y . De plus il n'y qu'une seulefa�
on d'ajouter un tel sommet, 
ar X et BlYX sont lisses. En e�et, le nou-veau sommet est la somme des deux sommets si 
es derniers sont entiers ;sinon, 
'est la somme du sommet entier et de (1; 0).On utilisera les mêmes raisonnements pour d�e
rire des plongements lisses deFano de SL3=U .On va maintenant d�eterminer les 16 plongements de G=H 
orrespondantaux 16 polygones G=H-r�e
exifs 
i-dessus.On distingue d'abord deux plongements naturels : P3 et P2 � P1 (rappe-lons que G=H ' C 2nf0g � C �). En e�et, P3 = P(V (0) � V (!�) � V (�0))et P2 � P1 = P(V (0) � V (!�)) � P(V (0) � V (�0)). Ces deux plongementsde G=H 
orrespondent respe
tivement aux polygones G=H-r�e
exifs no 1 et 2.90



On va �e
later 
ha
un de 
es plongements, a�n d'en obtenir d'autres.Notons 0 le point �xe [0; 0; 0; 1℄ de P3 et posons L := P(f0g � V (!�)� f0g)et L0 := P(V (0) � f0g � V (�0)) les deux droites (disjointes) de P3 stablessous l'a
tion de G. Remarquons que L (respe
tivement L0) est �x�ee point parpoint par C � (respe
tivement SL2) et que 0 2 L0.Alors les �e
latements de 0, L, L0, 0tL et LtL0 dans P3 sont les plonge-ments de G=H de polygones G=H-r�e
exifs respe
tifs no 3, 4, 5, 6 et 7.Remarquons que Bl0P3 est l'image dans P3�P2 du graphe de la proje
tionP3 = P(V (0)� V (!�)� V (�0)) 9 9 KP(V (0)� V (!�)):De même BlL0P3 est l'image dans P3 � P1 du graphe de la proje
tionP3 = P(V (0)� V (!�)� V (�0)) 9 9 KP(V (!�))Soit l0 := f0g � P(V (0)� f0g) � Bl0P3 � P3 � P(V (0)� V (!�)). C'estune droite 
ontenue dans le diviseur ex
eptionnel de Bl0P3 �! P3 et stablesous l'a
tion de G.Alors l'�e
latement de l0 dans Bl0P3 est le plongement de G=H de poly-gone G=H-r�e
exif no 8.Soit E 0 le diviseur ex
eptionnel de BlL0P3 �! P3, alors E 0 = L0 �P(V (!�)). Notons l01 := f0g � P(V (!�)) et l02 = f[1; 0; 0; 0℄g � P(V (!�)).Ce sont des droites de E 0, disjointes et stables sous l'a
tion de G.Alors les �e
latements de l01 et l1 t l02 dans BlL0P3 sont les plongementsde G=H de polygones G=H-r�e
exifs respe
tifs no 9 et 10. Et les �e
latementsde l01 et l1 t l02 dans BlLtL0P3 sont les plongements de G=H de polygonesG=H-r�e
exifs respe
tifs no 11 et 12.Notons maintenant 0 le point [1; 0; 0℄ de P(V (0) � V (!�)) = P2, et F1l'�e
latement de 0 dans P2. Alors F1 � P1 est le plongement de G=H de poly-gone G=H-r�e
exif no 13.Soit l00 := f0g�P(f0g�V (!�))� [0; 1℄ le produit de la 
ourbe ex
eption-nelle de F1 �! P2 et du point �xe [0; 1℄ de P1. C'est une droite de F1 � P1stable sous l'a
tion de G. Alors l'�e
latement de l00 dans F1 � P1 est le plon-gement de G=H de polygone G=H-r�e
exif no 14.91



Soit Y � P(V (0) � V (!�) � V (2!�) � V (�0)) le 
ône de sommet y :=[0; : : : ; 0; 1℄ et de base la < surfa
e de Veronese >, image de l'appli
ation deVeronese P(V (0)� V (!�)) �! P(V (0)� V (!�)� V (2!�))[w; P (x; y)℄ 7�! [w2; wP (x; y); P (x; y)2℄:Alors y est �x�e par G, et BlyY est le plongement de G=H de polygone r�e
exifno 15.Soit Z � P(V (0) � V (!�) � V (!� + �0)) le 
ône sur la quadrique deP3 d�e�nie par f[x1; x2; x3; x4℄ 2 P(V (!�) � V (!� + �0)) j x1x4 = x2x3g, desommet z := [1; 0; 0; 0; 0℄ (on note x1; x2 et x3; x4 les 
oordonn�ees respe
tivesde V (!�) et V (!� + �0)). Alors z est �x�e par G, et BlzZ est le plongementde G=H de polygone r�e
exif no 16.Les plongements Y et Z 
i-dessus, sont respe
tivement Q -Fano et deFano, et leurs polygones (l'un Q -G=H-r�e
exif et l'autre G=H-r�e
exif) sontles suivants.
Au
un de 
es deux plongements n'est lisse ni même lo
alement fa
toriel.Je r�esume les r�esultats obtenus dans le tableau suivant.
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polygone G=H-r�e
exif no plongement X1 P32 P2 � P13 Bl0P34 BlLP35 BlL0P36 Bl0tLP37 BlLtL0P38 Bll0(Bl0P3)9 Bll01(BlL0P3)10 Bll01tl02(BlL0P3)11 Bll01(BlLtL0P3)12 Bll01tl02(BlLtL0P3)13 F1 � P114 Bll00(F1 � P1)15 Bl0Y16 Bl0Zo�u L et L0 sont des droites disjointes de P3,l0 est une droite du diviseur ex
eptionnel de Bl0P3 �! P3,l01 et l02 sont des droites disjointes du diviseur ex
eptionnel de BlL0P3 �! P3,l00 est le produit d'une droite du diviseur ex
eptionnel de F1 = Bl0P2 �! P2et d'un point de P1,Y est un 
ône de base une surfa
e de Veronese dans P5 (de sommet y), et,Z est un 
ône de base une quadrique de P3 (de sommet z).Les plongements no 4 et 5 sont des vari�et�es toriques isomorphes. Et lesvari�et�es toriques lisses, de Fano et de dimension 3, qui ne sont pas des plon-gements de G=H, sont les 3 suivantes :P1 � P1 � P1;P1 � Y2;P1 � Y3;o�u Y2 et Y3 sont les surfa
es toriques lisses, de Fano d�e�nies respe
tivementpar les �e
latements de 2 et 3 points �xes dans P2.Le graphe suivant repr�esente les �e
latements qui existent entre les di��e-rents plongements lisses de Fano de G=H. Les sommets sont les plongements93



lisses de Fano de G=H, et les 
�e
hes repr�esentent les �e
latements de 
entresirr�edu
tibles et lisses. Ces �e
latements sont G-�equivariants d'apr�es la propo-sition 7.3.

1

12

14 11 10

16 7 13 89 6

32 15 4 5

On retrouve, en identi�ant les plongements no 4 et 5, une grande partie dela �gure 2.7 de [Od88℄. Il manque seulement les trois vari�et�es toriques 
it�ees
i-dessus et les morphismes �equivariants asso
i�es.7.2 Des
ription de quelques plongements deSL3=UDans toute 
ette partie G = SL3 et H = U . On note � et � les deuxra
ines simples de SL3. Le r�eseau N est alors muni de la base (��; ��).On va d�eterminer quelques plongements de Fano de G=H �a partir de leurpolygone G=H-r�e
exif. On utilisera la même m�ethode que dans le 
hapitrepr�e
�edent.On va d'abord �etudier deux plongements de Fano de G=H singuliers, etensuite on d�e
rira quelques plongements lisses de Fano de G=H en termesd'�e
latements de sous-vari�et�es irr�edu
tibles et stables par G.94



La �gure 
i-dessus repr�esente les 27 polygones G=H-r�e
exifs (�a automor-phisme pr�es) dont le plongement de G=H est lisse.
1 2 3 6

7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18

19 20 21

25 26 27

4 5

22 23 24

Etudions d'abord les deux plongements suivants.a) Soit X le plongement de G=H asso
i�e au polygone G=H-r�e
exif repr�e-sent�e dans le premier s
h�ema de la �gure suivante.Notons D l'unique diviseur irr�edu
tible et stable par G. C'est un diviseurde Cartier et ample.
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On repr�esente, dans le deuxi�eme s
h�ema de la �gure, l'appli
ation lin�eaire parmor
eaux asso
i�ee �a D (voir proposition 3.2). On note sa valeur en l'�el�ement95



primitif de 
haque arête de l'�eventail 
olori�e de X, et on repr�esente la partiede NR sur laquelle 
ette appli
ation est inf�erieure ou �egale �a 1 par une zoneha
hur�ee. Le dernier s
h�ema de la �gure repr�esente le polygone moment Q�D(dual de la zone ha
hur�ee) dans MR muni de la base (!�; !�), et o�u l'origineest le point noir.On a alors �D : X �! PD = P(V (0) � V (!�) � V (!�)) et X est don
l'adh�eren
e de �D(G=H) = G:[v0 + v!� + v!� ℄ dans PD.Rappelons que V (!�) = C 3 et V (!�) = V2 C 3 . Munissons C 3 d'une base(e1; e2; e3) telle que e1 et e1 ^ e2 soient des ve
teurs de plus haut poids de C 3et V2 C 3 . On a alorsV (!�)� V (!�) = C 3 �V2 C 3 ' V2(C � C 3)x + y ^ z 7�! x ^ e0 + y ^ z:Et l'image de G=H par � dans PD ' P(C �V2 C 4) estG:[1 + e1 + e1 ^ e2℄ ' G:[1 + (e1 ^ e0 + e1 ^ e2)℄ = G:[1 + e1 ^ (e0 + e2)℄:Or, G:[e1 ^ (e0 + e2)℄ � P(V2 C 4) est in
lus dans la grassmannienne G2;4(ensemble des plans dans C 4). De plus les dimensions de G:[e1 ^ (e0 + e2)℄et G2;4 sont les mêmes. On en d�eduit don
 que X est le 
ône sur G2;4 desommet 0 := [1; 0; : : : ; 0℄.On peut remarquer que X n'est pas lisse, il est seulement lo
alement fa
-toriel.Etudions maintenant les sous-vari�et�es de X irr�edu
tibles et stables parG. La grassmannienneG2;4 est un plongement deG=H 0, o�uH 0 est le noyau du
ara
t�ere !� � !� de B. C'est une vari�et�e horosph�erique de Fano de rang 1 ;elle poss�ede seulement (en plus de l'orbite ouverte G=H 0) deux G-orbitesferm�ees G=P (!�) et G=P (!�) respe
tivement isomorphes �a P2 et (P2)�.Ainsi les sous-vari�et�es de X irr�edu
tibles et stables par G sont : le diviseurX1 = X \ P(f0g � V (!�) � V (!�)) ' G2;4, les deux G-orbites ferm�eesY1 ' G=P (!�) et Y2 ' G=P (!�) de 
e diviseur, les 
ônes Z1 et Z2 de sommet0 et de base respe
tive Y1 et Y2, et le point �xe 0.Dans la suite, on notera 
e plongement Xa.b) Soit X le plongement de G=H asso
i�e au polygone G=H-r�e
exif repr�e-sent�e dans le premier s
h�ema de la �gure suivante.96



�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

0

1

2

1

1

0

On num�erote les sommets entiers du polygone de telle sorte que le diviseurXi, irr�edu
tible et stable par G, 
orresponde au sommet i.Soit D = X1 +X2. C'est un diviseur de Cartier et ample.On a alors � : X �! PD = P(V (0)�V (!�)�V (!�)�V (!�+!�)) = P14.Soit Xb � P(V (0)� V (!�))� P(V (0)� V (!�)) = P3 � P3 d�e�ni parf([x0; : : : ; x3℄; [y0; : : : ; y3℄) 2 P3 � P3 j x1y3 � x2y2 + x3y1 = 0g;o�u (x1; x2; x3) sont les 
oordonn�ees de V (!�) = C 3 dans la base (e1; : : : ; e3),et (y1; y2; y3) sont les 
oordonn�ees de V (!�) = V2 C 3 dans la base (e1^e2; e1^e3; e2 ^ e3).Soit � : P3 � P3 �! P14 d�e�ni par le plongement de SegreP(V (0)� V (!�))� P(V (0)� V (!�))�! P(V (0)� V (!�)� V (!�)� (V (!�)
 V (!�)))
ompos�e ave
 la proje
tionP(V (0)� V (!�)� V (!�)� (V (!�)
 V (!�))) 9 9 KPD:Remarquons que V (!� + !�) est le sous-G-module de V (!�) 
 V (!�)d�e�ni par l'�equation x1 
 y3 � x2 
 y2 + x3 
 y1 = 0. Alors � est d�e�ni surXb et est une immersion de Xb dans PD. De plus �D(G=H) est un ouvert de�(Xb). Ainsi X = Xb.On peut remarquer que X n'est pas lisse ; il est seulement lo
alementfa
toriel. Le point 0 := ([1; 0; 0; 0℄; [1; 0; 0; 0℄) est un point singulier de X.Etudions maintenant les sous-vari�et�es de X irr�edu
tibles et stables parG. On distingue d'abord les deux diviseurs irr�edu
tibles et stables par G,X1 = X \ f([x0; : : : ; x3℄; [y0; : : : ; y3℄) 2 P3 � P3 j x0 = 0g etX2 = X \ f([x0; : : : ; x3℄; [y0; : : : ; y3℄) 2 P3 � P3 j y0 = 0g:97



Les G-vari�et�es X1 et X2 sont des vari�et�es horosph�eriques de rang 1. NotonsYi;1 et Yi;2 ses deux G-orbites ferm�ees telles queY1;1 = f[1; 0; 0; 0℄g � P(f0g � V (!�)) ' G=P (!�) ' (P2)�;Y2;2 = P(f0g � V (!�))� f[1; 0; 0; 0℄g ' G=P (!�) ' P2 etY1;2 = Y2;1 = X1 \X2 = f([0; x1; x2; x3℄; [0; y1; y2; y3℄) 2 Xg ' G=B:Alors les sous-vari�et�es de X irr�edu
tibles et stables par G sont X1, X2, Y1;1,Y2;2, Y1;2, les 
ônes Z1 et Z2 de sommet 0 et de base respe
tive Y1;1 et Y2;2,et le point �xe 0.Nous allons maintenant 
ommen
er �a d�e
rire les plongements lisses deFano de G=H.Soit X l'�e
latement de 0 dans Xa ; alors X est lisse. Le point �xe 0 estl'orbite ferm�ee du plongement simple dont le 
ône 
olori�e est engendr�e parles images �� et �� des deux 
ouleurs D� et D�. L'�eventail 
olori�e de X estdon
 
elui de Xa auquel on a ajout�e une arête dans le 
ône engendr�e par �� et��. De plus, 
omme X est lisse, 
ette nouvelle arête est engendr�ee par ��+ ��.Ainsi X est le plongement lisse de Fano de G=H de polygone G=H-r�e
exifno 1. �� ��
Le diviseur ex
eptionnel E du morphisme X �! Xa est isomorphe �aG2;4. On note Y 01 ' G=P (!�) et Y 02 ' G=P (!�) les G-orbites ferm�ees de E.Soit X l'�e
latement de Z2 dans Xa. C'est une vari�et�e lisse, 
ar Z2 
ontientle sommet du 
ône Xa. De plus, Z2 
ontient deux G-orbites ferm�ees 0 et Y2de Xa, et 
es deux G-orbites ferm�ees sont in
luses dans D�. Par 
ons�equent,X est le plongement de Fano de G=H de polygone G=H-r�e
exif no 2.Le diviseur ex
eptionnel E du morphisme X �! Xa est in
lus dansZ2 � P(V (!�)) ' Z2 � P2. Il 
ontient deux G-orbites ferm�ees f0g � P2 etE \Y2� P2 ' G=B qu'on note respe
tivement Y0 et Y 002 . On note aussi Z 01 latransform�ee stri
te de Z1 dans X. 98



On peut remarquer que l'�e
latement de Z1 dans Xa est aussi le plon-gement de G=H de polygone G=H-r�e
exif no 2, �a l'automorphisme pr�es qui�e
hange � et �.On peut aussi montrer que les �e
latements de Z 01, Y1, Y 002 , Y1 t Y 002 , Y0,Y0 t Y 002 , et Z 01 t Y 002 dans BlZ2Xa sont les plongements de Fano de G=H depolygones G=H-r�e
exifs respe
tifs no 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9.SoitX l'�e
latement de Z2 dans Xb. AlorsX poss�ede un diviseur irr�edu
ti-ble G-stable de plus que Xb : le diviseur ex
eptionnel E � Z2� P(V (!�)) 'Z2 � P2. Et il poss�ede le même nombre de G-orbites ferm�ees : 0 2 Z2 estrempla
�ee par Y0 := E \ f0g � P2 � E, et Y2;2 � Z2 est rempla
�ee parY 02;2 := E \ Y2;2 � P2 ' G=B. Ainsi l'�eventail 
olori�e F de X a le mêmenombre de 
ônes 
olori�es de dimension 2 que l'�eventail 
olori�e Fb de Xb.Comme il existe un morphisme X �! Xb, on en d�eduit que les 
ônes sans
ouleur des �eventails F et Fb sont les mêmes. Pour 
onnâ�tre les 
ouleurs deX, on regarde si les 
ouleurs D� et D� 
ontiennent une orbite ferm�ee ou pas.I
i, seule D� est une 
ouleur de X, don
 X est le plongement de G=H depolygone G=H-r�e
exif no 10. De plus, on a montr�e que X est lisse. On noteZ 01 la transform�ee stri
te de Z1 dans X.On peut remarquer que l'�e
latement de Z1 dansXb est aussi le plongementde G=H de polygone G=H-r�e
exif no 10, �a l'automorphisme pr�es qui �e
hange� et �.On peut alors aussi montrer que les �e
latements de Y1;2, Y 02;2, Z 01, Z 01tY 02;2et Z 01tY1;2 dans BlZ2Xb sont les plongements de Fano de G=H de polygonesG=H-r�e
exifs respe
tifs no 6, 11, 12, 13 et 14.Les plongements de Fano de G=H de polygones G=H-r�e
exifs no 15 �a 21peuvent s'obtenir par une suite d'�e
latements de sous-vari�et�es irr�edu
tibleset stables par G dans une des vari�et�es 
i-dessus.Ensuite, les plongements lisses de Fano de G=H no 23, 24, 25 s'obtiennent�a partir du plongement de G=H no 22, toujours par une suite d'�e
latementsde sous-vari�et�es irr�edu
tibles et stables par G. Et les plongements lisses deFano de G=H no 26 et 27 sont des 
ontra
tions d'un diviseur irr�edu
tible etG-stable dans les plongements de Fano de G=H respe
tifs no 16 et 23. Ene�et, le plongement de G=H no 16 (respe
tivement no 23) est l'�e
latementd'une G-orbite ferm�ee du plongement de G=H no 26 (respe
tivement no 27).Dans la �gure suivante, on repr�esente 
omme �a la �n de la partie 7.1,99



les �e
latements (G-�equivariants) qui existent entre les di��erents plongementslisses de Fano de G=H.
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R�ESUM�EUne vari�et�e horosph�erique est une vari�et�e alg�ebrique normale dans laquelleun groupe alg�ebrique r�edu
tif op�ere ave
 une orbite ouverte �br�ee en toressur une vari�et�e de drapeaux. La dimension de 
es tores est appel�ee le rang dela vari�et�e horosph�erique. En parti
ulier, les vari�et�es toriques et les vari�et�es dedrapeaux sont horosph�eriques. Dans 
ette th�ese, on 
lassi�e les vari�et�es ho-rosph�eriques de Fano en termes de 
ertains polytopes rationnels qui g�en�erali-sent les polytopes r�e
exifs 
onsid�er�es par V. Batyrev. Puis on obtient unemajoration du degr�e des vari�et�es horosph�eriques lisses de Fano, analogue �a
elle donn�ee par O. Debarre dans le 
as torique. On �etend un r�esultat r�e
entde C. Casagrande : les vari�et�es horosph�eriques Q -fa
torielles de Fano ontleur nombre de Pi
ard major�e par deux fois la dimension. On donne aussi denombreux exemples en rang 2.ABSTRACTA horospheri
al variety is a normal algebrai
 variety where a redu
tive al-gebrai
 group a
ts with an open orbit whi
h is a torus bundle over a 
agvariety. The dimension of the torus is 
alled the rank of the horospheri
al va-riety. For example, tori
 varieties and 
ag varieties are horospheri
al. In thisthesis, we 
lassify Fano horospheri
al varieties in terms of 
ertain rationalpolytopes that generalize the re
exive polytopes 
onsidered by V. Batyrev.Then, we obtain an upper bound on the degree of smooth Fano horosphe-ri
al varieties, analogus to that given by O. Debarre in the tori
 
ase. Weextend a re
ent result of C. Casagrande : the Pi
ard number of any FanoQ -fa
torial horospheri
al variety is bounded by twi
e the dimension. Also,we give several examples in rank 2.MOTS-CL�ESvari�et�e de Fano, vari�et�e horosph�erique, polytope rationnel, degr�e, nombre dePi
ard. CLASSIFICATION MATH�EMATIQUE14J45 14L30 14M17 52B20


