UN RESULTAT DE TRANSFERT ET UN RESULTAT
D’INTEGRABILITE LOCALE DES CARACTERES EN
CARACTERISTIQUE NON NULLE

par Alexandru Ioan BADULESCU'?

Abstract : In this paper we prove the transfer of orbital integrals from
an inner form of GL,(F) to GL,(F) where F is a local field of positive
characteristic. As an application we obtain that the characters of admissible
representations are locally integrable on an inner form of GL,(F).
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1. INTRODUCTION

Dans cet article on démontre le théoréme de transfert des intégrales orbitales
entre G L, et ses formes intérieures sur un corps local de caractéristique non
nulle. Le résultat en caractéristique nulle a déja été prouvé dans [DKV], et
notre démonstration s’en inspire, méme si, pour le cas de caractéristique non
nulle, on est obligé d’utiliser aussi la théorie des corps proches et certaines
constructions développées dans [Ba2].

Soit F' un corps local de caractéristique non nulle. Soit n un entier. Po-
sons G = GL,(F). Soit G' une forme intérieure de G. Sig € G et ¢’ € G,
alors on dit que g et g’ se correspondent si leurs polynomes caractéristiques
sont égaux et séparables (i.e. sans racine multiple sur une cloture algébrique
de F). On fixe des mesures de Haar sur G et G’ telles que le volume des
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sous-groupes compacts maximaux soit 1. On identifie les centres de G et
G’ et on les note indistinctement Z. Il existe une injection de I’ensemble de
classes de conjugaison des tores maximaux de G’ vers ’ensemble de classes
de conjugaison des tores maximaux de G. Pour deux classes C’' et C qui se
correspondent via cette injection, si on choisit des représentants 7' € C et
T' € C', alors il existe un isomorphisme de groupes de 7" vers T dont la
restriction & Z est 'identité. On peut choisir des mesures de Haar sur T et
T’ qui se correspondent via cet isomorphisme (elles se correspondent alors
pour tout autre choix d’isomorphisme). Avec ce choix de mesures, si f est
une fonction localement constante & support compact sur G ou G’, si g est
un élément semisimple régulier, alors on note ®(f;g) 'intégrale orbitale de
f au point g. Nous prouvons dans la section 3 le théoréme suivant :

Théoréme de transfert. Si f' est une fonction localement constante a
support compact sur G', il existe une fonction localement constante & sup-
port compact f sur G telle qu’on ait

®(f;9) = @(f59")

pour tous g € G et g’ € G' qui se correspondent.

Une conséquence de ce résultat est l'intégrabilité locale des caracteres
des représentations admissibles sur les formes intérieures de GL, en ca-
ractéristique non nulle (section 4). Concernant cette intégrabilité locale des
caractéres, signalons que Lemaire est en train de rédiger en ce moment la
preuve d’un résultat encore plus général.

L’essentiel de ce travail a été réalisé lors d’une these de doctorat sous
la direction de Guy Henniart et je tiens a le remercier pour l'aide et les
conseils qu’il m’a apportés. Je remercie également Colette Moeglin, Hervé
Jacquet et Bertrand Lemaire qui ont lu le manuscrit. Je voudrais remercier
le rapporteur anonyme car son rapport tres précis m’a permis d’améliorer
la rédaction de cet article.

2. NOTATIONS, DEFINITIONS, RESULTATS GENERAUX

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique quelconque et
D une algebre & division centrale sur F de dimension finie d2. Soit 7 un entier
strictement positif. On pose G' = GL,.(D). On fixe une paire parabolique
minimale standard (Ag; Py) ot Ag est le tore diagonal et Py est le groupe
des matrices triangulaires supérieures. Un sous-groupe parabolique P de G’
est dit standard s’il ocntient Py. P a alors un unique sous-groupe de Levi
L qui contient Ag. La décomposition de Levi P = LU (U radical unipotent
de P) est alors dite standard. L peut étre identifié & un groupe de matrices
diagonales par blocs de taille donnée, et c’est ce que nous ferons par la suite.
Un tel L sera dit sous-groupe de Levi standard de G'.
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Soit Z le centre de G'. Posons K = GL.(Op) , ou Op est 'anneau des
entiers de D. On fixe une mesure de Haar dg (resp. dz) sur G’ (resp. Z)
telle que le volume de K (resp. Z N K) soit égal & 1. Soit P un sous-groupe
parabolique standard de G’ et P = LU sa décomposition de Levi standard.
On munit P et U de mesures de Haar invariantes & gauche telles que les
volumes de P N K et U N K soient égaux a 1. Toutes les représentations de
G’ ou de ses sous-groupes de Levi standard considérées par la suite sont des
représentations complexes admissibles et nous omettrons de le préciser. On
note indg' le foncteur d’induction parabolique normalisé.

On note H(G') V'espace des fonctions localement constantes a support
compact sur G'. Soit P un sous-groupe parabolique standard de G'. On
note dp le caractére modulaire sur P.

Pour toute f € H(G'), on définit une fonction localement constante &
support compact sur L, f¥, par la formule:

fP(l)=5§(1)/K/Uf(k—1luk)dkdu

pour tout [ € L.

Si g € G', le polynéme caractéristique de g se définit comme dans [Pi],
16.1. On dit que g € G’ est semisimple régulier si son polyndéme caractéristique
est sans racine multiple sur une cléture algébrique de F'. On note G'*" Dene-
semble des éléments semisimples réguliers de G’. Si g est semisimple régulier,
alors le commutant de g dans G’ est un tore maximal T,. Fixons des me-
sures de Haar sur tous les tores maximaux de G’ de fagon a ce que, si deux
tores sont conjugués, les mesures se correspondent via cette conjugaison
(c’est indépendant du choix de la conjugaison). Si f € H(G'), on définit
Pintégrale orbitale de f en g par

3(f,9) = /G’/T f(agz)dx

ol dz est la mesure quotient des mesures fixées plus haut sur G’ et T,. On
note Grot(G') le groupe de Grothendieck des représentations admissibles de
longueur finie de G'. Si w € Grot(G') on note x, le caractére de m (défini
sur G'*7).

Si L est un sous-groupe de Levi standard de G’, il est isomorphe & un
produit de groupes du méme type que G' et les définitions et notations
plus haut (élément semisimple régulier, intégrale orbitale etc.) s’étendent de
fagon évidente & L. Remarquons que LN G'*" est un sous-ensemble dense de
L. Sig e LNG'*", alors on a T, C L. Nous avons déja fixé des mesures sur
L et Ty. L’intégrale orbitale en g sur L est définie par rapport & la mesure
quotient.

Nous regroupons ici certains résultats classiques qui seront utilisés par
la suite. Nous spécifions quand un résultat n’est prouvé a ce jour (i notre
connaissance) qu’en caractéristique nulle. Pour les autres nous référons a des
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preuves valables indépendamment de la caractéristique. Cette distinction est
importante pour le reste de Varticle.

Proposition 2.1. Soit P un sous-groupe parabolique standard de G'. Si w
est une représentation admissible de G' et f € H(G') alors on a

tr indg’ﬂ'(f) = tra(fF).
Démonstration. [La], lemme 7.5.7. O

Proposition 2.2. Soit P = LU un sous-groupe parabolique standard de G'.
Si f € H(G') alors pour tout g€ LNG*" on a

®(f,9) = Dp\alg) 28 (f7.9),

otu les mesures sont comme plus haut et DL\G(g) est la valeur absolue nor-
malisée du déterminant de Ad(g ') — Id agissant dans Lie(L)\Lie(G").

Démonstration. [Lal, prop. 4.3.11. O

Proposition 2.3. Soit f € H(G'). Si pour toute représentation irréductible
7w de G' on a trr(f) = 0 alors lintégrales orbitale de f est nulle sur G's.

Démonstration. [DKV], th. A.2.a. La preuve s’applique en toute ca-
ractéristique. O

Proposition 2.4. Supposons que la caractéristique de F' est nulle ou sinon
D = F. Supposons que f € H(G') est telle que ®(f,g) = 0 pour tout g €
G's". Alors on a trm(f) = 0 pour toute représentation irréductible w de G'.

Démonstration. Ce résultat, connu pour la caractéristique nulle, est vrai
dés que les caractéres des représentations de G’ sont localement intégrables
(application de la formule d’intégration de Weyl). Lemaire a prouvé dans
[Lel] 'intégrabilité locale des caractéres sur GL,(F') en toute caractéristique.

O

On dit que g € G’ est elliptique régulier si le polynoéme caractéristique
de g est irréductible et sans racine multiple. On note G, ’ensemble des
éléments elliptiques réguliers de G’. Soit w un caractére unitaire de Z. On
note LO(€l)) I'espace des fonctions f localement constantes sur G’

ntes sous l'action de conjugaison par les éléments de G’, et vérifiant
) = w(z)f(g) pour tout z € Z et tout g € GL. On considére le sous-
e L2(@h) de LO(@)) formé de fonctions f telles que

TeTe

S wrl [ Dro®If@Pd t

converge, ou T, est un ensemble de représentants des classes de conjugaison
de tores elliptiques maximaux de G, |Wr| est le cardinal du groupe de
Weyl de T, dt est la mesure de Haar pour laquelle le volume de T'/Z est
1, T est ensemble des éléments réguliers de T, et D\ (t) est la valeur
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absolue normalisée du déterminant de I’opérateur Ad(f~') — Id agissant sur
Lie(T)\Lie(G"). On définit un produit scalaire dans L?(G.;w) en posant :

<hife>e= Y Wil [ DOAORDE

i T2

qui munit L?(G.;w) d'une structure d’espace préhilbertien.

Nous rappelons qu’une représentation irréductible m de G’ est dite de
carré intégrable si elle est unitaire et admet un coefficient non nul de carré
intégrable sur G/Z. m est dite essentiellement de carré intégrable si elle peut
s’écrire comme produit tensoriel d’une représentation de carré intégrable par
un caractere de G'.

Proposition 2.5. Pour toute représentation m de G' de carré intégrable et
de caractére central w, la restriction du caractére x, de w a G, se trouve dans
L?(GL;w) et les éléments de L?(GL;w) ainsi obtenus forment une famille
orthonormale compléte pour < ; >..

Démonstration. Classique en caractéristique nulle. Voir [Bal] cor. 5.2
et [Ba2], cor. 5.13, pour la caractéristique positive. O
Si f € H(G') on définit f, par la formule

fu(g) :/;w(z)f(ziq)dz.

Proposition 2.6. Supposons que la caractéristique de F' est nulle. Soit f €
H(G"). Alors la restriction de lintégrale orbitale de f, & G, appartient a
L*(GLw™h).

Démonstration. D’apres [H-CvD], th.14, chap.8, pour tout 7' dans 7,

le produit de l'intégrale orbitale de f, et de la fonction D? est borné sur
T"9. Le module du carré de cette fonction est ainsi borné et donc intégrable
sur T7%9/Z qui est de mesure 1. Comme 7, est fini, le résultat s’ensuit. [

3. TRANSFERT

Soit D une algebre & division centrale sur F de dimension finie d2. Soit r
un entier strictement positif. On pose G' = GL,(D). Soit n = rd. On pose
G = GL,(F). Les notations et conventions déja fixées seront appliquées a
Get G.

Par la suite, la notation g <+ ¢ signifie g € G*" et g et g' ont le méme
polynéome caractéristique. Si g € G nous disons que g se transfere s’il existe
g € G' tel que g < ¢’ (C’est le cas si et seulement si g est semisimple régulier
et le degré de tout polynome divisant son polynéme caractéristique est di-
visible par d). Notons G ’ensemble des éléments de G qui se transférent.
Pour une intégrale orbitale ou le caractere d’une représentation de G nous
dirons qu’elle/il est G'-nul(le) si elle/il est nul(le) sur Ggr. Si L est un sous-
groupe de Levi standard de G alors L est ’ensemble des matrices diagonales
par blocs de taille donnée. Il correspond donc a une suite d’entiers stricte-
ment positifs dont la somme vaut n (les tailles des blocs). On dit que L se
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transfere si toutes les tailles des blocs sont divisibles par d. En divisant ces
tailles par d on obtient une suite de nombres dont la somme est r. Il existe
un unique sous-groupe de Levi standard L' de G’ associé & cette suite. On
dit alors que L correspond a L'. Si L ne se transfere pas, aucun élément de
L*" ne se transfeére.

Nous notons JL, la correspondance de Jacquet-Langlands généralisée
([Ba3]). C’est un morphisme injectif de groupes

JL, : Grot(G') = Grot(G)
qui vérifie
X (9') = (=1)"""xg1, (=) (9)

pour toute ' € Grot(G') et tous g +» ¢'. Rappelons que les éléments de
Grot(G) dont le caractére est G'-nul forment un sous-groupe de Grot(G)
noté S¢ . C’est aussi le sous-groupe de Grot(G) engendré par les représentations
qui sont induites & partir d’une représentation irréductible d’un sous-groupe
de Levi qui ne se transferent pas. En termes de Z-modules, Sg g est un
supplémentaire de 'image de JL, dans Grot(G). Sur les tores maximaux de
G on fixe des mesures de Haar telles que, si deux tores sont conjugués, les
mesures se correspondent par conjugaison (indépendant du choix de cette
conjugaison). Sur les tores maximaux de G' on fixe des mesures de Haar as-
sociées comme dans ’annexe de [Ba2] & celles fixées sur les tores maximaux
de G. Pour résumer, si T est un tore maximal de G et g est un élément
semisiple régulier se trouvant dans T, alors T' = T, et T est isomorphe au
groupe des éléments inversibles de 'anneau F[g] = F[X]/(Py) ol Py est le
polynome caractéristique de g. Il s’ensuit que, si g <> ¢’, il existe un iso-
morphisme de Ty sur Ty qui envoie g sur g’ et qui préserve le polynéme
caractéristique. On utilise ces isomorphismes pour transférer au tores de G’
les mesures fixées sur les tores de G. Avec ce choix de mesures il est facile a
prouver :

Proposition 3.1. L’application i : L%(G.,w) — L%(GL,w) donnée pari(f)(g') =
f(g) pour tout g <> g’ induit une isométrie
i: L}(Gew) = L2(GLw).

Si 7' est une représentation de carré intégrable de G' de caractére central w
alors on a:

Z‘(XJL,«(?T’)) = (_l)n_TXﬂ"
ot l'on sous-entend les restrictions a G., et G, respectivement.
Sife H(G)et f' € H(G') on dit que f et f’ se correspondent et on écrit
f < f' si, pour tout g <+ ¢’ on a

®(f.9) = 2(f',9")

et pour tout g € G°" qui ne se transfére pas on a
®(f,9) =0.
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Toutes ces notations et conventions seront utilisées aussi sur les sous-groupes
de Levi standard de G et G' qui sont des produits de groupes du méme type
que G et G'.

Dans cette section on démontre le théoreme de transfert suivant :

Théoréme 3.2. a) Soit f' € H(G'). Alors il existe f € H(G) telle que
fef.

b) Soit f € H(QG) telle que l'intégrale orbitale de f s’annule sur G"\Ggr.
Alors il existe f € H(G') telle que f < f'.

Démonstration. Le transfert en caractéristique nulle a déja été prouvé
dans [DKV], théoréme B.2.c.1.

Soient f' € H(G') et f € H(G) telles que trn(f) = 0 pour tout 7 € Sg ¢ ;
on écrit f € PWg(f') ou f' € PWea(f) sitrn'(f') = trJL,(7")(f) pour tout
n' € Grot(G').

Lemme 3.3. Pour f € H(G) les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’intégrale orbitale de f est nulle sur G*"\Gg.
(ii) trw(f) = O pour tout m € S -

Démonstration. Un élément g de G*" se trouve dans G*"\G¢r si et seule-
ment s’il existe un sous-groupe de Levi stanard L de G qui ne se transfere
pas tel que g soit conjugué & un élément de L.

Montrons que (i) = (ii). Supposons que f vérifie (i). Si L est un sous-
groupe de Levi standard qui ne se transfére pas, si P est le sous-groupe
parabolique standard de G dont un sous-groupe de Levi est ce L, alors, par
la prop. 2.2, I'intégrale orbitale de f¥ est identiquement nulle sur L N G*".
Comme elle est localement constante sur L°" et que L N G*" est dense dans
L*", Tintégrale orbitale de f¥ est identiquement nulle sur L*". Par la prop.
2.4 (cas D = F) fF annule la trace de toute représentation irréductible de
L. Par la prop. 2.1 f annule alors la trace de toute représnetation induite a
partir d’une représentation irréductible de L. Ainsi, (ii) est prouvé.

Montrons maintenant que (ii) = (i). Supposons que f vérifie (ii). Soit
g € G*"\G¢'. Soit P = LU un sous-groupe parabolique standard de G tel
que L ne se transfere pas et L contient un élément = conjugué a g. Alors
(ii) implique que f annule la trace de toutes les représentations induites a
G A partir d’une représentation irréductible de L. Donc f¥ annule la trace
de toute représentation irréductible de L (prop. 2.1). La prop. 2.3 implique
alors que Dintégrale orbitale de ff est nulle sur L N G°". En particulier
®(fF;x) = 0 donc, par la prop. 2.2, ®(f;z) = 0. Donc ®(f;g) = 0 car g et
x sont conjugués. O

Lemme 3.4. ([DKV]) a) Si f' € H(G'), alors PWg(f') # Q.



8 TRANSFERT ET INTEGRABILITE LOCALE DES CARACTERES

b) Si f € H(G) est telle que trn(f) = 0 pour tout m € Sg g, alors
PWa (f) # 0.

Démonstration. a) Soit X (F*) le groupe des quasi-caractéres non ra-
mifiés de F*. Ce groupe est naturellement isomorphe & C* ([We], prop. 8,
VII, 3), ce qui lui confére une structure de variété complexe. Si X (G) est
le groupe des caractéres non ramifiés de G, alors 'application y — x o det
réalise un isomorphisme de X (F*) sur X(G).

Soit L un sous-grope de Levi standard de G. Les mémes définitions valent
pour L. Si L est le sous-groupe de G formé des matrices diagonales par k
blocs de tailles données, alors X (L) est isomorphe & X (F*)¥. La restriction
d’un caractére de G & L induit le plongement diagonal de X (G) ~ X (F™*)
dans X (L) ~ X (F*)*.

Pour G’ on a la méme situation, en remplagant 1’application “det” par la
norme réduite. Il existe donc un isomorphisme canonique xg de X(G) sur
X(G') en passant par X(F*). Si L est un sous-groupe de Levi standard de
G qui se transfere et L' est le sous-groupe de Levi standard de G’ qui lui
correspond on a donc un isomorphisme naturel de groupes xz, de X (L) dans
X (L') qui est un isomorphisme de variétés également.

Soit f' € H(G"). On définit une forme linéaire

h:Grot(G) —» C

en posant:

- h(JL,(7")) = tra'(f') pour tout 7« € Grot(G'),

- h(m) = 0 pour tout m € Sg g et en étendant par linéarité.

Nous voulons montrer que h est une bonne fonction au sens de [DKV],
A5 (voir aussi [BDK]; la définition d’une bonne fonction de [DKV] est
équivalente a celle de [BDK]) pour en déduire que h est une fonction trace.
11 faut vérifier que

(i) pour tout sous-groupe de Levi standard L de G, pour toute représentation
 irréductible de L, 1a fonction b, ) : X (L) — C définie par x h(ind$ (x®
7)) est une fonction algébrique sur la variété X (L) et

(ii) il existe un nombre fini de couples {(L;,m;)}icr o L; est un sous-
groupe de Levi standard de G et 7; est une représentation cuspidale irréductible
de L tel que h(g ) est identiquement nulle si 7 n’est pas sous-quotient de
indf@,x ®m, pour un i € I et un y € X(L;).

Les conditions (i) et (ii) sont équivalentes &

(1) pour tout sous-groupe de Levi standard L de G, pour toute représentation
essentiellement de carré intégrable m de L, la fonction k(g 5 : X(L) — C
définie par x +— h(ind¥(x ® 7)) est une fonction algébrique sur la variété
X(L) et

(i’) il existe un nombre fini de couples {(L;,m;)}icr ou L; est un sous-
groupe de Levi standard de G et 7; est une représentation essentiellement
de carré intégrable de L; tel que h(z ) est identiquement nulle si 7 n’est pas
sous-quotient de indf@,x ® mi, pour un i € I et un x € X(L;).
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Les implications (i) = (i') et (i¢') = (i7) sont immédiates.

Le fait que (') = (i) vient de ce que pour tout sous-groupe de Levi stan-
dard L, Grot(L) admet pour base ’ensemble (i.e. sans répétitions) de toutes
les représentations induites & partir des représentations essentiellement de
carré intégrable de sous-groupes de Levi standard de L ([Ze]).

D’autre part on a le

Lemme 3.5. Soient L un sous-groupe de Levi standard de G et m une
représentation cuspidale irréductible de L. Soit A ’ensemble des représentations
essentiellement de carré intégrable de G qui sont sous-quotient d’une représentation
indSx @ m, x € X(L). Si A est non vide, alors il eziste une représentation
essentiellement de carré intégrable o de G telle que A = {x®ac, x € X(G)}.

Démonstration. Découle immédiatement de la classification de Zele-
vinski. ]

En adaptant ce lemme aux sous-groupes de Levi standard de G il est
facile de voir que (ii) implique (ii’).

Maintenant, si L' est un sous-groupe de Levi standard de G’ et 7/ une
représentation essentiellement de carré intégrable de L', si L est le sous-
groupe de Levi standard de G correspondant & L' et m la représentation
essentiellement de carré intégrable de L correspondant a 7 par Jacquet-
Langlands, on a

JL, (ind$ x(x) ® ') = indSx & .

(par les th. 3.2.a et le th. 3.6.a de [Ba3] par exemple). La fonction trace
h' : 7" — trr'(f') est une bonne fonction sur G’ au sens de [DKV], A.5.
Ces conditions se traduisent exactement comme dans le cas de G par des
conditions du type (i) et (ii’) sur G’, en utilisant la classification de Tadi¢
([Ta]) & la place de celle de Zelevinski ([Ze]). Le bon comportement par
rapport & JL, mis en évidence dans I’équation plus haut montre alors que
h vérifie aussi (i’) et (ii’).

On applique le théoréme de Paley-Wiener & la fonction h. Il existe donc
f € H(G) telle que h(w) = trm(f) pour toute 7 € Grot(G). La fonction f
se trouve alors dans PWeg(f').

b) Soit maintenant f € H(G) telle que trm(f) = 0 pour tout 7 € Sg .
Alors, pour les mémes raisons,

h': Grot(G') — C
définie par
B (7") = trJL.(7")(f)
a les propriétés de Paley-Wiener ; une fonction f' € H(G') associée a h' par
le théoréme de Paley-Wiener se trouve alors dans PWer (f). O

Montrons maintenant la proposition suivante qui, avec le lemme 3.4, im-
plique le théoréme 3.2:
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Proposition 3.6. ([DKV] pour la caractéristique nulle)
Soient f' € H(G') et f € H(G). On a

fePWa(f') <= fo (-1)""f.
Démonstration. Montrons que f € PWg(f') = f < (-1)" "f'.

1. F est de caractéristique nulle.

Supposons que la caractéristique de F' est nulle. On démontre la proposi-
tion par récurrence sur n. Soit f € PWg(f'). On a déja vu que les intégrales
orbitales de f s’annulent sur G*"\G¢ (lemme 3.3).

Soit g € Ggr\Ge. Alors g est conjugué dans G & un élément h d’un sous-
groupe de Levi standard propre L de G. Soit ¢' € G', ¢’ > g. Notons P,
(Py', Pp) le polynéme caractéristique de g (de ¢, de k). Ona Py = Py = P,

Soit L' le sous-groupe de Levi standard de G’ qui correspond & L. Ecrivons
L =T, GLgn,(F) et L' = [*_, GLyn,(D). En tant quélément de L, h cor-
respond & une suite hy,...hg, hi € GLgyn,(F'). Py est le produit des polynémes
caractéristiques Pp, des h;. Pour tout ¢ on fixe h} € GLy,(D) correspondant
& h;. Soit h' Iélément de L' défini par la suite h},...h},. Le polynéme ca-
ractéristique P de h' est le produit des polynomes caractéristiques Ph'li des
hi. En particulier on a Py = P, = Py et donc h <> h' et b’ est conjugué
dans G’ a ¢'.

Soient P = LU le sous-groupe parabolique standard de G attaché & L
et P! = L'U’ le sous-groupe parabolique standard de G’ attaché & L'. En
appliquant la prop. 2.1 on peut voir que ff € PWy( f'F '). Par ’hypothese
de récurrence appliquée & L on a alors

B(fF;h) = (-1 (f FA).
On obtient donc

Dy E(W@(f5h) = (—1)" " D2 o (W)®(f's )

par la prop. 2.2.

Montrons que Dy\g(h) = Dpng(h'). Les n? valeurs propres comptées
avec multiplicités de Ad(h) agissant dans Lie(G) sont tous les quotients
Ai/Aj ou A; et \; sont des racines de Pj. Les valeurs propres comptées avec
multiplicités de Ad(h) agissant dans Lie(L) sont tous les quotients A;/A; ol
Ai et \; sont des racines d’un méme Pj,. On a la méme situation pour ' et,
vu que pour tout ¢ on a Pp; = P, on en déduit que Dp\a(h) = Dpna(H).

On a donc

o(f;h) = (=1)""B(f; ).

Comme g est conjugué a h et g’ est conjugué a h' on en déduit
o(f;9) = (1) "e(f'; ).

Cette relation est donc vraie pour tout g € Ggr\Ge et tout ¢’ < g.
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II reste le cas des éléments elliptiques réguliers. Si w est un caractere
unitaire de Z, alors on a

®(fy,) € L2(Ge;w_1) et ®(f.,) € Lz(Gé;w_l)

(prop. 2.6, car nous sommes en caractéristique nulle). D’autre part on a,
pour toute représentation de carré intégrable de G’ de caractére central w:

tro' (f') = tr(ILp(7"))(f)

car f € PWg(f'). Posons 7 = JL,(n'). Par la formule d’intégration de Weyl
(nous sommes en caractéristique nulle et les carctéres des représentations
sont localement intégrables)

S (W) / D(t)xr () 2(fu t)dt =

= Tz
> W@t [ D))
T'eTg T'res/z

ou 7 est un ensemble de représentants des classes de conjugaison des tores
maximaux de G, T est un ensemble de représentants des classes de conju-
gaison des tores maximaux de G’ et sur T7¢9/Z (et T'"®9/Z) on a mis la
mesure quotient. Ecrivons Tg = Toq U (To\Teq) et Tor = Toar U (Ter\Teqr)
en partageant les systémes de représentants des classes de conjugaison des
tores maximaux en elliptiques et non elliptiques. Pour tout tore 7' € T\ Teq
on a deux possibilités:

- ou bien T est un tore elliptique maximal d’un sous-groupe de Levi de G
qui ne se transfere pas et alors on a

/ r (OB (fus )t = 0
Tres/Z

parce qu'on a vu que ®(f,;t) =0sit € G*"\Ggr,

- ou bien 7" est un tore elliptique maximal d’un sous-groupe de Levi propre
de G qui se transfere et alors il existe un unique tore 7" € Tgr\Teer qui lui
correspond et on a

f X (1) ®(fus t)dt = / Xt ()@ (S5t dt!
Treg/z T’reg/z
car on a vu un peu plus haut que
B(fuit) = (—1)" "2(fo;t')
pour tout t € Gg\Ge, t <> t', et on sait par ailleurs que
X (t) = (=1)" "X (t')

pour tout ¢ <+ ' par la correspondance.
Finalement, 1’égalité entre les sommes d’intégrales plus haut peut étre
simplifiée en Otant les intégrales le long de tores maximaux non elliptiques
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de G et G'. On obtient apres cette simplification:

> W@t [ DOt -

= s/
S W) / D'y (£)B(fL; )"
T 7'z

En utilisant la prop. 2.6 cette égalité sécrit :

< xXa'; ®(fly ) >=< Xa; ®(fu37) > -

La prop. 3.1 implique alors que les éléments i(®(f,); )) et (=1)"""®(fL;")

de L2(l) ont le méme produit scalaire avec s pour toute représentation
de carré intégrable 7’ de G’ de caractére central w. En utilisant la prop. 2.5
on obtient que (i(®(fy;')) — (—1)""®(f.; )) est identiquement nul sur G,.

Soient maintenant g <> ¢’ elliptiques réguliers. On a
O(fu;9) = (-1)" " ®(fi39")-
D’ou

/Z ()8 (f;29) = (—1)" / ()3 (f"; 29",

z
Donc la fonction définie sur Z par:

u(z) = ®(f;29) — (-1)"7"2(f; 29)

vérifie [, w(z)u(z)dz = 0. Cela est vrai pour tout caractére unitaire w de Z,
donc u est identiquement nulle (th. 4.4, chap. 2, [Bo]). En particulier

®(f;9) = (=1)""®(f; 9"

2. F est de caractéristique non nulle.

Supposons que la caractéristique de F' est non nulle. Dans ce cas on ne
dispose plus de la prop. 2.6 et de I'intégrabilité locale des caractéres sur G’ et
nous ne pouvons plus appliquer la démonstration plus haut. On va montrer le
résultat par comparaison avec la caractéristique nulle. Soit E un corps local
non archimédien de caractéristique nulle. Notons Op (resp. Og) ’anneaux
des entiers de F' (resp. E), et Ir (resp. Ig) 'idéal maximal de Op (resp.
Og). Nous disons que E et F sont m-proches (pour un entier m > 1) s'il
existe un isomorphisme d’anneaux A7, de Op /I® sur O /I (pour tout m
on peut trouver un tel corps E). Quand on dira par la suite que F et E sont
m-proches, on considerera tacitement qu’un isomorphisme S\?E est fixé une
fois pour toutes. Soit E un corps m-proche de F. Rebaptisons Gr et G les
groupes G et G' pour rappeler qu’ils sont définis sur F. Nous avons G =
GL,(Dp) ou Dp est une algebre & division centrale sur F', de dimension
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finie d?. On note G’ le groupe GL,(Dg) ou Dg est une algébre & division
centrale sur £ qui a le méme invariant que Dp. On note Gg le groupe
GL,(E). Notons Op,, 'anneaux des entiers de Dp, et Ip, 'idéal maximal
de Op,.. On pose K%F = GL,(Op,), et, pour tout entier strictement positif
l, KEF =1+ I M,(Op,). On fixe sur G une mesure de Haar telle que le
volume de K%F soit 1. Soit f une fonction localement constante & support
compact sur G'z. Nous définissons le niveau de f comme étant le plus petit
entier [ tel que f soit bi-invariante par K bF. Notons H lDF I’algebre de Hecke
des fonctions localement constantes & support compact de niveau inférieur
ou égal & [ sur G';. Si 7 est une représentation irréductible de G’ on appelle
niveau de 7 le plus petit entier ! tel que 7 ait un vecteur non nul fixe sous
K bF. Adoptons pour G, des notations et définitions analogues a celles fixées
dans ce paragraphe pour G%. Aussi, en particularisant pourd =1, Dy = F,
Dg = E, les mémes conventions et notations seront adoptées pour G et
Gg.

Dans [Ba2] nous montrons que, quel que soit l'entier positif [, il existe
un entier m tel que, pour tout corps E m-proche de F, X%‘E induise un
isomorphisme d’algebres EB’F py de H bF sur H bE. D’ou une bijection entre
I'ensemble de classes d’équivalence de représentaions irréductibles de G'n
de niveau inférieur ou égal a [ et ’ensemble de classes d’équivalence de
représentaions irréductibles de G; de niveau inférieur ou égal & I. On utilise
pour cet isomorphisme la méme notation EB‘F Dy~ Nous avons

tr¢Ppng (1) ((Bepy (f) = tra' (')
pour toute représentation 7’ de G de niveau inférieur ou égal a [ et toute
f € Hj_. Ces résultats avaient été déja prouvés par Lemaire ([Lel]) dans

le cas de Gr. Nous notons EI’?E I’application correspondant a E’gF py dansle
cas Gr — Gg.

Lemme 3.7. Pour tout entier | il existe un entier m > 1 tel que, si F' et
E sont m-proches, on ait

(1) Cr o (Fp(m) = (Bppy © Cr(7)
pour toute représentation essentiallement de carré intégrable m de Gp de

niveay inférieur ou égal a l, ot Cp et Cg désignent les correspondances de
Jacquet-Langlands entre Gp et G et entre Gg et G respectivement.

Démonstration. Pour 7 donnée, on peut trouver m tel que I’éqution
(1) soit vérifiée par 7 - ceci a été prouvé dans [Ba2]. Donc, si l'on fixe le
niveau et le caractére central de w, alors le résultat découle du fait qu’il
y a un nombre fini de tels 7. Maintenant, si = vérifie ’équation (1) il en
est de méme pour xy ® m pour tout caractére non ramifié x de Gg, puisque
les correspondances et les applications C_FE et f’ﬁF pp commutent a cette
torsion. Comme, modulo torsion par un caractére non ramifié de Gp, il
existe un nombre fini de caracteres de Z de niveau inférieur ou égal a [ le
résultat s’ensuit. O
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Lemme 3.8. Si f' € H(Gy) et f € PWgy(f'), alors il existe un en-
tier m > 1 tel que, si E est un corps m-proche de F, alors (Wx(f) <

(—=1)" " CBpy (F)-
Démonstration. Il nous suffit de montrer que, pour m assez grand, on
a

CFu(f) € PWap((Bppy ()

Ensuite on utilise le résultat déja prouvé en caractéristique nulle au point
1. Soient Py l'ensemble des sous-groupes paraboliques standard de Gp et
P'F Pensemble de sous-groupes paraboliques standard de G'. Considérons
un entier m suffisamment grand pour que (75 (f) et C_gF py(f') soient bien
définies et qu’on ait & la fois les conditions suivantes:

i) pour tout Pr € Pr de décomposition de Levi standard Pp = LpUp,
(P=(fFF) est bien définie et pour tout Py € P'p de décomposition de Levi
standard Py = LzUp, EBF Dy f'PF) est bien définie,

ii) pour tout Pp € Pr on a (Fp(fF7) = (Pu(f)FE et pour tout Py € P'r
on a CBFDE(fIP‘I") = CBFDE(fI)PIE,

iii) pour deux sous-groupes de Levi standard, Ly de Gp et L de G, qui
se correspondent, en notant Cr la correspondance entre les représentations
essentiellement de carré intégrable de Ly et L', et Cg la correspondance
entre les représentations essentiellement de carré intégrable de Ly et L’;, on
a

Ck o (Fu(T) = (Brpy © Cr(r)
pour toute représentation essentiellement de carré intégrable m de Ly de
niveau inférieur ou égal & celui de fF.

Un tel m existe grace aux faits suivants:

i) les cardinaux de Pp et Pg sont finis,

ii) & la page 1053 de [Le2], Lemaire montre la relation (T, (ffF) =
E}nE( f)¥® pour un m assez grand, dans le cas de G, et le méme calcul
s’applique & G'.

iii) le lemme 3.7.

Soit Lp un sous-groupe de Levi standard de G qui ne se transféere pas.
Soit o une représentation essentiellement de carré intégrable de Lr. On a
alors (d’apres la prop. 2.1, et puisque tr7(f) = 0 pour tout 7 € SGF,GIF):

tr(ind? Cit(0)) (CRa(£)) = trife(0) (CFa(£)7?) =

trlin(o)((Fa(f77)) = tra(f77) = tr(indglo)(f) = 0.

Soient maintenant Ly et L', deux sous-groupes de Levi standard qui se
correspondent, o est une représentation essentiellement de carré intégrable
de Ly et o' = Cp(o) la représentation essentiellement de carré intégrable
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de L7 qui lui correspond. Soient Pp et Py les sous-groupes paraboliques
standard de GF et G'; associés a Lg et L';. On a la suite des trois égalités
suivantes, ou pour la premiére et la troisiéme on utilise le calcul ci-dessus,
et pour avoir celle du milieu, “passage de Gy & G%”, on utilise que f €

PWe,(f):
tr(indg? CPg(0))((Pg(f)) = tr(indSF o)(f) =

= tr(indpf o' )(f') = tr(indpf 8By 0, () (B ()
On a trouvé donc
tr(ind 3 () (CFp(f) = 0

si Pg ne se transfére pas et
tr(indSE (o)) ((Fp()) = trlindgf (Bp,y () (Bepy (1)

si Pg se transfere en Py, et o' correspond & o (car Py se transfere si et
seulement si Pp se transfére). Comme sur chaque groupe ’ensemble des
représentations induites & partir de représentations essentiellement de carré
intégrable est une base du groupe de Grothendieck ([Ze], [Ta]), on a bien
(ra(f) € PWGE(EB’F py(f')). Par conséquent, E étant de caractéristique
nulle, (7 (f) < (—1)"‘T(_'gFDE(f') par le point 1 précédent. O

Il est difficile de “relever localement” les intégrales orbitales sur G’ en
caractéristique nulle comme ’a fait Lemaire pour G. Nous allons utiliser un
cas particulier. Nous allons montrer que, sion a f' € H(G’%) et ¢’ € G’y tels
que ®(f';g') = 0, et cela parce que le support de f' ne rencontre pas l’orbite
de g' dans G', alors, pour un m assez grand, cette situation topologique se
releve. Combiné & la prop. 3.9 (ci-dessous) ce résultat nous suffira.

Si G est un groupe et A est une partie de G, on note Adg(A) I’ensemble
formé des conjugués dans G des éléments de A. Si X est un espace topolo-
gique et f est une fonction sur X, on note S(f) le support de f.

Proposition 3.9. Soient f' € H(G) et f € PWg,(f'). Si S(f') ¢ G¢,
alors on a bien f < (—1)" " f'.

Démonstration. Le lemme suivant est un “fait connu” pour les spécialistes
d’intégrales orbitales. N’ayant pas de référence j'en donne la preuve.

Lemme 3.10. 5 f' € H(GF) est telle que 5(f') C Gll:f’”, alors il existe
f € H(GF) telle que S(f) CG¥ et f <> (—1)" " f'.

Démonstration. Soit ¢’ € G, on dit qu’un voisinage V' de ¢’ est de
type HC 8’1l existe

- un voisinage ouvert compact U’ de g’ dans le tore Ty tel qu’il n’existe
pas dans U’ deux éléments distincts conjugués sous G’ et

- un voisinage ouvert compact W' de 1 dans G /Ty
tels que l’application Fyyy : U' x W' — G’ donnée par (u,w) — w™luw
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réalise un homéomorphisme de U’ x W' sur V' (remarquons que Fy y est
bien définie). Par le théoréme de submersion de [H-C], tout g € G'2" admet
une base de voisinages de type HC (et un ensemble de ce type est toujours
ouvert compact contenu dans G'2"). On peut donc trouver 91,92---95, € S(f")
et une partition V{,V;...V} de S(f’) tels que V' est un voisinage de type HC
de g; et de plus f’ est constante sur V;. Les ensembles Ad (V) forme alors
une partition du support de I'intégrale orbitale de f’, et cette derniére est
constante sur chaque Adg: (V;) (¥). Ecrivons V; = U! x W! comme plus
haut. Soient g; € G tels que g; <+ g; pour tout . Pour tout ¢ on fixe un iso-
morphisme j; : ng = Ty, comme dans le troisieme paragraphe de la section
3 et on pose U; = j;j(U]). Comme j; préserve le polynome caractéristique,
il est clair que I'ensemble de tous les éléments de GF correspondant aux
éléments de Adng(Vi’ ) est Adg, (U;) (**). Soit W un voisinage ouvert com-
pact de 1 dans Gr/T,,. L’intégrale orbitale de la fonction caractéristique 1;
de Fy, w(U; x W) est un multiple de la fonction caractéristique de Adg, (U;)
(***). 11 résulte de (*), (**) et (***) qu’une combinaison linéaire des 1;
vérifiera la condition imposée & f dans le lemme. O

Maintenant, si f’ et f sont comme dans le lemme, en utilisant I'intégrabilité
locale des caracteres sur G% et 'Fs" en caractéristique non nulle, on obtient
facilement par la formule d’intégration de Weyl que f € PWg, (f'). Soit
h € PWg,(f"). Par la prop. 2.3, les intégrales orbitales de f et h sont égales
sur G¥. Par conséquent h <> (—1)"" f' et la proposition est prouvée. [

Soit E un corps local non archimédien s-proche de F. Soient np et ng
des uniformisantes de F' et E dont les classes se correspondent par I’isomor-
phisme A% 5. Si P € E[X]\{0} ou P € F[X]\{0}, on note v(P) la valeur
minimale des valuations des coefficients de P. Si P, Q € E[X]\{0} on dit
que P et @ sont s-proches si v(Q) = v(P) et I'image de ’/TE‘U(P) (P — Q)
dans (Og/I§)[X] est nulle. Soit R € F[X] tel que v(R) = 0. L’image de
R dans (Og/I}) [X] est par définition 1’élément de (Og/I§;)[X] obtenu en
appliquant A%, coefficient par coefficient & 'image de R dans (Or/I$) [X].
Si P € E[X]\{0} et R € F[X]\{0} on dit que P et R sont s-proches si
v(P) = v(R) et les images de WEU(P)P et ﬂ;v(R)R dans (Og/I}) [X] sont
égales. Rappelons que, si U est un ensemble ouvert et compact de G et
1y est la fonction caractéristique de U, si m > 1 est un entier et E est un
corps m-proche de F' tel que C_g‘F pg(lu) est bien définie, alors C_g‘F pg(lU)
est la fonction caractéristique d’un ensemble ouvert et compact V' de G, et
on pose C_E“FDE(U) =V.

Lemme 3.11. Soit ¢’ € GIFST. Soit f' € H(G'). Supposons qu’on ait
S() 1 Adgy, (5') = ©.

Alors il existe un voisinage V(g') de g' et un entier m tel qu’on ait, pour
tout corps local E m-proche de F :

S(CBrps(f)) NAdg, ((Bp,(V () = .
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1l existe aussi un s tel que, si E est m-proche de F et y est un élément de
G'y dont le polynome caractéristique est s-proche de celui de g', alors

®(CB.ps(f)y) =0.

Démonstration. Comme Adg: ((3,.p,(V(9'))) # (B.p,(Ada (V(9))),
le probléme n’est pas trivial. Je dois utiliser certains résultats techniques de
[Ba2]. Soit s tel que le polynéme caractéristique Py de g’ ne soit s-proche du
polyndme caractéristique d’aucun élément de S(f') (un tel s existe parce que
S(f') est compact, que S(f')N Adgr, (¢') = @ et que I'application polynéme
caractéristique est continue).

Appliquons la prop. 4.10 de [Ba2] & s et ¢ : il existe un voisinage V(g') de
g' et un entier my tel que, si E est mg-proche de F, si x € Q:ZEIDE (V(g")),
le polynéme caractéristique de = est s-proche de P.

Pour tout ¢ € S(f’), appliquons la prop. 4.10 de [Ba2] & s et & ¢t. On
trouve une famille {V(t);my}scs(s) ol, pour tout ¢, V(t) est un voisi-
nage ouvert et compact de t et pour tout corps E my-proche de F, si
x € C_g‘; py(V (%)), le polyndme caractéristique de x est s-proche de celui
de t. Les ouverts V(t) couvrent le compact S(f'): on en extrait une famille
finie {V(¢1),V (t2)...V(tp)} qui recouvre S(f).

On pose maintenant
m = max{mg My, ,My,...My, }.

Alors, si E est un corps local m-proche de F,

- le polynéme caractéristique de tout élément de EBF pg(V(g')) est s-
proche de Py,

- le polynéme caractéristique de tout élément de (7, 1, (S(f")) = S((B,.p, (F)
est s-proche du polynéme caractéristique d’un élément de {t1,t ...ty }, mais

- aucun des polynémes caractéristiques des t;, 1 < i < p, n’est s-proche
de Pgl.

Cela prouve que S(¢7, p, (")) N Adgr (B, p,(V(¢)) = O

Aussi, si y est un élément de de G'; dont le polynéme caractéristique est
s-proche de Py, alors le polynome caractéristique de y ne peut étre s-proche
d’aucun des polynémes caractéristiques des éléments de {t1,t2 ...tp}. Donc

y ¢ Adgr (S(CB,p,(f'))) et
®(CH.p,(f)y) =0.

Lemme 3.12. Avec Uhypothése f € PWq,(f'), sig' € II;Z”" est tel que
Adgy (¢) 01 S() = ©
alors, si g« ¢, on a

o(f;9) = ()" "2(f;4') = 0.
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Démonstration. Soit Py le polyndéme caractéristique de g, et donc de ¢'.
Soient m1 et s comme dans le lemme 3.11: si E est un corps local m;-
proche de F, pour tout € G’ dont le polynéme caractéristique est s-proche
de Py on a:
((p2p,(f)iz) =2(f4) = 0.
Soit mo tel que, si E est un corps local may-proche de F, pour tout = €
(ra(Kp?gKp?) on ait:

B(Cra(f);z) = 3(f; 9)-
C’est possible par un théoréme de Lemaire, [Le2], page 1042. Quitte & aug-
menter mg on peut supposer que tout élément z de (Fa(Kp?gKp?) a un
polynoéme caractéristique P, s-proche de P, ([Ba2], prop. 4.10).
Soit m3 tel que, si E est un corps local ms-proche de F, on ait :

Cra(f) < (=152 b (F)-
C’est possible par le lemme 3.8.
Posons
m = maz{m;ma;ms}.
Soit F un corps local de caractéristique nulle m-proche de F. Soit x un

élément semisimple régulier de (7, (K™gK ™) qui de plus se transfere en un
élément y € G’;. On a alors:

?(f;9) = ®(CFp(f);z) = (-1)" "®((Brpe(f)iy) = (1) "@(f";9') = 0,
ce qu’il fallait démontrer. O

On achéve maintenant la démonstration de la premiére implication de
I’équivalence de la proposition 3.6 dans le cas de caractéristique non nulle.
On enléve les indices F' puisqu’on a fini avec les corps proches. Soient g € G*"
et ' € G tels que g <> ¢g'. Montrons qu’on a

o(f;9) = (-1)" "®(f';9').

L’élément ¢’ étant semisimple régulier, Adgr(g') est un fermé et donc Adg (¢')N
S(f') est un compact (inclus dans G'*). L’ensemble G'*" est un ouvert donc
il existe un sous-ensemble compact et ouvert X inclus dans G5 et qui
contient Adg/(g')NS(f') (prendre un voisinage ouvert et compact dans G *"
de chaque point de Adg (g')NS(f') et en extraire un nombre fini qui couvre
Adar(g') 1 S(11).

On note f{ la restriction de f' & X.

On pose f5 = f' — fi. On a clairement S(f3) = S(f')\X.

Finalement on a obtenu:

fl=FfH+F

o f] € H(G') est & support dans G'*" et S(f}) N Adg(g') = @.
On a en particulier

®(f';9') = ®(f1;9')-
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Soient maintenant f; € PWg(f]) et fo € PWg(fs). Alors, comme on
avait f € PWg(f'), lafonction f— f1— fo annule la trace de toute représentation
de G et par la prop. 2.3 son intégrale orbitale est nulle sur G'*". En parti-
culier,

®(f;9) = 2(f1;9) + 2(f2 9)-
Par le lemme 3.9,

o(f139) = (-1)" "®(f1;9")
car S(f!) C G'*". Par le lemme 3.12,

®(f2;9) =0
car S(f3) N Adg(g9') = @. On a donc

®(f;9) = (—1)""®(f';4').

En conclusion, f € PWg(f') = f < (=1)" " f' en toute caractéristique.

Montrons maintenant que, réciproquement, f <> (—1)" " f' = f € PWa(f').
Supposons que f > (—=1)"""f’. Soit h € PWg(f') (il en existe un par le
lemme 3.4). On vient de voir qu’on a alors h <> (—1)" " f’. On en déduit que
les intégrales orbitales de h et de f sont égales sur G*". Les caracteres des
représentations de G sont localement intégrables ([Lel]), on obtient donc que
h et f ont la méme trace sur toute représentation de G. Comme h € PW¢(f')
on en déduit que f € PWg(f'). O

Corollaire 3.13. a) Si 7' est une représentation essentiallement de carré
intégrable de G' alors tout pseudocoefficient de @' correspond a tout pseudo-
coefficient de JL, (7).

Démonstration. Si 7 = JL,(7), si f est un pseudocoefficient de 7’ et
fr est un pseudocoefficient de =, alors on a fr € PWg(f.) et on applique
la prop. 3.6. U

Corollaire 3.14. Le groupe G' a la propriété: si n' est une représentation
de carré intégrable de G' et fr est un pseudocoefficient de ©', alors pour

tout g enGit

X« (9) = O(fr1;9)-
Démonstration. C’est classique en caractéristique nulle. Nous ’avons
prouvé pour G = GL,(F) en caractéristique non nulle dans [Bal]. On

transfere le résultat de G vers G’ en uilisant le corollaire précédent et la
correspondance de Jacquet-Langlands. Remarquons que ce résultat n’a pas
été utilisé pour montrer 'orthogonalité des caractéres sur G’ dans [Ba2], et
qu’il n’est pas non plus une conséquence directe de cette orthogonalité. [
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4. INTEGRABILITE LOCALE DES CARACTERES

Le transfert de toutes les représentations et de toutes les fonctions de
G' vers G, transfert compatible avec la trace, nous permet de prouver que
I'intégrabilité locale des caractéres sur G’ est une conséquence de 'intégrabilité
locale des caractéres pour G (prouvée dans [Lel]). On montre donc le théoréme
suivant :

Théoréme 4.1. Soit ©' € E(G') et soit f' € H(G"). Alors la fonction x. f'
est intégrable sur G's" et on a

tra'(f') = /G X (9')f'(g')dg’".

Démonstration. Posons S(f')*" = S(f')NG'*". Soit {H, }nen une suite
croissante d’ouverts compacts dont la réunion est S(f')*". Posons, pour tout
n €N, K, = Adg:(H,) N S(f")*" = Adg(Hy,) N S(f'). Comme Adg (Hy)
est fermé (image réciproque par PC de PC(H,), ou PC est 'application
polynome caractéristique) et S(f’) est compact, K, est aussi compact. Il
est ouvert car intersetion de deux ouverts. Nous avons obtenu une nouvelle
suite croissante d’ouverts compacts { K, }nen dont la réunion est S(f')*" et
qui vérifient de plus:

g € K, = Ader(g) N S(f') C Ky

Pour tout n, notons f,, la restriction de f’ & K. Soit f € PWg(f') et pour
tout n, f, € PWa(f}).

Montrons d’abord que [, |Xx (9)f'(¢')|dg’ converge. On peut supposer
que f' est & valeurs réelles positives. C’est alors le cas de toutes les f).
Supposons par I'absurde que [, [Xx(9')f'(¢')|dg’ = oo. En appliquant le
théoréeme B, page 112 de [Hal, on trouve qu’on doit avoir forcément :

(1) lim [ |« (9")fn(g")ldg' = oo.

n—oo G’

Mais, pour tout n, le support de f,, contenu dans G'*" et on peut appliquer la
formule d’intégration de Weyl & la fonction localement constante & support
compact |x. f1|- On trouve, avec les notations de la section précédente :

O B AT Sl (C Tl B G ATOT

T’ETGI

> W@ [, D@ )t

T ETgl
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Mais on peut écrire

(3) S W@ [ DE )0 (f ¢t —
T' €T Trres
S W) / D) xan, (o) ()| B (f; )
TeTa Tres
puisque
S ®(fuit) = 0sit € G\Ger et [8(fn;t)| = B(fL;t) sit € G et t ¢ ¢

par la proposition 3.6 (il y a une valeur absolue & cause du signe (—1)"";

®(f];t') est toujours positive)

- pour tout t <> ', [xgL, () (t)| = [Xx (t')| et D(t) = D(t')

- Phoméomorphisme fixé entre des tores qui se correspondent respecte la
mesure.

Les relations (1), (2) et (3) impliquent alors que

@  dm S W@ [ DOk w(@2(mi9)lds = .
TETG T'I‘Eg

Maintenant, pour tout g € G*", ou bien g ¢ G¢ et alors on a
®(fn;9) = ®(f;9) =0,
ou bien g € G et alors, si g’ € G’ est tel que g <> ¢', on a
B(fn; 9)| = ®(fr;9') < ®(f'59) = |2(f;9)|-

Par conséquent |®(f,;9)| < |®(f;g)| pour tout g € G*", et, comme D est
une fonction positive on a:

6 S W@ [ e Ol8(f: 0l <

TeTa
S W) / D(®) o, (x) ()| (f; )]t
TeTa Tres

Mais, du fait de 'intégrabilité locale des caractéres sur G on a par la formule
de Weyl

© X WO [ DOk e @850 <

TeTa
> w(n) D(t)|XJLr(7r’)(t)‘@(|f|§t)dt:/ IX3L, (=) (9)]1f(9)|dg < oo.
TeTq Treg Gsr

Les formules (5) et (6) impliquent l’existence d’un nombre réel qui borne
supérieurement

> W@ [ DO OI8Ol

TeTa
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pour tout n. C’est en contradiction avec (4) ce qui prouve que [, |xx (') f'(9")|dg’
converge.

Montrons maintenant qu’on a bien
tro'(f) = fG X (9')f'(g')dg'.

Montrons d’abord qu’on a

(7) nlggo trdLy(7')(fn) = trIL. (') (£)-
On a
L) (fa) = 30 W [ DOxow, o (OB (Fit)el
TeTa
et

L () = 3 WO [ DO O35
TeTa

Considérons ’espace topologique X = HTETG T"€9. Munissons X de la me-
sure dz suivante: pour chaque tore T' € T on prend sur 77 la mesure de
Haar dz = |W(T)|~1dt ol dt est la mesure fixée au début sur 7. Or, la suite
de fonctions (.DXJLr B(fny )) est une suite de fonctions intégrables
sur 'espace X qui tend 51mplement vers la fonction DXJLT(FI)Q( ;). La
suite de fonctions (|.DXJLr B(fny )|)n ¢ est une suite croissante de fonc-
tions bornée par la fonction |DXJLT( n®(f;)|- La fonction | Dxjy, (=) 2(f5 )|
est intégrable sur X (on I'a vu plus haut, [ [D(z)xy, () (2)®(f; )|d:L' <
Jasr IXaL, () F1(9)dg < 00). On peut donc appliquer le théoréme de conver-
gence dominée (th. D, page 110, [Ha]). On trouve bien lim,, ;o trIJL. (7')(fn) =
trJL,(7')(f) qui n’est autre que (7).

Pour tout n, f, € PWq(f},), donc trJL.(7')(fn) = tra'(f}).
On a f € PWg(f') donc trJL,(7')(f) = tra'(f).
Donc, en appliquant (7), on trouve

(8) lim tra'(f]) = tro'(f').

n—oo

Mais, pour tout n, S(f;) C G'*" et donc
tro'( /  xar(9') fr(d')dd’
et on trouve n combinant avec (8)
(9) dim ), Xe (9 alg)dg’ =t ().

Maintenant, la suite de fonctions intégrables (. f; )nen converge simple-
ment vers la fonction y, f’ sur G'*". Aussi, pour tout n on a |x f.| < |xx f'|
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sur G'*" et on a montré que cette derniére fonction était intégrable sur G'5".
En appliquant & nouveau le théoréme de convergence dominée, on trouve
que
(10) tim [ xwVae)dg' = [ (oS (o'
n—oo GI‘”‘ G’sr

Finalement, les relations (9) et (10) impliquent :
tra'(f) :/G’ xx(9')f'(g')dg'-
U

5. PASSAGE EN REVUE DES RESULTATS EN CARACTI:Z‘,RISTIQUE NON NULLE

Cet article est le dernier d’une série d’articles visant a démontrer en ca-
ractéristique non nulle des résultats déja connus en caractéristique nulle.
Il fait suite & [Bal], [Ba2] et [Ba3]. Les résultats en question sont la cor-
respondance de Jacquet-Langlands et le transfert des intégrales orbitales,
ainsi que l’intégrabilité locale des caracteres, l'orthogonalité des caracteéres
et irréductibilité des induites des représentations de carré intégrable pour
les formes intérieures de GL,. Les preuves sont souvent longues car elles
utilisent la construction des corps proches, et en plus tous ces résultats
et des variantes plus faibles de ces résultats sont enchevétrés au cours des
démonstrations. C’est pourquoi je liste plus bas les résultats définitifs avec
les références.

Pour toute forme intérieure de GL,(F'), F un corps local de caractéristique
non nulle, ont lieu les résultats suivants:

1) les caractéres des représentations admissibles sont localement intégrables
([Lel] pour GLy, le présent article pour les autres);

2) il y a orthogonalité des caractéres pour les représentations de carré
intégrable avec caractere central fixé ([Bal] pour GL, et [Ba2] pour les
autres) ;

3) pour un bon choix de mesures, il y a égalité sur ’ensemble des éléments
elliptiques réguliers entre le caractére d’une représentation de carré intégrable
et le conjugué de l'intégrale orbitale d’un de ses pseudocoefficients ([Bal]
pour GL,, et le présent article pour les autres);

4) 'induite parabolique d’une représentation de carré intégrable est irréductible
([Ba3).

On a aussi

5) correspondance de Jacquet-Langlands ([Ba2]) et

6) transfert des intégrales orbitales entre G Ly, et ses formes intérieures (le
présent article).

Je rappelle que 4, 5 et 6 ont été prouvés en caractéristique nulle dans
[DKV]. Les points 1, 2 et 3 sont classiques pour tout groupe réductif en
caractéristique nulle suite aux travaux de Harish-Chandra, Kazhdan, Howe
et Clozel.
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