UN RESULTAT D’IRREDUCTIBILITE EN
CARACTERISTIQUE NON NULLE

par Alexandru Ioan BADULESCU!

Abstract : In [DKV], Deligne, Kazhdan and Vignéras proved that, for an inner
form of GL, over a zero characteristic p-adic field, the induced representation
from a square integrable irreducible representation is irrreducible. Here we prove
the case of non-zero characteristic.
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1. LE THEOREME

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique quelconque, D une
algébre & division centrale sur F', de dimension finie d?, » un entier strictement
positif et G = GL,(D). Le but de ce papier est de montrer le théoréme 1.1 plus bas
quand le corps de base F' est de caractéristique non nulle. Le cas de caractéristique
nulle a été prouvé dans [DKV] (théoréme B.2.d) et c’est 1a qu’apparait 'idée
d’utiliser le théoréme de Paley-Wiener. Leur preuve ne marche pas directement
en caractéristique positive. On prouve ici le cas de caractéristique non nulle, en
utilisant la méthode des corps proches de Kazhdan.

Théoréme 1.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G et soit P =
LU wune décomposition de Levi de P. Soit m une représentation de carré
intégrable de L. Alors indGm est irréductible.

L’importance de ce théoréme vient de ce qu’il permet de passer de la classifica-
tion de Langlands & une classification plus fine, comme I’a montré Zelevinski dans
[Ze] pour GL, et, a sa suite, Tadic dans [Ta] pour les formes intérieures. Dans
[Tal, 'auteur se place en caractéristique nulle et le résultat que nous prouvons ici
permet de lever cette contrainte.
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2. NOTATIONS ET CONVENTIONS

On note ¥(G) l'ensemble des caractéres lisses non ramifiés de G. L’ensemble
U(@G) admet une structure naturelle de variété algébrique. Si 7 est une représenta-
tion admissible de G, on note ¥(G;m) I'ensemble de classes de représentations du
type Y @ m, ¥ € ¥(G) (¥(G;7) a une structure de variété algébrique isomorphe a
un quotient de la variété ¥U(G)). On note Grot(G) le groupe de Grothendieck des
représentations lisses de longueur finie de G. Grot(G) admet deux Z-bases remar-
quables, I'une formée des classes des représentations irréductibles, ’autre formée
des classes des représentations de Langlands (voir les paragraphes suivants). Par
la suite, nous regarderons une représentation de G comme un élément de Grot(QG)
quand aucune confusion n’est possible.

Un sous-groupe parabolique de G est dit standard s’il contient le groupe des ma-
trices triangulaires supérieures, et un sous-groupe de Levi de G est dit standard s’il
contient le groupe des matrices diagonales. Si L est un sous-groupe de Levi stan-
dard de G alors il existe une partition A; [[ A2 []... ][ Ax de Pensemble {1,2 ...r}
ou Ay ={1,2...r1}, Ao = {r1+1,71+2 ...11 + 72} etc. telle que L soit 'ensemble des
matrices M = (m;j)1<ij<r € G telles que m;; est nul si (4; ) ¢ U%_, A, x A,. Nous
identifions alors L au produit GL,, (D) x GL,,(D) X ... x GL,, (D). Les notations
du paragraphe précédent s’appliquent facilement alors & tout sous-groupe de Levi
standard de G.

Siv e ¥(L), alors v = HZ:1 Vu, OU v, € ¥(GL,, (D)) et s’écrit donc v, =
| det |, o ¢, est un nombre complexe. On dit que v est strictement positif si
u +— Re(c,) est une fonction strictement croissante.

Nous appelons représentation de Langlands une représentation du type ind%u@r
ol () est un sous-groupe parabolique standard de G, T est une représentation
tempérée du sous-groupe de Levi de @), et v est un caractére strictement positif.
L’ensemble des représentations de Langlands forme une base de Grot(G) (|[DKV],
A.4.f) que nous appellerons la base de Langlands. Nous appellerons représentation
de Langlands strictement induite une représentation comme plus haut avec @) # G.
On note W(G) le groupe formé par les matrices de permutation dans G qu’on
identifie aussi avec le groupe des permutations de I’ensemble {1,2 ...r}. Si L est
un sous-groupe de Levi standard de G et ¢ € G, alors on pose 9L = gLg™!
(méme notation aussi pour les paraboliques) et si 7 est une représentation de L,
on note 97 la représentation de 9L définie par 97(z) = (g 'zg). On utilise aussi
les notations: L9 pour 9 'L et 79 pour ¢ .

Une représentation de G est dite essentiellement de carré intégrable si elle peut
s’écrire comme produit tensoriel d’une représentation de carré intégrable et d’un
caractére de GG. Une représentation est dite essentiellement tempérée si elle peut
s’écrire comme produit tensoriel d'une représentation tempérée et d’un caractére
de G. Ces définitions s’étendent de facon évidente aux sous-groupes de Levi stan-
dard de G.
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3. LA PREUVE

Démonstration du th. 1.1. On peut supposer que P est standard. Nous
montrons le théoréme par récurrence sur I'entier strictement positif k tel que G =
GLy(D) (D est fixée). Pour k = 1 le théoréme est évident. Supposons que le
théoréme est vérifié pour tout k£ < r. Supposons maintenant par ’absurde qu’il
existe un sous-groupe parabolique propre Py de G = GL,(D), une décomposition
de Levi Py = LoUy de Py et une représentation de carré intégrable my de Lg telle
que l'induite de Py & GG de la représentation 7y ne soit pas irréductible. On sait
qu’on a dans Grot(G):

8
e
indp mo = E ;T
i=1
ou les a; sont des entiers strictement positifs et les 7; sont des représentation
tempérées de G non équivalentes, et aucune parmi les 7; n’est de carré intégrable.
Lemme 3.1. On a s =1.
Démonstration. Supposons par ’absurde que s > 2. On a alors deux cas:

Premier cas: Il existe un i € {2,3...s} tel que 7; ¢ ¥(G;71). On peut suppo-
ser que ¢ = 2. Posons

{1, 70, 13 T} NU(G; 1) = {7, = T1, Tiy, Tig ---Tiy }

et
{T17 T2, T3 ---Ts} N \I/(G, T2) = {Tj1 = T2, Tjyy Tjs "'qu}'
Soient
q
a= Z Qi
u=1
et

p
B=2_ ai
v=1

On considére alors la forme linéaire f sur Grot(G) définie sur la base de Langlands
par:
(1) f(p) = asip € ¥(G;m)
(2) f(p) = =B sipe ¥(G;m)
(3) f(p) = 0 si p est une représentation de la base de Langlands de Grot(G) qui
n’est pas dans I'un des deux cas précédents.

Remarque. Les conditions (1) et (2) ont été choisies de fagon a ce que (1),
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(2) et (3) impliquent que f(x ® ind¥ m) = 0 pour tout x € ¥(G). On a aussi
f(m) =a#0.

Deuxiéme cas: Pour tout ¢ € {2,3...s} il existe un caractére x; € U(G) tel
qu'on ait ; = x; ® 71. Pour une représentation tempérée donnée z, il existe,
modulo conjugaison dans G, un unique couple (L,0) avec L sous-groupe de Levi
standard et o représentation essentiellement de carré intégrable de L tel que x soit
un sous-quotient de ind¢o. On en déduit que les x; vérifient :

(resgoxi) ® T ~ Ty

ol w est un élément du groupe de Weyl du tore maximal standard de Ly dans G.
Soit K ’ensemble de tous les caractéres x € ¥(G) qui vérifient une telle relation.
K est un sous-groupe de ¥(G). Si x; est le caractére trivial de G, {x1,X2---Xs}
admet une structure de groupe multiplicatif, quotient de K par le stabilisateur
de la classe 71. En particulier, tous les a; sont égaux. Soit alors fy une fonction
algébrique définie sur la variété ¥(G; 1) et qui vérifie:

- fo(m) =1

- fo(r) =0 pour i € {2,3...s}.

Soit € une racine primitive d’ordre s de 'unité. Posons:

A=) e huer) VT e ¥(Gin).
i=1

Définissons cette fois la fonction f sur la base de Langlands de Grot(G) de la fagon
suivante :

(1’) f(p) = fu(p) si p € ¥(G;7)

(2’) f(p) = 0si p est une représentation de la base de Langlands qui ne se trouve
pas dans ¥(G; 7).

Remarque. Dans ce cas aussi, f(x ® indg m) = 0 pour tout x € ¥(G), tan-
dis que f(m) =1#0.

Nous allons montrer que la fonction f vérifie toujours (qu’on soit dans le premier
ou le deuxiéme cas) les conditions de Paley-Wiener.

Lemme 3.2. L’application f s’annule sur toute représentation induite
a partir d’un sous-groupe parabolique propre de G.

Démonstration. Se fait en deux étapes:
Etape 1: f s’annule sur toute induite d’une représentation essentiellement de

carré intégrable d’un sous-groupe de Levi propre. (N’utilise pas l’hypothése de ré-
currence. )
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Soient P un sous-groupe parabolique propre de G, P = LU une décomposition
de Levi de P et o une représentation essentiellement de carré intégrable de L. On
sait (voir, par exemple, [Bal], lemme 2.3) qu’on a deux possibilités:

- si 0 est un produit du type ¢ = ¥y®o, ou ¢ est la restriction & L d’un caractére
U de G et o, est de carré intégrable, alors ind§o = ¥ ® ind$ oy,

- sinon ind%¥o est une somme de représentations de Langlands strictement in-
duites.

Maintenant, si o est dans la seconde situation, f(ind$co) = 0 par la construction
de f (condition (3) dans le premier cas et (2’) dans le deuxiéme). Si o est dans la
premiére situation, alors on a encore une fois deux possibilités:

- ou bien L = L] pour un g € G et il existe un caractére # de L qui est la
restriction d’un caractére © non ramifié de G tel que o, = 6 ® 7§ ; alors, dans
Grot(G), on a ind§o, = © ® indf m, ce qui implique

f(indgo) = f(¥ ® indfo,) = f(¥O ® indf m) =0

(voir les remarques faites plus haut sur la construction de f dans les deux cas),

- ou bien on ne se trouve pas dans cette situation; alors les séries de compo-
sition de © ® ind$, (m) et indgo, sont disjointes pour tout © € ¥(G). La suite
de composition de ind$o, est donc formée de représentations tempérées, mais
ne contient aucun élément de U;_, ¥(G;7;). Cela implique que la suite de com-
position de ind$o = ¥ ® ind$o, est formée de représentations essentiellement
tempérées mais ne contient aucun élément de U{_; ¥(G; 7;). Donc, encore une fois,
f(ind$o) = 0 par la condition (3) dans le premier cas et (2’) dans le deuxiéme cas
dans la construction de f.

Etape 2: Soit Grotimg(G) le sous-groupe de Grot(G) engendré par toutes les repré-
sentations induites a partir de sous-groupes paraboliques propres de G. Les repré-
sentations induites de représentations essentiellement de carré intégrable a partir
de sous-groupes paraboliques propres de G forment une famille génératrice pour
Groting(QG). (Utilise Uhypothése de récurrence.)

Remarquons que ’hypothése de récurrence implique que pour tout sous-groupe
parabolique propre P de G qui a une décomposition de Levi P = LU, toute
représentation tempérée de L est une représentation induite d’une représentation
de carré intégrable. Par conséquent, toute représentation essentiellement tempérée
de L est une représentation induite d’une représentation essentiellement de carré
intégrable.

Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre de G. La remarque plus haut
vaut maintenant pour tous les sous-groupes paraboliques de L, propres ou pas
cette fois. Mais I’ensemble des induites des représentations essentiellement tempé-
rées de tous les sous-groupes paraboliques (propres ou pas) de L est une famille
génératrice de Grot(L) (car elle contient la base de Langlands de L). L’hypothése
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de récurrence implique donc que ’ensemble des induites des représentations essen-
tiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes paraboliques (propres ou
pas) est aussi une famille génératrice de Grot(L). Cela prouve que les représen-
tations induites de représentations essentiellement de carré intégrable & partir de
sous-groupes paraboliques propres de G engendrent Grot,q¢(G). O

Pour vérifier les conditions de Paley-Wiener sur f, il suffit, grace au lemme 3.2,
de montrer que pour toute représentation irréductible 7 de G, la restriction de
f a ¥(G;n) est algébrique. Pour cela, on écrit 7 sur la base de Langlands dans
Grot(G). Il y a deux types de représentations qui apparaissent dans cette écriture:
des représentations essentiellement tempérées de GG et des représentations de Lan-
glands strictement induites. Quand on fait le produit tensoriel d’une représentation
de Langlands strictement induite par un caractére, on obtient toujours un élément
de Groting(G). Or, on a montré que f s’annule sur Grot;,q(G). Donc, 'algébricité
de f sur U(G;7) se réduit a l'algébricité de f sur les variétés ¥(G; 7) ou 7 est une
représentation essentiellement tempérée, qui est évidente par les conditions posées
a la construction de f.

Donc f est une fonction trace par application du théoréme de Paley-Wiener
(IBDK]). Soit f" une fonction sur G qui correspond & f par ce théoréme.

Rappelons qu’un élément de G est dit semisimple si son polynéme caractéris-
tique est sans racine multiple sur une cloture algébrique de F', et elliptique régulier
si son polyndme caractéristique est irréductible et sans racine multiple sur une clo-
ture algébrique de F'.

Lemme 3.3. L’intégrale orbitale de f' est nulle sur les éléments se-
misimples régquliers qui ne sont pas elliptiques réguliers de G.

Démonstration. On a vu que, pour tout o € Groti,g(G), on avait tro(f') = 0.
Le lemme est alors une conséquence classique en toute caractéristique (voir par
exemple [Bal], lemme 2.4). O

La fonction f’ annule de plus les traces de toutes les représentations essentiel-
lement de carré intégrable, mais pas la trace de 7;. Montrons qu’il y a la une
contradiction qui prouve que s = 1 (on est toujours dans la démonstration du
lemme 3.1). On distingue deux cas, selon la caractéristique de F':

(a) F est de caractéristique nulle

Lemme 3.4. L’intégrale orbitale de f' s’annule sur les éléments ellip-
tiques réguliers de G.

Démonstration. Soient Z le centre de G et w un caractére unitaire de Z.
Nous allons utiliser I’espace Lo(G¢;w) des fonctions f localement constantes sur
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I’ensemble des éléments elliptiques réguliers de (G, invariantes sous l’action de
conjugaison par des éléments de G, et vérifiant f(zg) = w(z)f(g) pour tout z € Z
et tout g elliptique régulier dans G. On considére le sous-espace L*(G.;w) de
Ly(Ge; w) formé des fonctions f telles que

S el [ p@Ir@rE

= s/

converge, ou 7, est un ensemble de représentants des classes de conjugaison de
tores elliptiques maximaux de G, |Wr| est le cardinal du groupe de Weyl de T,
T"e9 est ’ensemble des éléments réguliers de T, dt est choisie de facon a ce que le
volume de 779 /Z soit 1, et D(t) est la valeur absolue normalisée du déterminant
de l'opérateur Ad(t™!) — Id agissant sur Lie(G)/Lie(T). On définit un produit
scalaire dans L?(G.;w) en posant :

<hihre= S Wil [ DOAORDE

tet. e 2

qui munit L?(G.;w) une structure d’espace préhilbertien.

On sait que pour toute représentation 7 de G de carré intégrable et de caractére
central w, la restriction du caractére x, de m & G, se trouve dans L?(G,;w) et les
éléments de L?(G,; w) ainsi obtenus forment une famille orthonormale pour < ; >,
([Cl], on est en caractéristique nulle). Une conséquence de la correspondance de
Jacquet-Langlands avec une algébre & division est que ce systéme est complet
([Ba2], cor. 5.13, par exemple). A partir de f' on définit f/ en posant, pour tout
g€ @G,

f&(g):/zw(z)f'(zg)dz.

Nous avons la relation entre les intégrales orbitales
q’(fi;g)=/w(Z)¢>(f’;zg)dz,
Z

pour tout g € G. Le lemme 3.3 entraine donc que I'intégrale orbitale de f! est nulle
sur les éléments semisimples réguliers qui ne sont pas elliptiques, i.e. qui n’appar-
tiennent pas & un tore elliptique maximal. Dans ce cas, la formule d’intégration
de Weyl donne, pour toute représentation de carré intégrable m de G de caractére
central w,

trr(fl) = w(T)|* D) x-())®(f.;1)dE.
i) = 3 W) L., PO
Or, on sait que trn(f]) = trr(f') = 0.

Lemme 3.5. La restriction a l’ensemble des éléments elliptiques régu-
liers de G de l'intégrale orbitale de f! se trouve dans l'espace L*(Ge; w ™).
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Démonstration. D’aprés [H-CvD], th.14, chap.8, pour tout 7" dans 7, le pro-
duit de 'intégrale orbitale de f. et de la fonction D7 est borné sur 77¢9. Le module
du carré de cette fonction est ainsi borné et donc intégrable sur 77¢9/Z qui est de
mesure 1. Comme 7, est fini, le résultat s’ensuit. O

D’aprés ce qui précéde, la fonction conjuguée complexe de ®(f); -) est un élé-
ment de L?(G.; w) orthogonal & x,. C’est vrai pour toute représentation 7 de carré
intégrable et de caractére central w. On en déduit que ®(f.; -) est identiquement
nulle sur I’ensemble des éléments elliptiques réguliers.

Soit g un élément elliptique régulier de GG. Nous avons trouvé que pour tout
caractére unitaire w de Z on a

/Zw(z)fb(f'; zg9)dz = 0.

Par [Bo], chap. 2, th. 4.4, on en déduit que ®(f’; g) = 0. Le lemme est montré. [J

Les lemmes 3.3 et 3.4 impliquent que l'intégrale orbitale de f’ est nulle sur
I’ensemble des éléments semisimples réguliers de G. Mais alors la trace de toute
représentation de G est nulle sur f’ (nous sommes en caractéristique nulle). Cela
contredit ¢r(r1(f’)) # 0. En conclusion s = 1 et on a ind% my = ar ol a est un
entier strictement positif et 7 est une représentation tempérée de G. O

(b) F est de caractéristique positive

Nous avons utilisé deux résultats connus pour l'instant uniquement en carac-
téristique nulle dans la démonstration plus haut; le deuxiéme est le résultat de
[H-CvD] utilisé dans le lemme 3.5, et le premier est 'intégrabilité locale des ca-
ractéres, utilisée quand on a appliqué la formule d’intégration de Weyl (ce dernier
résultat n’est pas connu en caractéristique non nulle, puisque [Ba3], bien que pu-
blié avant, se base sur le présent papier, désolé). Dans le cas de caractéristique
non nulle, nous allons utiliser les corps proches de Kazhdan pour conclure. Soit
E un corps local non archimédien de caractéristique nulle. Notons Op (resp. Og)
l’anneau des entiers de F' (resp. E), et Ir (resp. Ig) I'idéal maximal de OF (resp.
Og). Nous disons que F et F' sont m-proches s’il existe un isomorphisme d’an-
neaux A%, de Op/I® sur Og/IP (pour tout m on peut trouver un tel corps F).
Quand nous dirons par la suite que F' et E sont m-proches, on considérera ta-
citement qu’un isomorphisme A7, est fixé une fois pour toutes. Soit £ un corps
m-proche de F'. Rebaptisons G notre groupe pour rappeler qu’il est défini sur
F. Nous avons Gr = GL.(Dr) o Dr est une algébre & division centrale sur F,
de dimension finie d®. On note Gy le groupe GL,(Dg) ot Dg est une algébre a
division centrale sur E qui a la méme dimension et le méme invariant (associé par
la théorie du groupe de Brauer) que Dp.
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Notons Op,, I'anneau des entiers de Dp, et Ip, 1'idéal maximal de Op,. On pose
K}, = GL,(DF), et, pour tout entier strictement positif I, K}, =1+ M,(I{ ).
On fixe sur Gy une mesure de Haar telle que le volume de K%F soit 1. Soit f
une fonction localement constante & support compact sur Gr. Nous définissons
le niveau de f comme étant le plus petit entier [ tel que f soit bi-invariante par
K}, . Notons H}, 'algébre de Hecke des fonctions localement constantes & support
compact de niveau inférieur ou égal a [ sur Gp. Si m est une représentation lisse
irréductible de Gr on appelle niveau de 7 le plus petit entier [ tel que 7 ait un
vecteur non nul fixe sous K f:,F. Adoptons pour Gg des notations et définitions
analogues a celles fixées dans ce paragraphe pour Gp.

Dans [Ba2] nous montrons que, quel que soit I’entier positif /, il existe un entier m
tel que, pour tout corps E m-proche de F', A, induise un isomorphisme d’algébres
¢ bF py de H ! sur Ht,. Dot une bijection entre 1’ensemble de classes d’équivalence
des représentations lisses irréductibles de Gr de niveau inférieur ou égal a [ et
I’ensemble de classes d’équivalence des représentations lisses irréductibles de G g
de niveau inférieur ou égal & [. On utilise pour cet isomorphisme la méme notation
¢4, p,- Nous avons

t"'C_lDFDE (W)(GDFDE (f)) =tra(f)

pour toute représentation 7 de Gr de niveau inférieur ou égal a [ et toute f € HL.

Avec les conventions faites en début de section, un sous-groupe de Levi standard
L de Gy ou G est formé des matrices diagonales par blocs de taille donnée et
on peut associer & L de fagcon biunivoque une suite ordonnée d’entiers strictement
positifs rq,ry...7; telle que Zle r; = r ou les r; représentent les tailles de ces blocs.
A un sous-groupe de Levi standard de Gy correspond donc un unique sous-groupe
de Levi standard de Gg. C’est pareil pour les sous-groupes paraboliques standard.
Si Lp est un sous-groupe de Levi standard de Gr on note Lg le sous-groupe de
Levi standard de G qui lui correspond, et si Pr est un sous-groupe parabolique
standard de Gr on note Py le sous-groupe parabolique standard de Gg qui lui
correspond. Sur chaque bloc d’un sous-groupe de Levi standard de Gy et Gg nous
adoptons les mémes notations et conventions que plus haut.

Soit P est un sous-groupe parabolique standard de Gr et P = LU sa décompo-
sition de Levi (L sous-groupe de Levi standard de G et U le radical unipotent de
P). On munit P et U de mesures de Haar invariantes & gauche telles que les vo-
lumes de PNK}, et UNK]},  soient égaux a 1. On note dp le caractére modulaire
sur P.

Pour toute fonction localement constante a support compact sur G, on définit
une fonction localement constante & support compact sur L, ff, par la formule:

FE() = 63(1) /K , /U £V k) dkdu
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pour tout [ € L.
Les mémes définitions s’appliquent a E.

Proposition 3.6. Soient Pr un sous-groupe parabolique standard de
Gr et Pr = LpUr la décomposition de Levi standard d_e Pr. Alors
il existe un m tel que, st F' et L sont m-proches, alors CIDFDE (f") et

(b, (FFF) sont bien définies et on a

(Cbrps (F))7E = (o, (F 7).

Démonstration. L’analogue de cette proposition dans le cas particulier Gp =
GL,(F) est montré a la page 1053 de [Le]. La démonstration est exactement la
méme dans notre cas. ]

Nous allons relever notre situation en caractéristique nulle et utiliser (a). Soit
Pr I'ensemble de tous les sous-groupes paraboliques standard, propres ou pas, de
G et soit m un entier suffisamment grand pour que, pour tout corps local E qui
est m-proche de F', la proposition 3.6 plus haut soit vérifiée pour tout Pr € Pr
qui a une décomposition de Levi standard Pr = LpUp (c’est possible puisque Pp
est un ensemble fini). On a alors:

1) si Pg est un sous-groupe parabolique standard propre de Gg, si Pg = LgUg
est une décomposition de Levi standard de Pg, si m est une représentation lisse
irréductible de Lg, alors:

- ou bien le niveau de 7 est supérieur strictement a [ et alors

tri(Chpp, (F 7)) =0,

- ou bien le niveau de 7 est inférieur ou égal a [ et alors, en supposant que
o est la représentation lisse irréductible de Ly qui vérifie G)F py(0) = ™ on peut
écrire:
~l 'p _ 'P, _ . Gp n __
trm(Cppp, (f 7)) =tro(f77) = tr(indp o) (f) = 0
car f' annule la trace de toute représentation de Grotinqi(Gr)-

Dans les deux cas on obtient trm(Ch_,_(f7*)) = 0 ce qui implique, compte
tenu de la proposition 3.6 plus haut, que

tr(indpf ™) (Chppy (f) = 0.

Finalement, on a trouvé que C,,_,_(f') est une fonction qui annule la trace de
toute représentation dans Groti (Gg).

2) si 7 est une représentation essentiellement de carré intégrable de G, alors ou

. . - : N ~1 ! _ :
bien son niveau est supérieur strictement a I et donc trm((p,p,(f')) = 0 ou b'1en
son niveau est inférieur ou égal & [ et alors, en supposant que o est la représentation
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lisse irréductible de G qui vérifie (},_,_(0) = m on a que o est une représentation
essentiellement de carré intégrable (th. 2.16.b dans [Ba2|) et par conséquent

trw(fﬁ)FDE(f')) =tro(f') =0,
car f' annule la trace de toute représentation essentiellement de carré intégrable

de Gr. Finalement, on a trouvé que C_{)F Dg (f') annule la trace de toute représen-
tation essentiellement de carré intégrable de Gg.

Or, E est de caractéristique nulle. Par les points 1) et 2) ci-dessus et par le
raisonnement déja fait en caractéristique nulle, on en déduit que ¢}, _,_(f’) annule
la trace de toutes les représentations de Gg. D’autre part, comme tr7i(f') # 0, le
niveau de 7y est inférieur ou égal & [ et donc C_ﬁ)F Dy (T1) est bien défini et

tTC:lDFDE(Tl)(G)FDE(fI)) = trTl(f,) # 0.

Contradiction! On trouve donc, comme en caractéristique nulle, que s = 1 et on
a indgoﬁo = a7 ol a est un entier strictement positif et 7 est une représentation
tempérée de G. O

Le fait que a = 1 se montre exactement de la méme fagon que les étapes (2) et
(3) de la preuve de la proposition 27 de [FK], page 98. Le th. 1.1 est démontré. [
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