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Abstract : In this article we prove the Jacquet-Langlands local correspondence in non-
zero characteristic. Let F' be a local field of non-zero charactersitic and G’ an inner form
of GLy,(F); then, following [Ka], we prove relations between the representation theory of
G' and the representation theory of an inner form of GL, (L), where L is a local field
of zero characteristic close to F. The proof of the Jacquet-Langlands correspondence be-
tween G' and GL,, (F) is done using the above results and ideas from the proof by Deligne,
Kazhdan and Vignéras ([DKV]) of the zero characteristic case. We also get the following,
already known in zero characteristic : orthogonality relations for G’, inequality involving
conductor and level for representations of G’ and finiteness for automorphic cuspidal rep-
resentations with fixed component at almost every place for an inner form of GL,, over a
global field of non-zero characteristic.

Résumé : Le but de cet article est la preuve de la correspondance de Jacquet-Langlands
locale en caractéristique non nulle. Si F' est un corps local de caractéristique non nulle
et G' est une forme intérieure de G L, (F), on construit un paralléle entre la théorie des
représentations de G' et celle d’une forme intérieure de GL, (L) respectivement, ot L
est un corps local de caractéristique nulle, proche de F' au sens de [Ka]. La correspon-
dance de Jacquet-Langlands entre G’ et GL,(F) est prouvée en utilisant cette construc-
tion et les idées développées déja par Deligne, Kazhdan et Vignéras ([DKV]) pour la
preuve en caractéristique nulle. Nous obtenons au passage les résultats suivants, connus
jusqu’ici uniquement en caractéristique nulle : le théoréme d’orthogonalité des caracteres
pour G', des relations entre le conducteur et le niveau d’une représentation de G', ainsi
qu’un théoréme de finitude pour les représentations automorphes cuspidales d’une forme
intérieure de GL,, sur un corps global de caractéristique non nulle.
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1. INTRODUCTION

Soient F' un corps local non archimédien et A une algebre centrale simple
de dimension finie sur F'. Soit A* le groupe des éléments inversibles de A. On
sait que A* est isomorphe & GL,(D), ou D est une algebre & division sur F, et
on I'identifiera avec ce groupe. La dimension de D en tant qu’espace vectoriel
sur F est un carré d?. On pose n = rd, G = GL,(F) et G' = GL,(D). Si
Or (resp.Op) est Panneau des entiers de F' (resp.D), on fixe une mesure
de Haar sur G (resp.G’) telle que le volume de GL,(OF) (resp.GL,(Op))
soit égal & 1. Un élément de G ou G’ dont le polynéme caractéristique est
séparable (i.e. sans racine multiple sur une cléture algébrique de F') est dit
semisimple régulier. Si g est un élément de G et ¢’ un élément de G' on
écrit g +» ¢’ si g et ¢’ sont semisimples réguliers et ont le méme polynéme
caractéristique. On dit alors que g et g’ se correspondent. Si m est une
représentation lisse de longueur finie de G ou G’, on note x, le caractére de
.

On note E?(G) l'ensemble des classes d’équivalence de représentations
essentiellement de carré intégrable de G et E%(G’) 'ensemble des classes
d’équivalence de représentations essentiellement de carré intégrable de G'.
La correspondance de Jacquet-Langlands s’énonce de la fagon suivante :

Théoréme 1.1. Il existe une unique bijection :

C: E*G) - E*(@")
telle que pour tout m € E?(G) on ait
(1.1) Xx(9) = (=1)""xcm(9),
@ chaque fois que g € G et g' € G' se correspondent.

Ce résultat a été prouvé pour F de caractéristique nulle dans [DKV] et
le but de cet article est de donner une démonstration en caractéristique
non nulle. Comme nous le verrons plus bas, un des principaux obstacles
en caractéristique non nulle est le fait que les relations d’orthogonalité des
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caractéres des représentations de carré intégrable ne sont pas prouvées a ce
jour pour le groupe G’. Bien entendu, si nous démontrons la correspondance
de Jacquet-Langlands d’une autre fagon, ces relations d’orthogonalité pour
G’ en découleront puisqu’on les a déja montrées pour G ([Ba2]). Clest en
effet ce qui va se passer. Attaquer la correspondance en essayant de prouver
Porthogonalité pour G’ en caractéristique non nulle semble depuis longtemps
moins raisonnable que de Pattaquer par la méthode des “corps proches” en
suivant une idée de Kazhdan ([Ka]). C’est ce chemin que nous allons suivre.
Expliquons la démarche préconisée et les difficultés rencontrées.

Soient F' un corps local de caractéristique non nulle et Dy une algébre &
division centrale sur F de dimension d?. Soit r un entier strictement positif.
On pose n = rd. On note G, le groupe GL,(Dp). Soient Op I'anneau
des entiers de F', Pp I'idéal maximal de Op et wp une uniformisante de F.
Soient Op, l'anneau des entiers de Dy et Pp, l'idéal maximal de Op,.
On fixe une uniformisante 7p, de Dp. On pose Kr = GL,(Op,) et, pour
tout entier positif non nul I, K% = Id + M, (PllﬂjF). Si K est un sous-groupe
ouvert compact de G, on note H(G'; K) I'algebre de Hecke des fonctions
localement constantes & support compact sur G qui sont bi-invariantes par
K. Si 7 est une représentation lisse irréductible de G', alors le niveau de
7 (notation niv(m)) est par définition 0 si 7 a un vecteur fixe non nul sous
K et le plus petit entier positif / tel que 7 ait un vecteur fixe non nul sous
K % sinon. Il est alors connu qu’il y a une correspondance bijective entre les
représentations lisses irréductibles de G de niveau inférieur ou égal a [ et
les H(G', K%)-modules irréductibles. Pour étudier H(G'%, K%), on part de
la décomposition de Bruhat

Gr= [] KrAKp,
AcAR

ou Af est Pensemble des matrices A = (aj;)1<i,j<r telles que pour tout i, j
on ait a;; = 5i77'7r?3ip’ avec a1 < ag < ... < ap. Sil est un entier strictement
positif, alors K } est un sous-groupe distingué de K et on peut donc obtenir
une décomposition du type

Gy = H H KLoAyKt.
A€AF (z,y)

Alors, ’ensemble des fonctions caractéristiques des ensembles K %:L'AyK fv
forme une base de 'espace vectoriel H(G, K%). L’ensemble des couples
(z,vy) s’identifie de fagon naturelle & un sous-ensemble de (Kr/KL)x (Kr/KL).
Or, on a Kp/K% GL.(Op, /PgiF). L’idée de Kazhdan se traduit, dans
notre situation, de la fagon suivante : si L est un corps local non archimédien
de caractéristique non nulle, et 77, une uniformisante fixée de L, si m est un
entier strictement positif, on dit que L est m-proche de F' (ou que L et F
sont m-proches) s’il existe un isomorphisme d’anneaux

S‘?L : OF/P;-.n — OL/P},"'
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qui envoie la classe de mr sur la classe de 7;. Dans cette situation, on peut
considérer sur L une algebre & division centrale de dimension d? qui ait le
méme invariant de Hasse que Dy, et, si on adopte toutes les notations plus
haut aussi pour le corps L, obtenir que /_\}?L induit naturellement un isomor-
phisme de Op,./ Pg‘g sur Op, / P]"Jng. Ensuite on utilise les décompositions

= I 1l EKFerAryrK7
Ar€Ar (zpyF)

et

Gr= [I ]I ErecAcyK7.
AL€AL (z1,yL)

Lisomorphisme de Op,/Pp? sur Op,/PR® induit un isomorphisme de
GLy(Ope/PR) x GL(Op, /PRY) sur GLy(Op, /PEY) x GL(Op, /PEY),
et on peut espérer que cet isomorphisme réalise une bijection entre les sous-
ensembles {(zp,yr)} et {(zr,yr)} de ces deux groupes sur lesquels sont
indéxées les partitions plus haut. Ceci est une premiere difficulté. On mon-
tre (lemme 2.7) que, en choisissant comme il faut les uniformisantes de Dp
et Dy, on trouve bien une telle bijection. On obtient alors, par les con-
sidérations plus haut, une application bijective d’une base de H(G%, K})
sur une base de H(G’,, KT*), et donc un isomorphisme naturel d’espaces vec-
toriels entre les deux algebres de Hecke. Dans une situation idéale cette ap-
plication serait en fait un isomorphisme d’algébres (conjecture de Kazhdan),
et induirait ainsi une bijection naturelle entre ’ensemble des représentations
lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal & m de G’ et ’ensemble des
représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal & m de G7.
Remarquons que, si L et F' sont m proches, et sim > 1 > 0, alors L et F' sont
trivialement [-proches. Nous montrons dans la section 2 (th.2.13) le résultat
suivant, plus faible que la conjecture de Kazhdan : pour tout entier stricte-
ment positif /, il existe un entier m > [ tel que, si L est un corps m proche de
F, alors I'isomorphisme d’espaces vectoriels entre H (G, KL.) et H(G", K1)
induit & partir de cette proximité est un isomorphisme d’algebres. Nous
prouvons aussi que la bijection induite entre I’ensemble des représentations
lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal & [ de G’ et 'ensemble des
représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal & [ de G’ en-
voie les représentations de carré intégrable sur des représentations de carré
intégrable et les représentations cuspidales sur des représentations cuspidales
(th.2.17), et qu’elle préserve les facteurs € (th.2.19). Comme elle préserve
également le niveau, il s’ensuit que les résultats que nous avons prouvés dans
[Ba3] uniquement en caractéristique nulle (inégalités concernant le niveau et
le conducteur d’une représentation), ainsi que leurs conséquences (théoréme
de finitude pour les représentations automorphes cuspidales d’une forme
intérieure de GLy,), sont valables aussi en caractéristique non nulle (section
3, th.3.1 et th.3.2).
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Supposons maintenant que nous voulions prouver le théoréeme 1.1 quand
le corps F est de caractéristique non nulle. Nous voulons d’abord fixer
une représentation essentiellement de carré intégrable 7 de G et trouver une
représentation essentiellement de carré intégrable ' de G’ telle qu’en posant
C(w) = 7' on ait la relation 1.1. Considérons un entier strictement positif /.
On peut trouver m suffisamment grand pour que, si L est un corps local non
archimédien de caractéristique nulle m-proche de F', on ait un diagramme :

G, —— G,
4 2,]

N

ou

- la fleche 1 est la correspondance déja établie en caractéristique nulle par
[DKV],

- la fleche 2, conséquence de la proximité des corps F' et L, est une appli-
cation qui réalise une bijection entre ’ensemble de classes de représentations
lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal a [ de G et ’ensemble de classes
de représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou égal a | de G,

- la fléche 2’ joue un réle similaire pour G’ et G7,

- les pointillés en bas représentent pour I’instant notre désir de construire
une correspondance (Jacquet-Langlands en caractéristique non nulle).

Fixons | > niv(mw) (sans quoi la fleche 2 n’est pas définie pour 7). On
pense, naturellement, monter 7 le long de 2, transférer le long de 1, re-
descendre le long de 2’ et prouver ensuite que le résultat ainsi obtenu est le
bon candidat au poste de 7'. Voici maintenant les principales difficultés :

- nous pouvons déplacer 7 le long de 2 et ensuite le long de 1, mais on
n’est pas sir de pouvoir descendre le résultat le long de 2’ ; en effet, il se
peut qu’il soit de niveau supérieur a [. C’est vrai que la fleche 2 préserve
le niveau, mais 1 ne le préserve certainement pas dans le sens ou il est
défini ici (méme si on espére qu’il conserve le niveau normalisé tel qu’il est
défini dans la théorie des types). Prendre L plus proche revient & changer
complétement de diagramme, et les mémes problemes recommencent. La
solution est de borner uniformément, & partir uniquement de 7, le niveau de
toutes les représentations susceptibles d’intervenir dans la démonstration.

- méme si on pouvait descendre le long de 2’ le résultat ainsi obtenu, il
est difficile de prouver que ce qu’on trouve convient pour définir une cor-
respondance de Jacquet-Langlands entre G et G'. Les fleches 2 et 2/ sont
de nature essentiellement linéaire alors que la correspondance est de nature
essentiellement harmonique.

Nous réglerons le premier probléme en montrant que le facteur ¢ d’une
représentation (tel que définit dans [GJ]) est conservé a la fois par 1, 2,
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et 2. Donc, le facteur ¢ de la représentation obtenue en appliquant 2 et
ensuite 1 & 7 est égal au facteur ¢ de w. Mais on sait borner le niveau d’une
représentation & partir du conducteur qui se lit sur son facteur e (voir la
section 3). Or, & facteur € fixé, ce conducteur est borné. Tout cela montre
qu’en se donnant 7 (et méme en se donnant uniquement le facteur €' de 7),
on se donne automatiquement un entier !’ tel que le niveau de 'image par
la fleche 1 de I'image par la fleche 2 de 7 soit inférieur & I. En fixant donc
m, on choisit dés le départ m (et donc L) de fagon a ce qu'il fonctionne pour
' (3 la place de 1), et on est assuré du fait qu’on puisse promener 7 sur le
diagramme jusqu’a G'.

Pour résoudre le deuxiéme probléme, c’est plus difficile techniquement.
Pour une relation du type 1.1 il faut regarder des couples g <> g’ o1 g € G
et ¢’ € G', mais les constructions faites avec des corps proches ne voient
que des ouverts assez gros, pas des points. Nous serons donc forcés de
raisonner sur des voisinages de g et ¢’ sur lesquels les caracteres fonction des
représentations qui nous intéressent sont constants. La difficulté, une fois de
plus, sera un probléme de borne uniforme (de la “taille” des ouverts). Ceci
explique la machinerie calculatoire développée a la section 4.

Dans la deuxiéme section on étudie les groupes GL,(D) définis sur des
corps proches, en suivant les indications de Kazhdan ([Ka]). La construction
est pénible ; les résultats sont les théoremes 2.17 et 2.19. Nous tirons dans
la troisieme section des conséquences immédiates de ces théorémes : la va-
lidité des résultats de [Ba3] en caractéristique non nulle, ici les th.3.1 et 3.2.
Ces résultats seront par ailleurs utilisés dans la preuve de la correspondance
(section 5). Dans la quatriéme section, nous donnons quelques résultats con-
cernant analyse harmonique de deux groupes du type GL,(D) définis sur
des corps proches et qui se correspondent comme dans la section 2. Dans la
cinquiéme section nous démontrons enfin le théoreme 1.1 en caractéristique
non nulle. Nous nous inspirons fortement de [DKV]. Cet article a été rédigé
en caractéristique nulle, et les auteurs utilisent plusieurs techniques que nous
ne pouvons pas nous permettre dans le cas de caractéristique non nulle.
Notamment, la correspondance est prouvée par une récurrence qui fait in-
tervenir en méme temps un transfert d’intégrales orbitales qu’on ne peut
pas obtenir ici. Nous avons séparé la démonstration de la correspondance,
en la rendant dépendante d’un seul résultat & prouver : 'orthogonalité des
caractéres (connu en caractéristique nulle mais non en caractéristique non
nulle). Ici nous utilisons la théorie des corps proches décrite aux sections 2
et 4 et nous pratiquons un va-et-vient entre le théoréme 1.1 et le théoreme
d’orthogonalité des caracteres sur les groupes GL,(D) en caractéristique non
nulle (th.5.3), en prouvant, au passage, la validité de ce dernier résultat.

Ce travail a été mené dans le cadre d’une thése de doctorat sous la direc-
tion de Guy Henniart ; je lui suis trés reconnaissant de m’avoir proposé un si
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avec la gentillesse et la disponibilité qui le caractérisent. Je considérerai tou-
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d’Arithmétique et Géométrie Algébrique de 1’Université Paris Sud, Orsay,
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mathématiques, et qui m’ont souvent donné des réponses & des questions
vitales pour mon travail : Marie-France Vignéras, Francgois Courtes, Anne-
Marie Aubert, et les autres membres du séminaire Groupes Réductifs et
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2. CORPS LOCAUX PROCHES ET FORMES INTERIEURES DU GROUPE
LINEAIRE

Soient F' un corps local de caractéristique non nulle, Dy une algebre a
division centrale de dimension d? sur F et G’ le groupe GL,(DF). Soient
m € N et L un corps local m-proche de F' au sens de [Ka]. On voudrait
définir un groupe G, sur L tel qu’il y ait une ressemblance entre la théorie
des représentations de G’ et celle de G, a la maniére dont Kazhdan l'a
fait pour les groupes de Chevalley dans [Ka] et Lemaire pour GL, dans
[Le]. L’idée est simple : choisir une algebre a division Dy, centrale sur L de
dimension n? qui ait le méme invariant de Hasse que Dp, et poser G, =
GL.(Dy). Dans ce qui suit nous montrons que ce groupe est effectivement
solution de notre probléme ; on construit G, de fagon & pouvoir vérifier les
théorémes que Kazhdan a montrés pour les groupes de Chevalley, et montrer
aussi quelques autres résultats utiles pour la suite. Les résultats de 2.3 et
2.4 sont démontrés dans un cadre général dans [De]. On les a redémontrés
ici d’une fagon concrete dans ce cas particulier pour fixer les notations qu’on
utilise par la suite.

2.1. Préliminaires sur les algébres & division. Soient F' un corps local
non archimédien, vp la valuation normalisée de F', Or 'anneau des entiers
de F, Pp l’idéal maximal de Op formé des éléments de F' de valuation
strictement positive, kg = Op /P le corps résiduel de F' (de cardinal fini q)
et mp une uniformisante de F'. Soit D une algebre a division centrale sur
F. On identifie F' au sous-corps 1pF de D. On sait que dimp(D) est un
carré d2. On sait également qu’il existe une valuation vp sur D & valeurs
dans Z surjective qui prolonge dvp ; on note Op ’ensemble des éléments
de D de valuation positive ou nulle et Pp I’ensemble des éléments de D de
valuation strictement positive ; Op est un anneau local non commutatif et
Pp est I'idéal (bilatére) maximal de Op.

On dispose d’une classification des algebres & division centrales sur F' de
dimension d? : si D est une telle algebre, il existe un sous-corps commmutatif
maximal F de D qui soit une extension non ramifiée de degré d de F' ; il
existe également un élément 7p de D et un générateur o du groupe de Galois
de Pextension E/F tels que :

-1 =np

- D =@ mpE

- pour tout e € E on a npterp = o(e). L’élément o est uniquement
déterminé et permet de calculer ’invariant de Hasse de D.

Réciproquement, en se donnant un générateur o du groupe de Galois
de E/F ou E est une extension non ramifiée de degré d de F' (unique a
isomorphisme prés), on peut construire une algébre & division centrale sur
F de dimension d? en lui imposant les trois conditions plus haut. Si on fixe
E, deux telles algébres sont isomorphes si et seulement si o € Gal(E/F) est
le méme. Ce sont les résultats de la Proposition a, page 277, et Corollaire
b, page 335 de [Pi].
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Nous commencons par la relation entre les extensions non ramifiées de
méme degré sur deux corps locaux proches.

2.2. Préliminaires sur les extensions non ramifiées d’un corps local.
Soient F,vp,Op, Pr,7F, kr,q = card(kr) comme plus haut. Soit d € N*. Si
on fixe une cléture algébrique F de F, alors il existe une unique extension E
non ramifiée de degré d de F incluse dans F. On a les propriétés suivantes :

- la valuation normalisée de E prolonge celle de F' et wp est une uni-
formisante de F ;

-sil = ¢ et P est le polynéme P(X) = X'"1 — 1 € F[X], alors E est
un corps de décomposition de P ; en particulier, pour toute racine primitive
d’ordre I — 1 de I'unité yg dans F, on a yg € E et E = Flyg] ;

- le cardinal du corps résiduel kg = Og/Pg de E est égal a qd et on
a un isomorphisme de groupes gg/p de Gal(E/F) sur Gal(kg/kr) ; cet
isomorphisme est donné par ’application suivante : si o € Gal(E/F) alors
o induit un automorphisme o’ de Og qui envoie Pg sur Pg et qui agit comme
I'identité sur O ; o' induit par conséquent un isomorphisme ¢” de kg sur
kg dont la restriction & kr est I'identité et on pose gg,p(0) = 0.

C’est la Proposition 17.8, page 334, [Pi].

Soit m € N*. On pose Opp, = Op /P et Ogm = Og/Pg. Dans ce qui
suit, une barre au-dessus d’un symbole rappelle que ce symbole est rattaché
(d’une fagon ou d’une autre) a kr ou kg, et un chapeau au-dessus d’un
symbole rappelle qu’il est rattaché a Op,, ou Ogy,. Soient P le polynéme
X'-1-1 € F[X], P le polynéme X'~'—1 € Opy,[X] et P le polynéme X'~ —
1 € kp[X]. Soit P = P, P,...P; une décomposition en produit de polynomes
unitaires irréductibles de P dans kr[X]. Supposons (sans restreindre la
généralité) que P; ait une racine primitive d’ordre | — 1 de l'unité 7 dans
I'extension kr de kp. On sait qu’alors le degré de P; est égal & d.

Proposition 2.1. a) Il existe un unique polynéme unitaire P e Orm[X]
tel que
A) Py divise P et
B) Uimage de Py dans kp[X] soit P, (en particulier P, est irréductible).
b) Soit y lunique racine de P dans E telle que l’image de y dans
kg soit §. Notons y§ limage de y dans Ogn. Il existe un isomorphisme
de Opm-algébres fm : Opm[X]/(P1) = Ogm induit par le morphisme fp, :

Démonstration. a) On montre P'existence et 1'unicité.

EXISTENCE : Dans la démonstration de la Proposition a, page 277 de
Pierce on montre que la décomposition de P en produit de polynoémes uni-
taires irréductibles est du type P = P, P»...P; ou pour tout i € {1,2...k},
'image facteur de P; dans kr[X] est P; (en outre, les P; sont tous distincts
parce ge P est sans racine multiple dans une cloture algébrique de kr). On
vérifie aussitét que I'image facteur de P; dans Opp[X] satisfait & A) et B).
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UNICITE : Soit M un polynéme unitaire de Opp,[X] qui satisfait & A) et
B). Il suffit de montrer que M a un représentant M dans Op[X] qui divise
P = P P,...P; (voir TEXISTENCE) ; on aurait alors que M est un produit
des P;, et, par B), que M = Py.

Ecrivons P = MV ou, M et P étant unitaires, V est unitaire. Soient N un
représentant unitaire de M et U un représentant unitaire de V dans Or[X].
On applique le théoréme 1 de [BC] IV, 3, plus précisément la remarque qui
suit la démonstration. Cette variante plus fine du lemme de Hensel assure
que si NV et U sont deux polyndmes unitaires tels que

P=NU mod (7f),

et par ailleurs le résultant des polynémes N et U est de wvaluation nulle,
alors la décomposition “se releve” au sens ou il existe une décomposition
P = MV dans Op[X] ou M et V sont tels que

M =N mod (7F)

et
V=U mod (7F).

Or, le résultant R de M et V est de valuation nulle parce que, les polynémes
étant unitaires, la réduction de R modulo 7p est égale au résultant des
réductions M et V modulo 7r, et ce dernier est non nul dans kr, parce que
P = MV est sans facteurs multiples, soit M et V sont forcément premiers
entre eux. (Le lecteur remarquera que la difficulté de cet exercice réside
dans le fait que O,,r n’est pas principal. En utilisant que O et kr le sont
on coince le probléme entre les deux).

b) L’application fp, est visiblement un morphisme de Op,-algébres. Mon-
trons qu’elle est surjective. L’algébre Opg,, est un Op,-module libre de
rang d dont une base est B = {1,§,3%...9% 1} ; en effet, B est une famille
génératrice car {1;y;y2...y? 1} était une famille génératrice de Op sur Op
([We], prop.5, page 20) et B est une famille libre car, P, étant irréductible,
c’est le polynéme minimal de 4. Or, la base B se trouve dans 'image de f,
donc f,, est bien surjective. Comme le noyau de f,, est clairement ’idéal
principal engendré par Py, le résultat en découle. O

Proposition 2.2. On note G, ’ensemble des Opyy, -automorphismes de l’algébre
Opm. Alors le morphisme naturel g, g/ : Gal(E/F) — Gp, est un isomor-
phisme de groupes.

Démonstration. On rappelle qu’on a noté g,/ 'isomorphisme canonique
Gal(E/F) ~ Gal(kg/kF)-

S’il existait o et o’ distincts dans Gal(E/F) tels que gp, g/p(0) = gm,5/r(0’)
alors on aurait également g/ (o) = gg/r(0’) ce qui est impossible car gg/
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est un isomorphisme. Donc g, g/r est injective. D’autre part, d’apres la
proposition 2.1b), un Op,,-automorphisme de ’algebre Oy, est uniquement
déterminé par 'image de ¢, et par ailleurs cette image doit étre une racine
de P,. Comme le degré de Py est d, le cardinal de G,, est inférieur ou égal
a d qui est le cardinal de Gal(E/F). Mais alors, 'application g, g/ étant
injective elle est forcément surjective et finalement bijective. O

2.3. Corps locaux proches et extensions non ramifiées. Soit F est
un corps local de caractéristique non nulle. Si L est un corps local de
caracéristique nulle et m est un entier supérieur ou égal a 1, on dit que F
et L sont m-proches si Opy, et Opy, sont isomorphes en tant qu’anneaux.

On appelle alors un triplet de m-prozimité un triplet (wp;7r; Ajy,) ot 7p
est une uniformisante de F, 7, est une uniformisante de L, et X?L est un
isomorphisme de Op,, sur Or,, qui envoie la classe de wp sur la classe de
1. Soient F et L deux corps locaux m-proches (m > 1) et (mp;7r; A%, ) un
triplet de m-proximité correspondant. Soient d > 1, F une extension non
ramifiée de dimension d de F et K une extension non ramifiée de dimension

dde L.

Théoréme 2.3. Les corps E et K sont m-proches.

Démonstration. L’isomorphisme X?L : Opm — Orpp, s’étend de fagon
naturelle en un isomorphisme A%, : Opp[X] = Orpp[X]. Soient Pp €
kr[X] et Pp € Opm[X] choisis comme P, et P, dans la proposition 2.1.
Posons P, = A7, (Pp) € ki[X] et P, = A2, (Pr) € Orm[X]. Alors on a un
isomorphisme

(2.1) \p 2 OFm[X]/(Pr) ~ Opm/(PL).

Maintenant on sait par le point b) de la proposition 2.1 que

(2.2) Orm[X]/(Pr) ~ Ogm,

isomorphisme qui dépend du choix d’une racine de Pp. D’autre part P, est
un polyndéme qui vérifie les conditions A) et B) de la proposition (avec corps
de base cette fois le corps L). Par unicité et par le point b) de la proposition
2.1 (appliquée cette fois sur L) on a un isomorphisme

(2.3) OrmlX]/(PL) =~ Oxm

qui dépend du choix d’une racine primitive de Pp. Des isomorphismes 2.1,
2.2 et 2.3 on déduit un isomorphisme
j‘gK . OEm ~ OKm-

Le triplet (mp;7; ARy ) est un triplet de m-proximité pour les corps E et
K. ]
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2.4. Corps locaux proches et algebres a division. Soient F et L deux
corps locaux m-proches (m > 1) et soit Dp une algebre & division centrale

de dimension d? sur F. On choisit un sous-corps non ramifié maximal E

de D et notons og le générateur du groupe de Galois de l'extension E/F

qui correspond a Dp comme dans 'introduction. Soit K une extension non
ramifiée de degré d de L. Il existe un isomorphisme canonique gg/r x/L
Gal(E/F) ~ Gal(K/L), image de I'isomorphisme g : Gal(kg/kr) ~ Gal(kk /krL)
qui envoie le Frobenius sur le Frobenius. A son tour, I'isomorphisme gg/r /1
induit (par la proposition 2.2 un isomorphisme Im,E/FK/L * GmEB/F =~
Gm,k/L- Par transport de structure on a pour 6 € G, g/r €t £ € Opm :

(2.4) 9m,B/Fk/L(0)ABK (2)) = AEK(6(2)).

On note Dy, I'algébre & division centrale sur L de dimension d? qui cor-
respond & l'extension K/L et & I'élément o = g /F k/r(0r) du groupe de
Galois Gal(K/L). On fixe une uniformisante mp, de Dy, avec les propriétés
de 2.1 (relatives a mp,).

En reprenant les notations de 2.1 on a

d—1

(2.5) Dr=Prh,E
i=1
d—1 '

(2.6) Opp = @WBFOE
=0
d-1 .

(2.7) PRt =Prh, Py
=0

d’ou
d—1 .

(2.8) Op,/PEd = P rh, 08/ PF.
=0

On a donc un isomorphisme de groupes additifs _gF p; * Obg /Pl’)”g o~
Op, /Png qui envoie Zf;ol TDpAi SUT Zg;& Tp, AN (Ai) pour tout d-uplet
{5\0; 5\1...5\(1,1} € O%m. Montrons que cet isomorphisme est compatible avec
la multiplication (raison pour laquelle on a choisi o correspondant a og).
En effet, il suffit de vérifier la compatibilité avec la multiplication sur deux
éléments du type W%F;i' et 7, & o1 0 <i4,j <n—1et & € Opm. Soit
op l'image de o dans G, p/r- On a
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(29) WiDF.’i'W]DFCi?I = Wg;gm,E/F,K/L(%)(:%)‘%, Si ) +] <n
et
(210) FiDF:f?ﬂ'%F.’f?I = nginﬁFgm’E/F’K/L(5"2.)(.’%)5?/ sig +] Z n

Finalement, en utilisant la relation 2.4 plus haut on a obtenu le :

Théoréme 2.4. La fléche S‘%FDL : ODF/PZ)ng — ODL/PZ,"Ld définie plus
haut est un isomorphisme d’anneauz.

2.5. Bijections formelles. Prenons le cas le plus simple du groupe linéaire
sur deux corps locaux proches F' et L. Ce cas a déja été traité par Lemaire
qui a montré comment on peut “transférer” certaines parties ouvertes et
compactes de GL,(F) & GL,(L) et les implications qu’a ce transfert pour
les théories des représentations des deux groupes. Supposons maintenant
qu’on se soit donné un élément d’un de ces sous-ensembles de GL,(F') et un
élément du sous-ensemble de GL, (L) correspondant et qu’on veuille com-
parer leurs polyndémes caractéristiques qui sont, certes, a coefficients dans
des corps différents, mais proches. C’est un probléeme trés concret si on se
représente les deux éléments comme des matrices dont on sait comparer les
éléments. Seulement, la fagon abstraite dont on définit les bijections entre
des objets attachés & GL,(F) et GL,(L) respectivement ne le permet pas.
On va alors définir ici des bijections formelles (formelles parce qu’elles ne
respectent pas les opérations) qui nous permettront de traiter ce genre de
situation concrete. Ce probléme peut étre vu aussi comme celui d’un choix
précis de représentant dans une classe d’équivalence.

2.5.1. Les corps locauz proches. Soit F' un corps local de caractéristique non
nulle. On choisit un systéme de représentants Sy de Op/Pr dans Op.

Soit m € N*, L un corps m-proche de F et (mp;mr; N%,) le triplet de
m-proximité associé. Pour tout z € Sp on choisit un représentant y(z)
dans Oy, de 'image par A7, (dans Or/P) de la classe de  dans Op /PR.
L’ensemble S;, = {y(z) : € S} est un systéme de représentants de O,/ P["
dans Or. Pour simplifier les calculs, on impose la condition suivante : Op
et 1p font partie de Sp, et on a y(0p) = 0r, et y(1p) = 1.

On note A}, la bijection de Sg sur Si qui envoie z sur y(z). Sion se
représente les éléments de F' et de L par des séries a 1’aide des uniformisantes
7 et wr et des systémes de représentants Sp et Sy respectivement, on
obtient une bijection de F' dans L qui prolonge A\%; — et pour laquelle on
utilisera donc la méme notation — donnée par :
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Z 5.77TF Z Apr(sj)m

J=jo J=jo
La bijection A}, induit une bijection (bien définie) de Op /Py sur O /P
et cette bijection n’est autre que ’isomorphisme X?L. On appelle A\, une
bijection formelle. Notons les propriétés suivantes qui sont immédiates :

(2.11) Vi €N, Vz € F, A\ (nhx) = 7t AT, (),

(2.12) Ve € F, vp(A\fp(2)) = vp(z).

2.5.2. Les extensions non ramifiées. Soient F' et L comme plus haut, F une
extension non ramifiée de F' de degré d et K une extension non ramifiée de
L de degré d. Nous reprenons les notations de 2.2. Les corps E et K étant
m-proches par le théoréme 2.3, on peut bien entendu définir une bijection
formelle entre F et K comme plus haut en oubliant complétement les corps F'
et L. Mais, pour définir une bijection formelle entre deux algebres a division
sur F' et L respectivement, bijection qui ait une certaine propriété utile par
la suite (voir 2.5.3), on définit une bijection formelle entre E et K de la
fagon suivante, plus précise : au lieu de partir comme dans la sous-section
2.5.1 avec un systéme de représentants Sg quelconque de Og/Pg dans Og,
on fixe un isomorphisme A3y : kg ~ ki compatible avec X?L :kp ~ kg, et
on impose que

- Sg soit formé de 0 et de toutes les racines du polynéme Py = X1 -1 ¢
Flx],

- Sk soit formé de 0 et de toutes les racines du polynéme Px = X!~1 -1 ¢
L(x],

- la bijection A\ entre Sg et Sk soit donnée par I’application suivante :
si y est une racine de Pg, et § est 'image de y dans kg, alors A\, (y) = 2z
ol z est I'unique racine de Pk qui se trouve au-dessus de AP, (9) € kx.

C’est & partir de ce choix (qui est, remarquons-le), compatible avec la
condition y(0r) = O et y(1r) = 1) qu’on étend l'application A\, en une
bijection A\, : E' ~ K comme dans la sous-section 2.5.1.

On obtient ainsi une bijection qui a la propriété d’étre compatible avec
Paction des éléments du groupe de Galois Gal(E/F). En effet, quel que soit
o € Gal(E/F) on vérifie facilement que, pour tout z € E,

(2.13) Mgk (o(z)) = gE/F,K/L(U)()‘gK(m))'
L’application Ay est une bijection formelle entre les corps locaux E et K.
Elle induit un isomorphisme A3y : Opm =~ Okm.
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2.5.3. Les algébres a division. Soient F, E, Dp et L, K, D; comme dans la
sous-section 2.4. On suppose qu’on a construit des bijections formelles A\, :
F~Let Nfg: E~ K comme au 2.5.1 et 2.5.2. On construit une bijection
formelle entre Dp et Dy de la fagon (naturelle) suivante : on pose, pour
tout d-uplet (ap; ay...aq_1) € E%,

d—1 d—1
(2.14) Bep, (D Tppei) = ) T, Ak ().
i=0 i=0

La bijection A7} 5 induit une bijection (bien_ définie) de Op, /ng sur
Op,/ PZ)nLd et cette bijection est 'isomorphisme AT, 5, . La bijection Ay
a aussi les propriétés suivantes :

(2.15) Ve € Dp, vp,(AFr(z)) = vpp(z),
(2.16) VieN, Vo € Dr, \p.p, (7riDF;v) = WEL DpDy (T),
(2.17) Vi €N, Vz € Dp, AB_p, (anh,) = AB.p, (2)7h, .

Les propriétés 2.15 et 2.16 sont évidentes, seule la propriété 2.17 pose un
petit probléme. Il suffit bien str de la montrer pour x € E. On sait que
siz € E alors waF = W%Fag(x). Il suffit donc de démontrer que pour
tout z € E on a AP (04 (2)) = 0t (A2 (x)). Mais c’est la relation 2.13
(et c’était justement pour avoir cette propriété 2.17 qu’on avait choisi Ay
comme dans 2.5.2).

2.5.4. Les matrices, les polynomes. Si F, Dg et L, Dy, sont comme au 2.5.3,
la bijection formelle entre F' et L s’étend de fagon naturelle en une bijection
entre F™ et L™. Si U est un F-espace vectoriel de dimension finie n muni
d’une base et V un L-espace vectoriel de dimension n muni d’une base, une
bijection formelle entre F' et L s’étend “composante par composante” en
une bijection entre U et V. C’est pareil pour des espaces vectoriels a droite
ou a gauche sur Dr et Dy. En particulier cela vaut pour les espaces de
matrices My, (F), Mp(L) et M.(Dp), M.(Dp), et aussi pour des espaces de
polynémes. En général, on notera A\, la bijection formelle donnée entre F'
et L, et (7, la bijection induite entre M, (F) et M,(L). Pareillement, la
bijection formelle entre M,(Dr) et M,(Dr) induite par AT}, sera notée

C.ng.DL'
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2.6. La construction. Soient F, E, Dp, L, K, D; comme plus haut et soit
r € N*. On se propose d’étudier les ressemblances entre les groupes G, =
GL.(Df) et G, = GL,(Dg). On va suivre le chemin indiqué par Kazh-
dan dans [Ka]. On pose Kr = GL,(Op,), K, = GL.(Op,) et, pour tout
I € N*, on note K. le noyau de la projection Kp — GLT(ODF/PEF) et
K! le noyau de la projection K — GLT(ODL/P}:;’L). Pour tout I, KL est
un sous-groupe distingué de Kr. C’est aussi le groupe Id + MT(PgF). Si
K est un sous-groupe ouvert compact de G on note H(G'; K) lalgébre
des fonctions complexes localement constantes & support compact sur G’
et bi-invariantes par K. On fait de méme pour G’

Notation : Si g = (gi5) € M,(Dr) alors on note vp(g) le minimum des
valuations en tant qu’éléments de Dr des coefficients g;; de g. De méme
sur L.

Maintenant, pour tout I € N*, si F' et L sont [-proches, on construit un
isomorphisme d’espaces vectoriels

(bep, : H(GF; Kf) = H(G; K}).
Cet isomorphisme sera dépendant du triplet de I-proximité ()\%F D, TDp; TD L)
déduit du triplet de /-proximité fixé pour F' et L comme nous I’avons ex-

pliqué au 2.4.
Posons

Arp = {A = (aij)ij € GLy(DF) : aij = 07, a1 < a2 < ... < ap}

ou d;; est le symbole de Kroneker.

Lemme 2.5. On a
1 l l
GF = AEAKFAKF.

Démonstration. Voir [Sal, page 43. O

Soit I € N* et A € Ap. Comme K, est un sous-groupe de Kp, il existe
un sous-ensemble X de Kp x Kp tel que

KpAKp =]] KLBAC'KL.

(B;C)ex
Posons
Try = GL(Op,/Pf,) x GL:(Op, / PE,)-

Si(B; C) € Kr x Kr, alors K BAC ™' K. ne dépend que de la classe (B; C)
de (B;C) dans Tp;. On peut donc définir sans ambiguité K BAC 'K,
pour tout (B C) € Tr;. Notons maintenant Hp, A I’ensemble des couples
(B;C) e T, tels qu'il existe un représentant B de B dans GL,(Op,) et un
représentant C' de C dans GL,(Op,) tel qu'on ait BA = AC. En écrivant
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cette relation BAC~! = A on vérifie que H F,,4 est un sous-groupe de Tp;.
Posons enfin

Tria=Tri/Hrj .

Lemme 2.6. a) Pour tout (B;C) € € Try, Uensemble K}BACA’_lK% ne
de

dépend que de la classe (B; C) de (B; C) dans Trya ; onlenote KLBAC'KL.
b) On a

_ L D A1 71
KpAKp = H(B;é)eiF’l’AKFBAC K&,

Démonstration. a) Soient (B;C) € Tpy 4 et (B;C) € Try, (B';C") e
Tp; deux représentants de (B C’) Il existe donc (U V) € Hpja tel
que B' = BU et ¢' = CV. Soit (B;C) un représentant de (B; C) dans
GL,(Op,) x GL,(Op,) et U et V des représentants de U et de V dans

GL,(Op,) qui vérifient UA = AV. Onadonc KLB'AC' Kb = KLBUAV 10 1KY, =
KLBUAV-'C'KL = KLBAC'KL = KLBAC'KL.

b) On a

KpAKp = U KLBACTKL
(B;C)EGL,(Op,)XGLy (Opy)
et pour tout (B;C) € GL,(Op,) X GL.(Op,) on a

KLBAC'KL = KLBACT'KE,.
Donc,

KpAKp= |J KERBAC 'Kf.
(B;:C)eTri,a
1l suffit de montrer que la réunion est bien disjointe. Soient (B;C) et (B'; C")
deux éléments de Ty 4. Alors KLBACT'KYL, et K}BS'AC"AK} sont ou
disjointes ou égales. Supposons que

KLBAC'KY = KLBAC K.
Comme K }, est distingué dans Ky on a
KLYBAC 'KL = BKLAKLC !
et
Lt A Lol 1% 1 A1

I . :
En posant X = B’ BetY = (C' C et en réutilisant le fait que K %‘ est
distingué dans K, on obtient
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KLXAY 'KL = KLAKS,.
Il suffit donc de montrer que dans ce cas on a forcément X =Y = 1. Cest
pareil que de montrer que, si (X;Y) est dans T et vérifie KL XAV KL =
KL AKL, alors (X;Y) aun représentant (X;Y) dans GL,(Op,)xGL,(Op,)
tel que X A = AY. Montrons que cette assertion est vraie : KL XAV ~1KL =
KL AKY implique qu'il existe un représentant (X';Y") de (X;Y) dans GL,(Op, ) x
GL,(Op,) et deux éléments k; et ky de K, tels qu'on ait X' AY ~1 = ky Aks.
Mais alors il suffit de prendre X = k!X’ et Y = kY”, car ’appartenance
de ky et ky & Ky = Id+ M,(P§. ) nous garantit X=X'etY =Y"et avec
ce choix on a bien XA = AY. O

Maintenant on va traiter les corps F et L a la fois. Les objets définis
plus haut sur F' se définissent de méme sur L et c’est l'indice F' ou L qui
indique & tout moment de quel corps il s’agit. Les résultats plus haut sont
évidemment valables aussi sur L.

On se rappelle ljisomorphisme )\lDF p,  Opg/ ngp ~ Opg/ Pll;iF. Il induit
un isomorphisme CEF p, ‘Tri=Tpy.

On se rappelle également la bijection formelle ¢ EF py, : Mr(DF) ~ My(Dp).
Elle induit une bijection Q)F p, AP = AL

Lemme 2.7. Pour tout A € Ap, lisomorphisme E-IDFDL : Tpy =~ Tp; in-
. . . _l . ~ 7z
duit un isomorphisme (i, p, : Hpja > HL’I’%FDL (4) €t par conséquent une

. . _l . - ~ -
b’L]eCt’LOTL CDFDL . TFJ,A = TL,Z’CIDFDL (A).

Démonstration. Supposons que A soit la matrice diag(ry, , 75 .7 )-
Soit (B;C) e Hp; 4. 11 existe donc un représentant (B;C) de (B;C) dans

GL,(Op,) x GL.(Op,.) tel que
(2.18) BA=AC

Ecrivons B = (bij) et C = (cij). La relation 2.18 se traduit par :

(2.19) Vi,j, bijTr%jF = ﬂaDiFCij

Par les propriétés 2.16 et 2.17 de la bijection formelle C_EF p, on a alors :
(2'20) VZ7 j’ CEFDL (bl‘])ﬂ-_‘gL = ﬂ_abiL CEFDL (C'L])

et cette relation implique ¢}, (B)¢h . p, (A) = (b, p, (A)Ch,p, (C) et par

4 ~1 Y. L A 1
conséquent (CDFDL (B);¢ppp, (C)) € HLJ’CIDFDL (4)- Donc (ppp, HF4) C
H,, o (A) Comme les roles de F' et L sont symétriques il est évident que
tAS) F L
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ce résultat est suffisant pour en déduire que C_lD p, Hrpa—Hp o (4)
FYL ” "SDpDy,

est un isomorphisme, par exemple parce qu’on peut lui construire une ap-
plication réciproque en partant de (¢ },F DL)_1 : Ty~ Trgy. O

D’aprés les lemmes 2.6 et 2.7, si pour tout ensemble W on note 1y la
fonction caractéristique de W, alors I’ensemble :

{1K§,J§Aé—1K§, t A€ Ap,(B;C) € 'i'F,z,A}

est une base de D'espace vectoriel H(G'; KL). Soit

{hppy  H(Gw; Kl) — H(Gp; K1)

Iapplication linéaire déterminée par

=
1.0 a4/ =1 _ - _ o\ — .
(prp; 1kt pac-1k1) KL (85,0, B)) (¢h,p, () (Th,p, (€) KL

Théoréme 2.8. L’application ElDFDL est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels.

Démonstration. Cela découle des lemmes 2.6 et 2.7. O

Remarque 2.9. Soit [ un entier strictement positif. La surjection canon-
ique
I+1)d
ODF/Pé: ) - ODF/PgiF
induit une surjection canonique :
Trit1 = Try

dont la restriction induit une surjection

Hpii1,4 — Hpga-

Finalement, on obtient une surjection canonique

Trit1,4 = Tria.

Supposons que F et L sont (I + 1)-proches. De la méme fagon, on a une
surjection canonique

T - T 1)

Li+165  p, (4) Fl¢hn,
Il est tres facile & vérifier que le diagramme

T — T
Li+165 p, (4) Fl¢pp, (4)

Flt1 o
DpDyp, DpDp,

Trii1,4 — Trya
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ou on aura tenu compte du fait que CSLFlDL (A) =¢ ﬁjp p, (A4) (par les définitions
mémes) est commutatif. Cela implique que I'isomorphisme d’espaces vecto-
riels

Cbpp, : H(Gp; Kp) ~ H(GL; K1)
est induit par la restriction de ’isomorphisme

(o, H(Gps K'Y ~ H(G; K.

Lemme 2.10. Soit A = diag(ny ;7 .7y ) € Ap. Alors

vol(KLAKL) = g4 Xici % %iyol(KY,).

Démonstration. On a
vol (Kb AKY) = card (K /(AKL AT N K))vol(AK )
= card(K% /(AKL AT N K5))vol (K ).

Il suffit donc de montrer que

(2.21) card(Kzl‘?/(AK}vA_l N K},)) = qdzi<j aj—a;

Posons X4 = AMT(PglF )AL ﬂMr(PglF) (en particulier, X; = Mr(PglF)).
L’ensemble X4 est formé des matrices X = (2jj)1<ij<r € MT(PglF) qui
vérifient vp, (THzijmp™) > dl pour tout i < j, soit des matrices X qui
vérifient X € MT(PI‘%IF) et pour tout i < j, vp,(zij) > dl + a; — a;.

Par conséquent, le cardinal du groupe additif X; /X4 est q?2i<i %% Ce
que nous nous voulons montrer (eq. 2.21) se traduit par

card(1+ Xy /1 + X4) = ¢@Xi<i %% = card(X, [/ X4).

Disons que A € Af est petite si on a mazi<j(a; — a;) < ld. Des calculs
simples montrent que, si A est petite, alors

- Xy Xy C Xy, donc 1 + X4 est un sous-groupe distingué de 1 + &)
multiplicatif,

- X1 " A1 C X4, donc application 1 + z — x de 1 + A7 dans A; induit un
isomorphisme de groupes

(1+X1/1+ Xa; 1) = (X1/Xa; +).

Nous avons ainsi le résultat voulu (eq. 2.21) si A est petite. Comme tout
élément A € Ap s’écrit comme produit de matrices petites de Ap, pour
avoir le résultat en général il suffit de remarquer que, pour toute A € Ap et
toute A’ € Ap petite on a

- X Xga C Xpar, donc 14+ Xy 40 est un sous-groupe distingué de 1+ X4
multiplicatif,
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- Xy Xp C Xyar, donc application 1+ x — = de 1 + X4 dans X4 induit
un isomorphisme de groupes

(1+ Xa/14 Xaar; 7) = (Xa/Xaars +).

Pour tout g € G on pose h(g) = (vol(Kﬁ,))*llK%gK%. Onale:

Lemme 2.11. a) Pour tout A, A’ € Ap on a h(A) x h(A") = h(AA").
b) Pour tout B,C € GL.(Op,) X GL.(Op,) on a h(B) x h(A) * h(C) =
h(BAC).

Démonstration. a) Par la proposition 2.2, chapitre 3 de [Ho], il suffit de
démontrer qu’on a

vol (KL AK L wol (KL A'KY) = vol (KL wol (KL AA'KYL).

Ceci est une conséquence directe du lemme 2.10.
b) Par la méme proposition 2.2 de [Ho], il suffit de montrer qu’on a :

vol (K% BK %) vol (KL ACKY) = vol (K )vol (KL BACKY,)
et
vol (KL AK Y ol (KLCKL) = vol (KL ol (KLACKY,).
C’est une relation facile & obtenir parce que K % est distingué dans Kr (donc
on peut “sortir” B et C) et les volumes sont pris par rapport & une mesure de

Haar & droite et & gauche (donc finalement on peut effacer B et C partout
ou ils apparaissent). O

Remarque 2.12. Si Wy est un ensemble ouvert et compact de G’ in-
variant & gauche et a droite par K iﬂ et L est un corps l-proche de F, la
construction de I’isomorphisme ( bF p, implique que 'image de la fonction
caractéristique de Wy est la fonction caractéristique d’un ensemble ouvert
compact Wy, de G, qui est invariant & gauche et & droite par K lL Le cal-
cul de volumes qu’on fait dans la démonstration du lemme 2.11 plus haut
montre qu’on a alors :
vol(Wr) = vol(Wp,).
On pose C-lDFDL (Wp) =W,

Théoreme 2.13. Soit | € N*. Il existe un entier m tel que, si les corps
F et L sont m-proches, alors l’isomorphisme d’espaces vectoriels d)F Dy

H(G%; KY) ~ H(GY; KL) est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration. On utilise la démarche de Kazhdan en précisant certains
détails :
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Lemme 2.14. Soit C un sous-ensemble fini de Ap et soit

Gr(C) = |J KrAKp.
Aec

a) Il existe m > 1 qui dépend de C tel qu’on ait, pour tout g € G'x(C),
gKPg™! C KL.

b) Supposons que L soit m-proche de F. Alors pour tout f1, fo € H(G'p; K&)
@ support dans G'z(C) on a

d)FDL(fl * fo) = G)FDL(fl) * EijDL(fZ)-

Démonstration. a) Il faut trouver un m tel qu’on ait K C ﬂgeGlF(c) gflK};g.
11 suffit de prendre

m > 1+ sup geqr,c)Vr(9 ") + supgeqr, c)vr(9)
ie.

m>1+ maxAEch(A_l) + maxgccvp(A).

b) II suffit de montrer ce résultat pour f; = 1 KLgkl, €6 f2 = 1gt gt
avec g,¢' € G%(C). En revenant & la définition du produit de convolution
on trouve :

Lgt gkt * 1K%g,K%(a:) = vol (KhgKh N Kby Kha).
Par le point a), cette intersection est bi-invariante par K7} et on a :

1 * 1 =
KhLgKhL ™ “KhLg'Kp

=Y Y wol(KpgKp N Kpg'KpBAC) 1w g a1
A€Ar (B;C)eTr,a
Les corps F et L étant m-proches, C_g‘F p, st bien définie. D’apres la for-
mule plus haut qui vaut aussi bien sur L que sur F, et la remarque 2.12 sur
les volumes, (73 p (f1* f2) = (P.p, (f1) * (B, p, (f2)- Le résultat de b) est
alors une conséquence du fait que, si m > [, alors lDF p, est induite par la
restriction de (7} (remarque 2.9 plus haut).

Lemme 2.15. Pour tout entieri, 0 <i <, on pose A; = diag(ry, , 7y .75 )
o pour 1 < j < i, a; = 0etpouri+1<j <r, a; =1 On pose
aussi A_1 = diag(ﬁgi,; 7r5;...7r5;). Soit sp un systéme de représentants de
GLT(ODF/Pll)dF) dans GL,(Op,). Alors {h(z) : x € spU{A_1; Ap; A;...A, }}

est une famille génératrice de H(G"; KL) comme C-algébre.
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Démonstration. On a déja vu que {h(BAC) : A € Ap,B € sp,C €
sp} était une famille génératrice de H(G'y; KL) comme C-espace vectoriel.
Si A € Ap, A-: diag(ng;ng...ng) alors, si a; > 0, A s’écriﬁ A =
AglﬂlgiST_lA?H_lialAr, et sia; <0, A s’écrit A = A:glﬂlgigr_lA?wliaz.
Le lemme 2.11 implique alors le lemme 2.15. O

Lemme 2.16. L’algébre H(G'y; KL) est de présentation finie.

Démonstration. D’aprés la remarque qui suit le corollaire 3.4. de [Be],
H(G'3; K%) est un module de type fini sur son centre Z(G'; KL), qui, & son
tour, est une algébre de type fini sur C. Il existe donc un Z(G'; K },)—module
libre M de rang fini p et un sous-module N de M tel que H(Gy; K%) ~
M/N en tant que Z(G’%;KL)-modules. Soit {Y7,Y2,..Y,} une base de
M sur Z(G'y; KY). L’algebre commutaitive Z(G; KY), étant de type
fini, est isomorphe a C[X;;X5..X,]/I ou I est un idéal donné par un
nombre fini de relations Rj, Rs...R, entre les X;. Elle est en particulier
noethérienne et donc le module N est de type fini. Le Z(G'; K% )-module
M/N est donc le module engendré par la famille {Y7,Y5...Y,} avec un nom-
bre fini de relations R}, Rj...R) linéaires entre les Y;. En écrivant encore
pour tout %,j € {1,2..p} le produit Y;Y; sur la base {¥1,Y5...Y,} de M
on obtient encore une famille finie (de cardinal au plus p?) de relations
{R},RY..R"}. Alors H(G';; KL) est isomorphe & I’algébre non commuta-
tive engendrée sur C par les n + p variables X1, X»...X,,,Y1,Y>...Y}, avec les
relations Ry, Ry...Ry, R}, R)...R,, R], Ry ...R! et les n(n—1)/2 relations qui
traduisent le fait que les variables X, X5...X,, commutent entre elles. Le
lemme est démontré. O

Fin de la démonstration du théoréme 2.13. Nous explicitons la démonstration
dont le principe est dii & Kazhdan :

Par le lemme 2.16, H(G%;KY%) est de présentation finie ; c’est donc
Palgebre non commutative engendrée sur C par un nombre fini de générateurs
g1,92-.-gn avec un nombre fini de relations Rj, Rs...R, qu’on va regarder
comme des polynémes non commutatifs en n variables qui s’annulent en
(91; 92---gn)- Par ailleurs, le lemme 2.15 nous fournit une famille finie {h1, ha...hp}
de générateurs de H(G’p; KL). Soient alors G;(1 < i < n) des polynomes
en p variables qui appliqués & (h1; ha...h,) donnent les g1, g2...gn, et F;(1 <
i < p) des polynémes en n variables qui appliqués & (g1;9g2-.-gn) donnent
les hi,ha...hp. Soit s le plus grand nombre parmi les degrés (totaux) des
polynémes

Rll = R1 ((Gl; GQGn)),RIQ = RQ((Gl; Gan)) e RL = Ru((Gl, G2Gn))
et

Fll = F1 ((Gl,Gan)),Fé = FQ((Gl,Gan)) e FIIIJ = Fp((Gl,Gan))
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et un compact K suffisamment grand dans G pour qu'il contienne tous

les produits de s éléments qui se trouvent dans la réunion des supports de

tous les h;. Soit C € Ar de cardinal fini tel que K C G’(C) (voir le lemme

2.14). Prenons l'entier m associé & C comme dans le lemme 2.14. Notons

1, P5-..hy, les images de hy, ha...hy, par {lDF p,- Définissons un morphisme
d’algebres t : C(g1, g2...gp) — H(G"; K%) défini par :

t(gi) = Gi((h; hy...hy,))
Ce morphisme vérifie t(R;((g1,92-.-gn))) = 0 pour tout 1 < i < u par le

choix de m relativement aux polynémes R}, R)...R,, et par le lemme 2.14.
Il induit donc un morphisme d’algebres

t:H(Gp; Kp) — H(GL; K1),
car H(G'; K%) est la C-algébre non commutative engendrée par g1, ga..-gn

avec les relations traduites par I’annulation des polynémes R;, Rz...R, en
(915 92---gn)- Or, ce morphisme d’algébres vérifie

(2.22) t(hi) = b

pour tout 1 < i < p par le choix de m relatif aux polynomes Fj, Fy...F, et
par le lemme 2.14. Comme c’est un morphisme d’algebres, 2.22 et les lemmes
2.11 et 2.15 impliquent que pour tout A € A, pour tout (B;C) € Trya
on a

t(1pt pag1gr) =1 . _ =1 .
KpBACT KE ! "KL (¢4 0, (B)) (¢hp, (M) (500, (€)) KL
Comme c’est un morphisme d’espaces vectoriels qui coincide avec g‘gF p, Sur

une base de H(G;; K fw), onat= C_'gp p,,» donc C_gF p,, €st un isomorphisme
d’algebres. O

Nous rappelons que le niveau d’une représentation lisse irréductible 7 de
G'v (resp. G) est le plus petit entier [ tel que 7 ait un vecteur fixe non nul
sous K% (resp. K!). Soit 7 une représentation lisse irréductible de niveau

inférieur ou égal a [ de G% et notons V, l'espace de la représentation .
. K!
Alors H(G"; K%, agit sur Vi ¥, espace des vecteurs fixes sous K, par

f(v) = =(f)v

l 1
pour tout f € H(G%; K}) et tout v € VWKF. L’espace V,TKF est ainsi muni
d’une structure de H(G',; K%, )-module. On note V, g le H(G',; K*,)-module

VWK% pour le différencier du C-espace Vf ¥ avec lequel il coincide ensemblis-
tement. On sait que Vg est un H(G'; K% )-module non nul irréductible et
que m — Vr g induit une bijection entre I’ensemble des classes d’équivalence
de représentations irréductibles de G’ de niveau inférieur ou égal a [ et
'ensemble des classes d’isomorphie de H(G'm; KL)-modules irréductibles
([Be] ou [Ca2]). Maintenant, si m est comme dans le th. 2.13, I'isomorphisme
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EIDFDL : H(G%; KY) ~ H(G%;KL) induit une bijection (noté toujours
(b,p,) entre lensemble des classes d’isomorphie de H(G'; K} )-modules
irréductibles et 'ensemble des classes d’isomorphie de H (G’ ; K. )-modules
irréductibles. Donc 'image par G)F p, de la classe d’isomorphie de Vr u
est une classe d’isomorphie de H(G'; K} )-modules irréductibles et elle cor-
respond & une classe d’équivalence C, de représentations irréductibles de
niveau inférieur ou égal & [ de G',. Si Cr est la classe d’équivalence de la
représentation 7, on pose G?FDL (Cr)=0CL.

Théoréme 2.17. a) L’application ElDFDL réalise une bijection de ’ensemble
des classes d’équivalence des représentations lisses irréductibles de G'y de
niveau inférieur ou égal a 1 (resp. égal a 1) sur l’ensemble des classes
d’équivalence des représentations lisses irréductibles de G de niveau inférieur
ou égal al (resp. égal al).

b) Soit ™ une représentation lisse irréductible de Gy de niveau inférieur
ou égal 6 1. Alors w est de carré intégrable si et seulement si é_.-lDFDL () est
une représentation de carré intégrable de G;.

¢) Soit ™ une représentation lisse irréductible de G'y de niveau inférieur
ou égal a l. Alors m est cuspidale si et seulement si C_},FDL(W) est une
représentation cuspidale de G .

Remarque 2.18. On parle abusivement de bF p, () alors que ¢ bF p, Dest
définie que pour les classes d’équivalence. C’est ce qui arrivera parfois aussi
par la suite, puisque toutes les propriétés des représentations sont en fait
des propriétés des classes d’équivalence.

Démonstration. a) Le fait que C_EF p,, Soit une bijection de I’ensemble
des classes d’équivalence des représentations lisses irréductibles de G% de
niveau inférieur ou égal & [ sur I’ensemble des classes d’équivalence des
représentations lisses irréductibles de G’ de niveau inférieur ou égal a I
résulte de la discussion faite avant I’énoncé du théoréme.

Soit maintenant II(G%,1) (resp. II(G%,l — 1)) I'ensemble des classes
d’équivalence de représentations lisses irréductibles de niveau inférieur ou
égal & | (resp. a ! — 1) de G%. Adoptons les mémes notations pour G7 .
Alors G)F p, Téalise une bijection de TI( 'e, 1) sur II(G',,1), et aussi (met-
tre I — 1 & la place de 1), (', réalise une bijection de II(G,1 — 1) sur
II(G%,1 —1). Par la remarque 2.9 et ce qu’on vient de voir, la restriction de
¢ 531: p, & (G, 1 —1) induit C_EJDL. Nous obtenons alors que (' bF p, réalise
une bijection de II(G%, )\II(G', 1 — 1) sur II(G", )\II(G’,,1 — 1), qui est la
variante “niveau exactement égal & [” de I’énoncé.

b) Supposons maintenant que 7 soit de carré intégrable. Soit ¢ une
représentation (irréductible et de niveau inférieur ou égal a [) se trouvant
dans I'image par ¢ le p, dela classe d’équivalence de m. Comme nous I'avons
dit plus haut, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels



26 JACQUET-LANGLANDS EN CARACTERISTIQUE NON NULLE

Kl Kl
Ve PV,
induit par G)F p,- L’isomorphisme f induit un isomorphisme, dans les es-
paces duaux munis des actions contragrédientes :

'Kl gl
floVe PV, k.

. Kl 'Kl . .
Soient v € V F et v' € V' T tels que v'(v) # 0. Considérons le coefficient
non nul de 7

hy:Gp — C
défini par
g = V' (n(g)(v)).
Pour tout g € G, hy est constant sur K%QK% égal & h;(g). On a aussi

(2.23) hz(g9) = vol(K%gK};)*lv'(w(lK%gK%)(v)).

La représentation 7 étant de carré intégrable, |h,|? est trivial sur Z et
intégrable sur Gy /Z. Exprimons cette propriété a partir de la décomposition

¢= ]I II kFBACT'KE
AE€AF (B;C)eTr,,4
(lemme 2.6.b)) en étudiant 'action par multiplication de Z la-dessus. No-
tons A% le sous-ensemble de Ap formé des matrices A = diag(7p ;75 ;- Th,)
telles que a; € {0;1 ...d — 1}. Pour toute matrice A € A% notons Ap(A)
P’ensemble des matrices obtenues & partir de A par multiplication avec une
puissance de T = W%F. C’est un sous-ensemble de Ar. On a

Ar= [] Ar(4).

AecAY,

0 l D ~—1 g7l
Montrons que, pour tout A € A}, ’ensemble ]_[AleAF(A) H(E;C‘)ETF,z,A KpBA'C 'Ky
est stable sous ’action de Z par multiplication et étudions cette action. Iden-
tifions Z avec F™*. Alors, si z est un élément de Z, z s’écrit de fagon unique
z = Tz ou x est un élément de OF. D’autre part, on a un isomorphisme

Or/(1p + Pg) = (OF /Pi)*.

On peut ainsi décomposer I'action de Z sur [] 41¢ 4,.(a) H(B;C’)G’TF,I,A KLBA'C'KL,
puisque :

- si z = 7%, alors 2KLBA'C 1KY sécrit KLBA'"C KL ot A" = 2A €
Ap(A), et une simple vérification montre qu’on a aussi T FlAn = T FlA

- si z € OF,, alors :

-siz€1p+ PL onazKLBA'C-KL = KLBA'C— KL, tandis que
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-siz ¢ 1p+ PL, 2KLBA'C'KL, = KLB'A'C' KL, on (B';C") est
un élément de T F1,4 différent de (B; C) et qui ne dépend que de la classe
de z modulo 15 + PL.

Finalement, dire que |h,|? est intégrable sur G';/Z revient & dire que la
somme

(2.24) (X (card(Or/PE))

A€AY  (B;C)ETpya

vol(KY BACT K dg) (vol(1F + Pf; dz))_1|hﬂ(BAC~’_1)\2)

est convergente.

Maintenant, f(v) est un élément de VX%, f/(v') est un &lément de V, <
et 'application

he : G, — C
définie par
g = f'(')(o(9)(f(v)))

est un coefficient non nul de o. Pour tout g € G, h, est constant sur
KlgK! égal a h,(g). On a aussi

(225)  holg) = vol(KLgKL) " £(v") (oLt gt )(F(0)))-
La fonction h, est de carré intégrable modulo le centre sur G’ si et
seulement si la somme

(2.26) > > (card((OL/P1))) "

ACAY  (BiC)ed
Ar BOETL g o)

vol(K Bh,p, (A)C KL dg) (vl (11, + P d2) ' ho (Bh,p, (4)GH)P)

est convergente, ol1 on a tenu compte du fait que ¢ bF p,, Téalise une bijection
de A% sur .AOL. Mais cette somme correspond terme pour terme a la somme
2.24 puisque

- les volumes des sous-ensembles de G’z et G, qui se correspondent sont
égaux pour les mesures fixées sur G et G7,

- les volumes des sous-ensembles des centres de G et G qui se corre-
spondent sont égaux pour les mesures fixées sur les centres F* de G/, et L*
de G,

- card((Op/PL)*) = card((Or/Pt)*) parce que les anneaux Op/Pk et
Or /P! sont isomorphes,

- par construction de I’isomorphisme f’ on a

v/ (”(11(;91(;)(”)) = fI(U’>(U(1KngKlL)(f(U))),
et alors 2.23 et 2.25 impliquent que
ho(BAC™!) = hﬂ(C_}DFDL (B)ClDFDL (A)C_ZDFDL(C'_l))-
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On vient de montrer qu’un coefficient non nul de ¢ est de carré intégrable
sur G}, /Z. Donc o est de carré intégrable. La réciproque se montre exacte-
ment de la méme fagon.

c) Une représentation est cuspidale si et seulement si elle admet un coef-
ficient non nul & support compact modulo le centre. La démonstration est
la méme que celle du point b), en plus facile : il faut remplacer “somme
convergente” avec “somme & nombre fini de termes non nuls”. O

Soit % un caracteére additif non trivial de F'. On dit que k est le conducteur
de ¥ si k est le plus petit entier tel que P}% soit inclus dans ker 1. On fixe
une fois pour toutes un caractére ¥ non trivial de F' de conducteur nul. Si
est une représentation lisse irréductible de G'z, on note L(s; ), e(s;m; 1) et
€'(s;m; 1) les fonctions de Godement-Jacquet ([GJ]). On sait que la fonction
e(s; ;1) est égale & ¢—™°, & multiplication par un scalaire non nul pres, o1 ¢
est, comme avant, le cardinal du corps résiduel de F, et m est un entier ([GJ],
th.3.3, (4)). D’apres [GJ], équation (3.3.5), page 33, 'entier m ne dépend pas
du choix de 9 plus haut (une fois que son conducteur est nul) ; il ne dépend
donc que de 7 : on le note par la suite m(w) et on 'appelle le conducteur
de w. En suivant [GJ], nous allons utiliser une formule particuliére pour la
fonction €'(s; m;1), trés commode pour les calculs. Supposons que le niveau
de 7 soit [. Soit f un coefficient de 7 tel que f est constant non nul sur
K, (choisi comme dans la démonstration du th. 2.17 b)). Prenons le cas
particulier & = 1z ot dans le th. 3.3 de [GJ]. Nous posons donc

2(5.0)= [ | 1@)IN(@)Idg = FVwol (K}

ol N est la norme réduite. On sait par le dit théoréme qu’il existe sy dans
R tel que, si s est un nombre complexe de partie réelle supérieure ou égale
a sg, alors

Z(s;f)=q ™ / b(trag ey r(@)F (g H)IN(9)*dg

7o' My (Op,)NGL, (Dp)

converge et Z(s; f ) est une fraction rationnelles en la quantité ¢—*. Par les
points (2) et (4) du méme théoréme, €'(s;7;1) est une fraction rationnelle
en la quantité ¢—° qui vérifie :

(2.27)
€(s;m) = (1)@ VZ(1 - s+ (n—1)/2 f)Z(s + (n - 1)/2; ).

Nous adoptons les mémes conventions pour le corps L. Si L est m-proche
de F, le triplet de m-proximité (7wp; mr; A7}, ) associé induit naturellement un
isomorphisme de groupes additifs A_r, : 7" Or/OF ~ 7,"0r/Oy. Alors,
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si ¥y, est un caractere additif de L, on dit que v, est m-proche de ¥ si ¥y, est
de conducteur nul et le caractére induit par ¢ sur 7, OF/OF et le caractére
induit par ¢, sur 7; "0 /Oy se correspondent via A_p, (i.e. ¥ = Yrol_p).

Le théoréme suivant est d’une importance capitale pour la démonstration
de la correspondance :

Théoréme 2.19. Sim est comme dans le théoréme 2.13, si L est un corps
m-proche de F, si vy est un caractére additif de L m-proche de 1, alors on
a:

a) si T est une représentation lisse irréductible de niveau <1 de G'y, alors
les fonctions € (s;m;1) et € (s ’CDFDL( m); Y1) sont égales,

b) si ™ est une représentation cuspidale de niveau < I de G'y, alors les
fonctions e(s;m;v) et e(s; G)FDL( );¥1L) sont égales ; en particulier m(w) =

m(Chppy (1))-

Démonstration. On peut supposer que le niveau de 7 est .

a) Posons 7, = C_lDF p, (). Soient f un coefficient de 7 et fr, un coefficient
de 7y, choisis comme dans la démonstration de la prop.2.17. Notons Np, la
norme réduite sur G;. Montrons qu’on a alors :

(1) Z(s; f) = Z(s; fL) et . .

(ii) pour les s pour lesquels Z(s; f) converge, Z(s; f1,) converge et on a

Z(s; f) = Z(s; fo).
Le point (i) est évident. Pour montrer (ii) on prouve que

/. Yutran, 2y (@)f2ls VINL () *dg =
75 M (Op, )NGL,(Dy)

(2.28) = Y(tru, (ppy/r(9))f (97N (9)[ dg,

/n;’M,(oDF)mGL,(DF)

en montrant que les intégrales prennent la forme de deux sommes identiques.
On a une décomposition

7' M (Op,) NGL.(Dr) = [] Il k&iBAC'K]
Ac Al (B;C)eTy a,r

ou A}"; est Pensemble des matrices dans Ap dans lesquelles toutes les puis-

sances de 'uniformisante mp, qui apparaissent sont supérieures ou égales

a —ld (rappelons que F%F = 7). On a une décomposition analogue pour

7' M,(Op,) N GL,(Dg) qu'on peut écrire

M, (Op )NGL(DL)= [ I  Kilbrp,(B)B.p,(A)b,p, (C7)K]

Ac AL (B;C)eTy aF
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tenant compte du fait que (7 p, réalise une bijectitzn de .Alt sur Af et que,
pour tout A € A}, ClDFDL réalise une bijection de Tj 4 r sur Tigm  (A),L-
F~L

On a vu a la proposition 2.17 que, par la construction de f1 & partir de
f,on a: pour tout A € Ap, pour tout (B;C) € T} ar, f est constant sur
'ensemble KL, BAC1K!, et f1 est constant sur KZLEIDFDL (B)DwpD, (A)C_IDFDL (CHKL;
en outre les valeurs de f et fr sont égales. C’est pareil pour les fonctions
|N| et |Np| qui y sont constantes égales a |[N(A)|. On a aussi

UOl(K}WBAC"’ilK}W) = UOl(K.lLE.lDFDL (B)gngL (A)E.IDFDL (é’il)K.lL)
Par ailleurs, si on note U la matrice (uij)1<ij<r € GL,(Dp) définie par

uijj = 0i,—j, alors pour tout A € Ap et pour tout (B;C) € TjaF, la
fonction f(g 1) est constante sur 'ensemble

KLCAT'BTKL
égale & f(BAC™1), et on a

KLCA 1B KL = KL(CU)UA U (UC YKL

ot UA™'U € Ap et (CU;UB™') € Tyya-1yr- Le méme phénomene se
produit aussi sur G’ et toutes les applications des objets sur F vers les
objets correspondants sur L commutent & I’action par multiplication de U,
qui est une simple permutation de lignes ou colonnes.

Montrons encore que, si A € A}, si (B;C) € T a,r, alors

— Y otry, (pp)/F est constante sur K},BAC“K%,

—YLotr, (p,,)/L €st constante sur Ki(lDFDL (B)DwD, (A)CEFDL (CHKL,
et

-ona

¢°t7‘M,(DF)/F(BAé_1) = ¢L°t7‘M,(DL)/L(C_lDFDL (B)CgFDL (A)dJFDL(é_I))-

Posons A = diag(n}_,75,.-.-mp) ot a1 < as... < ar. On rappelle qu'on
ade .A; et donc a1 > —Id. Par conséquent, la différence de deux éléments
de 'ensemble K&, BAC 1K, est un élément de M, (Op,), donc la différence

de leurs traces réduites est un élément de Or et ¢ est trivial sur Op. Donc
Yotrys, (pp)/F €St constante sur K};BACilK%. De la méme fagon on montre

que Yrotryy, (p,),/L est constante sur K7 ¢l (B)C’EFDL (A)Ch,p, (C-YHKL.
Maintenant, montrer qu’on a

¢Ot7'M,(DF)/F(B'Aé'_1) = IpLoter(DF)/F(ElDFDL (B)CgFDL (A)C_IDFDL (é_l)),
revient & montrer que
¢(7TEltTM,(DF)/F(B(W%A)C’*) =
= (m tran,(01)/1(Copp, (B)(7L( B, (A))bep, (C71)
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et, vu que 9, et ¢ sont m-proches, et m > [, il suffit de montrer que ’image
(bien définie) de

t"'Mr(DF)/F(B(ﬂ'%‘A)éil)
dans O /P! et 'image (bien définie) de

tra, (D12 (CDp 0y (B)(TLCE 0, (A)Chpp, (C71))

dans Or,/ P! se correspondent par 'application A%, (induite par A7 ).
Maintenant, si on choisit des représentatnts B et C~ de B et de C1,

puisque A}, 1, (induit par A%, ) est un isomorphisme d’anneaux de Op,./ P,

sur Op, /PR ,ona(f , (Brp AC™Y)—CE  (B)XD. b, (7hAXD b (C71) €

MT(PgL) et par conséquent 'image dans O,/ P} de try;, (01)/2(CBop, (BrLAC™1))

est égale & I'image dans O/ P} de tr, (p,)/L(CBop, (BB, b, (e A)XE, b, (C7H).

Il nous suffit donc de montrer que I'image dans O/ P, de tr M, (Dp)/F (B(rl,A)C~1t)

et 'image dans Or/P! de tru, (p1)/2(CD D, (Brt, AC™1)) se correspondent

par l'application AL;. Mais la trace réduite d'un élément de M, (D) est

la somme des traces réduites des éléments diagonaux de cette matrice et de

méme pour Dy, donc, pour avoir (enfin) le résultat voulu il nous suffit du

lemme suivant :

Lemme 2.20. Soit x € Op,. Alors l'image de trp, p(z) dans Or/PL et
Uimage de trp, /(A ,.p, (%)) dans OL /P! se correspondent par lisomorphisme

!
AFL-
Démonstration. Reprenons les notations de la section 2.5. Ecrivons

d—1
x = E Dy i
=0

ou tous les e; sont dans F, et méme dans Op puisque x € Op,,. Alors, par
définition,

d—1
%lFDL (x) = Z TrZDFAgK(eZ)
i=0
L’algebre D agit sur le E-espace vectoriel Dr de dimension d par multipli-
cation & gauche et la trace réduite de x sur F est la trace de 'endomorphisme
qui correspond & x ; on peut la calculer facilement en choisissant dans le E-

espace Dp la base W%F, 7r1DF, ..mt L On trouve

F
d-1
trp,/p(T) = ZUH%)-
i=0

Pareillement, on a
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d—1
tTDL/L()\%FDL(x)) = ZU (MEK (€0)) Z)‘EK UF €o))
i=0

Pour tout 1 < i < d — 1, 'image de o%(eo) dans Og/P, et 'image de
AT (0% (e9)) dans OK/P}( se correspondent par I'isomorphisme A%, et
donc I'image de trp, p(z) dans Og/PL et I'image de t"'DL/L()‘DFDL( z))
dans Ok /PL se correspondent aussi par l'isomorphisme A7,. Comme
trpp/r(z) € Op et trp, ;1 (AD, p, () € OL et que AP 2 Op/PL ~ Ok Pk
induit A%, : Op/PL ~ Or /P, le lemme est démontré. O

On peut donc décomposer les intégrales dans ’égalité 2.28 en des sommes
qui se correspondent terme a terme et en déduire que

/ ) b(tran oyy/2(@) fle HINL(g)*dg =
7'M, (Op, )NGL,(Dr)

Yr(tra,(pg)F(9)F (g )IN(9)|°dyg.

/7r;er(ODF)ﬂGLr(Dp)

On conclut maintenant par la relation 2.27 et par 1’égalité des fonctions
Z (pour un nombre infini de valeurs de ¢~°) montrée.

b) Les facteurs € et ¢ sont reliés par la relation-définition :

(2.29) € (s;m59) = e(s;m9)L(1 — s; %) L(s; m) .

ou 7 est la représentation contragrédiente de .

Si G n’est pas le groupe des éléments inversibles d’une algebre & divi-
sion, alors la fonction L associée & une représentation cuspidale est triv-
iale. Comme la contragrédiente d’une représentation cuspidale est une
représentation cuspidale on conclut par le point a) ci-dessus et le théoréme
2.17.¢).

Si G’ est le groupe des éléments inversibles d’une algebre & division,
alors on sait que si 7 est une représentation de G% ou G} on a m(w) =
niv(r) +n — 1. Comme (7 p, conserve le niveau, nous savons donc déja
qu’elle conserve le conducteur. Autrement dit, le rapport

(2.30) e(s;mp;)/e(s; o) = c

ou ¢ est une constante. Reste & montrer que ¢ = 1.
Si 7 est une représentation de G’ ou G, on a

L(1 - s;7)L(s;m) ™t = Ur(g™)
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ou
X(1-aX)
X-p
avec « et [ deux nombres complexes (facile a obtenir & partir de [GJ],
th.5.11). Les égalités 2.29, 2.30 et le point a) impliquent alors :

Urp [ Urp = c.

Des calculs simples montrent que, quelle que soit la forme de Uy, et Ur,
(voir 2.31), on doit avoir ¢ = 1. O

(2.31) Ur(X) =1 0u Up(X) =
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3. CONSEQUENCES IMMEDIATES

Dans cette section nous donnons une preuve du fait que les résultats de
[Ba3], a priori valables en caractéristique nulle, sont vrais indépendamment
de la caractéristique. Ce sont les théorémes 3.1 et 3.2 plus bas. Ce n’est
pas la preuve la plus simple, ni la plus naturelle qui soit, étant basée sur la
construction faite & la section précédente. D’autre part, ces résultats sont
un corollaire immédiat de la dite construction et sont, aussi, indispensables
pour la preuve de la correspondance de Jacquet-Langlands en caractéristique
non nulle. Ils étaient donc incontournables.

Soit F' un corps local non archimédien, soit D une algebre & division
centrale de dimension finie d? sur F, soit r un entier strictement positif et
posons A = M, (D). On pose n = rd.

Théoréme 3.1. a) Si 7 est une représentation cuspidale de A*, alors on a

niv(m) < @ —d+2.

b) Si m est une représentation lisse irréductible quelconque de A*, alors
on a
niv(w) < m(w) —n + 2r.

Soit maintenant F' un corps global et soit A une algébre centrale simple de
dimension finie sur F. Soient F*(A) et A*(A) les groupes des adeéles de F™*
et A* respectivement. On identifie F* au centre de A* et F*(A) au centre
de A*(A). Pour toute place v de F on note F, et A, les localisés de F et de
Aen v.

Théoréme 3.2. Soit V un ensemble fini de places finies de F'. Si pour toute
place v ¢ V on fize une représentation lisse irréductible m, de A}, alors il
existe au plus un nombre fini de classes d’équivalence de représentations au-
tomorphes cuspidales m de A*(A), telles que, pour tout v ¢ V', la composante
locale de ™ a la place v soit équivalente a ,.

La preuve des deux théorémes est trés concise : Dans [Ba3], nous avons
montré que le th.3.1.a) implique le th.3.1.b) qui & son tour implique le th.3.2,
et ce indépendamment de la caractéristique. Dés lors, le seul probléme reste
le point 3.1.a). Il a été prouvé dans [Ba3] en caractéristique nulle. Pour
boucler la démonstration nous indiquons ici la preuve dans le cas ou F' est
de caractéristique non nulle. Si, dans ce cas, 7 est une représentation cusp-
idale de A* = GL,(D) de niveau [, alors en se plagant dans la situation des
théorémes 2.17 et 2.19 et avec les mémes notations, nous pouvons appliquer
le th.3.1.a) & la représentation cuspidale (par 2.17.c)) C_.IDFDL (7), puisque le
corps L est de caractéristique nulle. On obtient ensuite la méme relation
pour 7, car 'application ¢ lDF p, conserve toutes les quantités qui apparais-
sent dans I'inégalité (par construction pour r et n, par th.2.17.a) pour le
niveau et 2.19.b) pour le conducteur).
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Le théoréme 3.2 appliqué & une situation particuliére (la prop.5.6) jouera
un role important dans la démonstration de la correspondance.
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4. QUELQUES RESULTATS D’ANALYSE HARMONIQUE SUR DES STRUCTURES
PROCHES

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique non nulle et Dp
une algébre 3 division centrale sur F' de dimension d2. Soit » € N*. On pose
n = dr et Gr = GL,(F) et G% = GL,(Dfr). Comme en caractéristique
nulle, on veut trouver une correspondance entre les représentations essen-
tiellement de carré intégrable de G et les représentations essentiellement
de carré intégrable de G'. Le fait essentiel pour lequel la démonstration ne
marche pas comme en caractéristique nulle est qu’on n’a pas 'orthogonalité
des caractéres sur G%. Je ne pense pas qu’on puisse l'obtenir directement
comme sur Gr, méme si on a construit dans la section précédente une sit-
uation proche en caractéristique nulle, parce qu’on ne sait pas “relever” les
intégrales orbitales, et surtout parce qu’on n’a pas l'intégrabilité locale des
caractéres pour les représentations de G. C’est pourquoi on va étudier
plutét Gp et G en parallele. Plus précisement on aura & tout instant en
mémoire le carré :

G, —— @&,

!
Gr oo n

ou L est un corps proche de F' qui est de caractéristique nulle. La fleche 1 est
la correspondance (qu’on va noter Cy) déja établie en caractéristique nulle,
les fleches 2 et 2’ sont les applications du type C_IG”L et EBF p,» €t on voudrait
définir une correspondance a la place ol on a mis sur le dessin des pointillés.
Les ennuis viennent du fait que les correspondances horizontales et verti-
cales sont de natures tres différentes : pour pouvoir user de 2 et 2’ on doit
étre stir que les objets qu’on veut transférer sont constants sur des ouverts
assez “gros”, alors que pour la fleche 1 on ne sait pas en quelle mesure elle
conserve la propriété “étre constant sur un ouvert assez gros” (que ce soit
pour des fonctions, pour leurs intégrales orbitales ou pour les caracteres de
représentations). C’est & ’étude de ce probléme que la présente section est
dédiée. Un autre probléme découle du fait que les correspondances verticales
2 et 2’ sont partielles et envoyent certaines représentations des groupes d’en
bas sur certaines représentations des groupes d’en haut, et pour obtenir
des renseignements sur une autre représentation on est obligé de changer
de corps L. Pour régler ce probléme il faut se placer dans une situation
ol le niveau de toutes les représentations qui apparaissent est borné uni-
formément, et c’est ce qu’on va faire dans la section 5 (suivante) au cours
de la démonstration proprement dite.

Dans les sous-sections 1, 2 et 3 nous nous intéressons seulement & GL,,(F).
C’est dans la section 4 qu’on démontre le seul résultat sur les formes intérieures
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de GL,(F) dont nous avons besoin par la suite.

4.1. Eléments proches. Soient F et L deux corps locaux non archimédiens
m-proches. On reprend toutes les notations de la section 2, notamment A\ .
On note vg et vy les valuations sur F' et L respectivement.

Sia e F*, b€ Let 00 <1l < m on dit que a et b sont [-proches si
(b— AP, (a)) € P£l+vF(a)). On note alors a ~; b. On remarquera que b
est alors non nul, car il a la méme valuation que a. On considere que les
éléments nuls de F' et L sont [-proches pour tout [.

Soient a € F* et b € L*. Sia = W%F(a)a, avec @' € Oy et b = WZL(b)b'
avec b’ € Oy, alors a ~; b si et seulement si on a 1'égalité vr(a) = vr(b) et
que l'image par A%, de la classe de a’ dans Op/PR et la classe de b’ dans
Or/PJ" sont égales modulo Pi.

PROPRIETES

1) Pour tout z € F, z et A}, (z) sont m-proches,

2) Pour tout a € F et b € L qui sont [-proches, pour tout i € Z, w}',a et
wib sont [-proches,

3) Siay et az sont dans F et by et by sont dans L, si a; ~; by et ag ~; bo,
alors ajag ~j bibs,

4) Soit A un ensemble fini et pour tout ¢ € A, a; un élément de F et b;
un élément de L tel que > a; # 0. Onpose !’ =1+ vp(} a;) — mjn(vp(ai)).

A A

Sim > 1" et pour tout i € A, a; ~p b, alorson a : > a; ~; Y. b;.
A A

Les premiéres trois propriétés sont triviales. Pour démontrer la quatrieme
on écrit

M) =Y b = AR ai) = Y ARL(a) + ) AFL(a) = D b=
A A A A A A

o)) = Y AB(a) + Y (VPr(ai) — by).
A A A

Or, pour tout ¢ on a a; ~p b; et donc

l+vr(3 ai)
App(a) —bie Pp 4
d’ou
I+vr (X as)
Y (\Ppla)-b)epPp
A
Reste & montrer que
I+vp(d a;)
A

?L(Z ai) — Z Apr(ai) € Py
A A
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;. . miny vp(a;
En écrivant, pour tout ¢, a; = 7 F ')ag,ag € Op, on a

Npp()Jai) = w4 TN (3 )
A A

et, pour tout 1,
NPz (ai) = w4 TN (a)).
11 suffit donc de vérifier que %: a;— § A2 (a}) € PY. Mais comme les a} sont

dans Op et les corps sont m-proches, alors par le fait que XFL est induit par
AT, (sous-section 2.5.1), ?L(%: al) — %:)\?L(ag) € P/* ; comme m > [' le

résultat est prouvé.

Sur le F-espace vectoriel F™ on considére la valuation vpn ((a1; az;...an)) =

1I<Ill£1 vp(a;). Onrappelle que, si F et L sont m-proches on étend ’isomorphisme
<i<n

A% de facon naturelle, composante par composante, en un isomorphisme
de F™ sur L™. Sia = (ai;a9;...ap) € F™ et b = (by;be;...by) € L™ et si
0 <1 < m on dit que a et b sont [-proches si a et b sont nuls tous les deux ou
si a est non nul et que pour tout i on a b; — A% (a;) € P}f“Fn(a). SiU est un
F-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base, et V un L-espace
vectoriel de méme dimension n muni d’une base, alors on peut identifier U
a F™ et V a L™ et parler d’éléments [-proches de U et V. Cette extension
de la définition des éléments proches s’applique en particulier aux espaces
de matrices My (F) et My(L).

4.2. Eléments proches et polynémes. Si P est un polynéme en n? vari-

ables commutatives Xi1,X12,...Xnpn & coefficients dans Z, si M = (my;) €
M, (F) (ou My(L)), on pose P(M) = P(m;;) € F (ou L). Enongons quatre
propositions qui nous seront utiles par la suite:

Proposition 4.1. i M, M' € My(F) alors vy, my(MM') > vpg, () (M) +
UMn(F)(M,)'

Proposition 4.2. Soit M € GL,(F). Pour tout k >0 on a :

— -1

Proposition 4.3. Si k > 0 est fizé, si M € GL,(F), en posant
m =k — vy, ;) (M) = Vg, 5y (M)
on a: si F et L sont m-proches, alors (% (M) € (% (KEMKE).
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Proposition 4.4. Supposons que F' est de caractéristique non nulle p. Soit
P € Z[X11,X12, .- Xnn)- Soient k >0 et M € M,(F) fizés.

a) On suppose que tous les coefficients de P se trouvent dans l’ensemble
{1,2...p—1} et que P(M) # 0. On pose S = {s tel que s est un mondme de P}
et

m =k +vp(P(M)) = min vp(s(M)) = va, () (M) = vag, ) (M ).

Alors, si F et L sont m-proches, pour tout N € (T (KmMK®) on a
P(M) ~p, P(N).

b) On ne fait aucune supposition sur les coefficients de P, mais on suppose
toujours que P(M) # 0. Ecrivons P = Q+pR ot Q, R € Z[X11, X12, ... Xnn]
et tous les coefficients de Q se trouvent dans Uensemble {1,2...p — 1}. Soit
w le degré total de R, S = {s tel que s est un mondéme de Q} et

m = max{k + vp(P(M)) — I§1€1§1 vp(s(M)) — v, () (M) — UMn(F)(Mil);

E+ op(P(M)) + max{0; ~ o, (r) (M)} ).

Alors, si F et L sont m-proches, pour tout N € (% (KPMKT) on a
P(M) ~ P(N).

c) Supposons que P(M) = 0. Alors il eriste m tel que, si F et L sont
m-proches, pour tout N € (i, (Kp MKR) on ait vr,(P(N)) > k.

Démonstrations.

PROPOSITION 4.1 : Pour tout 1 <i<nettoutl1<j<nona
n
! . . ,
ve(3 mamiy) 2 i, vr(ma) + i, e

d’ou le résultat. O

- 1
PROPOSITION 4.2 : Si A= M + B ot B € My (P ™™ )y alors

A=M(Id+ M™'B)c MKk
par la prop.4.1, d’ou la premiére inclusion.
Si A= (Id+ B)M(Id + C) avec B,C € M,(P¥E), alors

A=M+BMC+BM + MC

ou BMC,BM et MC se trouvent dans Mn(PII;JrvM”(F)(M)) par la prop.4.1,

d’ou la deuxiéme inclusion. O

PROPOSITION 4.3 : Soit M = BAC, ou B € GL,(OF), C € GL,(OF) et
A € Ap. On a vu qu’alors

C_FL(K?MK?) = KEC?L(B)CFL(A)C}'HL(C)KE
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Pour montrer que (7 (M) € (T (KEMKE) il suffit, par la prop.4.2, de
montrer que

(rr(BAC) — (rr(B)(rL(A)C(FL(C) € Mn(Pr)

ol
u = k—UMn(L)((CFL(B)C?L(A)CFL(C))_I) = k_an(F)(M_l) = m+uvp, (r)(M).
On a utilisé pour la deuxiéme égalité le fait que

- Cpr(B) € GLa(Or),

- (P (C) € GLy(Op) et

- v (A7) = vp(A7Y) = v(CIM7IB™Y) = vp(M~1). Pour les
mémes raisons, v, (7)(M) = vay, () (A) et si on écrit

A = diag(ny; w875,

alors vy, (7)(A) = a1. Donc la relation & montrer est

(FL(BAC) — (FL(B)CFL(A)FL(C) € Mu(PL™) ;

ou encore :

(Fr(Brp™ AC) — (Fr(B)(Fr(np " A)(FL(C) € Mn(PL),

—a1

qui est évidente, car B,C,n* A € M,(OF) et on peut appliquer le fait que
Papplication (7 est induite par la restriction de (7. O

PROPOSITION 4.4 : Le partage du premier résultat de ce théoréme (hy-
pothése P(M) # 0) en point a) et point b) vient du fait que, si F et L
sont m-proches la somme & [ termes 1 + 1+ ... + 1 dans les corps F et L
respectivement donne des éléments m-proches pour [ < p (voir la propriété
4 page 37), mais pas pour [ = p. Le point ¢) traite du cas P(M) = 0 ou le
résultat est de nature différente.

a) Par la proposition 4.3, (7 (M) € (™ (K MK™). Par la proposition
_ -1
4.2, N — (P (M) € Mn(P;n oM () (M )) et donc N et (7 (M) sont [m —
UMn(F)(M*I) — Vg, () (M)]-proches. Mais
m — v, () (M) = vag, () (M) = k + vp(P(M)) — minvp(s(M)).

Donc les coefficients de mémes indices des deux matrices respectivement sont
[k +vp(P(M)) — mig vp(s(M))]-proches. Par la propriété 3, pour chaque
IS

s €8, s(M) et s(N) sont [k + vp(P(M)) — Ivréigvp(s(M))]—proches. Les

coefficients devant ces monémes se trouvent dans ’ensemble {1,2...p — 1}.
Les éléments 1p et 1; sont m-proches par la condition imposée dans la
définition de 'application A'%%;. Alors, par la propriété 4, pour tout [ €
{1,2...p—1}, les sommes & [ termes 14+ 1+...4+1 dans F et L respectivement
sont m-proches. Ainsi P(M) et P(N) sont des sommes non nulles d’éléments
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[k+vp(P(M))— miél vp(s(M))]-proches deux & deux. Donc, par la propriété
(US]

4, P(M) et P(N) sont k-proches.

b) Par le point a) et le choix de m, Q(M) et Q(NN) sont k-proches. Re-
marquons que la caractéristique de F étant p, Q(M) = P(M). 1l suffit de
montrer donc que Q(N) + pR(N) et Q(IN) sont k-proches. Or, si L est un
corps de caractéristique nulle m-proche de F', alors I'image de la somme &
p termes 1 + 1+ ... + 1 dans Or/P[" est la classe de 0, donc la valuation
de Pélément 1+ 1+ ... + 1 (p fois 1) est supérieure & m. Par le choix de

m dans I’hypothése, pR(N) € Pf”L(Q(N)) et donc Q(N) +pR(N) et Q(N)
sont k-proches.

c) Considérons le polynéme Q(X) = P(X)+ 1. On a Q(M) # 0 et on
peut appliquer le point b) & Q. Or, si Q(M) et Q(N) sont k-proches, alors
Q(N) -, (Q(M)) € PE. Mais

Q(N) — (Fr(Q(M)) = (P(N) +1) —1= P(N)

d’ou le résultat. O

4.3. Eléments proches et polynémes caractéristiques, cas de GL,,.
Soit F' un corps local de caractéristique non nulle p. Soit Pjs un polynéme
unitaire de degré n a coefficients dans F' et séparable (sans racine multiple),
et M la matrice compagnon de Py . Soit [ > 0.

Proposition 4.5. Il existe deur entiers, m > [ et s, qui ne dépendent que
de Py et de l, tels que, si L est un corps local de caractéristique nulle
m-proche de F, on ait : si g est un élément de G (resp. de Gp) dont
le polynome caractéristique est s-proche de Pyy, alors g est conjugué d un
élément de (T (KL MKY) (resp. de Kb MKY).

Démonstration. On pose

s =1 — vpg, () (M) = vpg, ) (M)
et

m=s.
Par la proposition 4.3 et le choix de m, (%, (M) € (P (KLMKL) et donc
(FL(KpMKE) = KL (P (M)KL.
D’autre part, si Kp MKp = KpAKp, A € AR, alors
UMn(F)(M) = UM,.(F)(A)

et

Ut () (M) = vpr,py (A7),
Comme on a (T (KLMKY) = KL(P (M)KL, on en déduit que

(FL(M) € Ki (i (A)K]
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et que
UM, (L) (C?L(M)) = UMn(L)(CFL(A))
et
Ut (2) (CFL (M) ™) = vag, (1) (CF(A) ).
Bref,
an(F)(M) = UM, (L) (Crr(M))
et

Ot () (M) = v,y (CRL (M) 7).
On peut donc écrire :

s =1 — vag, () (CFL (M) = var, (1) (CFL(M)7H).
On remarque par ailleurs que (7 (M) est la matrice compagnon de {7 (Par).
Donc, si P est un polynéme s-proche de Py, alors P est un polynome s-
proche du polynéme caractéristique Pq?nL( m) de CFp (M) aussi. Donc la ma-
trice compagnon Comp(P) de P sera s-proche de (F; (M). Par conséquent

-1

Comp(P) — (. (M) € Mn(Pz+an(L)(C%"L(M))) _ Mn(Pi_an(L)(C;‘nL(M) ))1

Par la proposition 4.2 on a alors

Comp(P) € Ki(F (MK = (Fr(KpMKp).
On conclut par le fait que si ¢ € GL,(F') a le méme polynéme caractéristique

P que Comp(P), alors g et Comp(P) sont conjugués (car P est sans racine
multiple). O

Proposition 4.6. Soit m une représentation de carré intégrable de Gp. Soit
M wun élément elliptique régulier de Gg. Soit Pyy le polynéme caractéristique
de M. Il existe alors m et s qui ne dépendent que de w et de Py tels que,
st L est un corps local de caractéristique nulle m-proche de F, on ait : pour
tout élément g de G, dont le polyndome caractéristique est s-proche de Py,
on a

Xem, (r)(9) = X (M).

Démonstration. On peut supposer que M est la matrice compagnon de
Pyz, puisque les caracteres sont constants sur une classe de conjugaison.
Dans [Ba2] nous montrons & la page 65, au cours de la démonstration du
th.4.3, qu’il existe [ tel que x, soit constant sur KJZFMI{}J et m tel que, si L
est un corps m-proche de F, alors xzm (r) soit constant sur (m (KL MKL),
et ces deux constantes sont égales. Les entiers [ et m ne dépendent que
de M et de w. (Ce relévement local des caractéres ne se fait que pour des
représentations de carré intégrable et pour un M elliptique régulier, car il
passe par un relévement local de 'intégrale orbitale d’un pseudocoefficient.)
Nous appliquons ensuite la prop.4.5 pour ce [ et, quitte & augmenter m, nous
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avons le résultat. Les entiers m et s obtenus ne dépendent que de I, M et
7, mais [ ne dépend & son tour que de M et 7, et M ne dépend que de Py,
étant sa matrice compagnon. O

4.4. Eléments proches et polyndmes caractéristiques, cas des formes
intérieures de GL,,. Dans cette sous-section on démontre un résultat sur
les formes intérieures de GLy(F') (la proposition 4.10). Soit Dy une algebre
a division centrale de dimension d? sur F. Soit E une extension non ram-
ifiée de dimension d sur F' incluse dans Dp. On supppose qu’on a fixé une
uniformisante 7r de F' (et de E aussi), ainsi qu’une uniformisante 7p, de
Dr et un générateur o de Gal(E/F) qui correspondent & Dy comme dans
la sous-section 2.4. Soit 7 un entier strictement positif et G, = GL,(Dp).
On pose n = rd. Chaque fois qu’on se donne L un corps local m-proche
de F, on considére que le triplet correspondant est choisi de facon & ce que
Puniformisante de F' qui y apparait soit 7p. On reprend alors toutes les
notations de la section précédente pour K, Dy et tous les objets qui leur
sont associés, avec une seule exception : la dimension de Dp sur F' est notée
ici d alors que dans la section précédente elle était notée n. On rappelle que
la base de voisinages {K % }icy de identité avec laquelle on a travaillé sur
G’z est associée & la base de voisinages {Pl‘-i)lF }ien de 0 et non pas a la base

de voisinages {P}, }ien-

Proposition 4.7. Si M, M' € M,(DF) alors vy, (pp)(MM') > vag, (D) (M)+
UM,(DF)(MI)-

Proposition 4.8. Soit M € GL,(Dp). Pour tout k>0 on a :

d(k= ! d(k
M+MT(PD(F 'UMr(DF)(M ))) C Kf;VMK;c;v C M-l—MT(PD(F—i—’UMr(DF)(M)))
Proposition 4.9. Si k > 0 est fixé, si M € GL.(Dp), en posant m =
k — va,(pp) (M) — UM,(DF)(M_I) on a : si F et L sont m-proches, alors

Démonstrations. Les démonstrations des propositions 4.1 et 4.2 s’appliquent

aux propositions 4.7 et 4.8 sans changement. Pour la proposition 4.9 il y a

un petit probléme car I'uniformisante de D ne commute pas avec tous les

éléments de D donc il faut vérifier que {7y (BAC)—(h . p. (B)(D.p, (4)H,.p, (C) €

ai
F

Mn(Pg(mfal)) est toujours vrai. On multiplie par 7% comme dans la

démonstration de la proposition 4.3 et on écrit :

Tpy (Bapy (BAC) = (Bp, (npe BAC) = (B,.p, (0% (B)(nps A)C)
car nous avons défini (77, de sorte qu’elle commute a la multiplication
par les uniformisantes (propriété 2).
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Maintenant

T $Bp05, (B Dry, (A)CDrp, (C) = 0% ((Brp,, (B))7p; Dy, (A D p,, (C)

= 0% ((Br0L(B))¢Den, (Tpg A)Bpp, (C).
On a aussi
(Bepy (05 (B)) = 0% (¢(Bpp, (B))
par la relation 2.13, page 14. Il faut donc montrer que

CgFDL (0%1 (B>(”B‘;,1A>C)—CgFDL (0'?31 (B))CTBFDL (WBiIA)CgFDL(C) € Mr(le%F>-

On conclut comme dans la démonstration de la proposition 4.3, car 0%} (B), WBZIA
et C sont dans M,(Op;.)-

Proposition 4.10. Soient M' € G} et k € N. Il existe un entier m tel
que, si F' et L sont m-proches, alors pour tout g' € CDwDy (Kg‘F M'KBF) les
polyndémes caractéristiques de M' et g' sont k-proches.

Démonstration. On rappelle la proposition de la page 295, [Pi] :

Soit A une algébre centrale simple sur F de dimension n?. Soit E une
extension de dimension n de F. Alors, si on a un morphisme d’algebres
unitaires ¥ : A — M,(FE), pour tout élément g de A, le polynéme car-
actéristique de ¥(g) (qui a priori a des coefficients dans F) a tous ses coef-
ficients dans F' et c’est le polynéme caractéristique de g.

Dans notre cas, A = M,(Dp). Elle agit sur D%. En écrivant D =

&b ﬂ}')FE on a un isomorphisme D% =~ E™ et par conséquent une ac-
0<i<d
tion de M,(Dp) sur E®. On a obtenu donc un morphisme d’algebres
U : M,(Dp) — My(E). Le polynéme caractéristique de M’ est alors égal au
polynome caractéristique de ¥(M'). On va calculer ce dernier en fonction
des coefficients de M'. Supposons que M' s’écrit M' = (m;;)1<i,j<r €t que
U(M') s’écrit (nst)1<s,t<n- Supposons maintenant que pour tout i et j, m;;

s’écrit sur la base 1,7TDF,7T2DF...7T%;1 de Dp sur E :

o E k k k
m” = ﬂ'DFe,ij, ei]- c FE.
0<k<d-1

Pour tout 0 <! < d — 1, pour tout tel efj posons ef} = ag(efj). On peut

fabriquer une matrice U(M') = (Uyw)i<v,w<n @ N lignes et n colonnes et &
coefficients dans E en posant pour tout 1 < v,w < n : Uyy = ef} oui,j, k
et [ sont définis comme suit : [ est le quotient de la division euclidienne
de v par 7, i — 1 est le reste de la division euclidienne de v par r, k est
le quotient de la division euclidienne de w par r et j — 1 est le reste de la

division euclidienne de w par 7.
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Notation : Si P est un polynéme dans Z[Xi1, X12,...Xns][t], si A =
(@ij)1<i,j<n est une matrice dans M, (F), siz € F, Pélément P(a11;a12; ...; Gnn; )
de F sera noté abrégé P(A;zx).

Lemme 4.11. Pour tout 1 < s,t < n il existe un polynéme indépendant
de M', Py € Z[X11,X12,.-Xnn|[t], dont le degré total en les variables
X1, X12, - Xnn est 1, tel qu’on ait ngg = Py(U(M');7R).

Démonstration. Il suffit de vérifier cette propriété pour des matrices du
type MjS = (mj;)1<ij<r O mi; = 8igibjojTh, € ol i, jo sont des entiers
entre 1 et r, k est un entier entre 1 et d, et e € E, car I’ensemble formé
par ces matrices engendre M, (Dp) sur Z et les polynémes considérés sont
de degré 1 en les n? premiéres variables. Soit dy,ds...d, la base canonique
de D%. L’élément lef;;o agit sur D7, en envoyant d; sur 0 pour tout i # g
et en envoyant d;, sur W%F edj,. Sion se représente la matrice \IJ(MZE‘;O) par
blocs de taille d x d, alors tous ces blocs sont nuls a ’exception de celui qui
se trouve dans la position igjo, et ce dernier est égal & X = (4;)1<i j<q OU
les x;; sont donnés par :
-sil < 1 < k, alors T = (si,jfd—kkﬂ'FU
-sik+1<i<n,alors z;; = § j 1,0’ " (e).
Le lemme est vérifié. O
Lemme 4.12. Il existe des polynémes Py, Py...P,_1 € Z[X11, X12, ---Xnn][t]

tels que pour toute matrice M' dans M,(Dr), le coefficient de X, 1 < i <
n — 1, dans le polynéme caractéristique de M' soit égal & Pi(U(M');7F).

k—d+j—1(e)

Démonstration. C’est évident par le lemme 4.11 plus haut.

Lemme 4.13. Les points a), b) et c) de la proposition 4.4 sont vérifiés si on
remplace Z[X11, X12, ... Xnn| par Z[X11, X12, ... Xnn][t], P(M) par P(M;7F)
et P(N) par P(N;xr).

Démonstration. La démonstration marche identiquement en tenant compte
que, si F' et L sont m-proches, alors mp et mp sont m-proches. Une autre
fagon de démontrer ce lemme est de le voir comme un cas particulier de la
proposition 4.4 : on applique la proposition 4.4 & (n + 1)? variables. O

Démontrons maintenant la proposition 4.10. On remarque que, si M et
M' sont dans M,(Dp), et si M — M' € MT(Pg’;), alors pour tout 4,7, si

on écrit mij; = ) W%Fefj et mi; = W%FGI%, on a pour tout k :
0<k<d-1 0<k<d—1

k ¢ fj € PLE. Par conséquent, pour tout entier k; fixé, il existe un entier ko

ij
tel que, si F e_t L sont ks-proches, pour tout M € ngFDL (Kf)i,M’Kf)ZF) on
ait : U(M) € (B2 (KMU(M')KE) (on a utilisé les propositions 4.2, 4.8, 4.3,

(&
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4.9 et le fait que si e, e’ € E sont k-proches alors, pour tout o € Gal(E/F),
o(e) et a(e') sont k-proches).
Soit maintenant M’ comme dans I’hypothése de la proposition 4.10. On

pose N = min v, g)(P;(U(M'))) qui a un sens parce qu’au moins
0<i<n-—1

Py((U(M"))) est non nul (car égal & det(M')). L’entier N n’est autre
que la valuation du polynéme caractéristique de M" vu comme élément
de F™. En appliquant la proposition 4 b) a la matrice Y(M') € M,(E)
on trouve qu’il existe un kg tel que, si L est kg-proche de F', pour toute
matrice M" € (ko (KX U(M')K¥,.), pour tout i entre 0 et n — 1 tel que
P(U(M")) £ 0, P,(U(M")) et P;(M") soient k-proches. En appliquant le
lemme 4.13c) aux polynomes P; qui vérifient P;(U/(M')) = 0 on trouve
qu'il existe un kg tel que, si L est ky-proche de F, pour toute matrice
M" € Eg}{(Kg’K (M")K% ) on a v, (k) (Pi(M")) > k + N. En posant
k1 = max{ko; k{} I'entier m = ko (voir quelques lignes plus haut pour ks)
vérifie les propriétés requises par la proposition 4.10.
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5. PREUVE DE LA CORRESPONDANCE

Soient F un corps local non archimédien et D une algébre & division
centrale sur F et de dimension d2. On pose n = rd, G = GL,(F) et
G' = GL.(D). Si Of (resp.Op) est 'anneau des entiers de F (resp.D),
on fixe des mesures de Haar sur G et G’ telles que le volume de GL,(OF)
(resp.GL,(Op)) soit égal & 1. Rappelons qu’un élément g de G ou G’ est dit
semisimple régulier (resp. elliptique régulier) si le polyndme caractéristique
de g est séparable (resp. irréductible séparable) et que, si g est un élément
de G et g’ un élément de G’ on dit que g correspond & g’ et on écrit g «> ¢’ si
g et ¢’ sont semisimples réguliers et ont le méme polynéme caractéristique.
Si 7 est une représentation lisse de longueur finie de G ou G’, alors on note
X« le caractére de 7 vu comme fonction localement constante sur I’ensemble
des éléments semisimples réguliers du groupe en question.

On note E%(G) 'ensemble des classes d’équivalence de représentations es-
sentiellement de carré intégrable de GL,(F) et E?(G') 'ensemble des classes
d’équivalence de représentations essentiellement de carré intégrable de G'.
On fixe une fois pour toutes un caractére additif non trivial ¥ de F, trivial
sur ’anneau des entiers de F. Tous les facteurs € des représentations de
G ou G’ seront calculés & partir de ¥r. Nous voulons montrer le théoréme
suivant, dit correspondance de Jacquet-Langlands.

Théoréme 5.1. Il existe une unique application :
C: E*G) - E*(@")
telle que pour tout m € E*(G) on ait

(5.1) xXx(9) = (=1)" "xcm(9")

pour tous g < g'.
L’application C est bijective. Les représentations et C(m) ont le méme
facteur €.

Nous voudrions montrer ce théoréme en partant du fait qu’il a déja été
montré en caractéristique nulle (dans [DKV]) et en utilisant la construc-
tion de situations proches de la section 2. L’idéal serait de prouver que
pour les deux groupes G et G’ on peut relever localement les caractéres
des représentations au voisinage des éléments réguliers. En pratique cela
est difficile & envisager, et tout ce dont on dispose est un relevement local
des caracteéres seulement pour G et seulement au voisinage des éléments el-
liptiques, et seulement pour les représentations de carré intégrable (cette
deniére condition n’est pas vraiment une contrainte dans le cadre présent).
Ce résultat, qui est une conséquence immédiate des résultats dans [Ba2],
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permet néanmoins de prouver le théoréme plus faible ci-dessous, par com-
paraison avec la caractéristique nulle et & 'aide des résultats prouvés dans
la section 4 :

Théoréme 5.2. Correspondance faible.
1l existe une bijection :

C': E*(G) —» E*(@)
telle que pour tout m € E*(G) on ait
Xx(9) = (=1)" "xc(m(9")

pour tout g <> g' elliptiques réguliers.

Attirons I'attention sur le fait que cette variante faible n’est pas satis-
faisante parce qu’elle ne permet pas d’étendre la correspondance de Jacquet-
Langlands aux représentations qui ne sont pas essentiellement de carré
intégrable (voir pour linstant [Bal], ch.4). Nous ne pouvions donc pas
nous arréter 1a. Pour montrer le th.5.1 (variante forte) en caractéristique
non nulle, nous remarquons que le th.5.2 permet de montrer les relations
d’orthogonalité des caractéres des représentations de carré intégrable sur
G' (voir Pannexe), par transfert, une fois qu’on a ce résultat sur G. Nous
énoncgons donc un troisieme théoreme :

Théoréme 5.3. Les relations d’orthogonalité des caractéres sont valables

sur G et G'.

On sait pour l'instant qu’il est vrai si la caractéristique du corps de base est
nulle ([Cl]) et qu’il est vrai pour G si la caractéristique du corps de base est
non nulle ([Ba2]). Nous suivons ensuite le schéma suivant :

On montre que, sur un corps de base fixé (toute caractéristique),

1) le th.5.3 implique le th.5.1,

2) le th.5.1 implique le th.5.2

3) le th.5.2 implique le th.5.3.

La preuve de 1) est une récriture de [DKV] telle qu’il soit clair que la
caractéristique n’intervient pas, en particulier en supprimant toute référence
aux résultats de 'appendice 1 dans [DKV], indisponibles en caractéristique
non nulle. Le 2) est trivial. Comme le th.5.3 est prouvé pour G en toute
caracéristique, le 3) est immédiat par transfert sur G'. La partie originale
de la démonstration est la preuve (qui utilise la théorie des corps proches
développée aux sections 2 et 4, ainsi que les résultats de la section 3), de
I'implication

4) sile th.5.1 est vrai sur tout corps de caractéristique nulle, alors le th.5.2
est vrai sur tout corps de caractéristique non nulle.

C’est pour pouvoir démontrer cette implication qu’on a du intégrer la
relation sur les facteurs € & I’énoncé du th.5.1.



JACQUET-LANGLANDS EN CARACTERISTIQUE NON NULLE 49

Dans cette situation, comme le th.5.3 est connu en caractéristique nulle,
1), 2), 3) et 4) impliquent que les trois théorémes sont vrais en toute car-
actéristique.

Montrons que le th.5.8 implique le th.5.1.
Démonstration. On fixe D et on raisonne par récurrence sur r. L’hypothése
de récurrence est :

(Hy) Le théoréme 5.1 est vrai pour G = GLgi(F) et G' = GLg(D).

Le premier pas (k = 1), connu en caractéristique nulle ([Ro]) a été traité
dans [Ba2] pour le cas de la caractéristique non nulle. Nous supposons que
le théoréeme plus haut est vérifié pour tout entier £ de 1 & » — 1. On pose
G = GL4 (F) et G' = GL,(D), pour vérifier ’hypothése H,.

Soit my une représentation de carré intégrable de G de caractére central
(unitaire) w. Considérons un corps global F et une algébre & division D sur
IF tels que :

- il existe une place vy de F telle que F,, ~ F et D, ~ M, (D) ;

- aux places infinies D est scindée ;

- & toute place v différente de vy ou D est ramifiée, D, est isomorphe a
une algebre & division sur F,.

Soient vg, v1...vy, les places de F ou D est ramifiée. On fixe une fois pour
toutes un isomorphisme Dy, ~ M, (D) et des isomorphismes I, ~ My(F,)
pour toutes les places v ou D est scindée. Pour toute place v de F on note
GL,(F,) par G, et D} par G,,.

On note indistinctement Z, = Zgr,(r,) =~ Zn;- Les adeéles des groupes
GL,, et D* sur IF seront notées GL,(A(F)) et D*(A(F)).

Soit vp41 une place finie de F ol D n’est pas scindée. On pose S =
{vg...Vm+1}- Pour tout v € S nous définissons w, et m, de la fagon suivante :

'W'vo :OJ, 771)0:770;

- wy; = 1 pour tout 7 € {1,2...m + 1} ;

- Ty; € E*(GLy(Fy,);wy;) la représentation de Steinberg de GL,(F,,)
pour tout 7 € {1,2...m} ;

- 41 Une représentation cuspidale de caractére central trivial de G Ly, (I, , , )-

Notons 7 une représentation automorphe cuspidale qui vérifie 7, ~ m,
pour tout v € S et W son caractére central. L’existence d’un tel 7 n’est
pas évident. Dans un appendice de [He|, Henniart montre ce résultat pour
un groupe réductif quelconque, mais a condition que les 7, soient cuspidales
pour tout v € S. Dans le cas particulier du groupe linéaire, sa démonstration
marche avec représentations de carré intégrable a la place de représentations
cuspidales. En effet, il suffit de :

- rajouter & une autre place une composante cuspidale,
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- remplacer tout au long de la preuve coefficient par pseudocoefficient ;
pour montrer que le psudocoefficients jouent ici exactement le méme role
que les coefficients dans la démonstration de Henniart, il faut utiliser les
deux arguments suivants :

- un pseudocoefficient d’une représentation de carré intégrable 7 est une
fonction sur laquelle la trace de toute représentation générique non équivalente
a 7 s’annule (car ou bien de carré intégrable, ou bien non elliptique),

- toute composante locale d’une représentation automorphe cuspidale de
GL,, est générique ([Sh],pp.190).

Si w, est un caractére de Z,, on note H(G,;w,) 'espace des fonctions
f sur G, localement constantes a support compact modulo Z, telles que
f(zg) = w;1(2)f(g) pour tout g € G, et tout z € Z,. Pareil pour G),. Pour
toute place v on pose K, = GL,(Oy) et K, = GL,(Op,). Si f € H(Gy;wy)
et f' € H(G!;w,) sont & support dans I’ensemble des éléments semisimples
réguliers, on dit que f et f’ se correspondent si leurs intégrales orbitales sont
égales sur des éléments qui se correspondent (V g +» ¢', ®(f;9) = ®(f';4"))
et intégrale orbitale de f est nulle sur tout élément g qui ne correspond a
aucun g’ € G'. Ici le choix de mesures pour ces intégrales orbitales se fait de
la fagon suivante : sur G, = GL,(F,) la mesure est telle que vol(K,) = 1,
sur G}, = GL,(Dy) la mesure est telle que vol(K}) = 1, sur Z, on fixe une
mesure dz arbitraire, sur tout tore elliptique maximal T de G, ou G, on fixe
la mesure dt telle que pour la mesure quotient dt/dz on ait vol(T/Z,) = 1,
sur tous les tores maximaux de G, on fixe des mesures arbitraires avec
la seule condition que si deux tores sont conjugués les mesures choisies se
correspondent via cet isomorphisme (c’est indépendant de la conjugaison
envisagée), et sur les tores maximaux de GJ, on fixe des mesures provenant
des tores maximaux de G, comme dans I’Annexe. Remarquons que les
fonctions qui apparaitront sont & support dans les éléments semisimples
réguliers, et ne “voyent” pas les autres points. En particulier, bien que I'on
n’ait pas posé de condition sur la caractéristique du corps de base, pour
toute fonction f' € H(GL;wy), il existe une fonction f € H(Gy;w,) qui lui
correspond et réciproquement, par le théoreme de submersion de Harish-
Chandra ([H-C]).

Soit @ un caractére unitaire de F*. On pose &, = w, et on définit
H(GL,(F);&)) comme l’ensemble des fonctions f : GL,(A(F)) — C in-
variantes a gauche par GL,(F), qui sont produit sur ensemble des places
v de fonctions locales f, € H(G,;w,) telles que, pour presque tout v, le
support de f, est inclus dans Z,K, et f,(k) = 1 pour tout k£ € K,. On
définit de fagon analogue H (D*(F);w)).

Soient f € H(GLn(F);@)) et f' € H(D*;@). On dit que f et f’ se
correspondent et on écrit f > f’ si pour tout 7 € {0,1,2...m} on a fv@- “ f’v,-
et pour toute place v ol D est scindée on a f, = f’v (via les isomorphismes
a ces places fixés au début).
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On note py (resp. pp) les représentations de GLy, (A(F)) (resp. D* (A(F)))
dans I'espace des formes automorphes cuspidales de caractére central &.

Proposition 5.4. $i f € H(GL,(F);&) et f' € H(D*; &) sont telles que
[ < f!, et si fo,,., est un coefficient d’une représentation cuspidale de

Gopyy, alors on a :

trpo(f) = trog(F).

Proposition 5.5. On pose
V= {vo,vl...vm}

Posons Gy = Ilyey Gy, Gy = ey G, et wy = Iyey@,. Notons 7y la
représentation de Gy induite par T par restriction auz places dans V. Si
fv € Ilito H(Go;;wy;) et fi, € [Tizg H(GY, s wy;), on écrit fy < fi, si pour
tout i € {1,2..m} f,, et fj)i sont a support dans les éléments elliptiques
réguliers et pour tout i € {0,1,2..m} on a f,, & leu' On a alors :

trivy (fy) = Y m(@)triy (fy)
weu’
ot U' est ’ensemble des représentations automorphes cuspidales 7' de D*
telles que pour tout v ¢ V on ait 7, = 7y, m(7') est la multiplicité de 7'
dans pj et Uindice V veut dire “restriction auz places dans V7.

Proposition 5.6. L’ensemble U’ est fini.

Proposition 5.7. Posons V = {vg,v1...v} comme plus haut. Il existe
alors un nombre fini k d’entiers strictement positifs aj, 1 < j < k, et des
représentations irréductibles my,; de Gy, tel que, pour tout fy € [[;" H(Gu,; wy,)
et pour tout fi, € [[i%o H(G,,; wy;) telles que f, < f, pour tout v € V, on
ait :

k
v (fv) = 3 agtraly (7))

i=1

La prop.5.4 est une application classique de la formule des traces, qui re-
monte & [JL]. Le résultat tel qu’énoncé ici est une conséquence de la formule
des traces simple, valable en toute caractéristique. Pour la preuve de 5.5
voir par exemple [F]] - c’est indépendant de la caractéristique du corps de
base. La prop.5.6 est prouvée dans [Ba3| en caractéristique nulle et dans la
section 3, th.3.2 du présent article, en caractéristique non nulle. La prop.5.7
découle immédiatement de 5.5 et 5.6.
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Proposition 5.8. Il existe un nombre fini k' d’entiers strictement positifs
ap, 1 <p <K', et de représentations irréductibles m, de G' tels qu’on ait :

y
(5.2) Xro(9) = (D)™ ™Y apxm (d) Vg d.

Démonstration. Si g}, est un élément de G, et gy est un élément de
Gy qui lui correspond composante par composante (en particulier les com-
posantes de g, sont des éléments semisimples réguliers des G;}i), alors on
écrit gy > gy, Comme dans 1’égalité de la prop.5.7 il apparait un nom-
bre fini de représentations, et que les caractéres de ces représentations sont
constantes au voisinage de gj, et de gy respectivement, en choisissant des
fonctions & petit support au voisinage de ces éléments (on peut les choisir
telles qu’elles se correspondent, par le principe de submersion de Harish-
Chandra) on peut passer a une égalité des caractéres fonctions. En mettant
alors tout du coté gauche de I’égalité on obtient

k
Xav(9v) = D aixa, (9v) =0 Vgv gy
j=1
Les composantes locales de 7y aux places vy, v3...v,, sont des représentations
de Steinberg. Le caractere de la représentation de Steinberg de G,, corre-
spond par la correspondance avec une algebre a division au caractere de la
représentation triviale de Gj,. On utilise alors I'indépendance linéaire des
caractéres sur ensemble des éléments réguliers de II[” | ;. qui est compact
modulo le centre. La nullité du coefficient du caractére de la représentation
triviale de ce groupe donne la relation voulue sur les caracteres fonction a
la place vg. Le (—1)"~" vient aprés un simple calcul de la loi de réciprocité
et du fait que le caractére de la représentation de Steinberg de GLy(Fy,)
(pour i de 1 & m) est égal & (—1)"~! sur 'ensemble des éléments elliptiques
réguliers. O

Proposition 5.9. Les représentations 7r1’) qui apparaissent dans l’égalité de
la proposition 5.8 sont de carré intégrable.

Avant de prouver cette proposition, ouvrons une parenthése ot nous mon-
trons deux propositions, A et B. La prop.B s’applique d’une part pour
prouver la proposition 5.9 plus haut et d’autre part dans ’étude de la com-
patibilité de la correspondance de Jacquet-Langlands avec les foncteurs de
Jacquet. L’idée de la démonstration de la prop.B et les arguments sont de
[DKV], B.2.e. Nous évitons ici l'utilisation du transfert des intégrales or-
bitales posé par récurrence dans [DKV], et qui est délicat en caractéristique
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non nulle. La prop.A n’est qu’un résultat intermédiaire, plus faible que la
prop.B, et qui ne sert qu’a démontrer cette derniere.

Soient m;, ¢ € {1,2...k} des représentations lisses irréductibles de G et
T, j € {1,2..k"} des représentations lisses irréductibles de G', et supposons
qu’on ait la relation :

k K
(Be) O aixx)(9) =1)""] ajXx:)(g') pour tout g € G > g' € &'
i=1 j=1

ol les a; et les a} sont des nombres complexes. Sur G (resp. G') on fixe la
paire parabolique minimale standard (4; P) (resp. (A4’; P')) ou A (resp. A’)
est le tore diagonal et P (resp. P') est le groupe des matrices triangulaires
supérieures inversibles. Donc, si L est un sous-groupe de Levi standard
de G, L est le groupe des matrices inversibles diagonales par blocs d’une
taille donnée. Il correspond de fagon biunivoque a une suite finie d’entiers
strictement positifs (nq;ng;...np) ou

n=ni1+nz+..+ny

et les n; représentent les tailles des dits blocs dans l'ordre, en lisant du
haut & gauche vers le bas & droite. Pareillement, & un sous-groupe de Levi
standard L' de G’ correspond de fagon biunivoque une suite finie d’entiers
strictement positifs (nq;n5;...n,) o

/ / !
T="n;+ Ny + ...+ N,

On dit alors que L se transfére si, pour tout 7 € {1,2,...p}, d divise n;. Soit L'
le sous-groupe de Levi standard de G’ qui correspond & la suite (nf;n; ...n;,)
telle que, pour tout ¢ € {1,2,...p}, n} = n;/d. On dit alors que L' correspond
a L ou que L correspond & L' ou que L et L' se correspondent. Si P est un
sous-groupe parabolique standard de G et P = LU est une décomposition
de Levi standard de P, on dit que P se transfére si L se transfere. Alors,
si I' est le sous-groupe de Levi standard de G’ qui correspond & L, et P’
le sous-groupe parabolique standard de G’ qui a pour sous-groupe de Levi
standard L', on dit que P et P’ se correspondent. Si L et L' sont deux sous-
groupes de Levi standard de G et G’ respectivement, on utilise la notation
L < L' pour dire que L et L' se correspondent. On adopte la méme notation
pour des sous-groupes paraboliques standard qui se correspondent.

Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre standard de G qui se
transfere et soit P/ = L'U’ le sous-groupe parabolique standard de G’ qui
lui correspond. On se demande si on a alors la relation :

k k!
(Ep) (Z @iXpesGr,) (1) = (—1)”_T(Z a;-xresg;ﬂ;)(l') pour toutl € L > I' € L'
i—1 j=1

(res$ est la restriction parabloique, ou “foncteur de Jacquet”). La réponse
est oui, sous certaines conditions (voir prop.B), et non en général.
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Soient Zj, et Zy, les centres de L et de L' respectivement. On note X(Z)
Pensemble des caracteres lisses (pas forcément unitaires) de Zz, et pareil
pour Zr:. Il y a un isomorphisme naturel entre Zy, et Z et on identifiera
tacitement par la suite, via cet isomorphisme, Z; et Zp/ ainsi que X(Zr)
et X(Zp). Soit Ap 'ensemble des w € X (Z1) tels que w soit un exposant
central de l'un des 7; relatif & P (c’est-a-dire que w est le caractére central
d’un des sous-quotients iréductibles de la restriction parabolique de m; & P).
Soit A’ lensemble des w € X(Zr) = X(Zp) tels que w soit un exposant

central de I'un des 7'(';- relatif & P'.

PROPOSITION A. Si (Eg) est vérifiée et si les conditions (1), (2) et
(8) plus bas sont satisfaites :

(1) tous les a; sont des nombres réels non nuls de méme signe et tous les
a;- sont des nombres réels non nuls de méme signe,

(2) pour tout i € {1,2..k}, ou bien resGm; est nulle, ou bien tout sous-
quotient irréductible de resgﬂ'i est une représentation essentiellement de
carré intégrable,

(8) pour tout j € {1,2..k'}, ou bien TCSIC_-':;W;- est nulle, ou bien tout sous-
quotient irréductible de resg:W} est une représentation essentiellement de
carré intégrable,
alors on a :

i)Ap=A",

it)(Ep) est vérifice.

Démonstration. (i) Tout d’abord on a que pour tout n’ le caractére d’une
représentation essentiellement de carré intégrable de GL,(F') est constant,
réel, non nul et de signe (—1)” ! sur les éléments elliptiques réguliers d’un
voisinage de l'unité dans GL,/(F). Cela est une conséquence immédiate
de la correspondance entre GL,, et une algébre a division ([Ro] et [Ba2]),
pour ne pas citer d’autres résultats plus généraux sur les germes, mais qui
ne sont écrits qu’en caractéristique nulle. Mais alors on a, par ’hypothése
de récurrence H,, que, pour tout 7' < r, le caractére d’une représentation
essentiellement de carré intégrable de GL, (D) est constant, réel, non nul
et de signe (—1)" ! sur les éléments elliptiques réguliers d’un voisinage de
l'unité dans GL,. (D). Cela s’applique en particulier & L et L' qui sont des
produits de tels groupes. Faisons la remarque que c’est le seul endroit ou
nous avons besoin de l’hypothése de récurrence. 1l existe donc un voisinage
V de T'unité dans L tel que le caractére de tout sous-quotient irréductible
de res&m; soit constant réel de signe (—1)"~! sur I'ensemble V, des éléments
elliptiques réguliers de V' pour tout ¢ € {1,2...k} et il existe un voisinage de
I'unité V' dans L' tel que le caractére de tout sous-quotient irréductible de
resg;ﬂ'; soit constant réel de signe (—1)"~! sur I’ensemble V', des éléments
elliptiques réguliers de V' pour tout j € {1,2...k'}.
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Soit ¢’ € V! tel qu'il existe ¢ € V avec la propriété g < ¢’. On a
évidemment g € V.. Si L correspond & la partition ordonnée (n1;ng;...np)
de n, alors g se représente par un p-uple (g1;92;..-9p), ou g; € GLy,(F).

Posons
_ |det(g:)|F
c(g) = _inf ——————.
1<i<p—1 |det(g,-+1)|p
Soit maintenant z € Zr, = Zs. Onreprésente z par un p-uple (z1; z2; ...2p),
ou z; € F*. On pose
N(z) = sup 7l .
1<i<p—1 |ziv1|F

Alors, si N(z) < c(g)~!, on a ¢(zg) < 1 et, par le th.5.2 de [Cal], pour toute
représentation admissible 7 de G (ou G')

Xresgn(29) = xn(29)  (0u X001, (29) = xn(29))-

Ecrivons maintenant dans le groupe de Grothendieck des représentations
lisses de longueur finie de G et respectivement G

respm Zas m;, og>0
et
resP,7r Z at ay > 0,
ou les 7] et les w;-t sont des représentations irréductibles.

On a alors, en passant aux caractéres, et en utilisant la relation (Eg) pour
g et z comme plus haut :

k ks k' k;
! ! !
Zaz Zasxﬂ 29) = (=17 D a5 ) aix(zg)-
j=1 t=1 !
Si w; sont les caractéres centraux des m; et w;- sont les caracteres centraux
des 7r] , alors on a I’égalité :
k k; k'
!
D ai Y ogwi(2)xas(g) = ()" aj Z ajwj(2)x(9")-
i=1  s=1 j=1 t=1

On obtient, en regroupant, une relation :

(5.3) Z new(z) = Z new' (2)

wEAp w'eAY,

ou, chose trés importante, les n, et les n, sont tous non nuls comme
somme de nombres réels non nuls et de méme signe (par exemple, n, =
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2. aiasXx:(g), out la somme porte sur les couples (i,s) tels que wi = w).
Or, cette relation est vraie pour tout z tel que N(z) < ¢(g)~!. Pour avoir
Ap = A, le lemme suivant suffit :

Lemme 5.10. Siwi,ws...w, sont des caractéres distincts de Zy, et a1, as...a,
sont des nombres complezes tels qu’on ait :

Vz € Zg, tel que N(z) < ¢, X!_ja;wi(z) =0,

alors on a a; = 0 pour tout i.

Démonstration du lemme 5.10. Raisonnons par I’absurde et supposons
v minimal tel que

(5.4) Z a;wi(z) =0

pour tout z € Zp, tel que N(z) < c et il existe au moins un a; non nul.

Evidemment v > 2 et tous les a; sont non nuls. Soit zy € Zp tel que
N(zp) < 1. Alors pour tout z tel que N(z) < ¢ on a N(zpz) < ¢ donc
Y aiwi(20z) = 0 ce qui donne X}, a;w;(20)wi(z) = 0. En multipliant 5.4
par wi(zg) et en faisant la différence avec la derniére relation obtenue on
trouve une relation du type 5.4 avec un v strictement inférieur donc une
relation dans laquelle tous les coefficients sont nuls. Ceci implique que pour
tout ¢ € {1,2..v} on a w;(z9) = w1(zp). Mais alors on a en particulier :

wi(z0) = wa(z0)  Vzo tel que N(zp) < 1
et aussi, les w; étant des caracteres,
wi(zgh) = wa(zy!)  Vzo tel que N(z) < 1
Comme tout élément h € Z, s’écrit h = zy* ou N(z) < let N(y) <1

(prendre y tel qu’on ait simultanément N(y) < 1 et N(hy) < 1, et poser
x = hy) on aboutit & w; = wy ce qui contredit nos hypothéses. U

Ainsi le point (i) de la proposition est démontré.

(ii) Prenons maintenant ¢’ € L'"9 quelconque et g <+ ¢’. On peut raison-
ner de la méme fagon, et il est toujours vrai que pour tout z € Zy qui vérifie
N(z) < c on a une relation du type 5.3 avec la seule différence qu’on ne
puisse plus garantir le fait que les coefficients qui apparaissent soient tous
positifs. On écrit cette relation :

Z nyw(z) = Z nl,w(z).

wEAp weAy,
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Par le point (i) on a Ap = A%, et par le lemme plus haut on en déduit que
ne = n,, pour tout w € Ap = A%,. En particulier ) n, = > n,, et cette
relation, si on regarde qui étaient les coefficients n,, et n),, n’est autre que

la relation (Ep) appliquée a g <> ¢'. Le point (ii) est démontré. O

PROPOSITION B. Si (Eg) est vérifiée et si

- tous les a; sont des nombres réels non nuls de méme signe et tous les
a;- sont des nombres réels non nuls de méme signe et

- pour tout i € {1,2..k}, m; est une représentation essentiellement de
carré intégrable,
alors :

(i) Ap = A pour tout P <> P’

(i3) (Ep) est vérifiée pour tout P qui se transfére.

(133) Tous les 7'(';- sont des représentations essentiellement de carré intégrable.

Démonstration. La démonstration utilise plusieurs fois le critére de Cas-
selman ([Ca2] 4.4.6 et 6.5.1) et la prop.A plus haut. Pour un sous-groupe de
Levi standard L de G comme plus haut, le centre Z, de L s’identifie & (F*)P

et tout caractére w de Zp, correspond & une suite ordonnée (a1 (w); az(w); ...ap(w))
de nombre complexes, par la formule :

w((z1; 225 .-.2p)) = H \ziﬁi(w) V(215 22; -.-2p) € Zp,.
1<i<p

Soit 7w une représentation lisse irréductible de G. Le critere de Casselman
dit que 7w est une représentation essentiellement de carré intégrable si et
seulement si elle a la propriété :

(Cas) pour tout sous-groupe parabolique standard P, ou bien resgw est
nulle, ou bien, pour tout sous-quotient irréductible 7 de res@m, le caractére
central w de 7 a la propriété :

Vi, 1 <i<p-—1,Re(ej(w)) < Re(ejt1(w)).

Ce critére implique déja :

(***) la restriction d’une représentation essentiellement de carré intégrable
a un sous-groupe parabolique standard est ou bien nulle, ou bien tous ses
sous-quotients irréductibles sont des représentations essentiellement de carré
intégrable.

Le critére de Casselman admet aussi une variante : 7 est une représentation
essentiellement de carré intégrable de G si et seulement si elle a la propriété :

(Cas0) si P est le sous-groupe parabolique standard de G tel que resgﬂ
soit cuspidale, alors pour tout sous-quotient irréductible 7 de resgﬂ', le car-
actere central w de 7 a la propriété :

Vi, 1 <i<p-—1, Re(ai(w)) < Re(ajt1(w)).

Ces mémes résultats valent pour G’ aussi.
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Maintenant, pour chaque représentation 71';, il existe un sous-groupe parabolique
standard P; de G’ tel que la restriction de 7; & P/ soit cuspidale. Soit By
I’ensemble des sous-groupes paraboliques standard P’ de G’ tels que pour
au moins un j la restriction de 7r;- a P’ soit cuspidale. Définissons une rela-
tion d’ordre partielle sur By en posant P’ < Q' si et seulement si P’ C Q'.

Pour tout P' € By, on note Ilpr I'ensemble des représentations 7; dont la
restriction & P’ est cuspidale.

Soit Pj un élément minimal de By. Soit Py <+ Pj. Comme Pj est mini-
mal, pour tout j € {1,2...k'}, la restriction de 7} & P est nulle si 7; ¢ Ip,
et cuspidale si 7r;- € Hpé. Par conséquent, pour tout j, ou bien la restric-
tion de 7; & P est nulle, ou bien tous ses sous-quotients irréductibles sont
des représentations essentiellement de carré intégrable. Il en est de méme
pour les restrictions des m; & Py par (***). On peut donc appliquer le
point (i) de la proposition A pour en déduire que Ap, = A'P(,). Mais alors,
(Cas) appliqué aux m; implique (Cas0) pour les 7r;- € IIp;. Donc tous les
€léments de IIpr sont des représentations essentiellement de carré intégrable.

On montre alors le point (iii) de notre proposition par récurrence : posons
By = By\{P;}. Prenons un élément minimal P{ de B;. Soit P; <+ P|. Soit
j €{1,2..k'}. Alors on a trois possibilités :

- ou bien la restriction de 7; & P/ est nulle,

- ou bien 7} € Ilpy,

- ou bien 7} € Ipr.

GI

Dans le deuxiéme cas, les sous-quotients irréductibles de res P,ﬂ'; sont des
1

représentations essentiellement de carré intégrable parce que cuspidales, et
dans le troisitme cas par (***) et par le pas de récurrence précédent. En

conclusion, si la restriction de 7r§- a P est non nulle, alors tous les sous-

quotients irréductibles de resg{ m; & P| sont des représentations essentielle-
ment de carré intégrable. Comme du c6té de G c’est pareil (par (***))
on applique encore une fois le point (i) de la proposition précédente pour
avoir que Ap, = A’P{, et en déduire que tous les éléments de Ilp; sont des
représentations essentiellement de carré intégrable. Ainsi de suite ; & chaque
pas, les restrictions non nulles du co6té de G sont constituées uniquement de
représentations essentiellement de carré intégrable par (***), et du c6té de
G’ les restrictions non nulles sont constitués uniquement de représentations
cuspidales et de représentations essentiellement de carré intégrable (par
(***) et les pas précédents). Aprés card(By) pas, on est sir de trouver
que toutes les représentations 7’ sont essentiellement de carré intégrable et

j
le point (iii) est démontré.

Le point (iii) implique directement les points (i) et (ii) par application de
la prop.A et par (¥**). La proposition B est démontrée. O
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Démonstration de la proposition 5.9. C’est immédiat par la prop.B
(iii). O

Soit w le caractere central de mg. Dans ’annexe nous définissons 1’espace
Lo(Ge;w) (resp. Lo(GL;w)) comme espace des fonctions localement con-
stantes sur ensemble des éléments elliptiques réguliers de G (resp. G'),
invariantes par conjungaison par des éléments de G (resp G') et de car-
actére central w. A partir de la bijection entre ’ensemble des classes de
conjugaison des éléments elliptiques réguliers sur les deux groupes nous y
définissons une bijection i de Lo(Ge;w) sur Lo(GL;w). Il est bien connu
qu’on peut définir des sous-espaces préhilbertiens L2(Ge;w) et L2(GL;w) de
Lo(Ge;w) et respectivement Lo(GL;w) et que la restriction de ¢ induit une
isométrie entre ces deux espaces. Tous ces faits sont rappelés dans ’annexe.
Les représentations du coté droit de I’égalité 5.2 sont forcément de caractere
central w et on peut donc écrire une égalité dans Lo(GL;w) :

.
(5-5) i(xXmo) = (=)™ Y apXm,-

Supposons maintenant que le th.5.3 est vrai. Alors les objets intervenant
dans I’égalité 5.5 sont des éléments de L2(G.;w) ; comme i(xr,) est de norme
1 et les X1, sOD orthogonaux deux & deux et de norme 1, on obtient

kl
_ 2
1= E ap.
p=1

Comme les a, sont des entiers positifs, on en déduit que k' = 1 et a; =1
dans la prop.5.8. On a donc

Vg < ¢ Xmo(9) = (=1)" "X (9")-

De plus, 7} est la seule représentation essentiellement de carré intégrable
de G’ avec cette propriété. En effet, si 7} en était une autre, il y aurait
une contradiction évidente avec I'orthogonalité des caractéres sur G’ (on a
supposé que le th.5.3 était vrai). On pose

C(m) = m}.

Ainsi, pour toute 7 € E%(G) unitaire (pour I'instant) il existe une unique
7' € E*(G') telle qu’on ait

Vg < ¢' xr(9) = (=1)" "xx (g")-

On pose alors
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Si m € E?(G) n’est pas unitaire, alors on écrit :
m = |det(.)|F @ 7
ol 7% est unitaire et = est un nombre réel, et on pose :
C(r) = |nrdgr/p- ()FC(m")

ou nrd est la norme réduite. Ainsi nous avons défini une application C qui
vérifie 1’égalité 5.1.

Unicité

Si on suppose qu’il n’y a pas unicité d’une telle application C on trouve
deux représentations essentiellement de carré intégrable de G' qui ont des
caracteres égaux, bien qu’elles soient non équivalentes. En particulier, elles
ont des caracteéres centraux égaux et donc, en tordant par un caractere de G’
on peut les rendre unitaires toutes les deux et obtenir deux représentations
de carré intégrable non équivalentes, mais dont les caracteres sont égaux.
Cela contredit 'orthogonalité des caractéres sur G'.

Injectivité

Si C(mw) = C(7) alors les caractéres de 7 et 7 sont égaux sur 'ensemble des
éléments semisimples réguliers de G' qui ont un correspondant sur G'. En
particulier il y a égalité sur ’ensemble des éléments elliptiques réguliers de
G, car ils ont tous un correspondant sur G’. Par orthogonalité des caractéres
sur G, on doit avoir ™ = T.

Les facteurs €
Si on suit la démonstration depuis le début, on voit qu’on a obtenu au
passage le résultat suivant : en se plagant dans la situation globale déja
définie, si m est une représentation de carré intégrable de G, il existe une
représentation automorphe cuspidale © de GL,,(Ar) et une représentation
automorphe cuspidale 7' de D(Ap)* telles que

- aux places ol D est scindée les composantes locales de 7 et 7’ sont égales,

- aux places ramifiées différentes de vy les composantes locales de 7 sont
des représentations de Steinberg et les composantes locales de 7’ sont des
représentations triviales,

- la composante locale de 7 & la place vy est 7 et la composante locale de
7 & la place vy est C(r).
Donc, pour toute place de F différente de vg, les composantes locales de 7
et 7’ ont des fonctions L, € et € égales, aux places ou D n’est pas scindée
parce que ces composantes locales sont égales, et aux autres par les calculs
de [GJ] sur les représentations de Steinberg. Donc, si on applique 1’équation
fonctionnelle de [GJ], th.13.8, on trouve que les facteurs ¢’ de 7 et C(7) sont
aussi égaux. Pour les autres représentations (représentations essentiellement
de carré intégrable mais non unitaires) le résultat s’obtient en tordant par
un caractére non ramifié, de fagon a les rendre unitaires, et en tenant compte
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du fait que le facteur € subit le méme décalage par ce changement.

Surjectivité

Supposons qu'’il existe une représentation de carré intégrable ' de G’ de
caractére central w qui ne se trouve pas dans I'image de C. Par le th.5.3,
avec les notations de 'annexe, la restriction du caractére de 7' & G, est
dans T’espace L?(GL;w) et de plus il est orthogonal & toute restriction &
G, d’un caractére d’une autre représentation de carré intégrable de car-
actere central w de G’. En particulier, il est orthogonal aux caractéres
des représentations qui se trouvent dans l'image de C donc en identifiant
L?*(G;w) et L*(GL;w) par l'isomorphisme i (voir annexe) et en utilisant
la correspondance, la restriction du caractére de 7’ est orthogonale & la re-
striction de tout caractére d’une représentation de carré intégrable de G de
méme caracteére central. D’aprés le corollaire 5.2 dans [Ba2], les restrictions
des caracteres des représentations de carré intégrable de G de caractere cen-
tral w forment un systéme orthonormal complet de I’espace préhilbertien
L?(Ge;w) ; le caractére de m' serait alors nul sur G,. C’est impossible car
X+ est de norme 1 dans L?(GL; w). O

Nous avons prouvé qu’indépendamment de la caractéristique du corps de
base, le th.5.3 implique le th.5.1.

Montrons maintenant que la validité du résultat 5.1 pour tout corps de
caractéristique nulle implique le th.5.2 pour tout corps de caractéristique non
nulle.

Démonstration. Supposons donc que la caractéristique du corps de base
F est non nulle. On procéde par contradiction, en transférant & la car-
actéristique nulle. Du coup, nous travaillerons avec plusieurs corps de base,
et les objets porteront parfois des indices indiquant sur quel corps nous les
considérons. Nous prouverons une correspondance faible (th.5.2) entre les
groupes G et G’ en appliquant le th.5.1 & G et G, ou L est un corps de
caractéristique nulle bien choisi (voir la section 2, notamment sous-section
2.6).

Soit 7 une représentation de carré intégrable de G et soit w le caractere
central (unitaire) de 7.

Proposition 5.11. Soit ©’ une représentation de carré intégrable de G'y de
caractére central w. Supposons qu’il existe M € G et M' € G'y elliptiques
réguliers tel qu’on ait M <> M' et :

Xa(M) # (=1)" " xm (M),

Alors il existe un entier m > 1 tel que, si L est un corps local de car-
actéristique nulle m-proche de F et Cy, est la correspondance sur L entre
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GL,(L) et GL.(Dp), alors 7 et ' se relévent et on a
Cr(CFr(m)) # (Bpp, (7')-

Démonstration.
Principe : On veut trouver un voisinage ouvert compact V de M, un voisi-
nage V' ouvert compact de M’ et un entier m tel qu’on ait :

1) xr est constant (égal & x(M)) sur V ;

2) xx est constant (égal & x(M')) sur V' ;

3) Pour tout corps L qui est m-proche de F, {7 (V) et (f’gFDL (V") sont
bien définis, et on a

a) Xz (r) st constant égal & Xx(M) sur {7 (V) et
b) Pour tout élément g’ € (P, (V') il existe un élément g € {7, (V')
tel qu’on ait g <+ ¢'.

Si on suppose que (7 () et &gF p,, (') se correspondent par la correspon-
dance en caractéristique nulle, on obtient alors par 3)a) et b) que le caractére
Xem o (ar) €st constant égal & (—1)""x,(M) sur (f'gFDL (V'"). Mais, par 2),

F~L
X« €st constant sur V' et en utilisant la fonction caractéristique 1y de V'
qui se releve, on aurait

trr'(Lv1) = tr{B,p, (') ((Bpp, (1v7))

Xt (M )00l(V') = (=1)""xx (M )v0l ({Dp, (V"))

C’est une contradiction, car C_g‘F p, Préserve le volume (remarque 2.12) et
Xt (M") # (=1)" 7" xx (M).

On va donc constuire V, V' et m qui vérifient ces conditions. Quitte
a conjuguer M on peut supposer qu’il est la matrice compagnon de son
polynome caractéristique. Soient m et s comme dans la proposition 4.6. Par
cette proposition, le caractére Xgm (r) de ¢ () est constant égal & x(M)
sur ’ensemble des éléments de G, qui ont un polynéme caractéristique s-
proche de celui de M. Donc le caractére de Cr,({™, (7)) est constant égal
a (—1)""xx(M) sur 'ensemble des éléments de G, qui ont un polynéme
caractéristique s-proche de celui de M. Mais le polynéme caractéristique
de M est aussi celui de M'. Posons s = k dans la proposition 4.10 et
notons m’ V’entier (qui dans la proposition 4.10 est noté m) associé a ce
k. En posant m” = max{m;m'}, si L et F sont m”-proches, alors on a
(B o, (KB M'KE") C Xag,s olt Xpy, est Pensemble des éléments de G, qui
ont un polynéme caractéristique s-proche de celui de M. Quitte a changer
de voisinage (et & augmenter m”) on peut supposer que y, est constant
sur Kg;M'Kg‘;’ (car M' est semisimple régulier). On pose V = KPP MK},
V' =K% M'KP" et alors le triplet (V;V';m”) vérifie les conditions 1), 2)
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et 3). On peut donc conclure comme nous I’avons expliqué plus haut. O

Démontrons maintenant le théoréme. Définissons d’abord C'(w). On note
XG, (resp. Xg,p ) I’ensemble des classes d’équivalence de représentations de

carré intégrable de G (resp. G'%) de caractére central w et qui ont un
facteur €' égal & celui de 7 (calculé pour le caractére additif fixé en début
de section).

Lemme 5.12. Les ensembles X7, et Xg,F sont finis.

Démonstration. Nous savons que le facteur € de 7 s’écrit

Qg °)

R(q~#)’

ou @ et R sont des polyndmes et g est le cardinal du corps résiduel de F.

On fixe une telle écriture. Soit 7 un élément de X7, . On rappelle la formule
2.29 :

é(s;myr) =

€(s;m39r) = e(s; 3 9m) L(1 — 8;7) L(s;7) 7
On sait que

1
HET) = 50
et 1 1
e #) — — —sdegT
HEm T =gy =0 T

ou S, T et T' sont des polynémes, degT = degT’. Alors, si on pose
e(s; 7 ¢p) = Kg ™7,
ou K est une constante complexe (non nulle), on a que
Kq ™q 29T S(q *)R(¢ %) = Qg *)T'(¢"*).

La comparaison des degrés des polynoémes qui interviennent montre que le
conducteur m(7) de toute classe 7 € XG, est borné par deg Q. Le méme
raisonnement marche aussi pour Xg,p , bien entendu. Alors le th.3.1.b) im-
plique que le niveau des €léments de X7 et X ’T,F est uniformément borné,

et comme ce sont des classes de représentations de carré intégrable de car-
acteére central fixé, il n’y en a qu’un nombre fini. O

Supposons par ’absurde qu’il n’existe pas de représentation de carré
intégrable ' de G’y de caractére central w telle que x(g) = (—1)" "xn (g")
pour tous g <+ ¢’ elliptiques réguliers. Alors, en particulier, il n’en existe pas
dans X7, . Comme cet ensemble est fini, on peut trouver un m suffisamment

F

grand pour que prop.5.11 s’applique & tous 7’ € Xg% . Soit alors L un corps

m-proche de F. Soit ¥y un caractére additif de L m-proche de . Notons
X, (resp. X7, ) l'ensemble des classes d’équivalence de représentations
L
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de carré intégrable de Gy, (resp. G%) de caractére central (7 (w) et qui

ont un facteur €' égal a celui de 7. Par le th.2.17.b) et th.2.19.a), (B .

réalise une bijection entre X7, et X7, . Donc, en appliquant la prop.5.11, on
F L

obtient CL({™, (7)) ¢ X g,,L. Ceci contredit le fait déja prouvé que la corre-

spondance en caractéristique nulle conserve le facteur €. Ainsi, il existe une
représentation de carré intégrable 7’ de G telle que x.(g9) = (=1)""xw (9')
pour tous g <+ g’ elliptiques réguliers. A ce stade faisons la remarque que

- C_},”FDL réalise une bijection de Xg,F sur Xg,L (par th.2.17.b) et th.2.19.a),

on I'a dit plus haut),
- (pp réalise une bijection de X7,  sur X7 (par le méme argument),
- Cy réalise une bijection de X7, sur X7, par le th.5.1 en caractéristique
L

nulle.
Donc, le cardinal de X7 est égal a celui de X7, . D’autre part, en appli-
F

quant le méme raisonnement que plus haut aux autres éléments de X7, on
peut trouver pour chacun (au moins) un correspondant dans X7, . Mais

deux éléments de X7, qui ont des caracteres égaux sur les élémell;ts ellip-
tiques réguliers sont égaux, par orthogonalité des caractéres sur G (vrai en
caractéristique non nulle, [Ba2]). Ceci, rajouté a 1’égalité des cardinaux,
prouve que pour tout €lément de X7 on peut trouver exactement un
élément de X ’T,F qui lui correspond et réciproquement. Ainsi, on peut définir

une correspondance pour les représentations de carré intégrable. On étend
correspondance aux représentations essentiellement de carré intégrable non
unitaires en tordant par des caractéres, comme en caractéristique nulle. Le
fait que pour tout m comme plus haut la correspondance réalise une bijec-
tion de X7  sur Xg,F implique qu’elle est injective et qu’elle conserve le

facteur €. Montrons qu’elle est surjective. Cela revient & montrer que les
ensembles du type X7, réalisent une partition de E2(G'F), ou encore que,
F

si 7’ € E%(G';), on peut toujours trouver 7 € E%(Gr) avec le méme facteur
¢ que w'. Or, & facteur € fixé, on a vu que le niveau est borné par une
constante K (que ce soit sur Gg ou G%). Il suffit alors de partir avec 7’ et
de faire le tour & I'envers, G, — G, — G, — G, pour un corps L suffisamment
proche pour que toutes les représentations de niveau inférieur ou égal & K se
relévent ; nous savons que le facteur ¢’ est conservé sur le parcours. Prouvons
maintenant ’unicité d’une telle correspondance. Comme la correspondance
qu’on a défini est surjective, s’il existait une autre correspondance, alors
deux classes distinctes de représentations essentiellement de carré intégrable
de G auraient des caractéres égaux sur 'ensemble des éléments elliptiques
réguliers. Or, ceci contredit 'orthogonalité des caracteres sur Gp. O

Maintenant on veut prouver que le th.5.2 en caractéristique non nulle 1m-
plique le th.5.3 en caractéristique non nulle. Ceci est évident en transférant
les relations d’orthogonalité de G & G’ par isomorphisme ¢ (voir ’annexe)
et la correspondance C'.
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Récapitulons : nous avons montré que le th.5.3 en caractéristique nulle
(resp. non nulle) implique le th.5.1 en caractéristique nulle (resp. non nulle).
Nous avons montré que le th.5.1 en caractéristique nulle implique le th.5.2
en caractéristique non nulle et aussi que le th.5.2 en caractéristique non
nulle implique le th.5.3 en caractéristique non nulle. Comme le th.5.3 est
vrai en caractéristique nulle ([Cl]), tous ces théorémes sont prouvés en toute
caractéristique.

Corollaire 5.13. La restriction des caractéres des classes de représentations
de carré intégrable de G' de caractére central w fizé a l’ensemble des éléments
elliptiques réguliers forme un systéme orthonormal complet pour ’espace de

Hilbert L?(G.; w).

Démonstration. On avait obtenu ce résultat pour GL,(F') (corollaire 5.2,
[Ba2]) par transfert & partir d’un groupe compact modulo le centre. Gréce
a l'isomorphisme i entre L2(G,;w) et L?(G;w) défini dans I’annexe, on le
transfere sans probléme sur G’ par la correspondance (th.5.1).
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6. ANNEXE

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F
de caractéristique quelconque. Soient Z le centre de G et dz une mesure
de Haar sur Z. On note G, l'ensemble des éléments elliptiques réguliers
de G (i.e. dont le polynoéme caractéristique est irréductible séparable) ;
sur tout tore elliptique maximal 7" de G on considére une mesure de Haar
dt telle que le volume de T'/Z pour la mesure quotient dt = dt/dz soit
égal & 1 ; pour tout tore maximal 7' de G on note 77%9 ’ensemble des
éléments réguliers de T', W le groupe de Weyl de T' et |Wr| le cardinal de
ce groupe. Pour tout élément semisimple régulier g de G de centralisateur
T, on note D(g) la valeur absolue normalisée du déterminant de ’opérateur
Ad(g~') — Id agissant sur Lie(G)/Lie(T). Pour tout caractére unitaire w
de Z on note Ly(Ge;w) Vespace des fonctions f définies sur G, a valeurs
dans C qui sont localement constantes, invariantes par conjugaison par des
éléments de G, et vérifient f(zg) = w(z)f(g) pour tout g € G, et tout
z € Z. Soit T, un ensemble de représentants des classes de conjugaison de
tores elliptiques maximaux. On note L?(Ge;w) le sous-espace de Lo(Ge;w)
formé des fonctions f pour lesquelles

S wil [ p@ls@rd

TeTe

converge. On définit un produit scalaire dans L?(Ge;w) en posant :

<fihe= S Wrl [ o, POROEDE

T

qui munit L2(Ge;w) une structure d’espace préhilbertien.

Clozel a montré dans [Cl] que, si la caractéristique de F est nulle, alors,
pour toute représentation w de G de carré intégrable et de caractére central
w, la restriction du caractére de ™ & G. se trouve dans L%(Ge;w) et les
éléments de L?(G.;w) ainsi obtenus forment une famille orthonormale pour
< ;>. Cette propriété qu’ont tous les groupes réductifs en caractéristique
nulle est appelée usuellement 1’ orthogonalité des caractéres. Dans [Ba2] nous
avons prouvé cette propriété dans le cas de GL,, en caractéristique non nulle,
et une conséquence du présent article est la validité de orthogonalité des
caractéres pour toutes les formes intérieures de GL,, en caractéristique non
nulle.

Dans le cas particulier ot G/Z est compact, alors indépendamment de
la caractéristique de F', les caractéres de toutes les représentations lisses
irréductibles de G de caractére central w se trouvent dans L2(Ge;w) et for-
ment une base Hilbertienne de cet espace (cela se montre comme pour les
groupes compacts). C’est le cas du groupe des éléments inversibles d’une
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algebre a division sur F.

Si G et G' sont les groupes des éléments inversibles de deux algébres
centrales simples de méme dimension n? sur F, on peut identifier leurs
centres qu’on note avec la méme lettre Z. On fixe une fois pour toutes une
mesure sur Z. L’application qui & un élément de G associe son polynéme
caractéristique sur F' réalise une bijection entre les classes de conjugaison
d’éléments elliptiques réguliers de G et I’ensemble des polynémes unitaires
irréductibles séparables de degré n & coefficients dans F. De méme pour
G'. On obtient ainsi une bijection de I'ensemble des classes de conjugaison
d’éléments elliptiques réguliers de G sur ’ensemble des classes de conjugaison
d’éléments elliptiques réguliers de G'. On écrit g <> ¢’ si g € G est elliptique
régulier, ¢’ € G’ est elliptique régulier et g et ¢’ ont le méme polynéme
caractéristique. Il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels :

i: Lo(Geyw) ~ Lo(GL;w)

défini par
i(f)(g") = £(g) sig g’

Maintenant, si g <+ ¢, alors il y a un unique isomorphisme de F-algébres
(qui dans ce cas précis sont des corps) F[g] ~ F[¢'], qui envoie g sur ¢'.
On a donc un isomorphisme de groupes multiplicatifs F[g]* ~ F[¢']*. Mais
F[g]* n’est autre que le tore maximal elliptique Z(g) qui contient g et F[¢']*
n’est autre que le tore maximal elliptique Z(g') qui contient g'. Toutes ces
considérations impliquent que, si on choisit un ensemble de représentants
Te des classes de conjugaison de tores elliptiques maximaux de G et un
ensemble de représentants 7’ des classes de conjugaison de tores elliptiques
maximaux de G’, il y a une bijection

J:Te— T
qui est caractérisée par T ~ j(T').

Soit T € T¢. Notons jr 'isomorphisme de T sur j(T). Etant un mor-
phisme de groupes, jr transforme la mesure de T en une mesure de Haar
de j(T'), donc en un multiple de la mesure qu’on avait choisi sur j(7"). Mais
la restriction de l'application jr & Z est 'identité, donc, vu le choix des
mesures sur T et #(T"), on en déduit que jr préserve la mesure. Alors la re-
striction de I’isomorphisme i & L2(G;w) induit un isomorphisme d’espaces
préhilbertiens de L2(G;w) sur L2(GL;w). D’une fagon plus explicite, on a :

<i(f);i(h) >=< f;h > Vf, h € L*(Ge;w).

Si maintenant G’ est le groupe des éléments inversibles d’une algebre cen-
trale simple de degré n? sur F, si ¢’ est un élément semisimple régulier
quelconque de G' (i.e. dont le polynéme caractéristique Py est séparable),
alors I’ensemble des éléments de G’ dont le polynéme caractéristique est
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Py est la classe de conjugaison de g'. L’ensemble des éléments de GL,(F)
dont le polynéme caractéristique est Py est non vide, constitué d’éléments
semisimples réguliers, et forme une classe de conjugaison dans GL,(F).
On obtient ainsi une injection de ’ensemble des classes de conjugaison
d’éléments semisimples réguliers de G’ dans 1’ensemble des classes de con-
jugaison d’éléments semisimples réguliers de GL,(F). On note g +» ¢ si
g € G est semisimple régulier, ¢’ € G’ est semisimple régulier et g et g’ ont
le méme polyndéme caractéristique. Soit 7" un tore maximal quelconque de
G'et g €T™. Sig <> ¢, alors il y a un unique isomorphisme de F-algebres
F[g] ~ F[g'] qui envoie g sur ¢’. On a donc un isomorphisme de groupes
multiplicatifs F[g]* ~ F[¢']*. Mais F[g¢']* n’est autre que le tore T" et F[g]*
est un tore maximal de GL,(F'), le tore maximal qui contient g. On ob-
tient finalement une injection de I’ensemble des classes de conjugaison de
tores maximaux de G’ dans l'ensemble des classes de conjugaison de tores
maximaux de GL,(F) qui prolonge la bijection j définie plus haut entre
I’ensemble des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiques de G’
et 'ensemble des classes de conjugaison de tores maximaux elliptiques de
GL,(F). On note cette application toujours par la lettre j. Le raisonnement
qu’on vient de faire implique aussi que pour tout tore 7" de G’ il existe un
isomorphisme de T’ sur tout élément T de la classe de conjugaison corre-
spondant & la classe de conjugaison de T”. Si on fixe maintenant des mesures
de Haar sur tous les tores maximaux de GL,(F), avec la propriété que sur
deux tels tores conjugués les mesures se correspondent via la conjugaison,
on peut obtenir par les isomorphismes plus haut des mesures de Haar sur

tous les tores maximaux non elliptiques de toutes les formes intérieures de
GL,(F).
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