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Motivation

Optimisation de forme

Déterminer |'ouvert Q* € U,y Vvérifiant

H@?) = min J(Q):

» U,y = Espace des formes admissibles (i.e. ouverts de RV);
» J: U,y — R := Fonction-colt.
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Optimisation de forme

Déterminer |'ouvert Q* € U,y Vvérifiant

H@?) = min J(Q):

» U,y = Espace des formes admissibles (i.e. ouverts de RV);
» J: U,y — R := Fonction-colt.

Méthode de I'homogénéisation

Elargir I'espace des formes admissibles aux composites.
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Motivation

Optimisation de forme

Déterminer |'ouvert Q* € U,y Vvérifiant

H@?) = min J(Q):

» U,y = Espace des formes admissibles (i.e. ouverts de RV);
» J: U,y — R := Fonction-colt.

Méthode de I'homogénéisation

Elargir I'espace des formes admissibles aux composites.

Post-traitement

Déterminer une forme optimale classique qui est proche de la forme
composite optimale.
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Plan

@ Homogénéisation - Solides composites

@® Minimization de la compliance

©® Projection d'une forme composite

O Exemples numériques
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Exemple: optimisation d'un corps élastique

Systeme de I"élasticité linéaire
e déplacement de la structure u est solution du probleme aux limites

div(Ae(u)) = f dans Q,
u=20 sur 052,

ol e(u) = 2(Vu+ Vu') est le tenseur métrique linéarisé.
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Exemple: optimisation d'un corps élastique

Systeme de I"élasticité linéaire
e déplacement de la structure u est solution du probleme aux limites

div(Ae(u)) = f dans Q,
u=20 sur 052,

ol e(u) = 2(Vu+ Vu') est le tenseur métrique linéarisé.

But

Minimiser J de la forme
J(Q) = (22, u(2)),
p.r.a Q.
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Problemes diis a |'approche classique

petits Problemes

Le probleme est mal-posé: généralement, il n'existe pas de minimiseur.
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Problemes diis a |'approche classique

petits Problemes

Le probleme est mal-posé: généralement, il n'existe pas de minimiseur.

Gros problemes

Les méthodes d'optimisation géométrique (variation de la frontiere)
menent a des minima locaux. En plus, I'ajout de conditions de régularité
a la frontiere pour assurer |'existence de solutions peut engendrer la
création d'un gros nombre de minima locaux!
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Problemes diis a |'approche classique

petits Problemes

Le probleme est mal-posé: généralement, il n'existe pas de minimiseur.

Gros problemes

Les méthodes d'optimisation géométrique (variation de la frontiere)
menent a des minima locaux. En plus, I'ajout de conditions de régularité
a la frontiere pour assurer |'existence de solutions peut engendrer la
création d'un gros nombre de minima locaux!

Solution

La méthode d"homogénéisation résout ces problemes (du moins
partiellement).
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Reformulation de ce probleme

Les suites minimisantes Q¢ de J ne convergent pas vers un ouvert, mais
vers une forme composite contenant beaucoup de trous microscopiques.

L'idée de I'homogénéisation consiste a admettre ces formes composites
de matiere + vide.

Pour des raisons techniques, on introduit un matériau fictif trées mou de
loi de Hooke B pour représenter le vide, et on cherche A* vérifiant

J(A*) = min {J(A®) .= j(A%, u®)},
dans I'ensemble des lois de Hooke A® tel que pour tout x € €,
A¥(x)=A ou A®(x) =B,
ou

div(A%e(uf)) = f dans €,
u* =0 sur 0S2.
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H-convergence:
H
AP € L2(Q Myp) — A" € L(Q; Mug)
ssi: Vfe l’2(RN), R u,
ol
div(Afe(uf)) = f dans Q, N div(A*e(u)) = f dans Q,
ut = sur 052, © u=20 sur 092,

avec
Map={Al AL € > al¢? et A71¢ € > BIE, Ve
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H-convergence:
AT € L Mag) — A" € L2( Map)

2
ssi: Vfe l’2(RN), o
ol

div(Afe(uf)) = f dans Q, N div(A*e(u)) = f dans Q,
ut =0 sur 052, © u=20 sur 092,

avec
Map={Al AL € > al¢P et ATIE: € > BIEI, Ve

Indépendence vis-a-vis des CL

: H .
Si A® — A*, le résultat de convergence est encore valable avec
n'importe quelles conditions sur la frontiere.
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H-convergence:
AT € L Mag) — A" € L2( Map)

ssi: Vfe l’2(RN), R u,
ol
div(Afe(uf)) = f dans Q, N div(A*e(u)) = f dans Q,
ut =0 sur 052, © u=20 sur 092,

avec
Map={Al AS: € > alé]? et A1 € > BIEP, VE).
Indépendence vis-a-vis des CL

: H .
Si A® — A*, le résultat de convergence est encore valable avec
n'importe quelles conditions sur la frontiere.

Compacité

Chaque suite de lois de Hooke A® € L*°(£2; M4p) admet une sous-suite
H-convergente.
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Solides composites

Etant donnés deux matériaux linéairement élastiques de lois A et B:
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Solides composites

Etant donnés deux matériaux linéairement élastiques de lois A et B:

A+ B = un composite

Un solide composite := une structure linéairement élastique dont la loi de
Hooke peut &tre obtenue comme H-limite des lois de Hooke A® vérifiant

VxeqQ, Af(x)=A ou A*(x)=B.
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Solides composites

Etant donnés deux matériaux linéairement élastiques de lois A et B:

A+ B = un composite

Un solide composite := une structure linéairement élastique dont la loi de
Hooke peut &tre obtenue comme H-limite des lois de Hooke A® vérifiant

VxeqQ, Af(x)=A ou A*(x)=B.

Soit 8 € L>°(2; [0, 1]) la densité de matiere (locale).
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Solides composites
Etant donnés deux matériaux linéairement élastiques de lois A et B:

A+ B = un composite

Un solide composite := une structure linéairement élastique dont la loi de
Hooke peut &tre obtenue comme H-limite des lois de Hooke A® vérifiant

VxeqQ, Af(x)=A ou A*(x)=B.

Soit 8 € L>°(2; [0, 1]) la densité de matiere (locale).
L’ensemble des lois de Hooke des composites de densité 6

Les composites obtenus comme mélange des matériaux A et B en
proportion locale 68(x) et 1 — 6(x):

Go = {A* € L2(Q2; Map): 3 xF € L>(£2:;{0,1}) tel que

LOC
A=A+ (1—x5)B s A% et x° — 9}.
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Une propriété de I'ensemble des solides composites

L'ensemble des lois de Hooke A(x) faisables en un point x ne
dépend pas de la valeur de 6(x)
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Une propriété de I'ensemble des solides composites

L'ensemble des lois de Hooke A(x) faisables en un point x ne
dépend pas de la valeur de 6(x)

Ainsi, pour tout réel 8 € [0, 1], il existe un sous-espace fermé Gy de
Mg g Vérifiant

G = {A* € L®(QMap) @ A(X) € G@(x)}-
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Une propriété de I'ensemble des solides composites

L'ensemble des lois de Hooke A(x) faisables en un point x ne
dépend pas de la valeur de 6(x)

Ainsi, pour tout réel 8 € [0, 1], il existe un sous-espace fermé Gy de

Mg g Vérifiant

Go = {A* € L(2 Map) © A'(x) € G@(x)}-

Conséquence

Cela permet, en particulier, de se contenter de I'étude des solides
composites homogenes afin de déterminer les propriétés des matériaux
composites.
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Composites périodiques

Cellule de périodicité Composite périodique
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Composites périodiques
Soient Y =]0, 1[NV et x € L>=(R"; {0, 1}) une fonction Y-périodique

x(x/E)A + (1 — x(x/e))B = AS(x) L5 A,

ol A*, constante, est définie pour toute matrice symétrique o d'ordre N
par

A*0.-0= min / (x(x)A+ (1 - x(x))B)_l’r - Tdx,
rel2(vims) Jy
{fy'rdxcr
div(7)=0

ol L§(Y; M3,) := {fonctions L2, Y-périodiques a valeurs dans £3,}.

Karim Trabelsi (LMCS/IPSA) Constr. de suites minim. en optim. de forme Poitiers, 27 aolt 2010 11 /29



Composites périodiques
Soient Y =]0, 1[NV et x € L>=(R"; {0, 1}) une fonction Y-périodique

X(x/)A+ (1 —X(x/€)B = AS(x) = A",
ol A*, constante, est définie pour toute matrice symétrique o d'ordre N

par

A*0.-0= min / (x(x)A+ (1 - x(x))B)_l’r - Tdx,
TeLF(YiM3) Jy
Jy Tdx=0
div(7)=0
ol L§(Y; M3,) := {fonctions L2, Y-périodiques a valeurs dans £3,}.
Une propriété remarquable des composites périodiques Pp

Tout composite peut étre approximé par un matériau périodique:

Py = Gp.
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Laminés séquentiels

Laminé de rang-1 Laminé de rang-2
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Laminés séquentiels

Laminé de rang-1 Laminé de rang-2

Un intérét pratique

Formules explicites permettant le calcul des lois de Hooke associées.
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Lol de Hooke d'un laminé, cas B =0

Si
e; = directions de lamination et m; = proportions of lamination,

alors
) 1-6 (< -
A= a1 4 0 (;_1 m,-fj(e,-)) ,

ol fx(e;) est un tenseur d'ordre 4 défini pour toute matrice symétrique
§, par

FE(e)E €= A€ — imge,w? + T A (A)er- &),

Cu+ M)

A and p = coefficients de Lamé de A.
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Optimization de la compliance

2 = Corps élastique,
g = Force surfacique,
I'p = CL de Dirichlet,

'y = CL de Neumann.

in J(Q) := - uq dx,
iy (€2) /rNg g dx
ou
Uyg={Qouvert CRY: TyulpcoQ et |Q <V}
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Relaxation par la méthode d"homogénéisation

Le probleme de minimisation de la compliance J(2) sur U,y est
mal-posé.
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Relaxation par la méthode d"homogénéisation

Le probleme de minimisation de la compliance J(2) sur U,y est
mal-posé.

Le probleme (homogénéisé) relaxé

Déterminer le corps composite solution de ce qui suit
min J(A*,0) = “Uprg ¢

{ogegl {( ) /ng A,G}

A*€Gy
Jp 6 dx<V

oU up= g est le déplacement du corps.
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Relaxation par la méthode d"homogénéisation

Le probleme de minimisation de la compliance J(2) sur U,y est
mal-posé.

Le probleme (homogénéisé) relaxé

Déterminer le corps composite solution de ce qui suit
min J(A*,0) = “Uprg ¢

{ogegl {( ) /ng A,G}

A*€Gy
Jp 6 dx<V

oU up= g est le déplacement du corps.

Le minimum est atteint dans I'ensemble des laminés de rang-N ( =
dimension de I'espace).
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Résolution du probleme homogénéisé
Le principe d'énergie complémentaire

J(A*,8) = min / A*lo . o dx.
oEL?(D;MS3) D
divo=0 dans D
o-n=g sur [y
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Résolution du probleme homogénéisé

Le principe d'énergie complémentaire

J(A*,8) = min / A*lo . o dx.
oEL?(D;MS3) D
divo=0 dans D
o-n=g sur [y

Minimisation de la compliance

On minimise |'énergie complémentaire sur I'ensemble des triplets
(A*,0,0):

> fDde <V,
> A*(x) € Lgo = {laminés de rang-2},
» div(c) =0dans D et 0-n= g sur Iy.
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Résolution du probleme homogénéisé

Le principe d'énergie complémentaire

J(A*,8) = min / A*lo . o dx.
oEL?(D;MS3) D
divo=0 dans D
o-n=g sur [y

Minimisation de la compliance

On minimise |'énergie complémentaire sur I'ensemble des triplets
(A*,0,0):

> fDde <V,
> A*(x) € Lgo = {laminés de rang-2},
» div(c) =0dans D et 0-n= g sur Iy.

Solution

Minimisations successives p.r.a o et (A*,0).
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Minimisation p.r.a (A*,0)

Directions de lamination optimales

Valeurs propres du tenseur des contraintes o.
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Minimisation p.r.a (A*,0)

Directions de lamination optimales

Valeurs propres du tenseur des contraintes o.

Proportions de lamination optimales

|02 lo1]

my = et m = —— .
' > o1] + |o2]

~ ou| + |o2|
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Minimisation p.r.a (A*,0)

Directions de lamination optimales

Valeurs propres du tenseur des contraintes o.

Proportions de lamination optimales

|0 ol

m=——>— e m=—+->—_.
lo1| + |o2] lo1| + [o2]

Densité de matiere optimale

1-06
min A*lo.0=A"10-0+——g*(0), 0)=——o 05|)?
Jmin +o5-g'0) ¢'(0)= 5 (1| + o)
. [k + 1
= Bopt = Min ( 1, o o
opt < 4,u,K, (| 1|+| 2)>
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Projection d'une forme composite

But: Construire une suite de formes 2¢

Af = xa:A -, A*, ol A* est le composite optimal.
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Projection d'une forme composite

But: Construire une suite de formes 2¢

A8 = xa:A A, A*,  ou A* est le composite optimal.
Vers une alternative a la pénalisation de la densité

l ‘
Zoom avant et aprées la création

d’'un trou par une méthode 3-en-1 >
(homogénéisation + variation de |la <,

frontiere + " gradient topologique”)
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Projection d'une forme composite

But: Construire une suite de formes 2¢

Af = xa:A -, A*, ol A* est le composite optimal.

Vers une alternative a la pénalisation de la densité

| -
Zoom avant et aprées la création
d’'un trou par une méthode 3-en-1 >
(homogénéisation + variation de |la <,

frontiere + " gradient topologique™)

ldée

Reproduire au niveau macroscopique la microstructure sous-jacente du
composite optimal.
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Problemes

Le laminé de rang-2 comporte deux échelles

L>>¢e; >> g5l
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Problemes

Le laminé de rang-2 comporte deux échelles

o]

L >>¢€; >> &5l

Utilisation d'un mélange matériau + vide

Nous ne disposons pas du méme résultat que dans le cas non dégénéré!
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Construction de composites localement périodiques
Composite périodique

QF=DnNwt, w®={xeR?: e lxcuw}

ol w est un ouvert Y-périodique.
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Construction de composites localement périodiques

Composite périodique

QF=DnNwt, w®={xeR?: e lxcuw}

ol w est un ouvert Y-périodique.

Cellule de périodicité dépendant de x

Qf ={xeD: elxcwkx)}.
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Construction de composites localement périodiques

Composite périodique

QF=DnNwt, w®={xeR?: e lxcuw}

ol w est un ouvert Y-périodique.

Cellule de périodicité dépendant de x

Qf ={xeD: elxcwkx)}.

Composite localement périodique

Q; ={xeD : x€p ew(x))},
avec @:D — RN tel que det(Dyp(x))# 0.
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Construction de composites localement périodiques

Pratiquement,

25
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Choix d'un matériau de substitution (cas N = 2)
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Choix d'un matériau de substitution (cas N = 2)

Q¢ défini par un élément ¢ : D — R? de
Fo={p: det(Dxp) #0, Dxp™((1,0)) A ex(x) =0
et D@ 1((0.1)) A ex(x) = 0}.
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Choix d'un matériau de substitution (cas N = 2)

QF, défini par un élément ¢ : D — R? de

Fo={p: det(Dxp) #0, Dxp™((1,0)) A ex(x) =0

Cellule de périodicité
wWo.mNY =

{xeY : 2|x,—1/2| > pi}
1—p1p2 =196,

(1= p1)ma = (1—p2)m.

et D@ 1((0.1)) A ex(x) = 0}.

€1

Dy f p2
%1
€2
fi
Cellule de périodicité Ouvert wy m
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Choix d'un matériau de substitution (cas N = 2)

QF, défini par un élément ¢ : D — R? de
Fe={0: det(Dxp) #0. D H((1.O) Aer(x) = 0
et D@ 1((0.1)) A ex(x) = 0}.

Cellule de périodicité

Wo.m Y = y Do 5[0
{xeY : 2|x,—1/2| > pi} p1
1—pip2 =196, &

(1= p1)mz = (1—pz)m. Cellule de périodicité Ouvert wen

Loi de Hooke associée A;

H
AL = xap A = Al = A”.
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Choix d'un matériau de substitution (cas N = 2)

Q¢, défini par un élément ¢ : D — R? de
Fe={0: det(Dxp) #0. D H((1.O) Aer(x) = 0
et D@ 1((0.1)) A ex(x) = 0}.

Cellule de périodicité

Wo.m Y = y Do 5[0
{xeY : 2|x,—1/2| > pi} p1
1—pip2 =196, &

(1= p1)mz = (1—pz)m. Cellule de périodicité Ouvert wen

Loi de Hooke associée A;
H
AL = Xag A — Al = A*.

Atout: Une construction explicite des ouverts 25!
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Calcul d'un élément de F.

Lemme d’existence

Si les directions de lamination e; et e, sont régulieres, et si D est
simplement connexe, alors Fe # 0.
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Calcul d'un élément de F.

Lemme d’existence
Si les directions de lamination e; et e, sont régulieres, et si D est
simplement connexe, alors Fe # 0.

Nous avons choisi ¢ solution de

) 1
min /(p) = / Vo1 — e1]? + |[Vo — e dx.
pEFe 2 D
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Calcul d'un élément de F.

Lemme d’existence

Si les directions de lamination e; et e, sont régulieres, et si D est
simplement connexe, alors Fe # 0.

Nous avons choisi ¢ solution de
in (o) = = — el —el*d
min /(p) = Vi1 — el]” + [Vo — e dx.
(Pe]‘—e 2 D
La suite Q2 est définie par

Q‘fp = {x € D : cos(pi(x)/€) > cos(m(1 — p1))
ou cos(pa(x)/e) > cos(m(1 — p2))}-.
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Un exemple numérique: cantilever - comparaison

Forme pénalisée - Compliance=16.95

Forme 3-en-1 - Compliance=17.3 Forme projeté& - Compliance=17.15
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Exemples numériques: conclusion

Autres formes optimales composites & leurs projections

— 70 itérations ~ 2x plus rapide que la pénalisation!
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Exemples numériques: conclusion

Autres formes optimales composites & leurs projections

— 70 itérations ~ 2x plus rapide que la pénalisation!

Ponts obtenus pour différentes valeurs du parametre de fréquence €

Ve il o
— Le niveau de détail est controlé par le parametre de fréquence!
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Un mot sur les singularités des champs e

» Génériquement, une singularité consiste en un nombre fini de points
x ol o(x) = ald.
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Un mot sur les singularités des champs e

» Génériquement, une singularité consiste en un nombre fini de points
x ol o(x) = ald.
» Le champ des vecteurs propres n'est pas orientable (il effectue des
demi-tours autour des singularités.)
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Un mot sur les singularités des champs e

» Génériquement, une singularité consiste en un nombre fini de points
x ol o(x) = ald.
» Le champ des vecteurs propres n'est pas orientable (il effectue des
demi-tours autour des singularités.)

M\ | 5

—  Le réseau n'est pas difféomorphe a un réseau carré.
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Un mot sur les singularités des champs ¢
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Perspectives

» Affiner les formes projetées par une méthode d'optimisation
géométrique (level set, p.e.).
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Perspectives

» Affiner les formes projetées par une méthode d'optimisation
géométrique (level set, p.e.).

» Etendre la méthode 3 d’autres fonctions-codits.

Karim Trabelsi (LMCS/IPSA) Constr. de suites minim. en optim. de forme Poitiers, 27 aolt 2010 28 /29



Perspectives

» Affiner les formes projetées par une méthode d'optimisation
géométrique (level set, p.e.).

» Etendre la méthode 3 d’autres fonctions-codits.

» Une alternative possible au gradient topologique.
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Perspectives

v

Affiner les formes projetées par une méthode d’optimisation
géométrique (level set, p.e.).

v

Etendre la méthode 3 d’autres fonctions-codits.

v

Une alternative possible au gradient topologique.

v

Etendre |'algorithme au cas tridimensionnel.
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http://www.freefem.org
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