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Flor N iati inimi
oS Le probléme standard du calcul des variations est de trouver minimiseurs

Introduction pour la fonctionnelle /(u) = [, F(t, u(t), Vu(t))dt, ol Q est un domaine
borné et ouvert, F est un intégrand de Carathéodory lorsque
u € W'P(Q) satisfait des conditions au bord.

Dans des nombreuses situations (voir, par exemple, des problémes de
type Bolza), le probleme n’admet pas de solutions classiques; cela est
dd au comportement oscillatoire rapide des suites minimisantes. Ce type
de comportement est bien contrdlé en utilisant la technique des mesures
de Young, une technique développée par L. C. Young, J. Warga, L. Tartar
et, plus récemment, par , E. J. Balder, P. Pedregal, M. Valadier, Ch.
Castaing, P. Raynaud de Fitte, etc.
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Introduction

Introduction

D’une certaine fagon, les mesures de Young généralisent les fonctions
mesurables. Méme si elles ont été introduites pour obtenir des solutions
relaxées pour les problémes variationnels, les mesures de Young
représentent un outil important pour d’autres branches de I'analyse
mathématique.

Dans la premiére partie, nous commengons par la présentation des
mesures de Young et de la topologie stable pour laquelle nous donnons
plusieurs caractérisations.

Nous présentons le théoréme de compacité de Prokhorov pour les
mesures de Young. Le role principal dans ce théoréme revient a la
condition d’étre tendue; la simplicité de cette condition représente la
principale attraction des résultats de compacité dans I'espace de
mesures de Young.

Nous présentons le produit fibré des mesures de Young et son
importance pour obtenir des conditions de semi-continuité.

Enfin sont présentées quelques uniformitées sur I'espace de mesures de
Young et le probleme de la complétitude.

La deuxieme partie est dédiée a I'étude du probléme relaxé du calcul des
variations.
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Floresou @ Q est un ensemble quelconque,

@ A est une o—algebre de sous-ensembles de €,
Notations @ i : A — R, estune mesure positive, c—additive, finie et compléte.
Si © C RY, on suppose toujours que 2 est borné, measurable Lebesgue,

A est la o-algébre de sous-ensembles measurable Lebesgue de Q et
est la mesure de Lebesgue.

@ (P, d) note un espace polonais (un espace métrique complete et
séparable),

@ B(P) sont les boréliennes de P,

@ P(P) est la famille de toutes les probabilités sur P munie de la
topologie étroite,

@ B(P(P)) désigne la tribu borélienne de P(P).
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Fﬁx-i:sii, M(P) désigne I'ensemble de toutes les applications

(A — B(P))—-mesurables,

Notations @ C.(P) estI'ensemble des fonctions continues a support compact,

@ Cy(P) est I'ensemble des fonctions continues qui s’annulent a
Pinfini,
@ Cy(P) est I'espace des fonctions réelles continues et bornées sur

3

@ BL(P,d) est 'espace des fonctions réelles, bornées et
lipschtziennes sur (P, d).
Lapplication
f(x)—f
= |[flla = sUpyep [F(X)| + SUPy ycp xrty %} est une
norme sur BL(P, d) et (BL(P,d), || - ||s.) est un espace de Banach.
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Définition

Une mesure de Young sur Q x P est une mesure positive

T : A® B(P) — Ry telle que T (A x P) = u(A), pour tout A € A.

:;;'r:‘]';::'s‘ et En utilisant un résultat de désintégration, on peut identifier chaque
mesure de Young 7 avec une application . : Q — P(P), (A — B(P(P)))

- mesurable en notant que

T(f):/ﬂxp (¢, X)dT (1, x) /(/ (¢, X)dmi( x)> du(t),

pour toute application f € L'(T,R).
Y(P) ou simplement Y désigne I'espace de mesures de Young.
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Exemples

Définition et Exemp|e 1.
exemples 2 . v

Pour toute probabilité v € P(P), la mesure produit 7% = u ® v est une
mesure de Young dont la désintégration est I'application constante 7/ = v,
pour tout t € Q.
On dit que T" est la mesure homogéne associée a la probabilité v.

Comme l'application v — T est une injection, nous écrirons P(P) C
Y(P).
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Exemples

Définition et Exemple 2.
exemples Pour toute application mesurable u € M(P),

TYUAx B)=pu(Anu'(B)),VA e A, VB € B(P),

définit une mesure de Young dont la désintégration est 7' = d,(;), pour
tout t € Q (¢ est la mesure de Dirac).

TY est la mesure associée a 'application u. La fonction u — T est une
injection et alors nous considérerons que M(P) C Y(P).

v
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La topologie stable est |a topologie projective sur Y(P) engendrée par
la famille des applications /a ¢ : Y(P) — R, A € A, f € Cp(P), définies par

La topologie

stable Inf(T) = /QXP(XA ® f)(t, x)dT (t,x) = /Aﬂ(f)dli(f).

Cette topologie est notée S(P) ou simplement 8.
Si A est dénombralement engendrée alors (Y, §) est métrisable.
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Définition
Une suite (T"), C Y(P) est 8 - convergente vers T € Y(P) si et

seulement si, pour tout A € A et tout f € Cyp(P),
La topologie T"(x4 @) = T(x 4 ® f)ou, équivalent, [, 7 (F)du(t) — [, 7(f)dpu(t);

stable

cette situation est notée avec 7" % T, ou simplement 7" 2 T.

Si (un)n € M(P) et T € Y(P) nous notons un 5 Tla convergence
stable de (7""), vers T.
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Remarque

Pour tout 7 € Y(P) ettout A€ A, T(A x -) est une mesure de Radon
Lat logi

e 0 positive sur B(P). Alors T" 2 T si et seulement si (T"(A x -)), est

stable
étroitement convergente vers T (A x ), pour tout A € A.
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Théoreme

Soit (T")» € Y(P) et T € Y(P); les conditions suivantes sont équiva-

lentes: s
La topologie 1)' 7—n ? T.
stable 2). T"(V) — T(V),VV intégrand Carathéodory borné .

)
3). T"(W)— T(¥),VYV intégrand Carathéodory L'- borné .
4). T(W) <liminf, T"(¥), VYV intégrand s.c.i. et borné
inférieurement .
5). T(V) <liminf, T"(W), VWV intégrand s.c.i. et L'-borné .
6). T(x,®f) <lminfaT"(x, @ f),VA € A, Vfs.ci.
et bornée inférieurement sur P.
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Théoreme

7). T(Ax D) <liminf, T"(A x D),VA € A,VD C P ouvert.
8). T"(xy®f) = T(x,®f),VA€ AVfe BL(P,d).
La topologie 9). T”(XA ® f) — T(XA ® f),VA € A, uniformément selon
stable f € BL(P, d) avec ||f||s. < 1.
Si P est localement compact les conditions 1) - 9) ci-dessus
sont équivalentes avec les deux conditions suivantes:
10). T"(x, ®f) = T(x, ®f),VA € A, Vf € Co(P).
11). T"(x,®f) = T(x, ®f),VA € A Vf e Ce(P).
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Soit (un)n € M(P) C Y(P) avec uy, 2, T. Alors, pour tout intégrand s.c.i.
V:Q x P— R pour lequel {W~(-,un(-)) : n € N} est uniformément
intégrable (Ul) dans L'(Q,R) et il existe 7 (W),

La topologie T(V) = W(t, X)dT (t, x) < liminf /Q W(t, un(t))dpu(t).

stable
QxP

Si W est un intégrand Carathéodory et {W(-, us(-)) : n € N} est Ul dans
L'(Q,R) alors

TW)= [ w(t0d7 () = lim | W(tun(D)dud.
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Théoreme

@ La trace de la topologie stable sur M(P) est la topologie de la
La topologie convergence en mesure.

stable Si la mesure . est sans atome, M(P) est dense dans Y(P).

@ La trace de la topologie stable sur P(P) est la topologie étroite et
P(P) est fermé dans Y(P).
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Remarque

D’apres le 1) de la théoreme 15, (un), C M(P) est convergente en
mesure vers u € M(P) si et seulement si

La topologie
stable

/f(u,,)dp — / f(u)dp, pour tout A € A et toute f € Cp(P).
A A

Ce résultat a été obtenu par Hoffmann-Jergensen dans [8].
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Un ensemble # C Y(P) est tendu si, pour tout £ > 0, il existe un
Introduction compact K C P tel que

Notations T(Qx (P\K)) <e, pourtoute T € H.
Définition et
exemples

Si H C M(P) C Y(P) alors H est tendu si et seulement si, pour tout

mibdene il < > 0, il existe un compact K C P tel que
Produit fibr =

roduit fibré #(U 1(P\K)) <&, pOUI’tOUteUGH-
Une

définition

équivalente Dans le cas particulier ol P = R™, H est tendu si et seulement si, pour

Mesures tout e > 0, il existe kK > 0 tel que
gradient

Structures u(|lul] > k) < e, pour toute u € H.
uniformes
sur Y(P)

Calcul des .
variations
relaxé
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Lintérét pour la condition d’étre tendu est justifié par le théoreme de
Prokhorov:

Théoréme (Th. 4.3.5 de [3])

La topologie
stable

Un ensemble H C Y(P) est relativement S - compact (séquentiellement
8 - compact) si et seulement si il est tendu.
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Corollaire

Soit (un)n € M(R™) une suite tendue; alors on peut trouver une
sous-suite (uk,)» et une mesure de Young 7 € Y(R") telle que

8
Uk, —> T.
m

La topologie . R X , L, :
stable Si, en plus, (un)n est uniformément intégrable (ux,)» est faiblement

convergente dans L'(Q, R™) vers une fonction intégrable u : Q@ — R", ou,
pour tout t € Q,

u(t) = bar 7 = / xdm(x).

RrRM
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F.L,“,':scu Un intervalle d-dimensionnel / C RY est un produit des intervalles bornés

et fermés de R: | = []%,[a;, b]; soit Z la famille des intervalles
d-dimensionnels.

Définition

';2,:,‘:2°'°9‘e Un ensemble H C M(R™) est dit Jordan finiment tendu si, pour tout

e > 0, ils existent k > 0 et une sous-famille finie Z; C 7 tels que, pour
toute u € H, il existe Z, C Zr avec (||ul| > k) CUZuv et u(UZu) < e.

On peut remarquer que la condition d’étre Jordan finiment tendu a été
introduit avec le but de localiser les ensembles sur lesquels les fonctions
prennent des grandes valeurs sur une famille finie des intervalles de
longueur totale petite.
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La topologie
stable

Tout ensemble Jordan finiment tendu est un ensemble tendu.

ustification

La proposition suivante donne une justification pour la dénomination
ensemble Jordan finiment tendu.

Proposition

H C M(R™) est un ensemble Jordan finiment tendu si et seulement si,
pour tout € > 0, ils existent k > 0 et un recouvrement fini de H,
{H, ..., Hp}, tel que, pour tout i =1, ..., p,

p (Uuen(llull > K)) <e.

(ici u; est la mesure extérieure Jordan)
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Théoréme (théoreme 3.12 de [5])

Soit Q € RY un ouvert borné et convexe et soit

HC W"(Q,R™ N C(Q,R™) un ensemble tendu tel que VH est Jordan
finiment tendu; alors H est relativement compact dans la topologie de la
convergence en mesure sur M(R™).

Dans certaines conditions nous pouvons éviter I'hypothése de continuité
dans le théoreme précédent.

Corollaire

Soit Q € RY un ouvert borné et convexe, soit p > 1 etsoit Hun
sous-ensemble tendu de W'(Q,R™) tel que VH est Jordan finiment
tendu; si un des suivant deux conditions: p > d ou d = 1 est accompli
alors H est relativement compact en mesure.
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Définition

Soit P et Q deux espaces polonais et soit 7 € Y(P), 0 € Y(Q) deux
mesures de Young; alors P x Q est espace polonais,

B(P x Q) = B(P) ® B(Q) et l'application { — 7: ® o est la désintégration
d’une mesure de Young T ® 0 € Y(P x Q).

Produit fibré T ® O s’appelle le produit fibré de T et 0.

Dans le cas particulier ol u € M(P) C Y(P) et v e M(Q) C Y(Q), la
désintégration du produit fibré 79 @ 0" est I'application t — (), v(t)-
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Théoreme [2]

Soit (Un)n € M(P)V(P), (Va)n € M(Q) C Y(Q),u € \(P) C Y(P) et
O € Y(Q); si (un)n est convergente en mesure vers u et (vn)n est 8(Q) -
Produit fibré convergente vers 0 alors (Up, Va)n %(; T'®0.
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Le résultat précédent est utile dans le cas suivant: Soient 2 € R? un
ensemble ouvert et borng, P = R™, (up), € W' (Q, R™) une suite
minimisante pour le probléeme

(P) m=inf / W(t, u(t), Vu(t))du(t),

ol V¥ : Q xR™x R™ — R est un intégrand s.c.i. et borné inférieurement.

Remarques

1). Si (un)n est convergente en mesure vers u € M(R™) et (Vun)n C
Y(R™) est tendue alors il existe une mesure de Young 7 € Y(R™) telle
que

[ wtu®.pdT(ty) <im [ W), un(0)du(t) = m
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Le résultat précédent est utile dans le cas suivant: Soient 2 € R? un
ensemble ouvert et borng, P = R™, (up), € W' (Q, R™) une suite
minimisante pour le probléeme

(P) m=inf / W(t, u(t), Vu(t))du(t),

ol V¥ : Q xR™x R™ — R est un intégrand s.c.i. et borné inférieurement.

2). D’aprés le théoreme 24, si en plus Q est convexe, (us)n € C(Q2,R™)
est tendue et (Vup,), est Jordan finiment tendue alors il existe u € M(R™)
et T € Y(R™) telle que

/ W(t, u(t), y)dT(t, y) < Iim/\ll(t, Un(t), Vun(1))dpa(t) = m.
QxRMd -
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La densité du M(P) dans Y(P) est 'une des propriétés les plus
importantes de la topologie stable; les mesures de Young ont été
historiquement construites comme limites des fonctions mesurables.
Ainsi, certains mathématiciens utilisent la notion de mesure paramétrée
associée a une suite; I'existence de cette mesure est assurée de

Une théoreme fondamental de Young:
définition
équivalente




Théoreme
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Soit Q C R? un ensemble borné et mesurable et soit (un), € M(R™) une
suite satisfaisant a la condition

sup (|| tn]] > k) — 0.
neN —+o00

Alors il existe une sous-suite (ux,)n de (un)n et une application mesurable
t— 1 € P(R™) tels que:
Une 1). Pour tout ensemble fermé K C R" pour lequel ux,(t) € K, pour tout

e
i n e N et presque pour tout t € Q on a

supp7t C K, presque pour tout t € Q.
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2). Pour tout A € A et pour tout intégrand Carathéodory f: Q x R” — R,
pour lequel (f(-, uk,)) est Ul dans L' (A, R™),

f('7 Uk,-,) L) ?7
L1(A,RM)
Une ou, pour tout t € Q, 7(t) = [,m (s, x)d7e(X).

définition (7t)tea S'appelle la mesure paramétrée associée a (up)n.
équivalente




Remarques
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N Nous observons que, dans les hypotheses du théoréme, (un). est ten-
aam e due dans Y(R™) et alors, d’aprés le théoréme de Prokhorov, elle est
séquentiellement 8-compact. Soit alors (uk,)» une sous-suite de (Un)n
Introduction §-convergente vers 7 € Y(R™). D’apres le théoréme 6.5.1 de [3], p.p.
Notations teQ,

Définition et

exemples

supprt C Ls ({ui, () : n € N}) = ﬂ (Ui (t) k> p} C K.
La topologie
stable

Produit fibré S PO
Comme u, = T et (f(-, ux,))n est U, le théoréme 16 nous assure que,

Une
définition pourtout Be A,BC A

équivalente

racient / £(t, uk, (1)) du(t) — / ( / f(t, x) dﬂ(x)) du(t) / F(£)du(t)

Structures

uniformes

sur Y(P)

f(-, Uk,) —> f

Calcul des LT(A,RM)

variations
relaxé




Remarques

Mesures de
Young

Donc toute mesure paramétrée associée a une suite est une mesure de
Young sur R™.

Réciproquement, si on suppose que 2 est sans atome, toute mesure de
Introduction Young sur R™ est associée a une suite de fonctions mesurables (voir la
Notations pl’Opl’iété de densité de M(Rm)

PR ) S\ - \ . 8 5
Deflmt:on et Dapres le 10) du théoreme 15, on peut aussi remarquer que u, — T si
exemples R

Liviu C.
Florescu

et seulement si

La topologie
stable -
w

Produit fibré f(un) W f, pour toute f € Co(R™).

Une
définition
équivalente

Mesures
gradient

Structures
uniformes
sur Y (P)

Calcul des
variations
relaxé
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Soit © C RY et p > 1; une mesure de Young 7 & y(R”’d) est une mesure
p-gradient si on peut trouver une suite (us), € W'P(Q,R™) telles que

{|IVun|P : n € N} est uniformément intégrable et Vu, id> T.
]Rm

Nous rémarquons que {Vu, : n € N} est uniformément intégrable dans
L'(Q,R™) et, d’aprés le corollaire 21, Vuj i1> barr..
L

Mesures
gradient



Théoreme

Mesures de
Young

Liviu C. (voir [10] et [12])

Florescu

Une mesure de Young T € Y(R™) est une mesure p-gradient si et
_ seulement si:
Notations 1). Il existe u € W'P(Q,R™) tel que

Définition et
exemples

Introduction

Vu(t) = barr E/ ydr(y), p-p- t € Q.
Rmd

La topologie
stable

Produit fibré 2). Pour toute fonction L : R™ — R continue, quasiconvexe et bornée
Une inférieurement avec |L(y)| < ¢(1 + ||y||"), pour tout y € R™,

définition

équivalente

Mesures L(VU(t)) < L(y)dn(y), p.p. t € Q.

gradient Rmd

Structures

uniformes 3). / ’ ||y||pth(y) < 4oo, p.p- tE Q.
Rm

sur Y(P)

Calcul des
variations
relaxé




Mesures de
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Liviu C.
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Nous rappelons que L est quasiconvexe si, pour tout y € R™, pour tout
ouvert et borné Q C R? et toute p € C§°(2,R™),

(@) - L(y) < / L(y + V(1)) du(t).

Mesures

gradient



Définition

Mesures de
Young

Liviu C.
Tt Pour tout intégrand borné W : Q x P — R soit v : Y(P) — R I'application

définie par

w(T)=T (V)= / V(t, x)dT(t, x).

QxP
Notons
Fi = {l : ¥ = intégrand Carathéodory, borné},
Fg:{lw:W:XA(X)f,AEA,fE Cb(P)},
Fs={l: \l!:xA®f,Ae.A,fe BL(P)},
F4:{IwZ\UIXA®f,A€A,f€ Co(P)}
Pour tout i = 1,2, 3, 4 soit U; la structure uniforme projective sur Y(P)
engendrée par la famille F; (la plus petite structure uniforme sur ) pour
laquelle toutes les applications de la famille F; sont uniformément

Structures

uniformes continues).
sur Y(P) ‘




Remarques

Mesures de
Young

Liviu C.
Florescu

Comme FRUF4 C Fo C Fy, Us Uy CU> C Us.
D’aprés le théoréme 15, les uniformités U4, Us et Uz sont compatibles
avec la topologie stable. Si P est localement compact, Us est aussi
compatible avec 8.

SiQ=(0,1) et P=R, la suite (7"")nen, OU, pour tout t € Q et tout

n € N, up(t) = n, est une suite de Cauchy pour l'uniformité ¢4 mais il
n’est pas convergente (il n’est pas tendue).

La méme suite n'est pas Cauchy pour Us; en effet la fonction f : R — R,

f(x) = sin %X est dans Cp(R) et alors W = Xq ® f € Fz mais, pour tout
neN,k (T%) = (—1)"et by (T"n) = 0. Alors Us C Us.
Uy n'est pas complete; pour les autres nous n'avons pas des réponses.

Structures
uniformes
sur Y(P)
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Pourtout Ae Asoitds:Y xY — R, ou

da(T,0) = sup
[IfllgL <1

[ = o dutn).

Alors {da : A € A} est une famille de pseudo-métriques sur Y; soit U la
structure uniforme engendrée par cette famille. D’aprés le 9) du
théoréme 15, U est compatible avec la topologie stable 8.

Structures
uniformes
sur Y(P)



Complétitude

Mesures de
Young

Liviu C.
Florescu

Théoreme

@ Si (P, d) est un espace polonais, toute suite de Cauchy par rapport
a la structure uniforme U est tendue.

@ Lespace uniform (V, ) est complete.

(¥, U) est le complété de I'espace (M(P),U|rm(p))-

Structures
uniformes

sur Y(P)



Le probléeme classique

Mesures de
Young

Liviu C.
Florescu

Soient 1 < p < 400, 2 C R? un ouvert borné de frontiére lipschitzienne
et F: Q x R™ x R™ — R, un intégrand Carathéodory positif pour lequel
ils existent a, b > 0 tels que, pour tout x € R™, tout y € R™ et presque
pour tout t € Q,

(€ a-ylP =1 <Ftx.y) <b-(1+[ylP).

Le probleme classique du calcul des variations est:
(P)
inf {I(u) = / F(t,u(t), Vu(t))du(t): ue WJ"’(Q,IR"’)} =m < +oo0.
Q

Calcul des
variations
relaxé




Le probléeme classique

Mesures de
Young

Liviu C.
Florescu

Théoreme

Si, presque pour tout t € Q et pour tout x € R™, F(t, x, -) est
quasiconvexe alors il existe uy € wg P(Q,R™) tel que I(up) = m (donc le
probleme (P) admet un minimum).

Calcul des
variations
relaxé



Le probleme classique
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Young
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Exemple de Bolza

En absence de la quasiconvexité le probléme (P) n’admet pas
nécessairement de minimum.
DOLLEES Soit d = m = 1 (dans ce cas la quasiconvexité est equivalente avec la
Exe:r:::gg et convexité) et soit F: (0,1) x R x R — Ry,

F(t,x,y) = (¥ — 1) + min{x?,1}. Alors la condition (C) est assuré:

Introduction

La topologie
stable

1
Produit fibré §y4 -1 <F(t,x,y) <31 +y4)7Vt €(0,1),Vx,y e R.

Une

définition Le probléme (P) devient

équivalente

aradient inf{/(u) = /01 F(t, u(t), U/ (t))dt : u € WS"‘((OJ),R)} = m.

Structures

uniformes Z .
sur Y(P) Evidemment m 2 0.

Calcul des
variations
relaxé
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Exemple de Bolza
Soit (un)n € W5 *((0, 1), R),

2=l _g 2k
Un(t) = k=0 [( — %) Xook 201 )(t)] +
2[77 2’7
=11 | /2k42

k=0 [( 2n _t)'X2k7+1 2k+2 (t)]'
[2n ) 2n)

Alors, p.p. t € (0,1), up(t) = sign [sin (2"xt)] et (u,)? = 1; il résulte
immédiatement que /(u,) — O.

Donc m = 0 et (un)n est une suite minimisante; il n’y a aucune fonction
uo € W, * pour laquelle /(uo) = 0.

Calcul des
variations
relaxé




Le probleme classique

Mesures de
Young

Liviu C.

Florescu Exemple de Bolza

Nous notons que l'intégrand F n’est pas convexe dans la variable y.
Evidemment nous pouvons relaxé le probléme en remplacant I'integrand

Introduction

Notations .
o F avec sa enveloppe convexe dans la variable y:
Définition et
exemples E t > 1
X

La topologie F**(t,X,y) — ] ( 727y) 7|y‘ = Uy
stable mln{x ) 1} ’ |y‘ < il
Produit fibre Le probleme devient:
Une
définition . ** ok p 1.4
équivalente infd [ F (t U(t (t))dt tue WO7 ((O, 1),R) =m
Mesures

radient
gradien qui admet un minimum ug* = 0. Mais cette solution ne contient aucune
Structures
uniformes information sur les oscnlatlons rapides de suite minimisante (un)n.
sur Y(P) o

Calcul des
variations
relaxé



Le probleme relaxe
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Young
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Soient 1 < p < +o0, Q2 C RY un ouvert borné de frontiére lipschitzienne
et F: Q x R™ x R™ — R, un intégrand Carathéodory positif pour lequel
ils existent a, b > 0 tels que, pour tout x € R™, tout y € R™ et presque
pour tout t € Q,

(%) a-lylP =1 <Ft,xy)<b-(1+yl").
Pour obtenir un minimum satisfaisant nous allons agrandir 'ensemble de

compétiteurs WJ P(Q,R™) & un ensemble H et nous prolongerons la
fonctionnelle | sur H.

Calcul des
variations
relaxé




Le probleme relaxe

Mesures de
Young

Liviu C. o a0
Floresou Définition

Introduction Nous disons qu’un pair (u, T) € Wg P(Q,R™) x y(R”’d) est déterminé
Notations d’une suite (un)n C WJ P(Q,R™) si up ﬁ u, Vup id> T et
m Rm

Définition et
exemples

([IVun||P)n est uniformément intégrable. Dans ce cas 7 est une mesure
y : p-gradient et Vu = barr..

a topologie . . 1,0 . , 1,0 .
stable Si p > 1, pour toute suite (un)n C W, *(2,R™) borné dans W, "(Q2,R™),
Produit fibré il existe (u, T) € W, P(Q,R™) x Y(R™) déterminé par une sous-suite de
Une (Un)n-

définition Soit
équivalente

Mesures H= {(u,T) € WP x Y : (u, T) est déterminé de (un)n C W, ’p}.

gradient

Structur . —
uniformes On peut remarquer que, pour toute u € WO1 P(Q,R™), le pair (u, T") € H.

sur Y(P) o

Calcul des
variations
relaxé



Le probleme relaxe

Mesures de
Young

Liviu C.
Florescu

Le probleme relaxé du calcul des variations est:
(P) inf {7(u, ) =/ F(t,u(t), y)dT (L, y) : (u,T) F/} _ .
QxRmd

Evidemment, pour toute u € W(] PQ,R™), I(u) = I(u, T") et alors

m<m< +oo.

Calcul des
variations
relaxé
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Définition et
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stable

Produit fibré

Une
définition

équivalente

Mesures
gradient

Structures
uniformes
sur Y(P)

Calcul des
variations
relaxé

Le probleme relaxe

Théoréme (voir le théoréme 4.4 et le corollaire 4.5 de [11])

1). m=m.

2). Le probléme (P) admet un minimum si et seulement si (P) admet
une suite minimisante (un)» C WJ"’(Q,R’”) pour laquelle (]|Vual|?)n est
uniformément intégrable.

Dans ce cas, si, en plus, F(t, x, -) est quasiconvexe, presque pour tout

t € Q et pour tout x € R™, alors (P) admet un minimum.

Remarque

Dans les conditions mentionnés, pour p > 1, le probleme (P) admet
toujours une suite minimisante (Un), C WJ P(Q,R™) pour laquelle
(IIVunl|P)n est uniformément intégrable.




Le probleme relaxe

Mesures de
Young

Liviu C.
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Remarque

Dans I'exemple de Bolza le probléme relaxé (P) est:

inf {7(u, T) = / [(y2 —1)°+ min{uz(t),1}] aT(t,y): (u,T)e F/}
(0,1)xR

La suite (un)n presentée dans la sous-section 2 est une suite
minimisante pour le probléme (P) pour laquelle (||Vun||*)» est constante
1 et alors elle est uniformément intégrable.

Le minimum du probléme (P) est (up, 7°) ol o = 0 et

TO =5 % . ((51 +(5,1).

Calcul des
variations
relaxé
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Le probleme relaxe

Le dernier résultat utilise la remarque 27 pour donner un minimum relaxé
pour un probléme général.

Théoreme

Soit Q € RY un ensemble borné, ouvert et convexe, soit
F:Q xR™x R™ — R un intégrand Carathéodory et soit
HC W"'(Q,R™) N C(Q,R™).

Nous supposons que le probleme

inf ¢ H/ F(t, u(t), Vu(t))du(t) = m < +oo
Q
admet une suite minimisante tendue (un)n telle que (Vun)s est Jordan
finiment tendue et (F (-, tn, Vun))n C L'(Q,R) est uniformément

intégrable.
Alors ils existent u € M(R™) and T € R™ telle que

/Q o F(t,u(t),y)dT (t,y) = m.
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