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Le domaine d’étude
Le domaine d’étude est D = Q\ UN ,w; C R?

FIGURE: Le domaine d’étude avec 3 trous

N > 1, on se donne Q,wi, ...,wn C R? des ouverts simplement
connexes bornés et réguliers, les w; sont fortement deux & deux
disjoints et fortement inclus dans €.



Les fonctions test et 1’énergie

L’ensemble des fonctions test est
J ={ue H'(D,C)||ul =1 sur 9D} .
Pour € > 0 (petit), on considére

E.: J — RT

w oo g [{ver s g0 -er )



Le degré topologique
Pour u € J et I' € {092, Owy, ..., 0wy } on définit de degré de u
par rapport a I'

1
degr(u) = o /Fu x Orudr € Z,

deg(ua D) = (degawl (’LL), e deg(’?wN (’LL)7 degag (U)) € ZN+1’

(a) Orientation naturelle (b) L’orientation du degré est donnée
d’une courbe de Jordan par lorientation naturelle du bord de D
I cR?



La minimisation avec condition de degré

BUT : Trouver des minimiseurs locaux de E. dans

jp,q = {u € j | deg(uvp) = (p?Q)} :



La minimisation avec condition de degré

BUT : Trouver des minimiseurs locaux de E. dans

jp,q = {u € j | deg(uvp) = (p’Q)} :

PROBLEME : L’application degré deg(-,D) : J — ZN*! n’est
pas continue par rapport & la convergence faible dans H!(D).



La minimisation avec condition de degré

BUT : Trouver des minimiseurs locaux de E. dans

jp,q = {u € j | deg(uvp) = (p’Q)} :

PROBLEME : L’application degré deg(-,D) : J — ZN*! n’est
pas continue par rapport & la convergence faible dans H!(D).

ALTERNATIVE : Minimisation dans un ensemble ad hoc couplée
4 une bonne quantification de la perte de norme lors de la
convergence faible.



Lorsque D est de type annulaire (N = 1), 'argument est di a
Berlyand et Rybalko : Solutions with Vortices of a Semi-Stiff
Boundary Value Problem for the Ginzburg-Landau Equation
accepté dans J. Furopean Math. Society.

Le cas général (N > 2) est démontré en suivant les techniques
de Berlyand et Rybalko par D.S : Local minimizers of the
Ginzburg-Landau functional with prescribed degrees, J. Funct.
Anal. 257 (2009), no. 4, 1053-1091.



Le lemme du "cott"

Lemme (Berlyand, Mironescu 2004)

Soit (un)n C JTp,q tel que uy, — u dans H! alors

liminf;/ V|2 > 1/ IVl + m2[(p, q), deg(u, D))

avec

2((p,q), (P, q) lez pil+ g —d-



Energie nécessaire pour bouger un degré

Lemme
Pour tout uw € Jpq et n >0, il existe v € Jp g)+5, tel que

Ee(v) < Ee(u) +7+mn et [[u—olp2mp) <n

ol 0; = (517“ '~'75N,i750,i) € {O, 1}N+1.

Lemme (Berlyand, Rybalko 2008 pour un un domaine
annulaire puis généralisé par D.S )

Soit u un point critique de E. dans Jp 4 tel que pour un certain
i€ {l,...,N} (resp.i=0) il existe v € Ow; (resp. x € ON) tel
que u x Oyu(x) > 0 avec T = vt et v la normale extérieure a w;

(resp. §2).
Alors il existe v € J(p q)—s,; tel que

E.(v) < Ec(u) + 7 et |[u — v||2(py arbitrairement petit.



Les deux idées clés

Idée 1. Soit &, | 0, A > 0 et u, € J tel que E. (u,) < A.
Quitte & extraire u,, — v dans H' avec

u € H'(D,S') = Ugepn Eq
et
Eq={ue H'(D,S")|deg(u,D) = (d,d)} , d _Zdz.

Idée 2. Pour i € {1,..., N} on note V; I'unique solution de

—AV; =0 dans D
V=1 sur 9D \ Ow; -
V=0 sur Ow;

Pour u € H'(D,S!) on a

1
degg,, (u) = o /D(u x Vu) - V4V,



L’ensemble ad hoc : I'idée de Berlyand et Rybalko

Pour (p,q) € Z¥*! et d € Z" on définit

1
T = {u € Jpg|pour i€ {1,...,N} on a |abdeg;(u) — d;| < §}

avec

1
abdeg;(u) = 7 /D(u x Vu) - V1V € R,



Propriété de jlgq

Proposition
N+1 N 7d
L. Pour tout (p,q) € Z"*,d € ZV, J5, # 0 et

}I}if E; = Ip(d) +m((p,q), (d,d)] — 0:(1), 0c(1) = 0

avec
Iy(d)= inf = [ |[Vul? etd=") d,.
ulEnEd / | u‘ ¢ Z
2. Siu,v € J sont tels que E.(u), E-(v) < A alors
|abdeg; (u) — abdeg;(v)| < Callu — v|2(p)

3. Pour A > 0 et € assez petit, si u € qu tel que E.(u) < A,
on a [abdeg;(u) — d;| < 3.



Comportement de suite

Proposition

1. Soit (ug), une suite minimisante de E. dans jf,{q. Alors
quitte & extraire, us, — u. dans H' avec u. qui minimise E.
d
dans Jieg(u.,p)-

2. Soit A >0 et u, € qu un point critique de E. dans Jp 4
tel que E.(u:) < A alors si d; > 0 (resp. Y d; > 0), pour e
assez petit il existe x. € Ow; (resp. x. € ON) tel que
Ue X Orug(xs) > 0.



Minimisation de E. dans jp ¢
On consideére (p,q) € ZNt! et d € N*V tel que
pi <diet qg<) d;.
On démontre en cing étapes que pour € petit F. admet un

minimiseur dans .71‘3 ¢
9

n

Etape 1. Soit (u5) une suite minimisante de E. dans qu.
Quitte a extraire uf, — u. dans H'.

Etape 2. Pour ¢ petit u. minimise E. dans j(ﬂ)g(ua DY

Etape 3.
Io(d)+mee [deg(ue, D), (d, d)]—0: (1) = E(uc)

< inf B, — mz[deg(ue, D), (P, q)]
T8
Etape 4. Alors (p,q) < deg(ue, D) < (d,d) et donc si

(:0) — (d.d) on a deg(i. D) — (p. )



La derniére étape

Etape 5. Pour € assez petit et i € {0,..., N}, il existe x; € Ow;
tel que ue x dru.(z5) > 0.
Ainsi en supposant que deg(ue, D) # (p, q), il existe
Ve € qu tel que

Ea(va) < Ee(ua) + e [(p,Q)adeg(ue,D)] < ir}if E.

pP.q

Absurde !



