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a. Calculer sg(m) (la signature de 7).
VvV m=(17248)0(36) donc sg(m) = (=1)°71(=1)>7! = —1.

b. Calculer la permutation 7'27.

vV Avec p=(17248) et 0 = (36) (et doncm = poo =cop)ona quep’ et o> sont égaux a
Pidentité ; donc 7127 = (poo)'?” = p'2700127 = (p5)?°0p?0(02)B 00 = poo = (1287 4)0(3 6),
ce qu’on peut aussi écrire (; § 2 ‘11 g g Z g)
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c. Soit ' = (1 234567 8). Est-ce qu’il existe 0 € Sg tel que comoo™! =/ 7 Si votre

52831746
réponse est «oui», donner un exemple, si elle est «non»y, donner une raison.

vV Onan’=(15)0(38674)=(38674)o(15). On a les cycles des mémes longueurs que 7, donc la

L . 5 5
réponse est (ouiy» ; on peut prendre par exemple o = (é g g A% Z i’ g ‘2’) = (:1.j (23 i’ 471 5 g g i).

2. Pour n € N, soit p, le nombre de permutations m € So,, dont la décomposition en cycles disjoints est
constituée de n 2-cycles (autrement dit, 7 est un conjugué de (1 2)o(34)o(56)o0---0(2n—1 2n)).
a. Donner une relation de récurrence pour p,, (la valeur initiale étant py = 1).
\/ L’image may, du dernier élément 2n est un nombre i € [2n — 1] et on aura alors aussi m; = 2n. Sur
les 2n — 2 éléments restants [2n] \ {i,2n}, on aura le méme type de permutation, un nombre de
Pn—1 possibilités. Donc pn = (2n — 1)pp_1.
b. Exprimer p, comme un produit de nombres entiers.
\/ La récurrence du point précédent se résout directement par pn = H?:l(% -1)

c. Donner une expression pour p, en termes de nombres factoriels (donc on pourra utiliser des
expressions telles que (2n)!, ainsi que des opérations arithmétiques, mais pas le symbole «]]»).

n o [T e-v[li=1"ey _ [ @

VL= (2i-1) = ; T (2) T ilz = 27l

générale pour la taille d’une classe de conjugaison, donnée dans le cours).

Ce résultat découle aussi de la formule

3. On rappelle la notation [n] = {i € N |1 <7 <n} pour n € N. Déterminer le nombres suivants.
a. #{(a1,...,ax) € [n)* | a1 > ag > --- >ay }, pour n,k € N.
\/ C’est le nombre de fonctions faiblement décroissantes [k] — [n], qui est égal (par renversement de
la suite) au nombre de fonctions faiblement croissantes : ((2)) = (”+,§_1).
b #{(X,Y) € P(O])? | #X = 5,4V = T,#(X NY) =3}
\/ Les trois ensembles X NY, X \Y et Y \ X sont disjoints et ont respectivement 3, 2, et 4 éléments,

ce qui épuise les 9 éléments de [9]. Donc la réponse est le nombre de partitions de 9 en trois parties
de taille 3, 2, 4, quel nombre est % = 1260 (ce nombre s’écrit aussi par exemple comme (g) (g)),

suivant les (g) manieres de choisir X et les (g) maniéres de choisir ensuite X NY).
#X
c. ZXGP([n]) ( 5 ), pour n € N.

#X\ _ n n\ (i) _ n n! _ (n n n—2\ _ (n\on—2

V 2 xep(n) (5) = i (D) = i m—ii—2) — (5) 2, (i22) = (5)2"7% Onm
peut aussi trouver ce résultat en faisant d’abord I'observation que la somme compte ’ensemble
{(X,Y)| X eP([n]),Y € ()2() 1={(X,Y)|Y € ([g]),Y C X C[n]} ; dans la seconde forme il y
a (g) choix pour Y et 272 choix pour le reste de X.

d. #{(a1,az,a3,a4,a5) € [n]> | a1 < az < az < aq < as}, pour n € N.

\/ En ajoutant a (a1, a2, a3, a4, as) le vecteur (0,1,1,1,2) on transforme la suite en une suite stricte-
ment croissante a1 < ag +1 < asz+1 < ag +1 < as + 2, dont tous les termes sont dans [n + 2] ;
cette transformation est bijective vers de telles suites strictement croissantes, car soustraction de
(0,1,1,1,2) d’une telle suite donne un élément de ’ensemble compté. La réponse est donc le

n+2

nombre ( 5 ) de suites strictement croissantes de longueur 5 d’éléments de [n + 2].

Fin.



