Examen Arithmétique et algébre commutative mercredi 16 avril 2014
9h00-12h00

Les documents ne sont pas autorisés. Les parties sont indépendantes.

1. Pour les anneaux commutatifs mentionnés ci-dessous, indiquer la premiére classe dans la liste suivante
a laquelle appartient 'anneau: (1) corps, (2) anneau principal, (3) anneau factoriel, (4) anneau
intégre, (5) anneau commutatif. [Une seule réponse par anneau ; une justification n’est pas requise.]
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2. Soit n > 1 entier, et A = Z[iy/n] C C. On veut montrer que A est un anneau avec factorisations : il
est integre et tout élément non nul et non inversible s’écrit comme produit d’éléments irréductibles.

a. Montrer rapidement que A est un anneau commutatif integre.
b. Vérifier que la norme algébrique N définie par z € A — N(z) = 2Z est & valeurs dans N.
c. Déterminer A* et montrer que tout élément de 7= A\ (A* U {0}) est de norme > 1.

d. Posons W = {z € T'| z ne s’écrit pas comme produit d’irréductibles }. Supposons pour une
contradiction W # ) ; soit x € W. Justifier qu’il existe a,b € A tels que z = ab, avec a &€ A™ et
b¢g A*. En déduire que a ou b est élément de W. En utilisant IV, aboutir & une contradiction.

3. Onnote Q = (X +2)2(X2 +1) € R[X].
a. Lanneau quotient A = R[X]/(Q) est-il integre?

b. A laide de la division euclidienne dans R[X], montrer que tout élément de A est la classe d’un
polynome de degré au plus 3 de R[X].

c. Déterminer tous les éléments P de A tels que P? = 0.
d. Montrer que si P € A vérifie P? = 0, alors il vérifie aussi P? = 0.

e. Déterminer I'idéal I de R[X] engendré par les deux polynéomes @ et X* — 1. En déduire une
description de I'anneau quotient R[X]/I.

4. Soit A = Z[V/10], sous-anneau de R. On note N(z) la norme d’un élément » € A, donnée par
N(z) = a® — 10b? si z = a + v/10b, et qui vérifie N(zy) = N(x)N(y) pour tout z,y € A (admis).
a. Montrer quun élément z € A est inversible si et seulement si N(z) € {1,—1}.
b. Donner un exemple d’élément inversible z ¢ {1, —1}.
c. Montrer que pour a € Z/10Z la condition a? € {3, -3} n’a pas de solutions.
d. A laide de la question ¢, montrer que 4 + /10 est irréductible dans A.

e. Montrer que A n’est pas factoriel (indication : pensez & la norme de I’élément 4 + /10).

5. Soit A = Z[v/21] le sous-anneau de C formé des nombres s + /2it avec s,t € Z (c’est un anneau
commutatif intégre). On note N : A — N la fonction z — 2z = |z|2. Comme pour les entiers on
veut montrer que A est un anneau euclidien, en 'occurrence avec N comme stathme. Cela veut dire
que pour tout a,b € A avec b # 0 il existe ¢, € A tels que a = bg +r et N(r) < N(b).

a. Montrer que dans ce cas il existe s + v/2it € A tel qu'on ait, dans C (ot1 la division % est
exacte) :
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b. En prenant dans cette situation ¢ = s + /2it, montrer que 7 = a — bq vérifie N(r) < N(b), et
conclure que A est un anneau euclidien.

c. Effectuer la division euclidienne dans A de 4 4+ 3v/2i par 2 — /21, et calculer leur pged.

d. [bonus] On a vu en TD que 'anneau B = Z[v/31i] n’est pas un anneau principal, ce qui implique
que B ne peut pas étre un anneau euclidien non plus. Si 'on essaye néanmoins de faire le
raisonnement ci-dessus pour B au lieu de A, avec v/3 & la place de v/2, qu'est-ce qui change
pour empécher qu’on arrive a la fausse conclusion que B serait un anneau euclidien ?

-2 - Fin.



