Corrigé Examen Arithmétique et algébre commutative vendredi 3 mai 2013
9h00-12h00

1. Dans cette partie on cherche a trouver tous les nombres naturels n & trois chiffres décimaux (ot
on admet la possibilité d’avoir le chiffre ‘0’ comme premier chiffre) tel que les trois derniers chiffres
de n? sont ceux du nombre n lui-méme (dans I’ordre).

a. Justifier que les solutions de ce probléme correspondent aux solutions de I’équation z? = 2 pour

x dans 'anneau Z/1000Z.

+/ Le nombre formé des trois derniers chiffres d’un entier positif n représente la classe x de n dans
Z/1000Z ; dire que les trois derniers chiffres de n sont ceux de n lui-méme revient donc & dire que

2 = z dans Z/1000Z, et pour chaque tel z il existe un unique représentant n avec 0 < n < 1000.

b. Comment le théoreme chinois permet-il de trouver ces solutions si 'on suppose connues les
solutions de la méme équation 2> = x mais avec z pris dans 'anneau Z/8Z et également
celles pour 'équation avec x pris dans anneau Z/125Z ? Si ces deux problemes possedent
respectivement k et [ solutions, combien de solutions aura le probleme avec x € Z/1000Z ?

\/ Le théoréme chinois affirme pour ce cas que Z/1000Z =2 Z /8Z x Z /125Z (car 8 et 125 sont premiers
entre eux et leur produit est 1000) donc z € Z/1000Z vérifie 2% = x si et seulement si ses deux
projections dans xg € Z/8Z et x125 € Z/125Z vérifient chacune cette équation, car par définition
(zs8,x125)% = (23, 2395) dans Z/8Z x Z/125Z. Pour chaque paire d’une solution modulo 8 et une
solution modulo 125 on trouve donc une solution modulo 1000, et avec k,l comme dans la question
le nombre de telles solutions est kl.

c¢. Trouver des coefficients de Bezout s,t tels que pged(8,125) = 1 = 8s + 125¢.

\/Ona5:1><125715X8,pui53:875:16><871><125,22573:2X125731><8, et
finalement 1 =3 — 2 =47 x 8 — 3 x 125. On trouve donc s = 47 et t = —3.

d. Trouver les solutions de 2% = x avec z € Z/8Z.
\/ En essayant toutes le classes modulo 8, on trouve que les classes de 0 et de 1 sont les seules solutions.

e. Argumenter que pour que la classe x = myos € Z/125Z d’un entier m modulo 125 soit une
solution de x? = z, il est nécessaire que la classe 2’ = mos € Z/25Z du méme nombre modulo 25
soit une solution de (z')? =/, et que pour cela il est nécessaire que la classe 2" = ms € Z/5Z
de m modulo 5 soit une solution de (z”)% = 2”.

v/ Si d est un diviseur de n, les multiples de n sont en particulier des multiples de d, donc nZ est
contenu dans le noyau dZ de la projection canonique Z — Z/dZ, et ce morphisme passe au quotient
pour donner un morphisme d’anneaux Z/nZ — Z/dZ. Cela veut dire que si nue classe modulo n
vérifie une équation polynomiale, son image modulo d vérifiera I’équation correspondante (mais la
réciproque n’est pas garantie). Cela s’applique en particulier pour I’équation z? = x, et les paires

(n,d) = (125,25) et (n,d) = (25,5).
f. Utiliser cela pour trouver successivement toutes les solutions de 2 = x pour = € Z/5Z, ensuite

celles pour = € Z/25Z, et finalement celles pour = € Z/125Z.

\/ Les solutions de 2> = x dans Z/5Z sont les classes de 0,1. Si s = {0,1} représente une telle
solution, alors les classes modulo 25 correspondant & s sont s + 5k pour k € {0,1,2,3,4}, et les
solutions potentielles des > = = modulo 25 sont & chercher uniquement parmi ces valeurs. Or
(s +5k)? = 52 4+ 20s + 25k% = 52 + 10k (mod 25), et compte tenu du fait que nos représentants
s vérifient tous deux s> = s dans I’anneau Z, on voit que (s + 5k)?> = s + 5k (mod 25) revient a
5k =0 (mod 25) ou encore k = 0 (mod 5), donc k = 0 est la seule solution, a la fois pour s = 0
que pour s = 1; les solutions de 22—z sont les classes modulo 25 de 0 et de 1. Le passage de Z /257
a Z/125Z est similaire, Péquation (s + 25k)? = s + 25k (mod 125) donne 25k = 0 (mod 125) et
donc k =0 (mod 5); les solutions de 2> — & sont les classes modulo 125 de 0 et de 1 (encore).

g. Conclure en donnant tous les nombres n vérifiant la condition de I'introduction de cette partie.

\/ Les 2 solutions modulo 8 est les deux solutions modulo 125 donnent par combinaison 4 solutions
modulo 1000. Combiner les paires de solutions (0,0) et (1,1) est facile, et donne les classes de 0
et de 1 modulo 1000. Combiner les paires de solutions (0,1) et (1,0) est un peu plus difficile,
mais se fait directement a ’aide de la relation de Bezout 47 x 8 — 3 x 125 = 1, car on voit que
47 x 8 = 0 (mod 8) et 47 x 8 = 1 (mod 125), d’ott la classe de 47 x 8 = 376 correspond aux
classes de 0,1 respectivement modulo 8 et modulo 125, pendant que —3 x 125 = 1 (mod 8) et
—3 x 125 = 0 (mod 125) montrent que la classe de —3 x 125 = —375 correspond aux classes de
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1, 0 respectivement modulo 8 et modulo 125. Pour trouver les solutions du probléme donné il suffit
maintenant de choisir des représentants 0 < n < 1000, ce qui nécessite juste de remplacer —375
par son représentant 625 ; les solutions sont n € {0, 1, 376,625}.

. Soit R un anneau commutatif, et a € R.

a. Montrer que si a est nilpotent (c’est-a-dire a™ = 0 pour un certain n € N) et p C R est un idéal
premier, alors a € p.

\/ L’image @ de a dans le quotient A/p, qui est un anneau intégre car p est un idéal premier, vérifie
a" =0, ce qui entraine @ = 0 (I'un au moins des n facteur @ dans le produit doit étre nul, et dans
ce cas tous le sont). Cela veut dire que a € p.

b. On rappelle que anneau des séries formelles R[[X]] contient des expressions formelles >~ °°  ¢; X"
sans condition sur suite des coefficients ¢; € R, avec les opérations définies comme dans R[X].
Vérifier que pour a € R quelconque, la série formelle 1 — aX (dont les coefficients de X* pour
i > 1 sont tous nuls) possede dans R[[X]] un inverse, & savoir la série géométrique Y ;° a'X".

\/ 1l suffit de montrer que dans R[[X]] (qui est un anneau commutatif) on a (1—aX) (Z;’io a' Xt =1.

Le coefficient constant de ce produit est 1 x a® = 1, et les contributions au terme de degré i > 0

du produit sont les produits 1 x a' X" et —aX x a_lX_l, dont la somme est nulle. Le produit est

donc égal a son terme constant qui vaut 1.

c. On suppose maintenant que a € R n’est pas nilpotent. Montrer que 1 — aX n’est pas inversible
dans R[X] (bien qu'il soit inversible dans R[[X]]). [Utiliser que I'inverse d’un élément est unique.]

V/ Linverse Y% a'X" de 1 — aX dans R[[X]] se trouver dans le sous-anneau R[X] des polynomes
si et seulement si les coefficients a* sont ultimement nuls, c’est-a-dire si a est nilpotent. Si ce n’est
pas le cas, cet inverse n’est pas un polynéme. Mais comme 1 — aX ne peut pas avoir d’autres
inverses dan R[[X]] cela veut dire que 1 — aX n’a aucun inverse dans R[X].

d. Dans cette situation, indiquer un idéal propre I C R[X] tel que 1 —aX € I.

\/ L’idéal principal I = (1—aX) = (1—aX)R[X] de R[X] est un idéal propre parce que 1 —aX n’est
pas inversible; il contient bien évidemment I’élément 1 — aX qui est son générateur.

On admet qu’il existe dans R[X] un idéal maximal qui contient cet idéal I (le théoréme de Krull
affirme cela pour tout idéal propre); on désigne par m un tel idéal maximal de R[X].
e. Expliquer que a ¢ m pour le polynéme constant a € R C R[X].

v/ On a en tout case 1 —aX € I C m, et si on avait aussi a € m, alors aussi (1—aX)+X xa=1€m,
mais cela voudrait dire m = R, contredisant que m est un idéal maximal (donc propre). Donc
a¢m.

f- En déduire (toujours sous I’hypothese que a € R n’est pas nilpotent) que I’anneau R contient
un idéal premier p avec a ¢ p. (Attention qu’ici on ne parle plus de anneau R[X].)

\/ L’idéal m C R[X] est maximal, donc R[X]/m est un corps. L’image du morphisme composé
f: R— R[X] — R[X]/m est un sous-anneau de ce corps, donc un anneau intégre. Le noyau de f
est p = RNm, qui est donc un idéal premier, et il ne contient pas a (car m ne le contient pas).
On pourra aussi évoquer le résultat général que tout idéal premier coupe un sous-anneau dans un
idéal premier du dernier (dont ce qu’on vient de dire fournit une preuve).

. Soit p un nombre premier avec p # 2. On pose K = Z/pZ, un corps fini & p éléments.
a. Pour a € K*, montrer que a est racine du polynéme X2 + 1 € K[X] si et seulement si I'ordre
multiplicatif de a est 4 (c’est-a-dire a* = 1 pendant que a™ # 1 pour 0 < m < 4).
b. Combien d’éléments posséde I'anneau R = K[X]/(X2% +1)?
\/ Tout élément de R a un unique représentant de degré < 1, donc leur nombre est (#K)2 = p2.
c. Soit A = Z[i] = Z[X]/(X? + 1) I'anneau des entiers de Gauss. Montrer que R = A/pA.
v/ Soit f : Z[X] — K[X] le morphisme d’anneaux défini par la réduction modulo p des coefficients des
polynémes, et g : K[X] — K[X]/(X? + 1) = R la projection canonique. Alors le noyau de g o f :
Z[X] — R contient I’idéal (X2 + 1) C Z[X], donc g o f passe au quotient, donnant un morphisme
d’anneaux h : A= Z[X]/(X? + 1) — R qui envoie a + bi — g(f(a+ bX))) = g(agp) + by X) ot les
indices indiquent réduction modulo p. Ce morphisme h est surjectif, car g est surjectif et si pour
P € K[X] son reste pour la division par X241 estr, alors g(P) = g(r) et degr < 2 implique que
7 est de la forme r = app) + b, X. Or ker(h) = {a+bi€ Aap =by =0} =pA, donc d’'aprés
le théoréme d’isomorphisme R = im(h) = A/ker(h) = a/pA.
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. Montrer que si p =3 (mod 4), alors X? + 1 € K[X] est un polynome irréductible.

V/ Si X2 41 était réductible, c’est qu’il est produit de facteurs de degré 1, et donc qu’il possede des
racines; or d’apres la question a ces racines, évidemment non nuls, seraient des éléments d’ordre 4
dans le groupe (Z/pZ)*, mais I'ordre p — 1 de ce groupe n’est pas divisible par 4 donc cela n’est
pas possible. N’étant pas non plus nul ou inversible, X 2 4+ 1 est irréductible.

. Montrer que si p =1 (mod 4), alors il existe u € K tel que X?+1 = (X —u)(X +u) dans K[X].

\/ Dans ce cas, le groupe (Z/pZ)™ est d’ordre p—1 divisible par 4, et comme il est cyclique (théoréme
1.5.10), il posséde deux éléments d’ordre 4. Si uw € K est un tel élément il vérifie wW+1=0
(question a), et donc (X —u)(X +u) = X2 +1.

. Montrer que R est un corps si et seulement si p =3 (mod 4).

v/ Comme K[X] est un anneau principal, un quotient K[X]/(P) avec P # 0 est un corps si et
seulement si P est réductible (proposition 2.3.9). On a vient de voir que c’est le cas si et seulement
sip=3 (mod 4).

. Dans le cas de la question e, c’est-a-dire p =1 (mod 4), appliquer le théoréme chinois (théoréeme

2.1.8 du cours, mais avec K[X] & la place de Z) pour déduire que R est isomorphe & K x K.
vV OnaX?+1=(X—-u)(X+u), ot X —u et X+ u sont distincts (car u # 0, ce qui en

caractéristique impaire entraine u # —u), donc (étant de degré 1 dans K[X|) premiers entre eux.
D’aprés le théorémes chinois on a alors P € K[X]/(X?41) = K[X]/(X —u) x K[X]/(X +u). Or
les deux facteurs du produit direct sont chacun isomorphe & K, I'image P d’un polynéme P € K
étant sa valeur P[X := u] en u (reste dans la division par X — u) dans le premier cas, et sa valeur
en —u dans le second cas.

. Ce qui précéde montre que dans le cas p = 1 (mod 4) il existe un isomorphisme A/pA = K x K.
Décrire explicitement cet isomorphisme (en termes de u € Z/pZ de la question e).
v/ Un élément de A/pA représenté par a+bi € A correspond a g(a[p] +bpp X ) € R, élément représenté

par le polynbme P = ap) + b[p]X € K[X], et ce polynéme correspond a la paire de valeurs
(P[X = u},P[X = —u]) = (a[p] + b[p]u,a[p] — b[p]u) c K x K.
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