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Avant-propos

Ce mémoire présente une vue d’ensemble de mes activités de recherche depuis mon
doctorat en 2005. C’est pour moi 'occasion de retracer, dans un esprit de synthése, mon
parcours scientifique. Pour rendre compte de la grande variété des modeéles abordés, le
mémoire s’organise autour de trois thémes :

— la théorie spatiale des extrémes et les propriétés des processus max-stables ;

— les théorémes limites en présence de dépendance a longue portée et de distributions

a queues lourdes ;

— I'étude asymptotique de modéles aléatoires issus de la géométrie, de la biologie . ..
Ces trois thémes sont traités de maniére indépendante dans trois chapitres distincts. Bien
siir, 'organisation en chapitre indépendants est parfois artificielle et certaines notions trans-
versales comme les théorémes limites ou la théorie des variations réguliéres relient les diffé-
rentes parties. L’ordre proposé est ici anti-chronologique : le premier chapitre rend compte
de mes travaux les plus récents, le second chapitre regroupe des travaux commencés pen-
dant ma derniére année a Lyon puis poursuivi pendant mes premiéres années a Poitiers,
enfin le troisiéme chapitre est plus proche de mes travaux de thése.

L’accent a été mis de maniére volontaire sur la thématique « Théorie spatiale des extrémes
et propriétés des processus max-stables » qui donne son nom au mémoire. Plusieurs raisons
a ce choix. Ce théme a été développé dans le cadre de la thése de Frédéric Eyi-Minko, com-
mencée sous ma direction en septembre 2010 et il me semble intéressant, dans le cadre de
I’habilitation a diriger des recherches, de mettre en valeur ce travail d’encadrement docto-
ral. De plus, c’est principalement dans cette direction que s’orientent mes travaux actuels.
La théorie des valeurs extrémes marie probabilités, statistiques et applications dans une
communauté dynamique. Mes projets et perspective de recherche s’inscrivent dans ce cadre.

Le premier chapitre autour de la théorie spatiale des extrémes et des propriétés des
processus max-stables est le plus détaillé. Aprés une introduction rappelant les enjeux et
le contexte scientifique, je reprends les résultats des différents articles :

— les lois conditionnelles des processus max-infiniment divisibles ;

— la simulation conditionnelle des processus de Brown-Resnick ;

— les propriétés de mélange fort des processus max-infiniment divisibles ;

— les processus ponctuels et les extrémes de champs aléatoires i.i.d.;

— les modéles de shot-noise extrémaux.
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En conclusion au chapitre, je présente une description des mes projets de recherche.

Le deuxiéme chapitre autour des théorémes limites, de la dépendance & longue portée
et des variations réguliéres est organisé autour de quatre axes, chacun correspondant a un
ou plusieurs articles :

— les modéles de marche aléatoires en scéne aléatoire ;

— les modéles d’agrégation de sources et les processus fractionnaires ;

— les modeéles de boules aléatoires et leurs asymptotiques ;

— la convergence des séries de LePage dans l’espace de Skohorod.
Le chapitre se termine par quelques perspectives de recherche.

Le troisieme chapitre autour de I’étude asymptotique de modéles aléatoires issus de la
biologie ou la géométrie est plus hétéroclite. J'y détaille deux résultats récents :
— un algorithme stochastique de type gradient pour le calcul de p-moyenne sur une
variété ;
— la croissance d’'une population multitype en environnement aléatoire et la diversité
phénotypique
Par souci d’exhaustivité, les travaux plus anciens, incluant les travaux de thése, sont brie-
vement résumeés.



Liste de publications

Voici la liste de mes publications. Toutes les références du type [Dxx| dans le mémoire
font référence a cette liste.

D1

[D2]

D3]
[D4]
[D5]

[D6]

[D7]
D8]
[D9]

[D10]

D11

C.Dombry, A probabilistic model for DNA denaturation, Journal of Statistical Phy-
sics, Vol 120, No 3-4, 695-719, 2005.

C.Dombry, N.Guillotin-Plantard, B.Pin¢on et R.Schott, Data structures with dyna-
mical random transitions, Random Structures and Algorithms, Vol 28, No 4, 403-426,
2006.

C.Dombry, A weighted random walk model - Application to a genetic algorithm,
Advances in Applied Probability, Vol 39, No 2, 550-568, 2007.

C.Dombry, N.Guillotin-Plantard, The Curie-Weiss model with quasiperiodic external
random field, Markov Processes and Related Fields, Vol 15, No 1, 1-30, 2009.

C.Dombry, N.Guillotin-Plantard, Discrete approximation of a stable selfsimilar sta-
tionary increments process, Bernoulli, Vol 15, No 1, 195-222, 2009.

S.Cohen, C.Dombry, Convergence of dependent walks in a random scenery to fBm-
local time fractionnal stable motions, J. Math. Kyoto Univ., Vol 49, No 2, 267-286,
2009.

C.Dombry, N.Guillotin-Plantard, A functionnal approach for random walks in ran-
dom sceneries, Electronic Journal of Probability, Vol 14, 1495-1512, 2009.

J.-C. Breton, C.Dombry, Rescaled weighted random balls models and stable self-
similar random fields, Stochastic Process. Appl., Vol 119, No 10, 3633-3652, 2009.

C.Dombry, C.Mazza, Some remarks on Betti numbers of random polygon spaces,
Random Structures Algorithms, Vol. 37, No 1, 67-84, 2010.

A.Anagnostopoulos, C.Dombry, N.Guillotin-Plantard, I.Kontoyiannis, E.Upfal, Sto-
chastic analysis of the k-server problem on the circle, In 21st International Meeting
on Probabilistic, Combinatorial, and Asymptotic Methods in the Analysis of Al-
gorithms (AofA’10), Discrete Math. Theor. Comput. Sci. Proc., AM, pages 21-34.
Assoc. Discrete Math. Theor. Comput. Sci., Nancy, 2010.

C.Dombry, C.Mazza, V.Bansaye, Phenotypic diversity and population growth in a
fluctuating environment, Adv. in Appl. Probab., Vol. 43, No 2, 375-398, 2011.



[D12] J.-C.Breton, C.Dombry, Functional macroscopic behavior of weighted random ball
model, ALEA Lat. Am. J. Probab. Math. Stat., Vol. 8, 177-196, 2011.

[D13] C.Dombry, I.Kaj, The on-off network traffic model under intermediate scaling, Queueing
Systems, Vol. 69, No. 1, 29-44, 2011.

[D14] C.Dombry, Extremal shot noises, heavy tails and max-stable random fields, Extremes,
Vol. 15, No. 2, 129-158, 2012.

[D15] Y.Davydov, C.Dombry, On the convergence of LePage series in Skohorod space, Sta-
tistics & Probability Letters, Vol. 82, No. 1, 145-150, 2012.

[D16] M.Arnaudon, C.Dombry, Y.Le, A.Phan, Stochastic algorithms for computing means
of probability measures, Stochastic Processes and their Applications, Vol. 122, No.
4, 1437-1455, 2012.

[D17] C.Dombry, .LKaj, Moment measures of heavy tailed renewal point processes : asymp-
totics and applications, to appear in ESAIM P&S.

[D18] C.Dombry, F.Eyi-Minko, Extremes of independent stochastic processes : a point pro-
cess approach, Preprint hal-00627368.

[D19] C.Dombry, F.Eyi-Minko, Regular conditional distributions of max infinitely divisible
processes, Preprint hal-00627375.

[D20] C.Dombry, F.Eyi-Minko, M.Ribatet, Conditional simulations of Brown-Resnick pro-
cesses, to appear in Biometrika.

[D21] C.Dombry, F.Eyi-Minko, Strong mixing properties of max-infinitely divisible random
fields, to appear in Stochastic Processes and their Applications.



Chapitre 1

Théorie spatiale des extrémes et
propriétés des processus max-stables

Ce chapitre s’articule autour des articles [D14], [D18], [D19], [D20] et [D21]. Aprés une
introduction a la thématique « Théorie spatiale des extrémes et propriétés des processus
max-stables », nous consacrons une section a chaque article avant de conclure le chapitre
sur les perspectives de recherche relatives a la thématique.



1.1 Introduction

Motivations : Pourquoi la théorie des valeurs extrémes ?
La théorie des valeurs extrémes est un domaine de recherche trés dynamique, a l'interface
des probabilités, des statistiques et de leurs applications. Le probléme de base est de mo-
déliser et /ou prévoir 'occurence d’événements de types extémes dans un systéme aléatoire
donné. Des exemples d’applications classiques sont la modélisation :

— de la hauteur d’eau d’une riviére et des phénoménes de crues,

— des températures maximales lors de vagues de chaleur,

— de la force des vents lors d’'une tempéte,

— des pics de pollution . ..
Nous avons choisi a dessein des applications relevant des sciences de ’environnement. Elles
ont joué un role historique important, notamment '’hydrologie au Pays-Bas, avec le pro-
bléme du calibrage des digues permettant de protéger les terres situées au dessous du niveau
de la mer d’inondations maritimes lors de tempétes. Une question posée aux ingénieurs est
la suivante : comment calibrer une digue afin que la probabilité d'une inondation pour une
année donnée soit inférieure a 0,001 7 D’autres domaines d’applications classiques sont la
finance et l'assurance, la fiabilité, les sciences de I'ingénieur ...

D’un point de vue mathématique, il s’agit de modéliser le phénoméne aléatoire, en s’in-
téressant principalement non pas au « corps » de la distribution, mais & la « queue » de
la distribution. C’est a dire qu’on modélise le phénoméne uniquement d’un point de vue
asymptotique, dans le régime des valeurs extrémes. Cette idée a donné lieu a de fructueux
développements mathématiques, notamment :

— la notion de variation réguliére qui joue un role important. En supposant que les
distributions ont une certaines régularité dans le domaine des valeurs extrémes, elle
permet d’extrapoler le comportement des extrémes d'un échantillon de taille modé-
rée. Ceci est particuliérement important dans la pratique car les extrémes sont par
essence méme peu fréquemment observés : comment prédire par exemple 'ampleur
d’un phénomeéne arrivant tous les 100 ans a partir d’observation sur les 10 derniéres
années ? La notion de variation réguliére permet une telle extrapolation.

— les théorémes limites pour les maxima renormalisés, la caractérisation des lois GEV
(Generalized Extreme Value distribution) et de leurs domaines d’attraction et les
notions de max-stabilité et max-infinie-divisibilité ;

— la modélisation des excés au dela d’un seuil élevé, la méthode POT (Peak Over
Treshold) et les lois GPD (Generalized Pareto Distribution) ;

— les liens étroits avec la théorie des processus ponctuels (loi fonctionnelle des petits
nombres) et les processus ponctuels de Poisson.

Ces notions ont d’abord été développées pour la théorie univariée des extrémes et les échan-
tillons indépendants, puis étendues au cadre multivarié et aux échantillons dépendants. Au-
jourd’hui, une direction de recherche particuliéerement active est celle de la théorie spatiale
des extrémes, ou l'on quitte le contexte fini-dimensionnel pour se placer dans un cadre



fonctionnel et ou les processus et champs aléatoires occupent une place prépondérante.
Cette composante spatiale est présente naturellement dans les applications aux sciences
de I'environnement citées plus haut, et un enjeu important est celui de la modélisation de
la dépendance spatiale des extrémes et des problémes d’inférence relatifs. Mes recherches
concernent la théorie spatiale des extrémes et les propriétés des processus max-stables et
max-infiniment divisibles.

Quelques repéres historiques et bibliographiques

Ce bref apergu forcément incomplet refléte mes propres intéréts et ne rend pas justice a de
nombreux auteurs. Avant de commencer, mentionnons plusieurs monographies synthétisant
les développements de la théorie dans différentes directions et dans lesquelles se trouvent
des bibliographies plus complétes. Le livre de Resnick [55] est un classique et expose les
liens entre variations réguliéres, processus ponctuels et extrémes. Falk, Huesler and Reiss
[32] développent les lois fonctionnelles des petits nombres en lien avec les extrémes et les
applications statistiques. Embrechts, Kliippelberg et Mikosch [31] proposent un exposé de
la théorie des valeurs extrémes en vue des applications en assurance et finance. Beirlant,
Goegebeur, Teugels, et Segers [3| traitent plus spécifiquement des problémes statistiques et
des applications liées aux extrémes. Enfin, le livre de de Haan et Ferreira [24] est un ouvrage
de référence pour la théorie des lois max-stables, fini-dimensionnelle ou en dimension infinie.

La théorie des valeurs extrémes a d’abord été développée dans un contexte univarié, i.e.
pour des observations réelles unidimensionnelles, et pour les échantillons indépendants.
La théorie probabiliste concernant la caractérisation des lois max-stables et de leurs do-
maines d’attraction débute en 1927 par les travaux de Fréchet [35], Fisher et Tipett [33],
puis von Mises [67], Gnedenko [38], Gumbel [39] ... Les aspects statistiques de la théo-
rie univariée ont été étudiés plus tardivement a partir de 1975 par Pickands [53] et Hill [42].

Le cas des extrémes d’échantillons dépendants (e.g. suite stationnaires de variables aléa-
toires réelles) a été considéré dans les années 50 et a une histoire riche. Différentes conditions
de dépendance ont été étudiées. Les livres de Galambos [36] et de Leadbetter, Lindgren et
Rootzén [51] offrent une synthése de ces développements.

La théorie multivariée des extrémes débute dans les années 60 avec les travaux de Gef-
froy [39], Sibuya [62] et Tiago de Oliveira [65] dans un cadre bivarié. Mais elle ne prend son
essor qu’a la fin des années 70 et est aujourd’hui encore un théme de recherche dynamique.
La caractérisation des lois max-infiniment divisibles en dimension finie est due & Balkema
et Resnick [9], le cas max-stable & de Haan [22] et Deheuvels |28, 29]|. La caractérisation
des extrémes multivariés est également abordée par Heffernan et Tawn [41]| et Heffernan et
Resnick [40]. Les applications statistiques dans un cadre multivarié sont considérées entre
autre par Coles et Tawn [11], Schlather et Tawn [60, 61| avec I’étude des propriétés des co-
efficients extrémaux, ou encore Fougéres et Soulier |1, 34| avec des modéles de dépendance
en présence de conditionnement extrémes.



Le contexte fonctionnel et la théorie des processus max-stables connaissent un dévelop-
pement important du milieu des années 80 jusqu’a aujourd’hui. La structure des processus
max-stables a été donnée par de Haan 23] et le cas max-infiniment divisible par Giné, Hahn
et Vatan [37|. Citons également les travaux de de Haan et Pickands [26], Resnick et Roy
[56]. Différents modeéles de champs max-stables ont été introduits par Smith [63], Schlather
[59], Kabluchko, Schlather et de Haan [49] avec les fameux processus de Brown-Resnick.
Les contributions récentes sur les propriétés des processus max-stables incluent les travaux
de Kabluchko et Schlather [48] sur les questions d’ergodicité et de mélange, de Kabluchko
[47] en lien avec les extrémes de processus gaussien ou encore de Stoev [64] et Kabluchko
[45] sur les représentations des processus max-stables et le paralléle avec les processus a-
stables ... Concernant les applications et les aspects statistiques dans un cadre spatial,
voir Coles et Tawn [12], de Haan et Pereira 25|, Buishand, de Haan et Zhou [10]| ou encore
Cooley, Nychka et Naveau [14] - -- Davison, Padoan et Ribatet [19] présentent une revue
récente des méthodes statistiques pour les extrémes spatiaux et contient de nombreuses
références bibliographiques sur cet aspect de la théorie.

Contributions au domaine

Nos travaux portent essentiellement sur les modeéles de champs aléatoires max-stables ou
max-infiniment divisibles (max-i.d.) et leurs propriétés. La représentation de ces champs en
terme de processus ponctuels de Poisson y joue en role central. D’'une maniére générale, le
point de vue fonctionnel et processus ponctuel est au coeur de notre approche. Rappelons
qu’une partie importante du travail a été effectuée dans le cadre de la thése de Frédéric
Eyi-Minko.

Nos contributions sont les suivantes :

— la détermination des lois conditionnelles des champs aléatoires max-i.d. sachant des
observations en différents points [D19];

— la simulation conditionnelle des processus de Brown-Resnick [D20];

— une estimation des coefficients de S-mélange des processus max-i.d. avec applications
au théoréme central limite et & la normalité asymptotique d’estimateurs du coefficient
extrémal [D21];

— une approche « processus ponctuels sur espace fonctionnel » pour les extrémes de
champs aléatoires indépendants [D18];

— une étude des « shot-noise extrémaux » et de leurs propriétés [D14].

Une section est consacrée a l’exposé de chacun de ces travaux puis le chapitre se termine
sur quelques problémes ouverts et perspectives de recherche pour les années a venir.



1.2 Lois conditionnelles des processus max-infiniment

divisibles [D19]

Problématique
Nous nous intéressons au probléme de prédiction pour les processus max-stables. De ma-
niére treés générale, dans un contexte de statistique spatiale, on est trés souvent confronté
a des observations partielles, c’est-a-dire que le champ aléatoire n = (1(t));er n’est ob-
servé qu’en un nombre fini de stations sq,...,s,. Il s’agit alors d’utiliser les observations
partielles

n(si) =vi, i=1,...,k, (1.1)
afin de prédire au mieux le comportement du champ 7 hors des stations observées. Autre-
ment dit, comment prendre en compte de maniére optimale I'information (1.1) pour inférer
le comportement du champ 7 hors des sites d’observations ? La réponse mathématique a
cette question tres naturelle réside dans la détermination des lois conditionnelles du champ
n conditionnellement aux observations (1.1). Le conditionnement étant singulier (i.e. de
probabilité nulle), on s’intéressera aux lois conditionnelles réguliéres définies comme des
noyaux de transition. Nous n’insisterons pas trop sur cet aspect technique ici et utiliserons
volontiers des notations semi-heuristiques pour introduire les loi conditionnelles. Le forma-
lisme plus rigoureux est introduit dans [D19].

Dans le contexte trés classique des champs gaussiens, il est bien connu que les lois condi-
tionnelles restent gaussiennes et qu’elles sont calculables explicitement en déterminant les
espérances et covariance conditionnelles par des calculs matriciels. Les calculs reposent
sur des méthodes hilbertiennes et il s’agit de déterminer la projection orthogonale de la
variable 7 sur l'espace des variables L? mesurables par rapport a la tribu engendrée par les
variables conditionnantes 7(s1),...,n(sk). Ces propriétés simples sont a la base des tech-
niques courantes de krigeage en géostatistique.

Le probléeme correspondant en théorie des valeurs extrémes, c’est a dire lorsque 7 est
un champ max-stable s’avére difficile et est resté ouvert pendant longtemps. Les premiéres
contributions sont dues & Davis et Resnick [17, 18] qui imitent les techniques de projection
gaussiennes et définissent les prédicteurs comme la projection sur ’espace de Fréchet en-
gendrée par les variables conditionnantes 7(s;),...,n(s;) au sens d'une métrique L' basée
sur la représentation en termes de fonctions spectrales. Mais, contrairement & ce qui se
passe dans le contexte gaussien, ces prédicteurs obtenus comme projections ne permettent
pas d’obtenir les vraies lois conditionnelles. Dans un travail récent, Wang et Stoev [68]
apportent une contribution majeure au probléme des lois conditionnelles des processus
max-stables en déterminant des formules explicites pour les modéles max-linéaires, i.e. de
la forme

77(75) = v?:lzjfj(t)> teT, (1'2)

avec fi,..., f, des fonctions déterministes et 7, ..., Z, des variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées (v.a.i.i.d.) de loi Fréchet unitaire standard. Les auteurs



déterminent en fait la loi de Z = (74, ..., Z,) sachant les observations (1.1). Le travail re-
pose sur la notion importante de hitting scenario défini comme ’ensemble aléatoire des
indices j € [1,¢] tels que n(s;) = Z;f;(s;) pour au moins un indice ¢ € [1,k] - on note
ici [1,n] = {1,...,n}. La loi conditionnelle de Z sachant les observations (1.1) est explici-
tée comme un mélange sur tous les hitting scenarios admissibles et de rang minimal. Une
des limites essentielles de ce travail est qu’il utilise de maniére essentielle la structure (1.2)
des processus max-linéaires et ne peut donc s’étendre aux processus max-stables génériques.

Notre résultat essentiel consiste en la résolution du probléme des lois conditionnelles pour
un conditionnement du type (1.1) pour la classe compléte des processus max-stables et
méme celle des processus max-infiniment divisibles (max-i.d.)

Représentation spectrale des processus max-i.d.

L’élément clé de notre approche est la représentation due & Giné Hahn et Vatan [37] des
processus max-i.d. en terme de processus ponctuel de Poisson. On suppose que 'espace des
parameétres T est un espace métrique compact, que 7 est a trajectoires continues et tel que

essinfn(t) =0, teT.

Il est alors possible de définir une mesure de Borel u sur Co = C(T', [0, 4+00)) \ {0}, appelée
mesure spectrale, telle que

(())er £ (Voead(t)er

ol ® est un processus ponctuel de Poisson sur Cy d’intensité pu et = désigne 1’égalité en loi
des processus. La mesure spectrale p vérifie alors

Ve >0, pu({f €Co; supf >c}) < oo (1.3)
T

et
p({f € Co; Fi€[1,p] f(ti) > zi}) = —logP[n(t1) < 21,...,0(tp) < 2]

avec p > 1, ty,...,t, € T et 21,...,2, > 0. Cette derniére relation permet d’exprimer les
fonctions de répartition multivariée de 7 en terme de la mesure spectrale u. Réciproque-
ment, si p vérifie la condition (1.3), alors il est possible de construire un processus max-i.d.
continu sur 7' de mesure spectrale p. On supposera dans la suite que p vérifie (1.3) et que
1 est donné par

n(t) = \/¢€<I>¢(t), teT. (14)

L’idée essentielle sous-jacente a notre approche est d’étudier le processus ponctuel ® condi-
tionnellement aux observations (1.1). La loi conditionnelle de 1 se déduit ensuite de celle
de ® gréace a l'équation (1.4).

La figure 1.1 peut servir de support a l'intuition pour cette représentation en terme de
processus ponctuel de Poisson. Il s’agit de simulation d’un processus max-stable de type



FIGURE 1.1 — Une réalisation du processus ponctuel de Poisson ® (& gauche) et la réalisation
du processus max-stable correspondante (& droite) pour le modéle de maximum mobile.

maximum mobile et du processus ponctuel sous-jacent. On note que la fonction nulle est
I'unique point d’accumulation, ce qui traduit la condition (1.3).

Processus ponctuels extrémaux et sous-extrémaux
L’étude du processus ponctuel ® conditionné aux observations (1.1) améne naturellement a
définir la notion de fonctions extrémales et de processus ponctuel extrémal et sous-extrémal.

Définition 1.2.1 Pour S C T fermé, on écrit
¢ =df U Dy,
avec & processus ponctuel S-extrémal
i ={pe®; Is €S, ¢(s) =n(s)},
et &g processus ponctuel S-sous-extrémal
5= {6 e®; Vs S, os) <n(s)}

Autrement dit @ est 'ensemble des fonctions ¢ € ® qui contribuent au maximum 7 sur S,
alors que @ est I'ensemble des fonctions ¢ € ® n’ayant pas de contribution au maximum
7 sur S.

La figure 1.2 représente cette décomposition sur une réalisation du processus ponctuel
associé au processus de type maximum mobile.

Il est important de noter que @ et ®g vérifient les propriétés suivantes

V¢E¢Ea¢<sn et \v/gbeq)gaqb%sna

et que la restriction de & S ne dépend que de ®F car

n =s V¢gq>§¢-



FIGURE 1.2 — Décomposition du processus ponctuel de Poisson ® en sa partie S-extrémale
®{ (en noir) et sa partie S-sous-extrémale @ (en gris). A gauche : S = [0,5]. A droite :
S = {3} representé par le carré noir.

On utilise ici les notations suivantes :

f<sg sietseulementsi VseS, f(s)<g
f£sg sietseulement si ds e S, f(s) > g(s),
f=sg sietseulementsi Vse€S, f(s)=g

Un premier résultat important concerne la loi jointe de (®%,®5). On note M,(Cy) P'en-
semble des mesures ponctuelles M localement finies sur Cy muni de la tribu engendrée par
les applications

A— M(A), A€y Borel

Théoréme 1.2.2 La loi de (g, L) est donnée par

P[0} € A, Bg € B, ®4(Co) = K|

1

E /Ck 1{25:1 6fieA}1{Vi6[[1,k’}], fiksVizifi}
0

P{® € B}n{Vo € @, ¢ <s Vi fi}] u(dfr) - u(dfi)
pour tout k > 1 et A, B C M,(Cy) mesurable.

La preuve de ce théoréme repose essentiellement sur la formule de Slyvniak pour les proces-
sus ponctuel de Poisson. Il faut noter que le théoréme caractérise la loi jointe de (0, @)
lorsque @ est fini presque stirement. On montre que cette derniére propriété est vérifiée
si et seulement si infgn > 0 ce qui est vrai par exemple dans le cas max-stable.

Fonctions extrémales et hitting scénario

On spécialise ici les résultats précédents lorsque S = {sy,...,s;} est un ensemble fini et
on commence par le cas d'un singleton. Lorsque S = {s}, on appelle fonction s-extrémale
toute fonction ¢ € ® vérifiant ¢(s) = n(s), de sorte que Py, représente 'ensemble des



fonctions s-extrémales. En se basant sur le Théoréme 1.2.2, on montre les équivalences
suivantes :

i) CDE;}(CO) = 1 presque siirement ;
ii) la loi de n(s) est sans atome;
iii) la fonction y — fs(y) = w({f € Co; f(s) > y}) est continue et telle que fi5(0) = +o0.

Sous ces conditions, il existe presque siirement une unique fonction s-extrémale notée ¢
de sorte que (IJE;} = {¢F}. On montre grace au Théoréme 1.2.2 que la loi de ¢ est donnée

par

Plpf € Al = /Aexp[—us(f(s))] p(df), A C Co mesurable.

On considére ensuite le cas S = {s1,--- , s} fini et on suppose que s1, ..., s, satisfont les
conditions i)-iii) ci-dessus. Ainsi les fonctions extrémales ¢7 ,...,¢7 sont uniques. Claire-
ment,

oL CH{ol,. ... ol )

mais il y a des possibles répétitions dans I’écriture de droite. Pour prendre en compte ces
répétitions, on introduit la notion de hitting scenario suivante.

Définition 1.2.3 Il eziste (presque sirement) une unique partition aléatoire © = {01, ...,0,},
(e [1,k], de S ={s1,...,s,} et des fonctions aléatoires ¢7,--- , ¢ telles que :

~ 515 €0, alors ¢F = ¢,

- (I)g = {¢T>7¢Z ’

Cette définition est illustrée par la figure 1.3 ou le hitting scenario est explicité sur 2
exemples.

FIGURE 1.3 — Deux réalisations du processus ponctuel de Poisson ® et du hitting scenario

© et des fonctions extrémales gbf,...,gbzr(@) avec S = {s1, 59, 53,54} représenté par les
carrés noirs. A gauche : le hitting scenario est © = ({s1},{s2}, {s3,54}), les fonctions
extrémales sont ¢f = ¢, @5 = ¢, et ¢35 = ¢f = ¢ A droite : le hitting scenario est

© = ({s1, 52}, {53, 54}), les fonctions extrémales sont ¢ = o) = ¢} et o3 = ¢f = ¢
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Les fonctions extrémales et les hitting scenarii sont soumises aux contraintes suivantes :
Vj e [[1,6]], (bj >0; \/j’;éjﬁbj/-

Le Théoréme suivant donne la loi jointe du hitting scénario, des fonctions extrémales, et
du processus ponctuel sous-extrémal. On note Py I’ensemble des partitions de {sq, ..., Sg}-

Théoréme 1.2.4 Pour 7= (y,...,7) € Py, ACC{ et B C M,(Co) mesurables
PO =1, (¢7,...,07) € A, 5 € B
= /C , Mviela, 1> vy iy M- foeay

0

P{® € BYN{vp € D, ¢ <s Vi [} p(dfr) - p(dfe)

Lois conditionnelles
Nous présentons les résultats de maniére relativement heuristique. Pour plus de précision
et de rigueur, se référer a [D19]. Afin d’expliciter les différentes lois conditionnellles, on
introduit une désintégration de la mesure spectrale p sur Cy :

— pour t € T%, on définit

pe(A) = u({f € Co; f(t) € A}), A C[0,400)* Borelien.

~ on note {Pt(z, Y,z € [0,00)%\ {O}} le noyau de probabilité sur Cy tel que

/C Lirwyeayliremy p(df) = /A Py(z, B) it (dz)
0

pour tout compact A C [0, +00)* \ {0} et Borélien B € Co.
On interpréte gy comme une mesure marginale et Py comme une mesure conditionnelle.

On introduit les notations vectorielles suivantes. La condition (1.1) se réécrit
n(s)=y, avec s=1(s1,...,85) ety = (Y1,---,Yx),
et 'on note
fis(y) = p({f € Co; Fi € [L K], f(s1) > yi}) = —log P[n(s) < y].

Pour 7 = (7y,...,7) € Pret j = 1,...,¢, on définit [; = {i:s; € 7;} et on note
Sr; = (Si)i61j7 Y = (yi)i61j7 Sre = (Sz')z'gzj et Yre = (yi)iglj-

Avant de s’intéresser a la loi conditionnelle de 1 sachant les observations (1.1), nous nous



11

intéressons a la loi marginale de 7(s) notée vs. Pour toute partition 7 € P, on introduit
la mesure

VI(C)=P(n(s) € C; ©=1), C C[0,+00)" Borelien.

S
Vs = E vl.

TEP)

Clairement la loi v de n(s) vérifie

Le résultat suivant permet d’expliciter la loi de 7(s).

Théoréme 1.2.5 La mesure V] est égale a

14

vI(dy) = exp[—fs(y)] ® {PsTj (¥ {f(ST]-C) < yff}) Hs., (dyTj)}.

j=1

Aprés avoir donné la loi marginale de 7(s), nous explicitons la loi conditionnelle de 7
sachant 7(s) = y. L’idée est de reconstruire la loi conditionnelle du processus ponctuel ®
en trois étapes :

1. construction du hitting scenario © sachant n(s) =y ;

2. construction des fonctions extrémales (¢7, ..., ¢, ) sachant
ns)=y e O=r;

3. construction des fonctions sous-extrémales @4 sachant
ns)=y, =17 et ( I“,,gbj)

On obtient alors une réalisation du processus ponctuel ® conditionnel et du processus 7
conditionnel en posant

d={of,...,0f U DS,

et
¢
_ +
n=\{Vel V o}
J=1 pedy
Le résultat suivant explicite les différentes lois conditionnelles intervenant dans 1'heu-

ristique précédente.
Théoréme 1.2.6 Soits € TF ety € (0, +00)k.

1. La loi conditionnelle de © sachant n(s) =y est donnée par

.
_dyg

M@=T|M$ZYM—me-
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2. La loi conditionnelle de (¢7,..., o)) sachant n(s) =y et © =7 est

Pl(¢),...,07) = (dfr,---,dfe) [ n(s) =y, 0 = 7]
Lifisie)<yne}

@< P yT],{f<sT><yT;}>PSTj(y”’dfj)>'

3. La loi conditionnelle de @5 sachant n(s) =y, © =71 et (¢F,...,05) = (f1,..., fr)

est la loi d’un processus ponctuel de poisson sur Cy d’intensité 1¢pgy<yyp(df).

En particulier, le Théoréme précédent permet d’affirmer que :
— les différentes fonctions extrémales (¢7, ..., ¢, ) sont indépendantes conditionnelle-
ment an(s) =y et © =7;
~ la loi conditionnelle de ¢, est égale a Py, (yr,. df;) sachant fi(s;¢) < yre.
— conditionnellement a 7(s) =y, les processus ponctuels & et @5 sont indépendants.

De maniére intéressante, on peut également expliciter les fonctions de répartition condi-
tionnelles en fonction des lois introduites ci-dessus :

Pln(t) <z |n(s) =yl
_ Phpt) <z, n(s) <yl S ) ) ) i
Pl <] ; [(EP[% (t) <z n(s) =y,© = 7])P© = | 5(s) = ¥]|.
Prolongements

Le travail [D19] se poursuit en explicitant les formules du Théoréme 1.2.6 pour différentes
classes d’exemples :

— la classe des processus max-stables est impotante dans la pratique et certains calculs
peuvent étre poussés en utilisant le fait que la mesure spectrale p se factorise en une
partie radiale et une partie polaire;

— la classe des modéles réguliers permet de pousser les calculs en utilisant le fait que
les lois fini-dimensionnelles de ;1 admettent des densités par rapport aux mesures de
Lebesgue en dimension correspondante ;

— la classe des processus de type Brown-Resnick est trés adaptée aux calculs de lois
conditionnelles, et la désintégration de p est alors simple grace au fait que les pro-
cessus gaussiens conditionnés demeurent gaussiens (cf. la section suivante) ;

— la classe des processus max-linéaires peut étre traitée afin de comparer les expressions
a celles obtenues par Wang et Stoev [68]; la comparaison n’est cependant pas aisée
et 'approche de Wang et Stoev simplifie grandement les calculs dans ce cas.

Par souci de concision, nous ne détaillons pas plus avant ces exemples dans le mémoire.
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1.3 Simulations conditionnelles des processus de Brown-
Resnick [D20]

Introduction

L’objectif de ce travail est de montrer que les formules théoriques relativement complexes
pour les lois-conditionnelles des processus max-i.d. décrites dans la section précédente
peuvent avoir une application pratique et étre utilisées pour réaliser des simulations condi-
tionnelles des processus max-stables. Notons que le probléme de la simulation conditionnelle
et son implémentation informatique a été également abordée par Wang et Stoev [68] pour
les processus max-linéaires. Pour notre part, nous nous limitons au cadre des processus de
type Brown-Resnick [9, 49]. La construction de ces processus max-stables est basée sur des
processus gaussiens pour lesquels les lois-conditionnelles sont bien connues et simulables.

On commence par rappeler la définition des processus de Brown-Resnick. Soit (W;);>; des
copies i.i.d d'un processus Gaussien centré continu W sur 7 = R? et de variance o%(t) et
indépendamment, soit (&;);>1 les points d’un processus de Poisson sur (0, 4+00) d’intensité
la mesure de Lebesgue. Alors

n(t) = \/ &M 0r e RY (1.5)
i=1

est un processus max-stable continu sur R De plus, si W est & accroissements station-
naires, alors 1 est stationnaire sur R? et sa loi ne dépend que du semi-variogramme

1(h) = SEW( + ) - WD), heRr’

Le premier processus de ce type a été introduit par Brown et Resnick 9] dans le cas ou W
est un mouvement Brownien standard en dimension d = 1. Plus récemment, Kabluchko,
Schlather et de Haan [49] ont généralisé cette construction en dimension supérieure et étu-
dié les propriétés de ces processus baptisés de Brown-Resnick. Les liens avec les maxima de
processus gaussiens indépendants sont étudiés par Kabluchko [47]. Derniérement, Oesting,
Kabluchko et Schlather [52] ont proposé des méthodes de simulation efficaces pour le proces-
sus « historique » construit a partir de mouvements Browniens standards ou fractionnaires.

Notre objectif ici est d’expliciter les lois conditionnelles données par le Théoréme 1.2.6
pour les processus de Brown-Resnick et d’implémenter les simulations conditionnelles en R
et C. Une difficulté majeure est I’explosion combinatoire de ’espace des partitions P, de
’ensemble des points conditionnants {sq, . .., s} lorsque k devient grand et nous proposons
une technique du type Monte Carlo Markov Chain pour contourner cet écueil.

Régularité du modéle et expression des densités
Soit W un processus gaussien W centré, a trajectoires continues sur 7' C R? et tel que
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W(0) = 0. On note 7 le semi-variogramme. On définit 7, (W;);>1 et (&);>1 comme dans

(1.5) et on note
Qbi — gflewi(')—V(')‘

2

Alors ® = {¢;,7 > 1} est un processus ponctuel de Poisson sur Cy d’intensité
u(A) = / Plre"O=70) e Alr~2dr, A € Cy mesurable
0
et clairement 'équation (1.4) est satisfaite.

Une propriété important de ce modéle est sa régularité, au sens ou la mesure spectrale
i a des marginales fini-dimensionnelles absolument continues par rapport a la mesure
de Lebesgue. En effet, si t = (t1,---,tx) € T* est tel que la matrice de covariance
Y = E[W ()W (t)T] est définie positive, alors le vecteur aléatoire gaussien W (t) admet
une densité si bien que la mesure d’intensité

e = / PlreV®=7®) ¢ Alr~2dr, A € (0, 400)* mesurable
0

associée au processus ponctuel de Poisson {¢;(t),i > 1} est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue. Un calcul basé sur les lois gaussiennes montre que

pe(dz) = Ag(z)dz

et la densité \¢ est donnée par

k
1
Ae(z) = Cyexp (—5 logzT Q¢ logz + Ly log z) H 2 z € (0,00)",

=1

avec
DIl P8 P Y
1731,

1 /17x 162 — 9
L= g (M - e ) s,

k “t k
1(118 02 —-1)2 1

O = (om)1-R21, 1721 T 17, )12 1 1
t (2m) 2] (1, 5y 1g) " Texp SERETOREN 5

Qe = Iy —

2T—-1 2
oy g Ut}7

et 1 = (1)i=1..k, 02 = {0*(t;) }i=1...x- Notons que )¢ ressemble & une densité log-normale,
mais que sa masse totale est infinie car la matrice )y est positive mais non définie car le
vecteur 1; annule la forme quadratique associée, i.e. 1F Q1 = 0.

Désintégration de la mesure spectrale u
Dans le Théoréme 1.2.6 explicitant les lois conditionnelles, la désintégration de la mesure



15

spectrale p intervient de maniére essentielle. Nous avons déja explicité la densité des me-
sures marginales (i, il reste a considérer le noyau P;(y, df) sur Cy. Le point essentiel est que
dans le modéle de Brown-Resnick et sous des hypothéses de régularité, le noyaux P;(y, df)
correspond & la loi d'un processus log-normal dont on peut déterminer explicitement les
paramétres par des calculs matriciels. Une maniére de le faire est de considérer les lois
fini-dimensionnelles du noyau Py(y,df), c’est a dire la loi

Py, f(s) edu), seT™ ue(0,400)™.
Sous I'hypothése que la matrice de covariance X s ¢) soit définie positive, on montre que

)\(571;)(11, Z)

Py, £(5) € du) = Asa(wduavee Age,(w) = =50

De plus, la fonction Ag¢,(u) est une densité log-normale multivariée, i.e. de la forme

. _ 1 . T
Asfta (W) = (27) 72 (S 712 exp {_§<10g u — myp,) g (logu — mst,z)} [T
=1

avec Mgy, € R™ et Xg)¢ les moyennes et covariance de la loi normale sous-jacente données
par
-1 T
ZJs|1; = Jm7kQ(s,t)Jm,k7
Msitz = (L(s,t)Jm,k - log iTJnj;ng(s,t)Jm,k> Zs|t7

avec
| Id, . |z = O
Ik = |:0km:| , zZ = |:]-m:| , and Ik = {Idk} ,

ot Idy, est la matrice identité de taille k x k et 0,, 5 la matrice nulle de taille m x k.

Principe de la simulation conditionnelle

La simulation conditionnelle s’effectue alors sur la base du Théoréme 1.2.6 et des calculs
précédents. On obtient la procédure en trois étapes suivante pour simuler selon la loi condi-
tionnelle de n(t) sachant 7n(s) = y. Les notations sont celles des Théorémes 1.2.5 et 1.2.6.

Soit (s, t) € T**™ tels que la matrice de covariance g4 soit définie positive. On considére
la procédure en trois étapes :

1. Tirer une partition 7 € Py, de taille |7| de loi

7]

PO =7 1(s) = ¥] = gy LT e ) [

j=1 {uj<y7]¢}

AST; sz ¥ (uj ) duj )
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avec la constante de normalisation

|7
ONED I | BN

)\S?J‘? ‘S‘T']' 7y7"'j (u] ) du] .

FePy j=1 {u;<yzed
2. Sachant 7 = (71,...,7), tirer £ vecteurs aléatoires indépendants ¢ (t),..., o/ (t) de
loi
1
]P) [(bj(t) S dV | n(S) - Y7 9 = T:| = 5(/ 1{u<y7—]§}A(t,57—]€)‘57j7)’7-_7- (V, u)du) dV
J
avec

Cj = /1{u<yT]¢}/\(tasr]¢)57j7)’q (V, u)du dv.

Définir 5 (t) = max;_1,_, @] ().

3. Indépendamment des étapes 1 et 2, tirer {&;};>1 les points d’un processus ponctuel
de Poisson sur (0,00) d’intensité Lebesgue et {W;(:)};>1 des copies i.i.d. de W (-).
Définir

n(t) = max 5;1€Wi(t)—v(t)1{£i_16wi(s),w(s><y}.

Alors, le vecteur aléatoire 7(t) = max {n™(t),n(t)} suit la loi conditionnelle de 7(t) sa-
chant n(s) =y.

Notons que dans cette procédure, les différentes fonctions sont explicites. Pour 1'étape
1, les intégrales du type [ (u;<y e} As,;lsﬁ -, (1;)du; ne sont rien d’autres que des fonctions
s :

de répartition de vecteurs log-normaux si bien que, pour des petites valeurs de k, le hitting
scénario conditionnel se simule aisément comme une loi discréte sur un espace de taille rai-
sonnable. Dans I'étape 2, les lois conditionnelles P [¢7 (t) € dv | n(s) =y, = 7] ne sont
rien d’autres que des lois log-normales conditionnées et se simulent aisément grace a une
simple technique de rejet. La procédure précédente permet donc une simulation des lois
conditionnelles lorsque le nombre k de points conditionnants n’est pas trop élevé.

Techniques MCMC pour la simulation conditionnelle du hitting scénario

Une difficulté subsiste dés que k n’est pas petit, car ’espace Py, des partitions de {sq, ..., sk}
devient énorme, si bien que la constante de normalisation C(s,y) ne peut pas étre éva-
luée par une énumération naive de tous les cas possibles. Déja lorsque k£ = 10, P, a un
cardinal de l'ordre de 10° et les capacités de stockage d’'un PC standard sont dépassées
lorsque k& > 12. Il parait alors naturel de se tourner vers des techniques de type Monte
Carlo Markov Chain et de simuler la loi conditionnelle P[¢ € - | n(s) = y| a l'aide d'une
chaine de Markov sur P, admettant exactement cette distribution cible comme mesure
stationnaire. De nombreux choix sont possibles pour déterminer les transitions d’une telle
chaine de Markov et nous présentons ici une adaptation de 1’échantillonneur de Gibbs.
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Pour 7 € Py, et j € {1,...,k}, onnote 7_; larestriction de 7 a '’ensemble {s1, ..., s} \{s;}.
Dans I’échantillonneur de Gibbs, les transitions de la chaine de Markov sont basées sur les
lois conditionnelles

]P’[@ € - ’ H,j = 7',]'], (16)

ou # € Py est une partition aléatoire distribuée selon la loi cible et 7 est typiquement 1’état
courant de la chaine de Markov. Comme le nombre de mises a jours possibles est toujours
inférieur a k, I’écueuil de I'explosion combinatoire est évité. En effet pour 7 € P, de taille
¢, le nombre de partitions 7° € Py, telles que 7*; = 7_; est donné par

b = {E si {s;} est une composante de la partition 7,

{+1 sinon,

puisque le point s; peut étre réaffecté a n’importe quelle composante de 7_; ou bien & une
nouvelle composante. A titre d’exemple, on considére k = 3 et 7 = ({51, 52}, {s3}). Alors
les choix possibles pour 7* tels que 7, = 7_5 sont

<{51782}7{53})7 ({51}7{82}7{33})7 ({81}7{52753}>7

alors qu’il n’y a que deux partitions telles que 7*4 = 7_3,

({51, 82}, {s3}), ({51, 52, 83})-

La distribution (1.6) a de bonnes propriétés : si 7* € Py, est tel que 7', = 7_; alors

HIT*\w ,
j=1 7]

K N —
HIT\ W
j=1Wrj

]P)[Q =7 | 0_]‘ = T_j] s (17)

avec

Wry = Ao, (v) / Aevc o e, (W)L
{u<y,c} J
J

Dans le membre de droite de (1.7), la constante de proportionnalité est déterminée grace
a une somme sur tous les choix 7% possibles. Il y a b termes possibles dans cette somme,
et comme bt < k, Iexplosion combinatoire est évitée. De plus, dans le membre de droite
de (1.7), la plupart des facteurs se simplifient si bien qu'il reste au plus quatre facteurs.
D’un point de vue computationnel, cela rend 1’échantillonneur de Gibbs particuliérement
satisfaisant.

Mise en oeuvre
Les différentes procédures présentées ci-dessus ont été implémentées sous R et C et leurs
performances évaluées. Nous avons utilisé deux types de modéles pour le travail numérique :
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— une classe de modéle trés simple en dimension 1, ot le processus Gaussien sous-jacent
est un mouvement Brownien fractionnaire d’indice de Hurst H € (0,1);
— un modele en dimension 2 basé sur des données réelles de températures en Suisse et
étudié par Davison, Padoan et Ribatet [19].
Pour les détails des études numériques, se référer a [D20] ot un certain nombre de tests
sont effectués permettant de valider les simulations.

Nous présentons ici briévement quelques simulations conditionnelles pour les processus
de Brown-Resnick dirigés par des mouvements Browniens fractionnaires en dimension 1.
Pour une meilleure lisibilité des figures, les processus sont standardisés avec des marginales
Gumbel. La figure 1.4 présente des simulations (non-conditionnelles) de ces processus pour
différentes valeurs de l'indice de Hurst : H = 1/4, H = 1/2 et H = 3/4. Notons que la
valeur de H a une forte influence sur la régularité des trajectoires. La figure 1.5 présente des
simulations conditionnelles de ces processus, pour les différentes valeurs de H (de gauche
a droite) et différents nombres de points conditionnants (de haut en bas). Sont également
évalués en chaque point les quantiles conditionnels d’ordre 0,025, 0,5 et 0,975. Pour ce faire,
on utilise les quantiles empiriques d’une population de 1000 simulations conditionnelles in-
dépendantes. La médiane conditionnelle permet d’obtenir un prédicteur en chaque point,
tandis que les quantiles conditionnels fournissent I'intervalle de confiance de niveau 0, 95.

Y1 Y2 13
) ™ ™ N
o A o - o A @ -
- — — @
= = = ="
N S N S N S s
- | ~ | ~ | SV
] ] ] -
Qe o Q4 o — Y — Y — T3
100 -50 0 50 100 100 -50 0 50 100 100 -50 0 50 100 0 50 100 150 200
X X X h

FIGURE 1.4 — Réalisations de processus de Brown Resnick dirigés par des mouvements
Browniens fractionnaires d’indice de Hurst H = 1/4, H = 1/2 et H = 3/4 (de gauche a
droite). Les semi-variogrammes correspondants v;, 7, et 73 sont donnés dans le graphe de
droite. Les points rouges sont les points conditonnants utilisés dans la figure 1.5.
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FIGURE 1.5 — Quantiles conditionnels ponctuels estimés sur la base de 1000 simulations
conditionnelles de processus de Brown-Resnick & marginales Gumbel et semi-variogrammes
7, Y2 et v3 (de gauche a droite) et avec k = 5,10, 15 points conditionnants (de haut en
bas). Les lignes noires continuent représentent les quantiles conditionnels d’ordre 0,025, 0,5
et 0,975 et les lignes pointillées grises les quantiles correspondants de la loi de Gumbel. Les
carrés indiquent les valeurs conditionnantes.
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1.4 Propriétés de mélange fort des processus max-infiniment
divisibles [D21]

Contexte

Les propriétés ergodiques des processus max-stables jouent un role central dans les ques-
tions de loi des grands nombres et de consistance d’estimateur des que 1'on quitte le cadre
des échantillons indépendants. Les premiers résultats sur 'ergodicité des processus max-
stables sont dus a Weintraub [69] et ont été complétés par Stoev [64] qui a obtenu des
conditions nécessaires et suffisantes de mélange pour les processus max-stables en se ba-
sant sur leur représentation spectrale. Plus récemment, Kabluchko et Schlather [48| ont
élargi ces résultats a la classe des processus max-i.d. et également considéré la question
de lergodicité. Ils considérent un processus 17 = (9(t))icz max-i.d. stationnaire sur Z et
définissent la fonction de dépendance

P[n(0) < a,n(h) < d
<a

() =108 510y < Bl (h)

a > essinf n(0), h € Z.

7
Le critere est le suivant, avec ¢ = essinf 7(0) :
— 1 est mélangeant si et seulement si pour tout a > ¢, 7,(n) — 0 quand n — +o0;
~ n est ergodique si et seulement si pour tout @ > ¢, n™'Y ) 7,(h) — 0 quand
n — +00.
Leur résultat se généralise au cas Z? ou R%.

Les propriétés d’ergodicité sont importantes pour obtenir des lois des grands nombres.
Si 'on veut obtenir un théoréme central limite, des estimées plus fines sont nécessaires
et un outil classique est la notion de mélange fort. Il s’agit de mesurer de maniére quan-
titative a quelle vitesse décroit le dépendance entre des régions éloignées de l'espace. De
nombreux coefficients de mélange ont été introduits (cf. les travaux de Rosenblatt [58],
Bradley [6, 7, 8|, Doukhan et al. |30, 27], Rio [57]). Nous nous sommes concentrés sur le
coefficient de S-mélange (ou coefficient d’absolue régularité) de Volkonskii et Rozanov [66]
défini de la maniére suivante. Si X; et X5 sont deux variables aléatoires a valeurs dans les
espaces mesurables (Ey, &) et (Ey, &) respectivement, on note

B(X1, X) = sup { [P(x, ) (C) = P, 8 P (O)]; C € & 06}

ol P(x, x,), Px, et Px, désignent respectivement la loi de (X7, X3), X; et X.

Inégalités pour les coefficients de fg-mélange

Notre principal résultat consiste en une majoration des coefficients de [-mélange asso-
ciés aux processus max-i.d. Dans la suite, 17 désigne un processus max-i.d. a trajectoires
continues sur un espace métrique localement compact T tel que

essinfn(t) =0, teT.
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On désigne par p la mesure spectrale de n sur Cy = C(T, [0, +00)) \ {0}.

Si 51,52 C T sont deux parties disjointes de 7', on note ng, la restriction de n & S; et
on consideére le coefficient de S-mélange

ﬁ(ShS?) = 5(775177752>'

Théoréme 1.4.1 On a la majoration

B(Sh, S) < 2 / P 250 f s 0] n(df).

Co

Le corollaire immeédiat suivant est utile dans le cas discret.

Corollaire 1.4.2 Lorsque S et Sy sont des parties finies ou dénombrables (par exemple
lorsque T = 7%), on en déduit

B(S1,52) <2 Z Z Pln(s1) < f(s1), n(s2) < f(s2)] p(df).

$1€S1 826852

De maniére intéressante, dans le cas max-stable simple, on obtient des majorations en
terme des coefficients extrémaux. On suppose n max-stable & marginales Fréchet unitaire.
Pour S C T compact, le coefficient extrémal 6(S) est défini par la relation

Plsupn(s) < y] = exp[-0(S)y~'], y > 0.

seS

Le Théoréme 1.4.1 permet alors de prouver que si Sy, Sp sont deux compacts disjoints,

B(S1, Ss) < 2[C(8)) + C(SQ)] [9(51) 1 0(S5) — 6(S) U Sy)

avec

C(S;) = Elsup{n(s)™; s € S;}] < .

Lorsque S; et Sy sont finis ou dénombrables, on trouve 'inégalité simple

B(S1,52) <43 S [2- 0({s1.52))

51€51 52€852

reliant les coefficients de S-mélange au coefficient extrémaux par paires.

La preuve du Théoréme 1.4.1 repose sur la représentation du processus max-i.d.

0ty =\ o(t), teT

P

et sur la notion de processus S extrémal

ot = {ped; 35 € 5, ols) = n(s)).



22

Comme 7g ne dépend que de &, on a

B(SbSQ) = 5(7751:7782) < 5((I)§1’(I)§2)

La majoration du coefficient de S mélange B(ij;l, @;2) est obtenue grace a un couplage
non trivial entre les lois P(q)g ot ) et P(b;r & Pq,g permettant de prouver
1’52 1 2

L’inégalité précédente & une interprétation probabiliste claire puisque le terme de droite
est la probabilité qu’il n’existe pas de fonction ¢ € ® qui soit a la fois extrémale sur S; et
Sy. Le lien avec le Théoréme 1.4.1 se fait grace a I'inégalité suivante

P[0F, N B, = hg/PU¢&mf<&mumﬁ,

Co

obtenue grace a la formule de Slyvniak. Lorsque le processus ponctuel ® est simple (par
exemple dans le cas max-stable), on prouve également la minoration

ce qui fournit un encadrement précis de B(d)gil, @;2). Il serait intéressant d’obtenir une
borne inférieure similaire pour 3(S1, Ss).

Applications : un théoréme central limite pour les champs max-i.d. station-
naires

Les estimées précédentes sont utilisées pour obtenir un théoréme central limite pour les
champs max-i.d. stationnaires. Le résultat est obtenu comme une application du théoréme
central limite de Bolthausen [4] pour les champs stationnaires faiblement dépendants. Nous
supposons donc T = Z¢ et le champ n = (M¢)yeze max-i.d. et stationnaire. On définit

'WOZ/waéfWLMMSfMHMM% hezt

Supposons que g : R” — R est une fonction mesurable et t1,...,¢, € Z% sont tels que
Elg(n(t1),...,n(t,))*"] < 0o avec § > 0.
Supposons également que
_ d—1 S 5/(249)
Z v(h) =0o(m® ") et Zm sup v(h) < 00. (1.8)
|h|>m m=1 |R|>m
Alors le champ aléatoire stationnaire X défini par
X(t) =gty +1),...,n(t, +1)), tez

satisfait le théoréme central limite dans le sens ou
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i) la série 0 = )~ ;4 Cov[X(0), X (t)] converge absolument (éventuellement vers 0) ;
ii) pour toute suite A,, de parties finies de Z% croissant vers Z? et telle que

lim |OA,|/|A,| =0,
on a la convergence en loi
Aa| 7Y (X (1) — EIX (1)) = N(0,0%).
teh,

Ici |A| désigne le cardinal de la partie A C Z% et OA son bord pour la structure de graphe
standard sur Z%. La condition (1.8) requiert que ~y tende vers 0 suffisament vite a I'infini.
Elle est satisfaite par exemple si

v(h) < C-|h|™" pour b>dmax(2,(2+0)/6) et C > 0.

Dans le cas max-stable, notons que y(h) < 2(2 — ({0, h}). Une condition du type 6(h) =
2 + o(|h|™?) assure donc le théoréme central limite.

Applications statistiques

Afin d’illustrer I'utilisation du théoréme central limite précédent, nous proposons I'étude
de la normalité asymptotique de plusieurs estimateurs simples du coefficient extrémal d’un
champ aléatoire max-stable (3 marginal Fréchet unitaire) stationnaire sur Z%. La relation

0(h) = —ylogp(h,y) avec p(h,y)=P(n0) <y, n(h) <y), y>0,

suggére I'estimateur naif

0D (h) = —ylogpu(h.y) avec pu(h,y) =A™ ) Ly, ni+my<y)

teAn

et A, une suite croissante de parties finies convergeant vers Z? et telle que |OA,|/|A,| — 0

lorsque n — oo. Cet estimateur naif éél)(h) depend du seuil y > 0 choisi ce qui n’est pas
trés satisfaisant. De maniére alternative, Smith [63] remarque que min(n(0)~',n(h)~!) suit
une loi exponentielle de moyenne 0(h)~! et propose l'estimateur

_ A
2 e, min(n() " m(t+h)71)
Cooley et al. [13] introduisent le F-madogramme défini par

vp(h) = E[[F(n(0)) = F(n(h))[] avec F(y) = exp(=1/y)1{y>0)

et prouvent les relations

62 (h)

o 1 —+ ZI/F(}L)

et 6(h)= =20 (h)
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Ceci suggére 'estimateur

_ Al 23 0, [F (@) = F(n(t + 1))
Al =23 e, [F((2) = F(n(t + h))|°

6. (h)

Le théoréme central limite mentionné précédemment permet de montrer la normalité
asymptotique de ces estimateurs sous ’hypothése

Vh € 24\ {0}, 2—0(h)<C-|n|™" avec b>2d et C >0.

Alors les trois estimateurs de (k) introduits ci-dessus sont asymptotiquement normaux :
quand n — oo,

A2 (09 (R) - 6(h)) = N(0,07)

avec les variances limites données par

of = y* ) (expl(20(h) = 6({0. h.t,t +h}))y '] — 1),

tezd
o5 = 0(h)* > Cov[min(n(0)~",n(h)~"), min(y(t)~", n(t+h) )],
tez
o3 = (6(h)+1)*>_ Cov[|F(n(0)) = F(n(h))|, |F(n(t)) — F(n(t + h))]].

tez?

De maniére intéressante, on peut voir que la fonction y +— o est strictement convexe,

avec limite +oo lorsque y — 0% ou +o00. On a donc un unique minimiseur y* correspon-
dant & un seuil optimal en terme de variance de l’estimateur LY. Malheureusement, les
variances limites 03 et o2 n’ont pas une forme trés explicite rendant la comparaison des
trois estimateurs difficile.
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1.5 Extrémes de champs aléatoires i.i.d. et processus
ponctuels [D18]

Motivations

Un probléme classique en théorie des valeurs extrémes est de déterminer le comportement
asymptotique du maximum de variables aléatoires i.i.d. (Z;);>1 : quelles hypothéses assurent
la convergence du maximum renormalisé

max , ap, >0, 0, €R,
1<i<n  a,

et quelles sont les lois limites possibles? Ces questions sont a la base du développement
de la théorie des valeurs extrémes et trouvent leur réponse dans le théoréme de Fisher
et Tippett [33] caractérisant toutes les lois max-stables et dans la description de leurs
domaines d’attraction par Gnedenko [38] (vor aussi de Haan [21]). Lamperti [50] a étudié
les processus des maxima partiels

Zi - bn

U~ max ,  u > 0.
1<i<[nu] an,

et montré leur convergence vers une limite connue sous le nom de processus extrémal. C’est

un processus max-stable autosimilaire et un processus de Markov a saut pur (voir Resnick
[54]).

Nous considérons les questions analogues dans un contexte fonctionnel et étudions I’asymp-
totique des maxima partiels construit a partir d'un tableau infini de processus indépen-
dants. Soit 7" un espace métrique compact et pour n > 1, soient {X;,, ¢ > 1} des
copies indépendantes d'un processus a trajectoires continues (X, (t))er. Sans perdre de
généralité, on supposera toujours que X, est a valeurs positives, et donc dans 'espace
C =C(T,[0,400)). On considére le maximum

M, (t) = max{X;,(t), 1 <i<n}, teT, (1.9)
et les maxima partiels
M, (u,t) = max{X;,(t), 1 <i<[nul]}, u>0,teT. (1.10)

Notre approche se base sur les mesures empiriques

Ba=> 0x.. et Bu=> 6x,.i/m (1.11)
i=1

i>1

sur C et C x [0, +00) respectivement. Clairement les processus M, et ]T/[/n s’écrivent comme
des fonctionnelles des mesures empiriques 3, and (3, respectivement. Il est donc possible
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d’étudier le comportement asymptotique des maxima a travers celui des mesures empi-
riques.

Les relations entre la théorie des valeurs extrémes et la théorie des processus poncuels
sont bien connues, au moins dans le cadre des vecteurs aléatoires de dimension finie. Dans
le cas d'un espace d’état localement compact, on a (cf. Proposition 3.21 dans Resnick
[55]) : si nP[X,, € -] converge vaguement vers s, alors les mesures empiriques 3, et 3,
convergent vers des mesures aléatoires de Poisson d’intensité p et pu ® ¢ respectivement,
avec ¢ la mesure de Lebesgue sur [0,+00). Dans notre contexte, ’espace fonctionnel C
n’est pas localement compact et le résultat précédent doit étre adapté. A cette fin, on suit
I'approche de Davis et Mikosch [16] basée sur la notion de mesures finies sur les bornés et
la convergence f-faible correspondante (cf. Daley et Vere-Jones [15]).

Convergence des mesures empiriques

L’approche par processus ponctuels sur espace fonctionnel s’avére relativement puissante
pour traiter notre probléme mais elle nécessite un travail préliminaire assez important et
technique sur des espaces de mesures.

Les notions de mesure finie sur les bornées et de convergence f-faible jouent un roéle im-
portant (cf. Daley et Vere-Jones [15] ainsi que Davis et Mikosch [16]). On rappelle ici trés
brievement les grandes lignes. Si (F, d) est un espace métrique séparable muni de sa tribu
borélienne &, on note /\/lg(E) I’ensemble des mesure p finies sur les bornées, i.e. telles que
wu(B) < oo pour tout borné B € £. On dit qu’une suite {u,,n > 1} converge t-faiblement

vers pu dans ./\/lg(E) et on note p, ﬂ st et seulement si [ fdu, — [ fdu pour toute
fonction f continue bornée a support borné dans E. Cette notion de convergence est mé-
trisable grace a une métrique sur ./\/lg(E) rendant 1’espace complet et séparable. L’espace
des mesures ponctuelles finies sur les bornés noté ./\/l%bp)(E) est un fermé de ./\/lg(E) et,
muni de la métrique induite, c’est un espace métrique complet séparable. Un processus
ponctuel sur E fini sur les bornés est une variable aléatoire a valeurs dans M%b’p)(E), un

exemple typique étant un processus ponctuel de Poisson II, d’intensité v € Mg(E) On
notera enfin = la convergence en loi des processus ponctuels.

On considére les processus ponctuels empiriques 3, et 3, définis par (1.11), ou{X;,, i > 1}
sont des copies i.i.d d’une variable aléatoire X, a valeurs dans E. Grace & une adaptation
de la Proposition 3.21 dans Resnick [55] (voir aussi Mikosch [16] et Davydov, Molchanov
et Zuyev [20]), on obtient I’équivalence des trois assertions suivantes, o les limites sont
prises lorsque n — oo :

f
i) nP[X, € -] 5 v;
ii) B, = II, avec II, processus ponctuel de Poisson sur £ d’intensité v ;

iii) 3, = II,, avec II, processus ponctuel de Poisson sur F x [0, +00) d’intensité v @ du.
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La condition i) est une condition de type variations réguliéres (c¢f. Hult et Lindskog [44]).
Un cas particulier important est le cas ou X,, = a, ' X, avec a, > 0. Cela suppose que F
a une structure de cone, i.e. est muni d’'une multiplication par les scalaires positifs. Dans
ce cas, la condition i) devient

1 wh
nPla, X € | = v

et si v # 0, on dit que X est a variations réguliéres. Sous quelques hypothéses techniques
sur la structure du cone, on prouve que la mesure limite v est homogeéne :

Ja >0 tel que v(AA)=X""v(A), pourtout A >0, Ae€€.

Extrémes de champs aléatoires i.i.d.

On se replace dans notre cadre initial ou les X, ,, sont des processus continus sur 7" et &
valeurs positives. L’espace C = C(T, [0, +00)) est naturellement muni de la norme uniforme
|z|| = sup,ep |2(t)|. Mais cette métrique uniforme n’est pas adaptée a notre probléme, en
grande partie car les ensembles de la forme {x € C;||z|| > ¢} ne sont pas bornés. Pour
cette raison on introduit Cy = (0, +00] x S¢ avec S¢ = {x € C : ||7]|oo = 1} la sphére unité.
On définit la métrique

d((r1,51), (re, 82)) = [1/r1 — 1/ra| + ||s1 — 52|, (r1,51), (72, 52) € Co
assurant que (Cp,d) est complet et séparable. La « décomposition polaire »

{C@ — (0,00)XSC
o= (el z/ll=l)

permet d’identifier Cy et (0, +00) X Sc. Pour cette métrique, un ensemble B C Cy est borné
si et seulement si il est de la forme {z € C; ||z|| > €} avec € > 0.

La méthode est alors la suivante. On écrit les processus de maxima M,, et Mn comime
des fonctionnelles des processus empiriques 3, et (,, puis on vérifie de bonnes propriétés
de continuité de ces fonctionnelles pour les métriques introduites ci-dessus. Le théoréme
de I'application continue permet alors de déduire les convergences en loi des processus M,
et M, de convergences en loi au niveau des mesures empiriques [, et Bn On obtient les
résultats suivants.

Théoréme 1.5.1 Supposons que nP[X, € -] “$ v dans Mﬁ(@j) et que 1/(5:)r \Cf) =0.
Alors :

e [e processus M, converge en loi dans C vers le processus M défini par

M(t) =supYi(t), teT,

1>1

avec Yy <1 O(y;) un processus ponctuel de Poisson sur Cy d’intensité v.
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e e processus Mn converge en loi dans D([0,400),C) vers le processus super-extrémal
M defini par

—~

M(u,t) = sup{Yi(t) 1y, 400y (u); i > 1}, u>0, t €T, (1.12)

avec Y i~y O(v;u;) un processus ponctuel de Poisson sur Cox [0, +-00) d’intensité v@du.

L’article [D18] détaille aussi les propriétés des processus limites M et M max-stabilité,
autosimilarité, propriété de Markov ... La puissance de 1’approche par processus ponc-
tuel nous permet aussi d’obtenir des résultats similaires pour les statistiques d’ordre plus
générales (i.e. les r plus grandes valeurs, le maximum correspondant a r = 1.)

Application aux champs aléatoires Gaussiens

En géostatistique, les champs Gaussiens sont la base de nombreux modéles spatiaux. Dans
un cadre fini-dimensionnel, les extrémes de vecteurs aléatoires Gaussiens ont été étudiés
par Huesler and Reiss [43]. Plus récemment, Kabluchko, Schlather and de Haan [49] et
Kabluchko [47] considérent les extrémes de champs i.i.d. Gaussien et montrent leur conver-
gence vers les champs max-stable du type Brown-Resnick sous des conditions portant sur
I’asymptotique de la structure de covariance. Nous revisitons ces résultats a la lumiére de
notre approche par processus ponctuel.

On suppose que (7', d) est un espace métrique compact satisfaisant la condition d’entropie

1
/ (log N(¢))*2de < oo,
0

avec N(g) le nombre minimal de boules de rayon e nécessaires pour recouvrir 7'. Soit
Zn ={Z,(t); t € T}, n > 1, une suite de champs aléatoires Gaussiens centrés réduits de
covariance

ro(ti, ta) = E[Z,(t1) Z,(t2)], t1,t2 € T.
On considére la suite de normalisation
b, = (2logn)'/? — (2logn)~V2((1/2)loglogn + log(2y/7)), n >1,
ainsi que les processus renormalisés
Yo (t) = b, (Z,(t) — b)) et X, (t) =expYy,(t), teT.

On suppose les deux conditions suivantes réalisées :

i) uniformément en t1,ty € T,

I'(t1,t2) = lim 4logn(l — ry(t1,t2)) € [0, 00);

n—00
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ii) pour tout t1,ty € T, il existe C' > 0 tel que

sup log n(l - T’n(tl, t2>) S Cd(tl,tg)

n>1

Alors ;
lim nP[X, € -] = v(-) dans M:(Co),

n—o0

avec

V(A) = / PlreWO-3T ) ¢ A]7~2dr, A C C, borélien,
0

outy € T et {WW(t),t € T} est un processus gaussien centré de variogramme I' et tel que
W (tg) = 0. On retrouve la mesure spectrale des processus de type Brown-Resnick.

La preuve de ce résultat repose sur un critére de f-convergence dans MQ(EO) di a Hult et
Lindskog [44]. On doit vérifier les trois points suivants :
- nP[X,, € -] — v au sens de la convergence des marginales fini-dimensionelles;
— pour tout r» > 0,
sup nP[sup X, (t) > r] < oo;
n>1  teK
— pour tout € > 0,

lim sup nPlwy, (§) > €] =0,
6—0 n>1

avec

wr(0) = sup{|f(t1) — f(t2)|; t1,t2 € T, d(t1,t2) < 6}

le module de continuité de f € C;
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1.6 Modéles de shot-noise extrémaux [D14]

Motivations

Les shot-noises extrémaux ou moving mazimum processes forment une classe de modéles
assez simple et flexible pour modéliser les extrémes dans un contexte spatial. Ces champs
aléatoires sont définis de la maniére suivante. Soit ® un processus ponctuel de Poisson
sur R x (0,400) d’intensité daG(dm), avec G mesure sur (0, +o00) de queue G(u) =
G((u, +00)) finie pour tout w > 0. Un point générique du processus ponctuel ® est noté
¢ = (4, mg). Soit h : R* — [0, +-00] une fonction mesurable et pour ¢ € ®, on note hy la
fonction hy(y) = myh(y — x4). On considére

M(y) =sup{hy(y) ; ¢ € @}, yeR™ (1.13)

On note ESN(h,G) sa loi, ou ESN signifie extremal shot noise. Ce modeéle se généralise
aisément au cas de fonctions de forme aléatoires , on obtient alors les processus du type
mized moving maximum process, mais on se limite ici aux fonctions de formes déterministes.

Mentionnons rapidement deux exemples ot ces champs apparaissent naturellement. Le
premier est I'analyse des maxima annuels de précipitations journaliéres. La modélisation
des précipitation est une tache complexe et de nombreux auteurs ont étudié ce sujet (cf.
Bandorff-Nielsen [2] et les références mentionnées). Les précipitations de type convectif
apportent généralement de grandes quantités d’eau sur une surface réduite, avec une su-
perposition de nombreux événements. Comme modéle de ce type de précipitation, Smith
[63] propose le « processus de tempéte » défini par (1.13), et dans ce contexte chaque point
(x4, mg) du processus de Poisson represente un événement de tempéte localisé en 24 et d'in-
tensité my. Le choix G(dm) = m™2dm est standard et permet d’obtenir un champ aléatoire
max-stable a marginales Fréchet unitaire. La fonction h donne la répartition spatiale des
pluies lors d’un orage. Smith [63] propose la densité gaussienne multivariée de matrice de
covariance > comme choix typique de la fonction h. Une simulation du processus de Smith
en dimension 2 est donnée en Figure 1.6. Schlather [59] considere le cas des fonctions de
forme aléatoire ainsi que d’autres classes de processus max-stables plus adaptées au cas
des précipitations cycloniques.

Un second domaine d’application est celui des télécommunications. Dans ce contexte, le
processus ponctuel de Poisson ® représente un ensemble d’émetteurs dans I'espace eucli-
dien, le point (z,m) représentant un émetteur en position = de puissance m. La fonction h
représente alors I'atténuation du signal entre I'émetteur et le récepteur. Un choix standard
dans ce cadre est une fonction de type puissance

h(u) = (Amax(ro, |u|))_ﬁ ou h(u)=(1+ A|u|)_5

avec A > 0, 79 > 0 et § > d. Le shot-noise extrémal (1.13) représente alors la puissance
maximale recue par un récepteur positionné en y.
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Ces shot-noise extrémaux sont trés proches des mized moving maximum processes étudiés
par Schlather [59], de Haan et Pereira [25] ou encore Zhang et Smith [70]. Cependant dans
ces travaux, seul le cas max-stable est traité. Nous autorisons ici une mesure G' générale,
si bien que le shot-noise extrémal M est seulement max-infiniment divisible et non max-
stable. Les liens entre les deux se fait lorsque G est une mesure de probabilité a variations
régulieres.

FIGURE 1.6 — Une réalisation du processus de Smith en dimension 2.

Propriétés générales des shot-noise extrémaux

L’article [D14] commence par rappeler quelques propriétés de base des shot-noise extré-
maux : mesurabilité, stationnarité, max-infini-divisibilité, fonction de répartition multiva-
riées. Une quantité importante est

a(h,G) = inf du > 0; / G (u/h(z)) dz < 400 b,

qui correspond a l'infimum essentiel des variables aléatoires M (y), lorsque M suit la loi
ESN(h, G). Lorsque G(u) = u™* avec o > 0 et [0 h(x)*dz < 400, alors a(h, G) = 0 et on
retrouve le modéle de champ max-stable de Smith [63] et Schlather [59] : les fonctions de
répartitions multivariées s’écrivent alors

P(M(y1) <wuq,...,M(ye) < ugp) =exp | — /]Rd (Algigk{h(yi - 5U)aui_a}) dz
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On s’intéresse ensuite aux propriétés trajectorielles du champ aléatoire M et commence
par déterminer sous quelles conditions le champ est borné (sur les compacts). Soit M de
loi ESN(h,G) et A partie mesurable non vide de R?. Soit

Ma(y) = sup M(y + z) € [0, +00].

z€A

On vérifie facilement que M, suit le loi ESN(h,, G) avec

ha(z) =suph(r +2), x€R%
z€A

On en déduit que si h est localement bornée et a(ha, G) < 400, alors sup,. 4 M(z) < +00
presque stirement. En particulier, il est important de donner un critére pour que le champ
M soit borné sur les compacts. Pour cela on définit

ht(x) = sup{h(z + 2),|2| <1}, =z €R% (1.14)

et at(h,G) = a(h™,G). On montre que si h est localement bornée, alors M est presque
surement borné sur les compacts si et seulement si o™ (h, G) < +oo. Des exemples « pa-
thologiques » sont étudiés ot a(h,G) = 0 et a™(h,G) = +oo. Le shot-noise extrémal
correspondant M est alors fini p.s. en chaque point mais non borné sur tout ensemble
ouvert.

On s’intéresse ensuite aux propriétés de régularité du shot-noise extrémal M de loi ESN(h, G).
Pour € > 0, on définit

hZ(x) = inf{h(z + 2);|2| < e}, = €RY,

et a”(h,G) = lim._,o a(h_,G). On a toujours :
0<a (h,G) <alhG) <at(hQq).

On montre que :
1. Si h est semi-continue inférieurement, alors M est semi-continue inférieurement.

2. Si a (h,G) = a®(h,G) et h est semi-continue supérieurement, alors M est semi-
continue supérieurement.

3. Si a”(h,G) = at(h,G) et h est continue, alors M est continue.

La condition o~ (h,G) = at(h, G) jouant un réle important, nous donnons des conditions
suffisantes pour qu’elle soit vérifiée. En supposant G finie ou h bornée, on montre que
a”(h,G) = at(h,G) dés qu'une des conditions suivantes est réalisée :

— il existe v > d et C' > 0 tel que

lim A(z)G(Cllz]|™) =0 avec G (t) = inf{u > 0;G(u) < t};
T—r00
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— pour tout 0 € (0,1), il existe R > 0 tel que pour ||z|| > R et ||z]| <1

(1= &)h(z) < h(z +2) < (1+ 6)h(z).

On considére ensuite la propriété de séparabilité des shot-noise extrémaux. Soit D un en-
semble dénombrable dense de R%. Une fonction f : R — [0, +00] est dite D-séparable si
pour tout ¢+ € R? il existe une suite (t,),>; dans D telle que t, — t et f(t,) — f(t).
On dit que f est universellement séparable (US) si f est D-séparable pour toute par-
tie D dénombrable dense de RY. Par exemple, toute fonction continue est US puisque
f(z) = lim f(2') lorsque &' — z,2’ € D. Dans le cadre des shot-noise extrémaux, ’ob-
servation suivante joue un role important : la classe USUSC des fonctions universellement
séparables et semi-continues supérieurement est fermée pour la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts. Elle est également invariante par translation et stable pour
l'opération de maximum ponctuel. On en déduit que si M est de loi ESN(h,G) avec h
USUSC et a=(h,G) = a(h,G), alors M est presque siirement USUSC.

Pour conclure, on considére les propriétés de mélange des shot-noises extrdémaux. On montre
que si M est de loi ESN(h, G), alors M est mélangeant dans [0, +00]®". De plus, si h est
continue et o~ (h, G) = a*(h, @), alors M est mélangeant dans C(R?, [0, +00]).

Asymptotique des shot-noises extrémaux a queues lourdes
On suppose ici que G est une loi de probabilité sur (0,+occ) de queue G & variations
réguliéres d’ordre —a < 0 en 400 et 'on note G € RV_,. En particulier, G est dans le
domaine d’attraction de la loi de Fréchet de fonction de répartition

Fu(@) = exp(—2~)1 (o0,
Pour A > 0, on pose
ax=G"(1 =X, avec G (u) =sup{z > 0;G((0,z]) <u}, O0<u<l.
On a pour z > 0,

lim G(ayz)* = Fy(z) et lim AG(ayz) = Gq(z)

A——+o00 A——+o00

ott Go(x) =z~ est fonction de queue de la mesure G, (dz) = az™* 1, nde.

On considére le shot-noise extrémal M) de loi ESN(h, AG) avec h : R — [0, +00] continue,
A > 0 et G mesure de probabilité a queue lourde. On considére les conditions suivantes :

il existe 0 € (0,a) tel que / At (2)*°da < +oo, (Co)
Rd
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il existe v > d/aet C >0 tels que |h(z)| < C(lz]"Y A1), 2 € R% (Ca)

Notons que la condition (C’,,) implique (C,). On montre que si G € RV_, et h satisfait
la condition (C,,), alors a*(h, AG) = 0 et aussi ™ (h,G,) = 0. On en déduit que le champ
M), de loi ESN(h, AG) est stationaire, mélangeant et & trajectoires p.s. continues.

Notre résultat principal donne le comportement asymptotique de M) lorsque l'intensité
A tend vers l'infini.

Théoréme 1.6.1 Supposons G € RV_, et que est h continue et satisfait (C,). Pour
A > 0, on considére le shot-noise extrémal My de loi ESN(h, A\G). On a la convergence en
loi dans C(R%, [0, 4+00)) :

ay'My = ESN(h,G,) quand X\ — +oo.

Deux preuves sont proposées : une preuve directe classique, par la convergence des margi-
nales de dimensions finies et la tension; une preuve plus conceptuelle utilisant la conver-
gence du processus ponctuel empirique Ny = > SeD), 0,1 hs dans un espace fonctionnel
approprié. Cette preuve plus puissante permet d’obtenir des résultats non seulement pour
le maximum mais pour toutes les statistiques d’ordre.

On obtient également un résultat pour le supremum des shot-noises extrémaux sur de
grandes boules.

Théoréme 1.6.2 Soit My de loi ESN(h, \G) avec G € RV_,, et h satisfaisant la condition
(C'y). Alors on a la convergence en loi suivante, lorsque R — 400 :

sup My(y) = F,,
TR i D

avec C(R) = ||h||ooccl/a)\l/aG‘_(1 — R™) et ¢cq le volume de la boule euclidienne unité dans

RY.
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1.7 Perspectives

Nous proposons dans cette section des perspectives de recherche & plus ou moins longue
échéance. La plupart se place dans le prolongement des travaux [D19], [D20] et [D21]. Il
nous semble que les notions de processus ponctuel extrémal et sous-extrémal constituent un
outil théorique offrant de nouvelles perspectives dans la théorie des processus max-stable.

Simulations conditionnelles pour d’autres classes de processus max-stables

Dans 'article [D19], nous avons donné des formules théoriques pour les lois condition-
nelles des processus max-infiniment divisibles. Dans larticle [D20], nous montrons que
pour le modéle de Brown-Resnick, ces formules peuvent étre implémentées sous R de fagon
concréte afin d’obtenir des simulations conditionnelles. Il nous semble intéressant de déter-
miner d’autres classes de processus max-stables effectives du point de vue des simulations.

Nous pensons entre autres au processus de type mized moving mazimum process de la
forme

n(t) = \/f;lwi(t —t;), teRY,

i>1

ott & = {(&,t;, W), i > 1} est un processus poncuel de Poisson sur (0, +00) x R? x Cq
d’intensité d¢ dt Q(dW). Pour quel choix de loi @ les lois conditionnelles de 1 peuvent-elles
étre simulées 7

Une autre classe de processus a I’étude est celle des processus de la forme

n(t) =\/ & max(0,Wi(t)), teT,

i>1

ou {&;, i > 1} est un processus ponctuel de Poisson sur (0,400) d’intensité d§ et W; une
suite de processus Gaussien i.i.d. (voir Schlather [59]).

Maximum de vraisemblance pour les lois max-stables
Le Théoréme 1.2.5 nous montre que la loi du vecteur max-stable k-dimensionnel 7(s) est
égale a

y4
vs(dy) = exp[—/is(y)] Z ® {Psrj (y7j7 {f(sff) < ych}) Hs., (dyTj)}' (1.15)

TEPk j=1

On en déduit une condition pour que la loi de 7(s) soit absolument continue par rapport
a le mesure de Lebesgue en terme d’absolue continuité de la mesure spectrale ug(dy). La
densité peut alors s’exprimer de maniére explicite.
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La formule (1.15) est nouvelle et il nous semble qu’elle ouvre la porte a I’étude systé-
matique des méthodes de maximum de vraisemblance pour les lois max-stables. Deux
questions semblent particuliérement importantes :

— Peut-on trouver l'estimateur du maximum de vraisemblance dans un modéle sta-
tistique paramétrique de lois max-stables 7 Quels modéles et quels algorithmes per-
mettent une implémentation efficace ?

— Quelles sont les propriétés théoriques de cet estimateur : consistance, efficacité, nor-
malité asymptotique .. .7 Cela pose naturellement la question de la normalité asymp-
totique locale du modéle.

Différents coefficients de mélange fort

Nous avons obtenu dans [D21] des estimations des coefficients de S-mélange pour les pro-
cessus max-infiniment divisibles. Dans la théorie des champs faiblement dépendants, de
nombreux coefficients de mélange sont utilisés. Les techniques introduites pour estimer les
coefficients de S-mélange semblent pouvoir s’adapter pour comprendre d’autres notions de
mélange. On pense en particulier aux notions de m-dépendance ou encore de ¢-mélange.
Rappelons (cf. Bradley [5]) que le coefficient de ¢-mélange entre deux tribus A et B est
donné par

$(A, B) = sup {\IP’(B\A) ~P(B); Ac A, BeB, P(A) > o}.

Absolue régularité des champs aléatoires max-stables stationnaires

Les estimées portant sur le coefficient de S-mélange nous aménent naturellement & consi-
dérer la question de I'absolue régularité des champs aléatoires max-stables stationnaires. Il
semblerait dans cette optique important de fournir également une minoration du coefficient
de f-mélange (S, 57). Par ailleurs, il nous semble pertinent d’étudier les liens éventuels
entre ’absolue régularité du champ et la décomposition du processus max-stable en com-
posantes dissipative, conservative récurrente, et conservative nulle (voir Kabluchko [46]).
Des calculs préliminaires montrent que les processus purement dissipatifs sont absolument
réguliers.

Mosaiques aléatoires associés aux champs aléatoires max-stables
On peut associer naturellement & un processus max stable

n(t)=\/&'Wit), teR?

i>1

une décomposition de l'espace R? en cellules de maniére a obtenir une mosaique aléatoire.
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La cellule du point 0 est ainsi définie comme le fermé aléatoire
C(0) = {t e RY; ¢ = ¢},
avec ¢; la fonction extrémale associée au point .

Des calculs préliminaires montrent que 1’on peut calculer différentes quantités relatives
a cette cellule : volume moyen, moments d’ordre supérieur du volume, diverses probabilité
de recouvrement ... Les mosaiques aléatoires sont un sujet d’étude classique en géométrie
aléatoire et il nous semble que I'étude systématique des propriétés des mosaiques associées
au processus max-stable serait pertinente. On a déja remarqué que la mosaique associée
au processus de Smith s’identifie & la mosaique de Laguerre. De plus, il semble que le fait
que les cellules soient bornées ou non ait un lien avec les propriétés d’ergodicité du champ
max-stable sous-jacent.

Classification des processus de Brown-Resnick

Comme nous 'avons vu dans le travail [D20], les processus de Brown-Resnick sont des
processus max-stables stationnaires, dont la loi est caractérisée de maniére simple par un
variogramme. Le modéle a de bonnes propriétés d'un point de vue computationnel (for-
mules, simulations) grace aux propriétés des processus Gaussiens sous-jacents.

L’idée serait ici de fournir une classification de tous les processus de Brown-Resnick repo-
sant sur le théoréme de Bochner permettant une caractérisation de tous les variogrammes
possibles via leur mesure spectrale. Plus précisément, on se sert du fait que si W est un
champ Gaussien centré, & accroissements stationnaires, continu en probabilité, et tel que
W(0) = 0, alors il existe

— une unique mesure de Borel o sur R?\ {0} vérifiant

/Rd <||x||2/\1> o(dz) < oo

— une unique matrice X positive de taille d x d
tels que pour tout 1, xy € RY,

E[W (1) - W (22)] = /R (e7 e = 1) (e7i=w — 1) o(da) + 21 - B

L’idée naturelle est alors d’étudier les propriétés du processus de Brown-Resnick en fonction
de la paire (o,%).
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Chapitre 2

Théorémes limites, dépendance a longue
portée et variations réguliéres

Nous reprenons dans ce chapitre les résultats des articles [D5], [D6], [D7], [D8], [D12],
[D13], [D15] et [D17]|. Aprés une bréve introduction a la thématique « Théorémes limites,
dépendance a longue portée et variations réguliéres », nous développons quatre thémes
différents : les théorémes limites associés aux marches aléatoires en scénes aléatoires, les
modéles d’agrégation de sources et les processus fractionnaires, les modéles de boules aléa-
toires et leurs asymptotiques et enfin les séries de LePage. Le chapitre se termine sur
quelques perspectives de recherche.
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2.1 Introduction

La dépendance a longue portée, encore appelée longue mémoire, est une notion impor-
tante en modélisation comme en témoignent de nombreuses publications récentes dans des
domaines d’applications variés : finance [45], économétrie [59], hydrologie [56], climatologie
[70], séquengage de ’ADN [39] .. .Cette notion a été introduite dans les années 60 par Man-
delbrot dans une série de travaux [49, 51, 52| cherchant & expliquer la loi climatologique de
Hurst [33]. Hurst, hydrologiste anglais, s’est intéressé au niveau du Nil pour lequel des don-
nées historiques existent sur plusieurs siécles, et a remarqué que ces séries chronologiques
ont un comportement surprenant : la statistique R/S mesurant 1’étendue standardisée des
fluctuations des sommes partielles de la série chronologique est anormalement grande ; pour
une série de n d’observations, on attendrait typiquement des fluctuations d’ordre n’ avec
H = 1/2 mais Hurst met en évidence un ordre de grandeur plus grand avec H =~ 0,74.
Mandelbrot a montré qu'une série chronologique basée sur les accroissements d’'un mou-
vement Brownien fractionnaire permet de rendre compte de ce phénoméne. Il a mis en
évidence le phénomeéne de persistance, popularisé sous le terme de longue mémoire ou en-
core '« effet Joseph », en référence a la Géneése ou Joseph annonce a Pharaon sept années
de vaches grasses suivies sept années de vaches maigres.

Le mouvement Brownien fractionnaire a été introduit par Kolmogorov [41] en 1940 comme
moyen d’engendrer des « spirales gaussiennes » dans les espaces de Hilbert. Pour H € (0, 1),
on définit le processus Gaussien centré de covariance

1
Cov[Bg(s), Bu(t)] = 5(52H + |t —s|*H), st >0.

C’est un processus a accroissements stationnaires qui a des propriétés de dépendance par-
ticuliéres : indépendance des accroissements pour H = 1/2 (on retrouve alors un mouve-
ment Brownien standard), dépendance a longue portée pour H > 1/2, et intermittence
pour H < 1/2. Une autre caractéristique importante est son invariance en loi par chan-
gement d’échelle, appelée autosimilarité : pour tout ¢ > 0, les processus (Bg(ct))i>o et
(c® By (t))i>0 ont la méme loi. Cette notion d’autosimilarité a connu un succés important
avec le développement de la géométrie fractale [50].

Il serait impossible dans cette courte introduction de retracer les nombreux développe-
ments autour de ces notions trés riches. On pourra se référer aux articles de revue de Cox
[15], Rosenblatt [60]|, Taqqu [69] Samorodnitsky [63] et aux monographies de Beran [7] et
Doukhan [23]. Mentionnons cependant quelques directions importantes :
— la théorie des processus de variance infinie a-stable, la longue mémoire et I’autosimi-
larité dans ce cadre avec les travaux de Samorodnitsky [62], Samorodnitsky et Taqqu
[64, 65, 66|, Maejima [46, 47 ;
— les théorémes limites en présence de longue mémoire, souvent atypiques et trés riches,
avec les travaux de Davydov [18], Dobrushin et Major [20], Surgailis [67];
— les méthodes statistiques originales en présence de longue mémoire, avec les travaux
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de Soulier [5, 34, 35, 55| ou Doukhan |21, 22| ;
— les différentes généralisations des processus fractionnaires (draps fractionnaires, pro-
cessus multifractionnaires . ..) avec les travaux de Cohen [2, 6] ou Ayache [3, 4];

Dans ce chapitre, nous présentons nos travaux autour des théoréemes limites, de la dépen-
dance & longue portée et des variations réguliéres. Nous considérons différentes construc-
tions de processus stochastiques mettant en jeu une forme de dépendance a longue portée et
considérons leur convergence vers des processus limites ayant des propriétés remarquables
telles que 'autosimilarité, la stabilité . . . En particulier, dans de nombreux cas, nous retrou-
vons le mouvement Brownien fractionnaires a la limite, mais aussi de nouveaux processus
stables autosimilaires et a accroissements stationnaires. Le chapitre s’organise autour de
quatre axes :

— les modéles de marches aléatoires en scéne aléatoires ;

— les modeéles d’agrégation de sources de type ON/OFF ou renouvellement ;

— les modeéles de boules aléatoires et leurs asymptotiques;

— les séries de LePage.
Nous proposons ensuite quelques perspectives de recherche.
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2.2 Théorémes limites et marches aléatoires en scénes
aléatoires [D5,D6,D7]

Motivations

Nous présentons les résultats des articles [D5], [D6] et [D7]| qui portent sur les théorémes
limites relatifs aux modeéles de « marches aléatoires en scénes aléatoires » en lien avec une
classe de processus stables autosimilaires et & accroissements stationnaires appelés local
time fractional stable motion.

Le point de départ de ce travail est un papier de Cohen et Samorodnitsky [14] introduisant
une nouvelle classe de processus stables, autosimilaires et & accroissements stationnaires,
appelé LTFSM (pour local time fractional stable motion) et construit comme l'intégrale
stable du temps local d'un mouvement brownien fractionnaire. Les auteurs étudient les
propriétés de ce processus (autosimilarité, régularité, représentation en série, systéme dy-
namique associé ...) et présentent également un modéle discret qui, sous les renormali-
sations adéquates, devrait converger vers le LTFSM. Le schéma discret baptisé « schéma
de récompenses aléatoires » s’interpréte comme la récompense cumulée de marcheurs se
déplagant sur un réseau. La preuve de la convergence de ce schéma discret vers le LTFSM
n’est donnée dans [14] que dans le cas o I'indice de Hurst du Brownien fractionnaire est
égal & 1/2. Dans ce cas, le Brownien fractionnaire est un Brownien standard et les auteurs
utilisent un principe d’'invariance fort du mouvement brownien par la marche aléatoire. Le
cas H # 1/2 est alors laissé a 1’état de conjecture.

Le schéma de récompenses aléatoires introduit par Cohen et Samorodnitsky [14] est forte-
ment lié aux marches aléatoires en scéne aléatoire introduite en 1979 par Kesten et Spitzer
[40]. En effet, le schéma de récompenses aléatoires n’est rien d’autre qu’une somme de copies
indépendantes de marches aléatoires en scéne aléatoire. Kesten et Spitzer [40] traitent le
cas d’une marche dans le domaine d’attraction d’un Lévy a-stable, « € (1, 2] et d’une scéne
dans le domaine d’attraction d'un Lévy S-stable, 8 € (0, 2]. Cela suggére d’étendre le prin-
cipe d’invariance pour le schéma de récompenses aléatoires a ces hypothéses et d’obtenir
a la limite de nouveaux processus stables autosimilaires et a accroissements stationnaires,
construit comme l'intégrale a-stable du temps local d'un Lévy (-stable. Cela fait I'objet
de larticle |[D5] en collaboration avec N.Guillotin-Plantard.

L’analogue du théoréme de Kesten et Spitzer pour les marches fortement corrélées et dans
le domaine d’attraction d’un Brownien fractionnaire a été établi par Wang [71]. En col-
laboration avec S.Cohen, nous utilisons dans [D6] les résultats de Wang pour étudier le
schéma de récompenses aléatoires avec marches fortement corrélées et ainsi traiter le cas
du mouvement Brownien fractionnaire d’indice de Hurst H # 1/2.

Les modéles de marches aléatoires en scénes aléatoires ont donné lieu & de nombreuses
variantes, selon les types de marches ou de scénes considérées. On peut alors adopter un
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point de vue trés général et se poser la question suivante : quelles hypothéses sur la marche
et sur la scéne permettent d’obtenir un théoréme limite pour la marche aléatoire en scéne
aléatoire 7 Le travail [D7] en collaboration avec N.Guillotin-Plantard répond a cette ques-
tion par une approche fonctionnelle du probléme.

Travaux antérieurs

Ces résultats s’inscrivent dans une littérature assez riche autour des marches aléatoires
en scéne aléatoire. Les travaux fondateurs sont ceux de Kesten et Spitzer [40] et Borodin
[11, 12| motivés par la construction d’une nouvelle classe de processus autosimilaires et
a accroissements stationnaires. Ils traitent le cas d’'un marche & accroissements i.i.d. en
dimension 1 et d’'une scéne i.i.d. dans le domaine d’attraction d’une loi stable. Bolthausen
[10] considére le cas d'une marche récurrente dans Z>. Maejima [48] traite le cas d’une
marche en dimension 1 et d’une scéne vectorielle en lien avec la propriété « d’autosimilarité
par opérateur ». Tous ces travaux sont basés sur des propriétés fortes d’indépendance. Wang
[71] s’affranchit de telles hypothése et considére le cas d’une marche fortement corrélée
dans le domaine d’attraction du Brownien fractionnaire. Lang et Xahn [42] considére le
cas d'une marche i.i.d. dans une scéne fortement corrélée vérifiant un théoréme limite non
central de Dobrushin et Major [20]. Le cas des scénes faiblement dépendantes vérifiant une
condition de #-mélange est traité par Guillotin-Plantard et Prieur [30, 31]. Les marches
aléatoires interviennent dans 1’étude des marches aléatoires sur le réseau orienté Z2, ou les
orientations sont aléatoires (cf. Guillotin-Plantard et Le Ny [28, 29]) et dans le contexte
des polymeéres dirigés (cf. Chen et Khoshnevisan [13]).

Modéle et notations

Avant de décrire nos résultats, nous précisons le cadre général et les notations. La scéne
¢ = {&; x € Z} est une colletion de variables alétoires indexées par Z. La marche S =
{S,, m > 0} est un processus a temps discret a valeur dans Z. On supposera toujours
I'indépendance de la marche S et de la scéne . La marche aléatoire en scéne aléatoire est
le processus cumulatif des valeurs de la scéne (récompenses) rencontré par le marcheur

Zn - ngku n > 0.
k=0

On étend la définition au temps ¢ > 0 par interpolation linéaire, le processus (Z;):>o est
donc continu.

Pour définir le schéma de récompenses aléatoires, on considére des copies i.i.d. de la marche
aléatoire en sceéne aléatoire, marquées par un indice supérieur ¢ > 1 : la i-éme scéne est
& ={¢&; v € Z}, lai-éme marche S = {S’, n > 0} et la i-éme marche aléatoire en scéne
aléatoire Z' = {Z! n > 0}. Le schéma de récompenses aléatoires d’ordre ¢ correspond
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alors a la somme indépendante

c n

2 2= Gy n20.
i=1

i=1 k=0

Le cas des marches a accroissements indépendants [D5]
Nous décrivons ici les résultats de [D5]. On se place dans les hypothéses du théoréme de
Kesten et Spitzer [40] et I'on suppose que :
— la scéne £ est i.i.d. et dans le domaine normal d’attraction d’un Lévy [-stable, 8 €
(0,2];
— la marche S est issue de 0, a accroissements i.i.d et dans le domaine d’attraction
normal d'un Lévy a-stable, « € (1, 2].
Sous ces conditions, on a la convergence en loi dans ’espace des fonctions continues :

(0 Zut) oy = (A(t) - / +°O Lt(x)dW(x)) quand n — o,

0o t>0

oud=1—a't+ (af)!, L; est le temps local d'un processus de Lévy a-stable associé
a la marche et W un processus de Lévy p-stable bilatére associé a la scéne. Le processus
A est continu, d-autosimilaire et & accroissements stationaires. Il peut étre vu comme un
mélange de processus [-stables mais n’est pas un processus stable.

Afin d’obtenir un processus stable, on considére des sommes indépendantes de tels proces-
sus. Soient A® i > 1 des copies independantes du processus A.

Théoréme 2.2.1 On a la convergence en loi dans C(]0,00),R) :

(nllf Z Ai(t)) = (I'(t));»0 quand n — oo,

>0

ot le processus limite ' est continu, (-stable, d-autosimilaire et a accroissements station-
naires.

Remarquons que nécessairement, dans le cas § = 2 ou la scéne a une variance finie, le
processus ' est gaussien d-autosimilaire et a accroissements stationnaires, c¢’est donc un
mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst § =1 — 5= € (1/2,3/4].

En remplacant les processus A? par les marches aléatoires en scénes aléatoires correspon-
dantes, on retrouve une variante du schéma de récompenses aléatoires proposé par Cohen
et Samorodnitsky [14]. Le principe d’invariance correspondant est le suivant :
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Théoréme 2.2.2 Soit ¢, une suite d’entiers telle que lim ¢, = +0o. On a la convergence
en loi dans C([0,00),R) :

Sl
S
(=2
g

(c; - ' ) = (['(t))>o  quand n — oo,
=1 >0

ou le processus limite I' est le méme que dans le Théoreme 2.2.1.

Les preuves des Théorémes 2.2.1 et 2.2.2 reposent sur la convergence des lois fini-dimensionnelles
(méthode de fonction caractéristique) et la tension (critére standard). Des résultats fins
sur les temps locaux sont utilisés (¢f. [D5] Lemme 3.1.).

L’étude se poursuit en donnant quelques propriétés de processus limite I'. On donne une re-
présentation intégrale de I' analogue & celle du local time fractional stable motion proposée
par Cohen et Samorodnitsky [14]| en remplagant le temps local du Brownien fractionnaire le
temps local d’un Lévy (-stable. Plus précisément, on montre que I admet la représentation
intégrale :

r(t) = /Q L)) M ) 120

avec
— (&Y, F',P') un espace probabilisé sur lequel est définit un processus de Lévy a-stable
de temps local bicontinu L;(x),
— M(dw',dz) une mesure aléatoire S-stable sur ' x R de mesure de controle P’ @ dz
et biais égal & v (le paramétre de biais est déterminé par la scéne §).
Pour les définitions et propriétés des mesures aléatoires stables, on pourra se référer a la
monographie de Samorodnitsky et Taqqu [66]. Cette représentation intégrale s’avére un
outil puissant pour étudier certaines propriétés trajectorielles du processus I'. Les résultats
trajectoriels sont donnés dans le cas 5 € (0,2). Dans le cas § = 2, I" est un mouvement
Brownien fractionnaire bien connu. On considére d’abord I'asymptotique pour la queue du
supremum de I sur [0,77] : pour 8 € (0,2) et T > 0,

lim u’P ( sup I'(t) > u) = Cgl —g "E (/ LT(x)’de>
R

U= t€[0,7]

lim u’P ( sup |['(t)| > u) = CsE (/ LT(x)de> :
U0 t€[0,T] R

o0 -1
Cs = (/ 277 sin xdx)
0

On s’intéresse enfin a la régularité Holder des trajectoires : si § € (0,2) et v = 0 lorsque
B € [1,2), alors on a presque srement

avec

N 0(1) - 1(s)
P 1-1 Iie
o<s<t<1/2 (t — s)' "o |log(t — s)|=
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avec
si 1< B8<2

si 0<f<1

-

Le cas des marches a accroissements fortement corréles [D6]

Nous décrivons ici les résultats de [D6]. L’objectif est de démontrer la convergence du
schéma de récompenses aléatoires, vers le local time fractional stable motion définit par
Cohen et Samorodnitsky [14] de la fagon suivante :

o= O

FH(t)é/Q/ L)) Ml ) 120

avec
— (&Y, F',P) est un espace probabilisé sur lequel est définit un mouvement Brownien
fractionnaire By d’indice de Hurst H € (0, 1) et de temps local bicontinu L (z),
— M(dw', dx) est une mesure aléatoire S-stable sur ' x R de mesure de controle P'®@dx
et biais égal a v.
Les propriétés d’autosimilarité, de stationnarité des accroissements et certaines propriétés
trajectorielles du processus 'y ont été étudiées dans [14]. La convergence du schéma est
prouvée dans [14] lorsque H = 1/2. Ce cas est également un cas particulier des résultats de
la section précédente : en effet, B/, est un mouvement Brownien standard et un schéma
avec marche & accroissements i.i.d. de variance finie convient.

Dans le cas H # 1/2, 'idée est d’approcher le mouvement Brownien fractionnaire par
une marche a accroissement fortement corrélés. On se place sous les hypothéses du travail
de Wang [71] et 1'on suppose que :
— la scéne £ est i.i.d. et dans le domaine normal d’attraction d’'un Lévy [-stable, g €
(0,2];
— la marche S est construite a partir d’'une suite gaussienne stationnaire et dans le
domaine d’attraction d’'un mouvement Brownien fractionnaire By d’indice de Hurst
H € (0,1). Plus précisément, on pose

{So:(),
Sn: [ZZ:IX]C] ) TLZ 17

avec X;,i > 1 suite gaussienne stationnaire centrée de covariance r(i — j) = E[X;X]]
satisfaisant
n n
ZZT’(@ —j) ~n*! quand n — oo.
i=1 j=1
Ici [-] désigne la partie entiére.
Sous ces conditions, on a la convergence en loi dans I'espace de Skohorod D([0, +00),’ bR)

1
— (Smg)ez0 = (B ()0 quand n — oo,
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avec By mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H. L’analogue du théoréme
de Kesten et Spitzer, démontré par Wang [W03|, s’écrit alors

(2 = (AH(t) _ /

—0o0

+oo

L W (o))

t>0

avec 0y = 1—H+HB™, L temps local du mouvement Brownien fractionnaire By associé
a la marche et W processus de Lévy [-stable bilatére associé a la scéne. Le processus Ay
est continu, dy-autosimilaire et a accroissements stationaires. Il peut étre vu comme un
mélange de processus [-stables mais n’est pas un processus stable.

De maniére analogue au Théoréme 2.2.1, un premier principe d’invariance pour I'y s’ob-
tient a partir de copies indépendantes du processus Apy, notées AY,, i > 1.

Théoréme 2.2.3 On a la convergence en loi dans C(]0,00),R)

(n_zla Z A® (t)) _— (FH(t))tzo quand n — oo.
>0

=1

On en vient ensuite au schéma de récompenses aléatoires proprement dit, qui fournit
une approximation discréte de I'y; par des marches fortement corrélées en scénes aléatoires.
On prouve ainsi la conjecture proposée par Cohen et Samorodnitsky [14].

Théoréme 2.2.4 Soit ¢, une suite d’entiers telle que lim ¢, = +00. On a la convergence
en loi dans C([0,00),R) :

<cn

Si les Théorémes 2.2.3 et 2.2.4 sont formellement trés proches des Théorémes 2.2.1 et
2.2.2, les preuves sont sensiblement plus difficiles, car la dépendance forte des accroisse-
ments de la marche entraine des difficultés techniques supplémentaires. Pour donner une
idée des techniques mises en jeu, mais sans trop rentrer dans les détails, notons que le
temps local, le temps local d’auto-intersection et la taille du support de la marche forte-
ment corrélée S jouent un role important dans la preuve.

@[~

n=° Z an) = (I'u(t));>o quand n — oo.
i=1

t>0

On définit le temps local au point x € Z et au temps n > 1 de la marche S comme
le nombre de visites de la marche entre les temps 0 et n :

N(n,x) =Y s,
k=0

Le maximum en espace du temps local au temps n est noté L, :

L, =sup N(n,z).

TEZL
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Le nombre d’auto-intersections de la marche entre les temps 0 et n est défini par

Vn = Z 1{52:5].} = ZN(%, 33')2.

0<i,j<n z€Z

Enfin, la taille du support de la marche entre les temps 0 et n est

R, = Z LN (n,z)20}-

TEL

Les estimées suivantes jouent un role important dans la preuve du Théoréeme 2.2.4 :
e Pour tout &’ > 1 — H (et en particulier pour ¢’ = dy), on a la convergence en
probabilité

_5 P
n L, — 0.

n—o0

e Pour tout p € [1,400), il existe C' > 0 tel que pour tout n > 1,
E (VP) < CnP~H),
e Pour tout p € [1,400), il existe C' > 0 tel que pour tout n > 1,
E (RP) < CnPH.

Le cas général : une approche fonctionnelle [D7]
Dans le travail [D7|, nous essayons de développer un cadre général assurant un principe
d’invariance pour une marche aléatoire en scéne aléatoire. La méthode permet de découpler
les hypothéses sur la marche et sur la scéne, ce qui est assez naturel étant donné que marche
et scéne sont supposées indépendantes. On raméne alors le probléme a deux problémes plus
simples :

— la convergence dans I” du temps local de la marche d’une part ;

— la convergence de mesures aléatoires liées a la scéne d’autre part.

Critére de convergence dans L? du temps local de la marche
Rappelons que le temps local de la marche est défini par

N(n,z) = Z Lig,=a}-
k=0

Nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 2.2.5 Supposons la condition (RW) suivante satisfaite :
(RW1) Il existe une suite a,, telle que a,, — oo, n"'a, — 0 et que la marche renorma-
lisée (a;IS[nt])DO converge dans D([0,00),R) vers un processus (Y;)i>o possédant un
temps local (L(t, 7)) i>0,cek-
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(RW2) I existe p > 1 tel que pour tout M > 0 :

=0 nooo

lim lim sup/ E|L,(t,x) — L,(t, [x]5)[Pdx = 0
[~ M,M)

avec [x]s = §[6 x| et L,(t,x) le temps local discret renormalisé
Ly(t,x) = n""a,N([nt], [a,2]).

Alors, pour tout m > 1, 61,...,0, € Ret0 <ty <...<ty, ona la convergence en loi
dans LP :

Z@'Ln(ti, )= Z@L(ti, ) quand n — oo.

On peut montrer que ce résultat s’applique aux cas particuliers considérés précédemment :
marche i.i.d. dans le domaine normal d’attraction d’'un Lévy [-stable ou encore marche
aléatoire gaussienne fortement corréelée et dans le domaine d’attraction d’un mouvement
Brownien fractionnaire (cf. Proposition 2.2 de [D7]).

Critére de convergence de mesures aléatoires associées a la scéne
A la scéne £ = {&,,x € Z}, on associe le processus cumulatif (w,),ez

Zf_olz siz>0
Wy = szf’k sizx<0 , x€Z,
siz=0

étendu a R par interpolation linéaire, et le processus cumulatif renormalisé
Wh(x) = VhWh-1g, T € R:

avec 7y, > 0 constante de normalisation & présicer. On définit également la mesure signée
up sur R par sa densité

d -
T @) = 3 Gl ()

keZ

On a alors de maniére formelle, dW,(z) = pp(dzx), autrement dit pour tout z; < x,

pn([21, 22]) = Wi(z2) — Wh(z1).

Ainsi, si f est telle que l'intégrale fR x)pp(dr) ait un sens, on note

/f i (dz) = /f AW (a

Lorsque le processus cumulatif renormalisé W), converge vers une limite W, on s’attend a
ce que

[ @@= [ faaw)
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pour f dans une classe raisonnable de fonctions. Nous montrons que cela est bien vérifié
sous les hypothéses adéquates.
Le premier cas considéré est le cas i.i.d. et donne lieu a la condition suivante :
(RS1) la scéne ¢ est i.i.d. dans le domaine d’attraction normal d’un processus de Lévy
B-stable W, avec 8 € (1,2].

Proposition 2.2.6 Sous [’hypothése (RS1) et avec la normalisation ~y, = hi
e Uintégrale [, f(x)dWy(x) converge presque sirement pour tout f € LP(R) ;
e si f, = f dans L'B et h, = 0 lorsque n — 00,

/R [ (@)W, (x) — / f()AW (z)

Ce premier résultat permet de considérer le cas classique des scénes a la Kesten et Spitzer
dans le cas € (1,2]. Le cas § € (0, 1) pourrait étre envisagé mais des difficultés techniques
apparaissent du fait que L? n’est alors pas un espace de Banach.

Le second cas considéré est le cas des scénes de carré intégrable et repose sur des mé-
thodes L% Soit & la classe des fonctions en escalier sur R de la forme f = Zfil 0Lz, 2001]
avec 01,...,0k et 11 < --- < xgi1. On peut définir pour f € £, les variables aléatoires de
carré intégrable

= /Rf(gj)dWh(aj) = Z 0;(Wh(wiz1) — Wha(ws))

et

/f AW (z Ze (zip1) — W ().

Lorsque le processus limite W est de carré 1ntegrable et non dégénéré (dans le sens oul
les variables aléatoires {W(z);x € R} sont linéairement indépendantes dans L*(€2)), on
définit un produit scalaire sur £ par

< fi, fa >w= Cov(W[fi], Wfa]), fi,fa €E.

On note L}, I'espace de Hilbert obtenue par complétion de £ pour < -, - >y.. L’isométrie
naturelle

{8 — L%(Q)
[ WIS

s'é¢tend en une injection isométrique W : L%, — L?*(€2). La fonctionnelle obtenue s’inter-
prete comme l'intégrale de f contre dIV et on note

_ / [(@)dW (z)

Notre deuxiéme jeu d’hypothéses (RS2) portant sur la scéne est :
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(RS2.a) la scéne & est centrée et de carré intégrable;

(RS2.b) les distributions fini-dimensionnelles du processus cumulatif renormalisé W),
convergent vers un processus W de carré intégrable non dégénéré, ;

(RS2.c) il existe C7 > 0 tel que pour tout h >0 et f €&

Var(Wy[f]) < CiVar(W([f]);

(RS2.d) on a l'inclusion L' N L? C L%, et l'injection correspondante est bornée, i.e. il
existe Cy > 0 tel que pour tout f € L' N L2,

12z, < Comax([f]er, 1/]22)-

La derniére hypothése (RS2.d) est un peu technique mais vérifiée dans les principaux
exemples considérés. Notre résultat est le suivant.

Proposition 2.2.7 Sous I’hypothése (RS2) :
o Uintégrale [, f(x)dW,(z) converge dans L*(Q) pour tout f € L' N L?;
o sif, — f dans L* N L? et h,, — 0 lorsque n — oo,

Af(x)dWhn(w)iAf(x)dW(x).

Ce résultat permet de considérer des scénes non i.i.d. et s’applique aux scénes faiblement dé-
pendantes satisfaisant des conditions de f-mélange (cf. Guillotin-Plantard et Prieur [GPP)),
ou encore a des scénes fortement dépendantes dans le domaine d’attraction d’un mouve-
ment Brownien fractionnaire et construite par filtrage linéaire a partir d’'une séquence i.i.d.

Application au principe d’invariance pour la marche aléatoire en scéne aléatoire
Nous expliquons succintement comment les résultats précédents permettent d’obtenir des
principes d’invariance pour la marche aléatoire en scéne aléatoire. L’idée principale est la
réécriture de Zp, en fonction du temps local discret renormalisé L,(-,-) de la marche S et
des mesures i, associées a la scéne €. On a en effet

[nt]

Ziy =Y _&s, = > N(nt], )¢, =

TEZL

n

(In")/agl

/ L (t, 0)py-1 (dx)
R

et donc

n_lanfya#Z[nﬂ :/Ln(t,a:)dWan1(x)
R

avec a,' — 0.

Les Propositions 2.2.5, 2.2.6 et 2.2.7 précédentes permettent alors d’obtenir le Théoréme
suivant.
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Théoréme 2.2.8 Supposons que la marche S et la scene £ sont indépendantes et satisfont
l'une des hypothéses suivantes :

o ¢ vérifie (RS1) pour g € (1,2] et S vérifie (RW) avec p = 3;

o ¢ vérifie (RS2) et S vérifie (RW) avec p = 2.
Alors, on a la convergence au sens des distributions fini-dimensionnelles :

(™ anYo=1 Znt) )iz0 = ( /R L(t,a:)dW(g;))

t>0

avec (W (x))zer et (L(t,x))i>0uer indépendants et définis respectivement dans (RS) et
(RW).

Ce résultat permet de retrouver les principaux principes d’invariance pour les marches
aléatoires en scénes aléatoires rencontrés dans la littérature. La méthode est robuste et
nous permet de traiter dans [D7] le cas de plusieurs marcheurs évoluant dans une méme
scéne et 'asymptotique lorsque le nombre de marcheurs tend vers 'infini.
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2.3 Modéles d’agrégation de sources et processus frac-
tionnaires [D13,D17]

Motivations

Les travaux [D13] et [D17] en collaboration avec I.Kaj sont consacrés a 1'étude asymptotique
de modeéles issus des télécommunications et leurs liens avec les processus fractionnaires. Des
mesures ont fait apparaitre que dans de nombreux réseaux de télécommunication le traffic
a des caractéristiques proches de la dépendance a longue portée et de 'autosimilarité (cf.
Willinger et al. [72]). Afin d’expliciter les mécanismes sous-jacents & ce comportement,
divers modeles stochastiques de traffic ont été développés ou la présence de distributions
a queue lourde joue un role central - la monographie de Resnick intitulée Heavy-tail phe-
nomena |58 fournit un bon apergu de la variété des modeles et résultats considérés dans
la littérature. La plupart de ces modeéles représente le traffic comme une agrégation d’un
grand nombre de sources indépendantes. Nous nous concentrons ici sur le modeéle simple
des sources ON/OFF ou chaque source alterne entre un état ON actif ou elle transmet des
données & vitesse unité, et un état OFF inactif ou elle demeure silencieuse. Un processus
de renouvellement alterné permet de modéliser la succession des états ON et OFF. Les
différentes sources sont supposées indépendantes. Il s’agit alors d’évaluer le traffic total, vu
comme 'aggrégation des traffics créés par chaque source. On s’intéresse au comportement
asymptotique du systéme correctement renormalisé lorsque le nombre de sources tend vers
I'infini et lorsque le temps est changé d’échelle. Une compétition s’instaure entre les deux
paramétres dirigeant I’asymptotique, a savoir le nombre de sources et 1’échelle de temps et
différents régimes apparaissent.

Un premier résultat dic a Taqqu, Willinger et Sherman [68] introduit une méthode de
double limite pour le modeéle ON/OFF. L’odre des limites successives joue un role essen-
tiel. Sil’on considére d’abord la limite infinie pour le nombre de sources puis pour ’échelle
de temps, le processus de traffic total renormalisé converge vers un mouvement Brownien
fractionnaire, processus Gaussien autosimilaire et & longue mémoire. Mais si les limites sont
considérées dans 'ordre inverse, i.e. I’échelle de temps puis le nombre de sources tendent
vers 'infini, le processus limite est un Lévy stable, processus autosimilaire, & accroisse-
ments indépendants et de variance infinie. Dans le travail de Mikosch, Resnick, Rootzén et
Stegeman [53], la double limite est remplacée par une limite simple ou I’échelle de temps et
le nombre de sources tendent simultanément vers 'infini. Deux régimes limites différents
apparaissent selon la croissance relative de ces deux parameétres et on retrouve les deux
asymptotiques précédentes vers le mouvement Brownien fractionnaire (régime de traffic
lourd) ou le Lévy stable (régime de traffic léger).

L’objectif de notre travail est de montrer I’existence d’un régime intermédiaire, ot la crois-
sance des deux parameétres s’équilibre et o1 on obtient un nouveau processus limite baptisé
mouvement de Poisson fractionnaire. Ce résultat compléte donc la description des asymp-
totiques pour le modéle ON/OFF.
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Il faut mentionner deux autres modéles de sources ou ces différents régimes ont été iden-
tifiés et oul les asymptotiques sont analogues. Le régime intermédiaire pour le modéle de
traffic basé sur des sources de type « processus de renouvellement » a été étudié par Gaiga-
las et Kaj [27]. Le processus de Poisson fractionnaire a alors été identifi¢ et ses propriétés
étudiées : rappelons que le processus de Poisson fractionnaire a la méme structure de cova-
riance que le mouvement Brownien fractionnaire et qu’il réalise un pont entre le mouvement
Brownien fractionnaire et le processus stable de Lévy (cf. Gaigalas [26]). Mentionnons éga-
lement que des résultats similaires ont été établis pour le modéle du type « infinite source
Poisson » par Kaj et Taqqu [38]. L’étude de ce dernier modéle basé sur des processus ponc-
tuel de Poisson est grandement facilitée par le calcul pour les intégrales de Poisson.

Mentionnons encore quelques travaux récents sur ces modeéles d’agrégation de sources.
Mikosch et Samorodnitsky [54]| considérent les limites d’échelles pour des sources trés gé-
nérales, autorisant plus de dépendance temporelle ainsi que des phénomeénes de cluster.
IIs montrent que 'asymptotique en régime de traffic lourd est plutét robuste alors que le
régime de traffic 1éger peux donner lieu & de nombreux autres processus limites. Voir aussi
Fasen et Samorodnitsky [24] pour un modéle ou le mouvement fractionnaire apparait dans
le régime de traffic léger. Pour un modéle de file d’attente fluide alimenté par une source
ON/OFF a queue lourde, voir D’Aurio et Samorodnitsky [16]. La problématique de 'esti-
mation statistique du parameétre de longue mémoire pour les processus du type « infinite
source Poisson » est abordée par Fay, Roueff et Soulier [25].

Description du modéle ON/OFF et résultats connus
Nous commengons par introduire le modéele ON-OFF. Les notations sont celles de Mikosch
et al. [53] dont nous rappelons les résultats.

Soit X7, Xo, ... des variables aléatoires i.i.d. positives de loi F},,, et moyenne ., et Y7, Ys, ...
v.a.i.i.d. positives de loi Fyg et moyenne pog. On suppose les deux suites indépendantes et
les distributions sont & variations réguliéres : les fonctions de queues vérifient

Fon(x) =27 Loy(z) et Fog(x) = 27 %% Log(z), 2 — o0, (2.1)

avec
1 < gy < aog < 2 (2.2)

et Lon, Log & variations lentes & l'infini. Les distributions ont une moyenne finie mais une
variance infinie. La condition initiale (Xo, Yp) est choisie de sorte a ce que le systéme soit
en régime stationnaire (nous ne donnons pas la forme explicite de la loi initiale ici).

Le modéle ON/OFF est le modéle de renouvelement alterné généré par 'alternance des
périodes ON et OFF de longueurs données par les X; (resp. Y;). Au temps ¢ = 0, le systéme
démarre dans I’état ON pendant une durée X, puis passe a I’état OFF pendant une durée
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Yo, puis passe a I’état ON pour une durée X ...

On pose Z; = X; + Y; la longueur du i-éme cycle ON/OFF. Les variables Z; sont in-
dépendantes, et pour ¢ > 1, de loi F' = F,,, x Fog et moyenne p = fion + fog- On introduit
la suite de renouvellement associée (T},),>1 par

n
T.=Y Z.
i=0
Le modéle ON-OFF est représenté par le processus « input »

I(t) = Loxo () + > g, rusxoen (t), >0

n>0

La source est active lorsque I(t) = 1 et inactive sinon. Le choix de la loi initiale (X, Yp)
assure que [ est un processus stationnaire et on montre que P(I(t) = 1) = pion/pt-
Le traffic cumulé associé ou « workload »

est un processus a accroissements stationnaires de moyenne E[W (t)] = tpon/ -
Le nombre de cycles ON/OFF jusqu’au temps ¢ est donné par le processus de renouvelle-
ment

N(t) =) 1og(Tn), t=>0.

n>0

Dans la figure 2.1, nous présentons une réalisation de ces différents processus afin d’illustrer
les différentes notations .

Input process 1(t)

Input process I(t) _ Workload process W(t)

_ Workload process W(t)

. I
] 1
. 1 S
,’ H 0 [ ‘ |
0L Time t 70 Z1 72 73 74 75

X0 YO X1 Y1 X2 y2 X3 Y3 TO TI T2 T3 T4

FIGURE 2.1 — Reéalisation de | input process I(t) et du workload process W (t) correspondant
pour le modéle ON/OFF (a gauche) et de renouvellement (& droite).

Pour définir le modeéle a plusieurs sources, on considére des copies i.i.d. de la construc-
tion précédente : soit (17, W7, N7),5; des copies i.i.d. de (I, W, N), l'indice j représentant
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la j-éme source. Le traffic cumulé associé a un réseau a m sources est
m
Wi(t) =Y W), t>0, m=>1,
=1
et le processus de comptage associé

No(t) =) N(t), t>0, m>1

Nous nous intéressons aux propriétés asymptotiques du modeéle lorsque le nombre de sources
m est grand et 1’échelle de temps a > 0 est grande. On considére ainsi le processus centré
et renormalisé

Wat) = matpon/u 1 / o en
= I(s)— ds, t>0,
) 2o, 0=

b(a, m) " h

ou la normalisation b(a, m) sera précisée dans la suite.

Résultats asymptotiques connus
L’asymptotique est considéré lorsque m et a tendent simultanément vers 'infini. La crois-
sance relative de m et a a un grand impact sur la limite et nous considérons les régimes
suivants :

e trafic lourd ou « fast connection rate »

aon—1

a

>> :
T Toaa)

(FCR)

e trafic léger ou « slow connection rate »

aocon—l
m << m7 (SCR)

e trafic intermédiaire ou « intermediate connection rate »

Qon—1

m ~ ,ucao“_lL @’ 0<c<o0. (ICR)

L’asymptotique du modéle ON-OFF pour les régimes (FCR) et (SCR) est précisée dans
Mikosch et al. [53]. Sous les conditions (2.1) et (2.2), on a les asymptotiques suivantes :
e dans le régime (FCR) avec la normalisation b(a,m) = (a® " Ly, (a)m)/?, on a la
convergence en loi dans 1’espace des fonctions continues sur R™

Won(at) — matpion/ Fon g ()

— Oa.. 575 t>0
b(a,m) Oaon ,u3/2 H =
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avec
9 2

" (Gon — 1)(2 — o) (3 — aton)
et By(t) mouvement Brownien fractionnaire standard d’indice H = (3 — aon)/2.
e dans le régime (SCR) avec la normalisation

Qon

bla,m) =inf{z > 0: F,,(z) < 1/am},
on a la convergence des lois fini-dimensionnelles

Wi(at) — matpion /1 fad fhoft
b(a, m) " i1 oo

Xaonylyl(t)7 t Z 07

avec X, 1.1(t) processus de Lévy ayy,-stable totalement asymétrique, i.e. tel que
Xaon,l,l(l) ~ Saon(17 L, 0)7

et
(2 — aon) cos(maon /2)

Qon __
(o

1 — o

Le régime intermédiaire pour le modéle ON/OFF [D8]|
Notre principal résultat donne 'asymptotique dans le régime intermédiaire (ICR).

Théoréme 2.3.1 Dans le régime (ICR) avec normalisation b(a,m) = a, on a la conver-
gence en loi dans lespace des fonctions continues sur RT

”m t) — t on (¢}
(a ) ma /"L /ILL annl’[’ ff CPH(t/C)
a I

avec Py (t) processus de Poisson fractionnaire d’indice de Hurst H = (3 — ) /2 défini par

1 t
Py(t) = /R R+/0 L zto) (v) dy (N (dz, du) — dz agpu™" " du), (2.3)
X

Oq

on
ot N(dx,du) est une mesure aléatoire de Poisson sur R x RY d’intensité dz apuu= " tdu.

La preuve de ce théoréme repose sur un couplage entre le modéle ON-OFF et le modéle
de renouvellement pur. L’heuristique est la suivante : le trafic total pour une source se

décompose en
N(t)

W(t) - X() /\ t + Z XZ - (TN(t)—l + XN(t) - t)+
=1
ou encore
N(®)
t— W(t) = Y()/\t+ZY; — (TN(t) —t) /\YN(t)-

=1
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Ainsi
Mon . Hoft
W (t) Lt = (t—W(t))+ 0l
N()
= —pog(N(t) —t/p) — Z(Y; — Hoft) + R2(t)

R(t) = (Tnw —t) AN Yy — Yo At
On a donc, pour m sources,

m NI(t)

Wanlt) = B2t = —poa(Noa(t) = mt /) = D 3 (O = o) + DR (24)

I

=1 i=1

avec des notations évidentes. La preuve consiste & montrer que dans le régime (ICR), les

termes
m N] (at m

S0 ) > i)

=1

Q

disparaissent a la limite, si bien que asymptotiquement

Win(at) — plonmat/p Ny (at) —mat/p

~ — U . 2.5
a Hoff a ( )

On fait ensuite appel a un résultat de Gaigalas et Kaj [27] donnant le régime intermé-
diaire pour le modéle de renouvellement pur : sous la condition (ICR) avec normalisation
b(a,m) = a, on a la convergence faible dans ’espace de Skorokhod

Ny, (at) — mat/p
a

1
— =0 ¢ Py(t/c). (2.6)

La comparaison (2.5) permet alors de déduire le Théoréme 2.3.1 des résultats de Gaigalas
et Kaj [27]. Il faut bien sur rendre la comparaison (2.5) rigoureuse et également traiter les
questions de tension.

Moments d’un processus de renouvellement a queue lourde [D17]

Dans le travail [D17], nous proposons une nouvelle approche pour I’étude du modeéle de
renouvellement, qui comme nous venons de le voir, est a la base de nos résultats pour le
modéle ON-OFF. Nous obtenons en effet une nouvelle preuve du résultat (2.6) de Gaigalas
et Kaj [27]. Rappelons les notations du modeéle de renouvellement.

Soit (7,,)n>0 une suite de renouvellement stationnaire basée sur la loi F' pour le temps
d’attente entre deux arrivées successives. On suppose que F' est a queue lourde :

Fx)=a"""Uz), 1<a<?2
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On note N le processus de comptage associé

N(t) = Z 1{Tn§t}7 t>0
n>0
ainsi que ¢ la mesure aléatoire ponctuelle

=) or,.

n>0

Notons que N(t) = £([0,¢]). On se donne {N?, i > 1} des copies i.i.d. de N. On se place
sous la condition de régime intermédiaire

B
mwucﬁ;—a), 0 <c<oo. (ICR)
Il s’agit de montrer sous cette condition la convergence fini-dimensionnelle
" N'(at) — mat dd. 1
2 N(0h) mmatjp pag 1o gy >0, (2.7)
a H

avec 0% = ——2 .

B(1-B)(2-R)
On utilise la méthode des cumulants et on note ¢x(X) le k-éme cumulant d’une variable
aléatoire X. On montre que pour k > 2,

Py(t)) =
Ck< i ( )) Bok /[o,t]k | max(z;) — min(z;)|?

et plus généralement, pour ¢y,...,t, et 01,...,0,

dzq --- dzyg

Ck<;9jPH(tj)> = % /f(:vl) o fla) [max(z:) — min(z:)]? (2.8)

_ D ) ALz .,
avec f = > i=10i1p;). D'un autre coté, les moments asssociés au processus de comptage
N vérifient, pour k£ > 2,

k —
E[(N() —t/n) | = Mi([0,1]")
avec Mk le k-éme moment central de la mesure ponctuelle £ défini par

k

i=1
avec A mesure de Lebesgue sur [0, +00). Plus généralement, pour t1,...,t, et 0y,...,6,,

E[( Z V)~ ti/m) | = [ Fan) o ) Maldo - od) (29)
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avec [ = Z§=1 0il04,)-

Notre approche est basée sur I'asymptotique de ces mesures de moments centraux. Pour
k > 1, on définit
ak

Fr = { f [0, +00)* — R; support compact , exists and continuous}.

axl... Tk

On dit qu'une suite de mesures m,, sur [0, +00)* Fy-converge vers m (notation m,, Tk m
lorsque [ fdm,, — [ fdm pour tout f € Fj. Notre résultat est le suivant :

Théoréme 2.3.2 Pour k > 2 et lorsque a — 00,

Mi(a) 7 (=1
ak=B0(a) Bkl

Pi(")

ou les mesures limites P, sont définies par

ﬁk(dml---dxk)— dey - - - day,

| max(z;) — min(z;)|#”

Au vu de ce résultat, la comparaison des équations (2.8) et (2.9) rend plausible la conver-
gence (2.7). Malheureusement, la fonction f combinaison linéaire d’indicatrice n’a pas de
bonnes conditions de régularité ce qui nous empéche de déduire (2.7) du Théoréme 2.3.2.
On montre cependant une convergence similaire pour une classe de fonction plus réguliéres
grace & la méthode des cumulants et au Théoréme 2.3.2. La méthode s’avére suffisament
robuste pour s’adapter au cas non stationnaire et également a un modéle continu analogue
au renouvellement discret et construit grace a la mesure d’occupation d’un subordinateur
de Lévy (cf. [D17] pour plus de détails).
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2.4 Théorémes limites pour les modéles de boules aléa-
toires [D8,D12]

Motivations

Nous présentons ici les principaux résultats des articles [D8| et [D12]| en collaboration
avec J.-C. Breton. Nous considérons le modéle de boules aléatoires pondérées (ou weighted
random ball model) et étudions ses limites d’échelles. Nous montrons que 1’asymptotique
est particuliérement riche et que trois régimes différents apparaissent :

— un champ aléatoire invariant par translation et isotrope, auto-similaire sur R?;
— un champ aléatoire Poissonien fractionnaire ;
— un champ aléatoire stable avec indépendance.

Le modeéle de boules aléatoires pondérées est construit de la maniére suivante : les centres
sont distribués aléatoirement selon un processus ponctuel de Poisson, et chaque centre x est
étiqueté avec un rayon r et un poids m aléatoire. On considére ensuite pour chaque point
y de l'espace la somme des poids des boules qui recouvrent y. Les intersections possibles
de boules donnent lieu a une structure de dépendance non triviale. Cette dépendance peut
persister lors des limites d’échelles dans le cas ot le rayon des boules suit une loi & queue
lourde.

Cette construction géométrique simple a trouvé de nombreuses applications et s’avére perti-
nente dans la modélisation de divers phénomeénes. Kaj [36] considére des modéles analogues
pour des modéles simplifiés de réseaux sans fil ot une collection de stations est disposée
aléatoirement dans l’espace et partage un canal de transmission. Dans ce contexte, le point
x représente la position de la station, r sa portée et m sa puissance. Le champ aléatoire
permet alors de mesurer la puissance recue en chaque point de I’espace. Biermé et Estrade
[8] ont considéré des modeéles similaires en dimension d = 2 dans le contexte de I'imagerie
médicale (dans ce cas, le poids représente une intensité de couleur en niveau de gris) et en
dimension d = 3 pour la modélisation de milieux poreux hétérogéne (ici le poids représente
la densité du milieu). Les propriétés microscopiques du milieu sont étudiées grace a un
changement d’échelle permettant de zoomer sur de petites régions de l'espace (zoom-in).
D’un point de vue plus mathématique, Kaj et al. [37] étudient des modeéles similaires de
type germe/grain et leur limite d’échelles et ont montré que le champ vu de loin gréace a
une procédure de zoom-out exhibe des propriétés de dépendance a longue portée lorsque
la loi du volume des grains est a queue lourde. Un travail commun de Biermé, Estrade et
Kaj |9] a permis d’unifier les deux approches en traitant de maniére similaire les régimes
zoom-in [8] et zoom-out [37|.

Dans ces différents travaux, il n’y a pas de poids aléatoire, ce qui revient a prendre m = 1.
Les modéles a poids ont recu moins d’attention, a ’exception de la dimension d = 1 ot I'on
retrouve un modéle classique dans le cadre des télécom connu sous le nom infinite source
Poisson model. Dans ce cadre, chaque « boule » correspond a une session de transmission,
le rayon correspond a l'intensité de la transmission et le poids & son débit. Kaj et Taqqu



66

[38] ont étudié les limites d’échelles de ce modéle unidimensionnel et identifié les trois ré-
gimes avec des limites de type Gaussiennnes, Poissonniennes ou stables.

Notre contribution consiste a étudier de maniére systématique les modéles de boules aléa-
toires avec poids en dimension d > 1. Nous identifions trois régimes et les limites correspon-
dantes. En particulier, lorsque les poids sont & queues lourdes, nous obtenons dans de nou-
veaux champs généralisés stables, invariants par translation et rotation et auto-similaires.
La dimension supérieure pose également de nouveaux problémes liés a la convergence fonc-
tionnelle et la tension.

Description du modéle
Nous considérons une mesure aléatoire de Poisson d’intensité Ny(dz, dr, dm) sur RYxR™ xR
d’intensité

n(dz,dr,dm) = AdzF(dr)G(dm)
avec A > 0, F' mesure sur R et G loi de probabilité sur R. A chaque triplet (z,7,m) est
associée la boule B(z,r) dans R? de centre = et rayon 7 ainsi que le poids m. On note || - ||
la distance euclidienne sur R? et B(z,7) = {y € R? : |ly —z|| < r}.

On suppose que la mesure F' est absolument continue, i.e. F'(dr) = f(r)dr avec

/ r?F(dr) < +oo
Rt
et telle que pour € = +1 ou € = —1,

f(r) ~pyge Car™'7F

avec la convention 07! = 0 and 07! = +o00. Comme nous le verrons par la suite, cette
convention non standard nous permettra d’unifier deux cas, le cas zoom-in ¢ = +1 et le cas
zoom-out ¢ = —1. La conjonction de ces deux hypothéses sur F' impose que [ < d lorsque
€ =+1, et > d lorsque € = —1.

Par ailleurs, on suppose que G est dans le domaine normal (normal) d’attraction d’une loi
a-stable S,(0,b,0), avec a € (1,2], 0 > 0 et b € [—1, 1]. Dans ce cas, le comportement en
0 de la fonction caractéristique est connu et sera utilisé dans les asymptotiques.

Soit M D’ensemble des mesures signées sur R? de variation totale |u| finie. On considére le
champ aléatoire M

M(p) = /]Rd " Rmu(B(x,r))N,\(dx,dr, dm)

indexé par les mesures signées u € M. Remarquons que lorsque p est la masse de dirac en
yeRY 1= dy, alors M (6,) est le poids total en y du systéme de boules pondérées, c’est a
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dire la somme algébrique des poids des boules contenant le point y. L’intégrale de Poisson
M (p) est bien définie et d’espérance

E[M ()] = \|B(0, 1), /R mG(dm) /R () (),

Différentes asymptotiques pour le modéle de boules aléatoires [D8§]

Nous nous intéressons au fluctuations de M () au niveau macroscopique ou microscopique.
Pour cela, on consideére le changement d’échelle en espace x — px, et on considére I’asymp-
totique lorsque p — oo (point de vue microscopique, ou zoom-in) ou lorsque p — 0 (point
de vue macroscopique ou zoom-out). Lors de ce changement d’échelle, la mesure régissant le
rayon des boules devient F,(dr) = f(r/p)dr/p, mesure image de F'(dr) par le changement
d’échelle r — pr. Pour obtenir des asymptotiques non triviales, nous considérons également
une intensité A\(p) dépendant de p. Aprés changement d’échelle, le modéle devient

Myl = [l B(r) N (e, drdm)

avec Ny (,),»(dz, dr, dm) mesure aléatoire de Poisson d’intensité A(p)dxF,(dr)G(dm). L’asymp-
totique p — 0 correspond au cas zoom-out et requiert une hypothése sur f au voisinage
de 400 (cas e = —1). De maniére symétrique, I'asymptotique p — +o0o correspond au cas
zoom-in et requiert une hypotheése sur f au voisinage de +oo (cas e = +1).

Les résultats que nous obtenons sont des résultats de convergence fini-dimensionnelle du
processus M,(4) pour 4 dans des sous-espaces stricts de M. L’espace M, g C M suivant
joue un role important : pour 1 < o < 2 et 8 > 0, on note M, 3 I'’ensemble des mesures
€ M vérifiant

Vr >0, / |u(B(x,r))|%dx < C'min(r?, r9)
Rd

pour des constantes C' > 0 et 0 < p < 8 < ¢q. Les Propositions 2.2 et 2.3 de [D8] donnent
quelques propriétés élémentaires de ces espaces que nous résumons ici briévement :
— pour tout u € M, 3,

/Rd . |u(B(z, ) |*r P~ dadr < 0o

— M, s est un sous-espace vectoriel de M, stable par translation, rotation et dilatation ;

—sia<a, Mypg C Myg;

— si B > d, alors toute mesure p € M, g est diffuse, et de plus si d < 8 < ad, M,z
contient L'(R%) N L(RY);

— si 8 < d, alors toute mesure p € M, g est centrée, et de plussid—1 < 3 <d, My
contient les mesures centrées p € L'(R?) et les mesures centrées p & support fini.
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Nous présentons maintenant les principaux résultat obtenus : il s’agit de préciser le com-
portement asymptotique du champ aléatoire centré et renormalisé

M, () — E[M,(1)]
n(p)

lorsque p — 0 ou p — +00 et u est restreint a un sous-espace adéquat. Comme nous
allons le voir, différents régimes se présentent selon le comportement de A(p), ¢’est-a-dire
de l'intensité pour le nombre de boules. Ces régimes donnent lieu & des renormalisations
n(p) et & des champs limites variés. On utilise la convention 07 =0sie = —1 et 07¢ = 400
sie=+1.

Théoréme 2.4.1 o Supposons p’A(p) — +oc lorsque p — 07¢. Alors avec la norma-
lisation n(p) = X(p)/®p?/e,

M) =B 95 2,0) sur Mg quand p — 0~

0t Zo (1) = Jpa g+ H(B(x, 1)) My (dr,dz) est une intégrale stable par rapport a la
mesure a-stable M, de mesure de contréle a“C’grflfﬂdrdx et biais constant b.
e Supposons A(p)p® — a > 0 lorsque p — 07¢. Alors avec la normalisation n(p) = 1,

Mp(-) — E[M,(")] L4 Jau(+)  sur My p quand p — 0~°

ou J, est lintégrale de Poisson compensée
T = [, mn(Be.r) Naa(do, dr,dm)
REXRxRF

par rapport a la mesure de Poisson compensée Ng,a d’intensité aCgr="=tdzdrG(dm).
e Supposons e = —1 (cas zoom-out), d < < ad. Supposons de plus X\(p) — +oo et
Mp)p® — 0 lorsque p — 0. Alors avec la normalisation n(p) = X(p)¥#p?,

Mp(-);(li[)Mp(-)] L49 7. ()  sur LMRY) N L*(R?) quand p — 0

ouy = f/d et Zv(qb(x)dx) = Jpa QS(m)]TL(da:) est une integrale stable par rapport a
la mesure ~y-stable M., de mesure de controle oldx et biais b, donnés par

cyCps 1 — cos(r)
7 /R e d?"/R]mPG(dm)

Y —
O',y—

et
B fR sign(m)|m|YG(dm)

Jg ImP G (dm)

by =
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Convergence fonctionnelle et questions de tension [D12]

Au vu de ces résultats de convergence fini-dimensionnelle, la question de la tension se pose
naturellement. Nous apportons des réponses dans Uarticle [D12]. Motivés par des modéles
en télécommunication, nous considérons un modeéle légérement différent en introduisant
une fonction d’atténuation h. Pour p mesure signée de variation totale finie sur R, on
pose

M (1) —/ mu(7e-h)Na(dz, dr,dm)
R4xRT xR

avec T,,h(-) = h(=E) et plf] = Jpa f(y)u(dy) pour f € LY(R? y). Dun point de vue
physique, il est naturel de supposer que la fonction d’atténuation est positive, continue,
décroissante radialement, et telle que h(0) = 1 et lim, ,,, h(z) = 0. D’un point de vue
mathématique, il s’avére suffisant pour notre propos que h soit continue presque partout
et que

h*(x) := sup{|h(rx)| : r>1} € L*(RY) N L*(R%).

Nous retrouvons le modéle des boules aléatoires lorsque h est l'indicatrice de la boule
B(0,1), ce qui dans le modéle telecom, s’interpréte comme une transmission parfaite a
courte distance puis transmission nulle a distance plus longue. Avec les mémes notations
que précédemment, le modeéle changé d’échelle s’écrit

M,(p) = Mz h) Nx(p),p(dz, dr, dm).
RE4xRT xR

Nous nous intéressons a son asymptotique dans le cas zoom-out p — 0.

Pour traiter les questions de tension, nous nous plagons dans un cadre fini-dimensionnel et
considérons une famille paramétrique de mesures (i )iere telles que

pe(dz) = ¢y(z)dx  avec ¢, € L'(R?) N L¥(RY).

Pour s,t € R tels que s; < t;,1 <14 < p, on définit le pavé [s,t] = [[}_,[s:, t:]. On définit
'accroissement de ¢, sur le bloc [s, t] par

S e
¢[s,t} = Z(_l)p it ¢81+61(t1—81)7---,8p+6p(tp—5p)

€

ou la somme parcourt ’ensemble des € € {0, 1} tels que ¢, = 0 si s; = ;.
La condition principale est la suivante : pour v > 1, on dit que la famille (¢;), cR» satisfait

la propriété (P,) si pour tout 7' > 0, il existe une constante Cp > 0 tel que pour tout
[Sat] - [_Ta T]p’

loally < Cr JT It —sil. (F)
1:8,<t;
Ici || - ||, est la norme LY(RP). On donne dans [D12| des exemples montrant que cette

condition (P,) est assez naturelle et vérifiée par de larges classes de fonctions.
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On peut alors renforcer le Théoréme 2.4.1 et obtenir des convergences fonctionnelles plutot
que de simples convergences fini-dimensionnelles.

Théoréme 2.4.2 Soit puy(dy) = ¢(y)dy, t € RP, une famille paramétrique de mesures
dans L' (RY) N L*(R?Y) satisfaisant les conditions (Py) et (P,).

1. Si Mp)p® — +oo, alors avec n(p) = (Mp)p®)Y®, on a la convergence en loi dans
I’espace des fonctions continues sur R? :

M, () = pi[Te rh] Mo (dz,dr), t € RP,
RIxRY

avec M, comme dans le Théoreme 2.4.1.

2. Si Mp)p® — a, alors avec n(p) = 1, on a la convergence en loi dans l'espace des
fonctions continues sur R :

M,() = mut[Tx,Th]]vﬁ7a(dx, dr,dm), teRP,
RIXRT xR

avec N@a comme dans le Théoréme 2.4.1.

La technique utilisée repose sur le critére de tension de Kolmogorov et des majorations
assez fine des moments fractionnaires de M,(ut) (cf. [D12] Proposition 3.1 ). Ces estimées
de moment permettent aussi d’obtenir des résultats de régularité Holder des trajectoires
(cf. [D12] Proposition 2.5).

Nous étudions enfin des résultats de tension dans l’espace des distributions. On notera
D(R?) I'espace des fonctions lisses a support compact et D'(R?) son dual, i.e. espace des
distributions. On montre que pour tout p > 0, M, induit une distribution aléatoire, i.e. la
forme linéaire
e { DRY) — R
. ¢ = My(o(y)dy)

est presque stirement continue. On a le résultat suivant de tension dans D'(R?) :

Théoréme 2.4.3 1. Si M(p)p® — +oo et n(p) = (A(p)p®)Y*, on a la convergence en
loi dans D'(RY) :

M,(p) = wTerh]My(dz,dr), p€ D(RY), lorsque p — 0.
RIxRY

2. SiMp)p® — a et n(p) = (Mp)p?)/®, on a la convergence en loi dans D'(R?) :

—~

M,(p) = M| Terh]Ngo(dz, dr,dm), € D(RY), lorsque p — 0.
RIxRT xR
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2.5 Convergence des séries de LePage dans 1’espace de
Skohorod [D15]

Motivations
En collaboration avec Y.Davydov, on s’intéresse dans [D15] a la convergence dans 1'espace
de Skohorod D¢ = D([0, 1], R?) muni de la topologie .J; des séries aléatoires de la forme

X(t) = iril/“eiYi(t), t €10,1], (2.10)

avec a € (0,2),
- (I';)i>1 les points d'un processus ponctuel de Poisson homogéne sur [0, +00),
- (&;)i>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles,
- (Y3)i>1 une suite i.i.d. a valeurs dans D¢,

et ou les suites (I';), (¢;) et (Vi) sont indépendantes. Les séries de la forme (2.10) sont
connues sous le nom de séries de LePage. Pour ¢ € [0, 1] fixé, la convergence dans R? de la
série (2.10) est assurée dés que 'une des conditions suivantes est satisfaite :

-0<a<1, Elg|* <ooet E|Yi(t)|* < oo,

-1 <a<2,Ee =0, Elg]* < 00 et E|Y(1)]* < o0,
oil | - | désigne la norme euclidienne usuelle sur R ou R%. Alors X (t) suit une loi a-stable
sur R?. Réciproquement, il est bien connu que toute loi a-stable sur R? admet un dévelop-
pement en série de LePage (cf. Samorodnitsky et Taqqu [66] section 3.9).

La littérature sur les lois symétriques a-stable dans un espace de Banach séparable est
assez riche (cf. Ledoux et Talagrand [43] ou Araujo et Giné [1]). En particulier, toute loi
symétrique a-stable sur un Banach séparable admet un développement en série de LePage.
Mais I'existence d'une loi symétrique a-stable avec une mesure spectrale donnée n’est pas
automatique et est liée a la notion du type de l'espace de Banach (c¢f. Théoréme 9.27 de
Ledoux et Talagrand [43]). Plus récemment, Davydov, Molchanov et Zuyev [19] ont consi-
déré les lois a-stables a valeurs dans un céne convexe abstrait.

L’espace de Skohorod D? muni de la norme uniforme ||z|| = sup{|z(¢)|; ¢ € [0,1]} est
un espace de Banach mais n’est pas séparable. La topologie uniforme associée a cette
norme est strictement moins fine que la topologie J;. Par ailleurs, I’espace D¢ muni de la
topologie J; est Polonais (i.e. la topologie est métrisée par une métrique rendant 1’espace
complet et séparable), mais cette métrique n’est pas compatible avec la structure d’espace
vectoriel, car I’addition n’est pas continue pour la topologie .J;. Ces propriétés expliquent
que la théorie générale des lois stables sur un Banach séparable ne s’appliquent pas a l’es-
pace de Skohorod.

Cependant, lorsque la série (2.10) converge, la loi de X est une loi a-stable sur D? de
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mesure spectrale o sur la sphére unité S = {x € D¢; ||z|]| =1 } donnée par
" B IVl Lo s oient)
o(A) = : orélien.
E(led|*[IYa]|*)

De plus, I’élément X est a variations réguliéres sur D¢ (cf. Hult et Lindskog [32] ou Davis
et Mikosch [17]) : pour tout 7 > 0 et tout Borlien A C 8¢ tel que o(0A) = 0, on a

X
I IP’—A‘X b,) = r%a(A),
nre"” <||Xy|e X[ > 1) = 7o)

avec
by =inf{r >0; P(||X|| <7r)<n7'}, n>1

On dit alors que X est & variations réguliéres sur P? d’indice o et mesure spectrale o.

Ces propriétés intéressantes conduisent naturellement a se demander quelles conditions
assurent la convergence de la série de LePage (2.10). Seulement quelques cas particuliers
étaient connus :

- lorsque 0 < a < 1, Elg|* < oo et E||Y1||* < oo, la série (2.10) converge presque
stirement uniformément sur [0, 1] (¢f. Davis et Mikosch [17]);

- lorsque 1 < a < 2, que les g; sont symétriques et ont un moment d’ordre « et que
Yi(t) = 1j,4(U) avec (U;)i>1 ii.d. de loi uniforme sur [0, 1], la série (2.10) converge
presque stirement uniformément sur [0, 1] et le processus limite X est un Lévy symé-
trique a-stable (see Rosinski [61]).

Contribution
On propose une condition suffisante pour la convergence presque stire de la série de LePage
(2.10) dans P'espace de Skohorod D?. Le résultat est le suivant :

Théoréme 2.5.1 Supposons 1 < a <2, Ee; =0, Ele;|* < 0o et E||Y1||* < oo. Si il existe
de plus By, B > % et Fy ,Fy continues et croissantes sur [0, 1] tels que

EYi(t2) = Yi(t1)]? < [Fits) — Fi(t)|™, 0<t <t3<1 (2.11)
E[Yi(t:) = YVi()]*|Yi(t) = Yi(t)|* < [Fo(ta) — Ba(t)[*2, 0<ti <t <t <1, (212)
alors la série de LePage (2.10) converge presque stirement dans D?.

Nous donnons dans [D15] plusieurs exemples d’applications de ce résultat. Notons seule-
ment ici que par exemple si Y;(¢) est un processus de Poisson d’intensité A > 0 sur [0, 1],
alors

E(Yi(ts) — Yi(t1))? = At =t + MJta — 1%, 0<t; <ty <1,

et pour 0 <t; <t <ty <1,
E(Yi(t2) = Yi(1))*(Ya(t) = Yi(t))? = (Alta — ] + N2[ta — t*)(A[t = ta] + N2[t — 1),

et on vérifie bien que les conditions (2.11) et (2.12) sont satisfaites.
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2.6 Perspectives

Les perspectives de recherche sur cette thématique se placent dans le prolongement des
travaux [D13] et [D17] sur les modeles de trafic de type « agrégation de sources » et leurs
asymptotiques, notamment le régime intermédiaire.

Moments des mesures aléatoires régénératives

Nous réflechissons actuellement & un cadre général permettant de généraliser les calculs
de [D17] sur les moments du processus ponctuel de renouvellement & = > . 67, avec
(T,))n>0 suite de renouvellement non stationnaire vérifiant Ty = 0. La masse de Dirac
o, = (- — T,,) représente ici un paquet de taille 1 qui arrive au début de la session
débutant au temps Tj,.

Plus généralement, lorsque la n-éme session donne lieu a une activité représentée par une
mesure aléatoire 7, (- — T,,), on est amené & considérer la mesure aléatoire

)= m(-— 1),

n>0

avec la suite (1, Tn+1 — Tn)n>o0 indépendantes et identiquement distribuées. Ces mesure
aléatoires sont dites régénératives, car elles vérifient la propriété de renouvellement

EC)=mo() +&(—=T) avec £() =D m(-— (T, = T1))

n>1

ou ¢ a la méme loi que & et (19, T}) est indépendant de . De nombreux modéles de trafic
peuvent s’inscrire dans ce contexte des mesures régénératives : infinite source Poisson, re-
nouvellement, ON/OFF, renouvellement /récompene . . .

Des calculs préliminaires montre que la propriété de renouvellement des mesures régé-
nératives permet d’obtenir des relations de récurrence entre les différents moments asociés.
Les moments de la mesure aléatoire £ peuvent alors étre calculés de maniére récursive en
exprimant le moment M}, (au sens mesure) d’ordre k en fonction des moments d’ordres in-
féerieurs My, ..., My_,. Une étude plus systématique de ces mesures aléatoires régénératives
nous semble pertinente.

Régime intermédiaire pour le modéle de renouvellement /récompense
Le modéle de renouvellement /récompense est le modeéle de trafic ou 'activité d’une source
est représenté par le processus

n>0
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avec (T,,)n>0 une suite de renouvellement et (R,),>o une suite de variables i.i.d. (les ré-
compenses) indépendante de (7},),>0. L'interprétation de ce modéle est que le débit de
transmission lors de la n-éme session est aléatoire et égal a R,,.

Ce modeéle est étudié par Levy et Taqqu [44] qui étudient 'asymptotique lors de 'agréga-
tion de sources dans les régimes de trafic lourd ou léger. Voir aussi Pipiras et Taqqu [57]
pour les propriétés des processus limites. Nous envisageons d’appliquer notre approche par
les mesures régénératives afin d’obtenir le régime intermédiaire pour ce modéle. La mesure
régénérative correspondant au modéle est donnée par

= Z Rnl[Tan+1] (t) dt.

n>0

Nous pensons que les moments peuvent étre calculés récursivement et qu’on peut ensuite
déterminer leur asymptotique pour obtenir un analogue du Théoréme 2.3.2 pour ce modéle.
Nous anticipons qu’une variante du processus de Poisson fractionnaire devrait apparaitre
a la limite. En particulier, la loi des récompenses persisterait a la limite, ce qui n’est pas
le cas dans les régimes de trafic lourd et léger.

Etude de la propriété d’autosimilarité par agrégation

Cette question a été suggérée par Serge Cohen. La notion d’auto-similarité par agrégation
a été introduite par Biermé, Estrade et Kaj [9] lors de I’étude des champs aléatoires de type
« intégrale de Poisson » apparaissant a la limite dans le régime intermédiaire des modéles
de boules aléatoires. Cette propriété exprime le fait qu'une somme de copies indépendantes
de champs aléatoires suit la méme loi que le champ de départ changé d’échelle. Pour le
processus de Poisson fractionnaire introduit dans le Théoréme 2.3.1, on obtient ainsi que
pour m > 1 et avec ¢, = m"/#=2) on a

m

ST P(t) B e Pu(t/cn),

i=1
avec Py, P%, ... des copies i.i.d. de Pg.
Il serait intéressant d’étudier de maniére plus systématique la notion d’auto-similarité par

agrégation (ce probléme a été soulevé par Serge Cohen). Clairement, un processus auto-
similaire par agrégation est infiniment divisible. On a ainsi pour le processus de Poisson

fractionnaire
m
fdd Z
=1

On pourrait alors s’appuyer sur les travaux de Rosinski et les représentations des processus
infiniment divisibles pour étudier plus systématiquement les propriétés des processus auto-
similaires par agrégation.
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Chapitre 3

Quelques études asymptotiques de
modéles aléatoires issus de la géométrie,
de la biologie ...

Dans ce chapitre, nous regroupons des résultats développés depuis la thése et corres-
pondant aux articles [D1],[D2],|D3],[D4],|D9],|D10],[D11],|[D16]. Ces résultats plus épars et
abordant des modéles variés sont regroupés dans la thématique « Quelques études asymp-
totiques de modeéles aléatoires issus de la géométrie, de la biologie ». Comme il est difficile
d’effectuer une syntheése détaillant chaque travail tant les sujets abordés sont variés, nous
avons choisi de présenter deux travaux récents de maniére plus détaillée, tandis que les
travaux plus anciens seront résumés de maniére trés succinte.
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3.1 Introduction

Ce chapitre intitulé « étude asymptotique de modéles stochastiques issus de la géomé-
trie, de la biologie ... » regroupe des travaux plus épars. Nous considérons des modéles
stochastiques issus de domaines variés, allant de la biologie & la géométrie, en passant par
I'informatique et la dynamique des populations.

Derriére la diversité des modeéles considérés et des applications se cache une méme dé-
marche : ’étude du comportement asymptotique du systéme. Dans un modéle complexe,
le calcul exact des quantités d’intérét est souvent hors d’atteinte, ou au prix de formules
théoriques inexploitables. Il peut alors étre pertinent de considérer le comportement asymp-
totique des observables lorsqu’un parameétre (e.g. la taille du systéme ou I’échelle de temps)
tend vers l'infini. Dans de nombreuses situations, le comportement asymptotique du sys-
téme peut étre décrit de maniére précise grace aux théorémes classiques des probabilités :

— une loi des grands nombres assure la convergence des observables correctement renor-
malisées vers des constantes; lorsque la taille du systéme grandit, des phénomeénes
de moyennisation s’opérent et on observe un comportement quasi-déterministe ;

— un théoréme central limite permet d’étudier les fluctuations du systéme autour de sa
limite ; les fluctuations ont généralement un ordre de grandeur donné par l'inverse de
la racine carrée de la taille du systéme et suivent approximativement une loi normale ;

— un principe de grandes déviations permet de quantifier dans une échelle logarithmique
la probabilité que le systéme dévie de son comportement typique.

Ma thése intitulée « Quelques applications de la théorie des grandes déviations » portait
sur I'analyse asymptotique de trois modéles aléatoires issus de la biologie, de I'informatique
et de 'algorithmique. L’unité du travail repose sur les méthodes utilisées : un travail de
modélisation permettant de traduire le probléme appliqué dans le formalisme des proba-
bilités suivi d’une étude théorique du modéle et de ses propriétés asymptotiques. L’outil
principal utilisé pendant la thése est la théorie des grandes déviations ou I'étude des mi-
nimas de la fonctionnelle de taux permet d’obtenir des lois des grands nombres pour les
quantités d’intérét et de déterminer le comportement asymptotique du systéme lorsque sa
taille tend vers 'infini. Dans ce mémoire, les résultats de théses et autres résultats plus
anciens sont rappelés trés succintement & la fin du chapitre. Nous insistons ici seulement
sur deux travaux plus récents :

— un travail en collaboration avec I’équipe de Poitiers (M. Arnaudon, A. Phan et L.
Yang) portant sur un algorithme stochastique de type gradient pour le calcul de
p-moyenne sur une variété ; nous déterminons la convergence presque stire de 1’algo-
rithme ainsi qu’un principe d’invariance fonctionnelle pour ses fluctuations

— un travail en collaboration avec V. Bansaye et C. Mazza portant sur le lien entre
croissance d’une population en environnement fluctuant et diversité phénotypique ;
I’étude repose sur un modéle de population multitype évoluant selon un processus de
branchement en environnement aléatoire.
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3.2 Un algorithme stochastique de type gradient pour
le calcul de p-moyenne sur une variété [D16]

Motivations et contexte

Etant donné un ensemble de points {x1,...,2,} d’'un espace euclidien F de métrique d,
le barycentre géométrique noté es; de ces points est I'unique minimiseur de la distance
quadratique moyenne :

I

€9 = arg min — d*(z,x;).
z€E N Zl ( Z)

Il est égal & la moyenne empirique ey = %Z?Zl x; et est l'estimateur le plus commun

en statistique. Mais il est sensible aux valeurs extrémes, et il est naturel de remplacer la

puissance 2 par p € [1,2). On définit ainsi la notion de p-moyenne : pour p > 1, un

minimiseur de la fonctionnelle

I E — Ry
Plroe %Zyzl dp(xaxi)
est appelé p-moyenne de 1’ensemble de points {z1,...,x,}. Pour p = 1, e; est la médiane

de ’ensemble de points et est utilisé courament en statistique pour sa robustesse. Il est bien
connu qu’en dimension 1, la médiane d’un ensemble de réels n’est pas toujours définie de
maniére unique. Ce cas est cependant exceptionnel : la p-moyenne d’un ensemble de points
est uniquement déterminée dés que p > 1 ou que p = 1 et les point ne sont pas alignés.
Dans ces cas, la fonctionnelle H), est en effet strictement convexe ce qui assure 'unicité du
minimiseur.

La notion de p-moyenne est naturellement étendue aux probabilités sur une variété rie-
manienne. Soit ¢ une mesure de probabilité sur une variété Riemanienne M de distance p.
Pour p > 1, une p-moyenne de p est un minimiseur de la fonctionnelle

M — R,
z = [, 0 (@ y)p(dy)

'
Contrairement au cas Euclidien, la fonctionnelle H, n’est pas nécessairement convexe
lorsque p > 2 et la p moyenne n’est pas toujours uniquement déterminée. Le cas p = 2
correspond au barycentre Riemanien ou Karcher mean et a été étudiée par Karcher [13],
Kendall [15], [16], Emery et Mokobodzki [8|, Picard, [18] Arnaudon et Li, [4] ... ou les
questions d’existence, d’unicité, de stabilité, les liens avec les martingales et les flots sto-
chastiques sont considérés. Dans le cas général p > 1, I'existence et 'unicité des p-moyennes
est prouvée par Afsari [1| dans le cas ou le support de la loi p est « petit ». Plus précisément,
si inj(M) désigne le rayon d’injectivité de la variété M et a® > 0 une borne supérieure
pour les courbures sectionnelles sur M, I'existence et I'unicité de la p-moyenne est prouvée
pour les mesures v a support inclus dans un compact convexe K, d’une boule géodésique
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B(a,r) de rayon

L min ?nj(M), ) ifpe(l2) (3.1)

. _ 2
T <Tap with Ta,p { %min an(M), Z if pe [2, OO)

Etant donné 'existence et 'unicité de la p-moyenne, la question de sa détermination pra-
tique se pose naturellement. Dans le cas euclidien avec p = 1, le probléme de la détermi-
nation de la médiane e; d’un ensemble de points est connu sous le nom de probléme de
Fermat-Weber et de nombreux algorithmes ont été proposés. Le premier par Weiszfeld [22]
et ensuite adapté par Fletcher et al. [10] auw cas des variétés a courbure négative. Yang
[23] a élargi ces résultats au cadre des de la courbure positive ou négative. Dans le cas
p = 2, le barycentre Riemanien est calculé par Le [17] & 'aide d’un algorithme de descente
du gradient.

Contributions

Nous considérons un algorithme stochastique du type gradient pour déterminer la p-
moyenne sur une variété Riemanienne dans le cas général p > 1 et sous les conditions
de Asfari [1] assurant I’existence et 1'unicité de la p-moyenne. Cet algorithme est plus facile
a implémenter qu’un algorithme de descente du gradient classique, car on n’a pas a calculer
a chaque pas le gradient de la fonctionnelle H, & minimiser. Plus précisément, on construit
une chaine de Markov inhomogéne (X )x>o de la maniére suivante : & chaque pas de temps
k > 0, on tire un point Py 1 de loi u et 'on déplace le point courant X en X, selon la
géodésique de X a Pyyq d’'une distance dépendant de p et d'un parametre déterministe
tr+1. Nous prouvons la convergence de la chaine de Markov (Xj)r>o vers e, et étudions
aussi les fluctuations autour de la limite.

L’algorithme du gradient stochastique et sa convergence
Soit M une variété riemanienne a courbure pincée : soit a, 3 > 0 tels que o? soit un
majorant de la courbure sectionnelle sur M et —3? un minorant. La distance riemanienne
sur M est notée p et le rayon d’injectivité de M est noté inj(M). Soit B(a,r) une boule
géodésique dans M avec a € M, r > 0 et p une mesure de probabilité a support inclus
dans un compact convexe K, de B(a,r). Soit p € [1,00). On suppose la condition suivante
sur (r,p, p) :
Hypothése A; :

— le support de p n’est pas réduit a un point, et si p = 1, on suppose de plus que le

support de p n’est pas inclus dans une droite ;
— le rayon r vérifie (3.1).

Notons que la boule B(a,r) est convexe lorsque r < %min {inj(]\/[), g}
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Il est prouvé dans [1] (Theorem 2.1) que, sous la condition A, la fonction
H,: M >R,
o5 [ P utay)
M

a un unique minimiseur e, sur M appelé la p-moyenne de p, et de plus e, € B(a,r).
Si p = 1, e; est la médiane de p. On vérifie facilement que si p € [1,2), alors H,, est
strictement convexe sur B(a,r) et que si p > 2, alors H, est de classe C? sur B(a,r) (mais
pas nécessairement convexe).

Dans la suite on fixe

p(l(“,l3(a,r)c).

K = B(a,mr —¢€) avec €= 5

Nous définissons un algorithme stochastique (Xj)r>o de type gradient stochastique pour
approcher la p-moyenne e, de la maniére suivante. On se donne (FPy);>1 une suite i.i.d de
variables aléatoires & valeurs dans B(a,r) et de loi p et (tx)g>1 une suite de réels positifs

satisfaisant
. 1 p(K,, B(a,r))
VE>1, t, <6 = r ’ 3.2
= 1, kE > 01 min (Cp’#,KJ 2p(2r>p_1 9 ( )

D tp=400 et Y i <oo. (3.3)
k=1 k=1

Pour zy € K fixé, on définit la suite (Xj)x>0 de maniére inductive par
Xo=1x9 etpour k>0 Xpy1 =expy, (_tk+1 grady, Fy(-, Pk+l)) (3.4)
avec Fy,(z,y) = pP(x,y) et la convention grad, F,(-,x) = 0.
On montre la convergence de ’algorithme du gradient stochastique.
Théoréme 3.2.1 La suite (Xi)g>1 converge presque sirement et dans L* vers e,,.

L’algorithme se simplifie de maniére radicale lorsque M = R% et p = 2. Lorsque M = R
et p loi de probabilité sur R? & support compact, I'algorithme (3.4) devient

XO =X et pour k Z 0 Xk+1 = Xk - tk+1 graka Fp<~,Pk+1).
Lorsque p = 2, eo = E[P,] et grad, F,(-,y) = 2(z — y), si bien que

X1 = (1 = 261 Xp) + 2641 Peyn, k>0



86

et on obtient

k-1 k-1 Jj—1
Xp=ao [J(1—2tey) +2> Pojtary [J(1 = 2txr), k> 1.
§=0 j=0 =0
Avee t — —
vec t = 5% on a
k—1 7j—1 L j
IIO—%mpzoet]Iﬂ—%M@:—?—
j=0 =0
et
k—1 1 1 k
Xi = Pk—j%ZEZPJ-
7=0 j=1

Dans ce cas, I'algorithme du gradient stochastique pour la moyenne ey de p coincinde avec
la moyenne empirique d’un échantillon i.i.d. de loi x. Dans ce cas simple, le résultat du
Théoréme 3.2.1 n’est rien d’autre que la loi des grands nombres. De plus, les fluctuations
autour de la moyenne sont données par le Théoréme de Donsker.

Fluctuations de I’algorithme du gradient

Nous nous penchons sur les fluctuations de la suite (Xj),>0 autour de la p-moyenne e,. On
considére la chaine de Markov inhomogéne et a valeurs dans M définie par (3.4) dans le
cas particulier ol

t), = min (%,(51) , k>1 (3.5)

avec 0 > 0. La suite (f)r>1 vérifie alors (3.2) et (3.3), si bien que le Théoréme 3.2.1
s’applique et que (Xj)r>o converge p.s. et dans L? vers e,. Afin d’étudier ses fluctuations,
on définit pour n > 1 la chaine de Markov (Y}")r>0 & valeurs dans T, M par

k
YV'=— expgp1 Xy

Vn

Nous allons montrer la convergence de (Y[Zt])ogtgl vers un processus de diffusion non-
homogéne. Le processus limite est définit dans la proposition suivante :

Proposition 3.2.2 Supposons que H, soit C* dans un voisinage de e, et que § > C’p_’i’K.
Soit
FzEkm%ﬁNJﬂ@gm%@@Hﬂ

et Gs(t) le générateur

G0 (y) = (dy f, 1 (y — SVAH, (y, -)F)) + %Hessy (1)
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ot VAH,(y, )" est le vecteur dual de la forme linéaire VAH,(y,-). Alors il existe une unique
diffusion inhomogene (ys(t))i>o sur Te, M de générateur Gs(t) et convergeant en probabilité
vers 0 lorsque t — 0%. Le processus ys est continu, converge p.s. vers 0 lorsque t — 07 et
admet la représentation intégrale suivante :
d t
ys(t) = Ztl_‘”"'/ s 1o dBy, e;)e;, >0, (3.6)
i=1 0
avec By mouvement Brownien standard sur T, M, o € End(TepM) satisfaisant oo* = T,

(€i)1<i<a base orthonormale diagonalisant la forme bilinéaire symétrique VA H,(e,) et (Ai)1<i<d
les valeurs propres associées.

La représentation intégrale (3.6) implique que ys est un processus Gaussien centré de
covariance

T(er @ e;) LS

vt a) =10 LN (1 A )BT,
¢ J

E [y5(t)y3(t2)] =
avec yi(t) = (ys(t),e;), 1 < 4,5 < d et ty,t3 > 0.

Notre principal résultat concernant les fluctuations de I'algorithme du gradient stochastique
est le suivant :

Théoréme 3.2.3 Supposons que H, est C* sur un voisinage de e, et que & > O;i,K' Alors
la suite de processus (Y[Zt})t>o converge faiblement dans D((0,00),T., M) vers ys.

Notons que dans ce résultat, la limite dépend fortement du paramétre o > 0 choisi pour
régler le pas de l'algorithme (cf. équation (3.5)). La preuve de ce résultat repose sur la
convergence des générateurs associés aux chaines de Markov et des calculs différentiel en
géométrie riemannienne sur les champs de Jacobi.

Perspectives

Il semblerait intéressant d’obtenir des principes de grandes déviations ou de déviations mo-
dérées permettant de quantifier dans une échelle logarithmique la vitesse de convergence de
X, vers la p-moyenne e,. Une fagon d’attaquer le probléme serait d’utiliser I’approche par
générateur infinitésimal de la théorie des grandes déviations pour les chaines de Markov
développée par Feng et Kurtz [9]. Il faudrait donc commencer par vérifier si les générateurs
associés a la chaine de Markov (Y[Zt])po « convergent » dans 1’échelle des grandes dévia-
tions ou des déviations modérées. La théorie générale céveloppée dans [9] est cependant
assez lourde et 'application a ce probléme précis pas encore claire a ce jour. On s’attend
néanmoins a ce que les déviations modérées soient plus faciles & appréhender grace a la
simplicité des fonctionnelles de taux quadratiques en général.
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3.3 Diversité phénotypique et croissance d’une popula-
tion multitype en environnement aléatoire [D11]

L’article [D11]| en collaboration avec V.Bansaye et C.Mazza traite de dynamique de
populations. Nous étudions le lien entre diversité phénotypique et variations de l'envi-
ronnement et pour ce faire, nous considérons un modéle de branchement multitype en
environnement aléatoire et considérons la dépendance entre le taux de croissance de la
population et les taux de transition inter-types.

Motivations

La diversité phénotypique est un facteur important d’adaptabilité des populations aux fluc-
tuations de I'environnement dans lequel elles évoluent. Ainsi, des observations montrent
que la plupart des colonies de cellules sont hétérogénes, c’est-a-dire composées de phéno-
types variés. Récemment, plusieurs auteurs ont proposés des modeéles expliquant le role
de cette hétérogénéité. Citons notamment les travaux de Haccou et Iwasa [12], Kussel et
Leibler [14], Thattai et van Oudenaarden [21] ou encore Gander, Mazza et Rummler [11].
Dans ces papier, des processus stochastiques a temps continu représentent 1’évolution de
la population et reposent sur des modéles de naissance couplés par un mécanisme de mi-
gration, ou les taux de naissance et de migration dépendent d’un environnement flucuant.
Les auteurs utilise le fait que I’espérance mathématique du vecteur représentant 1’évolution
de la population est solution d’une equation différentielle linéaire a coefficient variables et
dépendant de I’environnement et ils étudient le comportement asymptotique en temps long
de ces solutions. Sans rentrer dans les détails, I'idée principale de ces travaux est d’étu-
dier 'impact des taux de migrations entre différents types sur la croissance globale de la
population et de déterminer les stratégies permettant la meilleure adaptation globale de
la population. On montre ainsi le role fondamental des individus mal adaptés & une date
donnée mais ayant un bon potentiel dans un environnement susceptible d’arriver dans le
futur. Différents types de stratégie sont considérés : les stratégies de type stochastic swit-
ching ou les individus n’ont pas connaissance de ’environnement dans lequel ils évoluent
et ne peuvent donc pas adapter leur stratégie de migration & I’environnement courant, et
les stratégies de type responsive switching ou les individus disposent de capteurs leur per-
mettant de connaitre ’environnement dans lequel ils évoluent et d’adapter leur stratégie
migratoire en conséquence.

Dans l'article [D11], nous considérons des questions similaires en nous appuyant sur des
processus de branchements multitypes en environnement aléatoire plutot que sur des pro-
cessus de naissance avec migration. On s’intéresse a la détermination des stratégies opti-
males permettant de maximiser I’exposant de Lyapounov représentant le taux de croissance
géométrique de la population sur le long terme. On s’appuie en particulier sur un modéle
résoluble de maniére analytique et basé sur des noyaux gaussiens (c¢f. Haccou and Iwasa

[12]).



89

Modéle

Commencons par préciser le modeéle de processus de branchement multitype en environne-
ment aléatoire. On se donne :

- un espace probabilisé (92, F,P),

- un espace métrique T (espace des types),

- un espace polonais £ (espace de I'environnement).

L’environnement est donné par une suite stationaire ergodique w = (wy,),>0 & valeurs dans

& et de distribution v sur £ N, Ici w, désigne la valeur de ’environnement au temps n > 0.
La population au temps n est représentée par un vecteur Z,, = (Z% )1, ou Z! est le nombre
d’individus ayant le trait ¢ dans la population au temps n. La taille de la population totale
est notée | Z,|. On suppose qu’a chaque pas de temps, les individus se reproduisent et laisse
place a une nouvelle génération. La loi du nombre de descendants d’un individu de type ¢
en environnement e est notée Y, ., les descendants choisissent leur trait avec la loi 7 sur
T . Soit N7 I'ensemble des fonctions de 7" dans N a support fini et (1,);c7 la base canonique.
On définit le processus Z, = (Z! )7 a valeurs dans N7 de la maniére suivante :

ZO = N07

gt,wn

Zn Sin (3.7)
T 3) ) TR
teT i=1 j=1
avec
— N, variable aléatoire a valeurs dans N7 donnant la population au temps 0 ;
- { fz,z >1,n>0,teT,ec&}et {Tf]en,z >1,7>1,n>0,t € T,e € E} variables

aléatoires indépendantes de loi

t,e t,e
Sm ~ T et Tilin ™~ Tte-

- No, {&5}, {Tffn et w = {w,} indépendantes.

Notre étude se concentre sur l'influence de la distribution de la distribution des traits
sur la croissance de la population. On considérera la loi de I'environnement v et la loi du
nombre de descendant T, . fixées, alors que 7 sera considéré comme un parameétre. L’idée
intuitive est que :

i) le fitness d’un individu est déterminé par son phénotype et son environnement,

ii) la variabilité phénotypique intergénérationnelle influe sur le fitness global de la po-
pulation et doit étre opimisée afin de maximiser le fitness global.

La distribution des traits m peut ainsi étre vue comme la stratégie utilisée par la population
pour maximiser sa croissance. La performance de la stratégie est mesurée par le taux de
croissance a long terme
v(r) = lim n~'logE,, ny| Za|-
n—oo

Sous des hypothéses assez générale, cette limite existe et ne dépend pas de I'environne-
ment ni de la population initiale. Notons qu’il est important de considérer le modeéle gelé
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(quenched, i.e. conditionné a I’environnement) et non pas le modéle moyenné sur tous les
environnement (annealed). Ainsi le critére () donne le taux de croissance de la popula-
tion dans un environnement typique. Un critére moyenné sur I’environnement serait biaisé
par des environnements peu probable ol la population croit trés vite.

Quelques résultats

La plupart de nos résultats sont donnés dans le cas non héréditaire ou 7, ne dépend pas
de t. La suite (|Z,])n>0 & alors une strucutre simple de processus de branchement (a un
seul type) en environnement aléatoire. L’environnement par paires w® = ((w,_1,wn))n>1
forme une suite stationnaire et ergodique sur £2 de loi stationnaire v, c’est-a-dire que 14
est la loi de (wy,ws). On note également m;,. le moment d’odre 1 de Y., i.e. le nombre
moyen d’enfants d’un individu de type t en environnement e.

Proposition 3.3.1 Dans le cas non-héréditaire m , = 7, le processus de taille (|Z,|)n>1
est un processus de branchement simple en environnement aléatoire w® avec loi de repro-
duction

Tw,(el,eg) = / Tt,egﬂ'el (dt)
T

Conditionnellemenet a w, la population au temps n a pour taille moyenne

n—1

Eo|Z,| = Euy| 74 H My, o

k=1

AVEC Mg, ey = [ My ey De, (dt) le moment d’ordre 1 de Y (¢, e,). Si Uintégrale

~y(m) = /2 log (mpqm) vo(dey, des),
3

existe, alors
lim n 'logE,|Z,| = v(p) presque sirement.
n—oo

Le critére générale d’extinction des processus de branchements en environnement aléatoire
(cf. Athreya et Karlin |2, 3] et Tanny [20]) affirme alors que :
— dans les cas sous-critique y(7) < 0 et critique y(7) = 0, la population s’éteind avec
probabilité 1 dans presque tous les environnements ;
— dans le cas sur-critique (et sous une hypothése technique supplémentaire), la popula-
tion peut survivre avec une probabilité positive dans presque tous les environnements.

Un exemple tres simple permet de mettre en évidence 'intérét de la diversité phénotypique.
Dans le cas 2 x 2 avec € = {ey,ea} et T = {t1, 2}, considérons un environnement i.i.d. tel
que wo ~ 1/2(de, + de,). Supposons

mtl,el = 15, mt%el = 06, mtlm = 06, mt2,e2 = 15 (38)
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Ici, les deux environnements sont équiprobables, avec le type ¢; mieux adapté a I'environ-
nement e; et une symétrie dans le modeéle. Pour les stratégies pures 7 = 0, ou T = 0y,
c’est a dire une population sans diversité phénotypique, on a

v(0¢,) = 7v(ds,) = 0.5(log(1.5) + log(0.6)) ~ —0.053.

En particulier, on est dans le régime sous-critique et la population s’éteind p.s. On peut
montrer que la stratégie m . = 0.59;, + 0.59;, est optimale et que

~(0.58;, + 0.504,) = log(0.5 * (1.5 4 0.6)) ~ 0.049.

Le régime est surcritique et la population survit avec probabilité non nulle p.s. Cela met
en lumiére le role de la diversité phénotypique dans la population.

On donne ensuite une caractérisation des stratégies non-héréditaires optimales ainsi que
des conditions suffisantes d’existence et d’unicité des stratégies optimales. On note v, (des)
la loi conditionnelle de wy sachant w; = e;.

Proposition 3.3.2 Dans le cas non-héréditaire . = m, :
o Une stratégie est optimale si et seulement st

my
sup / 2y, (des) <1 presque surement.
teT JE mﬂwl,eg

e Les conditions suivantes assurent [’existence et ['unicité de la stratégie optimale :
— 1l existe M > 0 tel que my. < M pour toutt € T,e € & ;
— pour tout e € &, Uapplication t — my . est continue et tend vers 0 en l'infini;
— la famille {t — my.; e € £} est linéairement indépendante.

Les résultats précédents permettent d’analyser les cas ot I'espace des traits 7 est fini
et également un modéle basée sur des distributions Gaussiennes dit & Haccou et Iwasa
[12]. Nous détaillons seulement ce deuxiéme exemple ici. On se donne &€ = T = R et
on suppose l'environnement donné par une suite Gaussienne stationnaire et ergodique
de loi stationnaire v; = N(u,03) et de corrélation p = corr(wp,w;). On suppose que le
nombre moyen d’enfants d’un individu de trait ¢ en environnement e est donné par le
noyau Gaussien

C ( (t — 6)2>
Mpe = exp | ———— | .
© 210 207
En environnement e, les individus de trait ¢ = e sont les mieux adaptés. La proposition
précédente permet d’affirmer 'existence et 'unicité de la stratégie optimale et de la calculer.
Elle est donnée par

— { Op+p(e—p) S? (1—p?)
‘ N+ ple—p),(1—p*o5 —oa7) si(l—p*o; >
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et I'exposant de Lyapounov optimal est alors

Y(m) = log C' — % log(2mo?) — % si (1 —p*o2 <ol
‘ log C' — $log(2m(1 — p?*)o3) — 5 si (1 —p?)o3 > of
Des calculs analogues permettent de déterminer la stratégie optimale lorsque I'individu n’a
pas connaissance de I’environnement dans lequel il évolue. On peut alors discuter selon les
paramétres du modéles (C, 01, 09, p) la pertinence des différentes stratégies : pure, stochas-
tic switching ou responsive switching et déterminer les stratégies amenant a l’extinction de
la population ou au contraire assurant sa survie.

Dans le papier [D11], nous développons également le cas ou l'espace des traits T est fini.
L’étude se termine par quelques résultats dans le cas héréditaires qui se révele nettement
plus complexe : on donne la loi en champ moyen de la généalogie typique d'un individu
ainsi qu’une formule pour 'espérance de la taille de la population au temps n. Le modéle
de Haccou et Iwasa permet la encore des formules analytiques.

Perspectives

Notre travail s’est concentré sur le cas non-héréditaire, la taille de la population évolue alors
comme un processus de branchement simple en environnement aléatoire ce qui simplifie
grandement les calculs. Le cas héréditaire, c’est a dire lorsque la loi du type des enfants
dépend du type des parents est beaucoup plus difficile. Nous réfléchissons actuellement
a une approche par la théorie des grandes déviations du probléme, qui nous permettrait
d’exprimer ’exposant de Lyapounov comme solution d’un probléme variationnel. Notre
approche reposerait sur les travaux de Seppalainen [19] étudiant les grandes déviations des
chaines de Markov en environnement aléatoire et sur la méthode de Laplace permettant de
traiter la structure de branchement. Cette approche par la théorie des grandes déviations
des problémes de branchement (sans environnement aléatoire) est développée par Bansaye
et Lambert [5]
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3.4 Travaux de thése [D1,D2,D3]

Un modéle stochastique de dénaturation de ’ADN [D1]

On considére le modéle de Benham pour la séparation des deux brins (ou dénaturation)
de I’ADN qui prend en compte des données physiques (température) ou géométrique (su-
perhélicité du polymére d’ADN). C’est un modéle de spins en champ moyen avec champ
extérieur hétérogeéne et conditionné aux configurations présentant un faible nombres de
« bulles de dénaturation ». Sous des conditions portant sur le champ extérieur, nous prou-
vons un principe de grandes déviations pour la dénaturation totale, ot la fonction de taux
dépend fortement de la structure du champ extérieur. Cela nous permet d’obtenir une loi
des grands nombres pour la dénaturation et d’étudier le taux de dénaturation en fonction
de la température et de la superhélicité. On met en évidence des phénomeénes de seuil et
de transitions de phase.

Structure de données dynamiques [D2]

On présente une analyse probabiliste des structures de données dynamiques dont la taille
évolue selon une marche aléatoire dynamique. Les opérations basiques d’insertion, supres-
sion, requétes ... sont considérées et ont une loi dépendant du temps. Le modéle constitue
un premier pas vers I’étude de ces modeles classiques avec une hétérogénéité temporelle
introduite par le systéme dynamique. Nous illustrons nos résultats sur les stuctures de
listes classiques (listes linéaires, queues de priorité, dictionnaires .. .).

Un algorithme génétique de type « sélection/mutation » [D3]

Nous considérons un modéle de marches aléatoires pondérée défini comme suit : la tra-
jectoire (Sp,...,S,) de la marche simple symétrique sur Z est affectée d’une probabilité
proportionnelle au produit [[;_, f(Sk), ou f désigne la fonction de fitness. Grace a des
méthodes de grandes déviations, on prouve la convergence a vitesse exponentielle de la
trajectoire renormalisée vers une fonction déterministe. Cette fonction limite est solution
d’un probléme variationnel que I'on peut résoudre explicitement dans le cas des fonctions
fitness de type puissance. Ces résultats sont ensuite appliqués a I’étude d’une dynamique
de mutation-sélection sur les entiers, obtenue comme la limite en population infinie d’'un
algorithme génétique de mutation-sélection. On montre que cette dynamique a un compor-
tement ballistique et on explicite sa vitesse.
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3.5 Autres travaux [D4,D9,D10]

Le modéle de Curie-Weiss en champ aléatoire quasi-périodique [D4]

On étudie le modele de Curie Weiss soumis & un champ extérieur engendré par un systéme
dynamique. On prouve que la magnétisation vérifie les théorémes classiques de probabilité
(loi des grands nombres, théoréme central limite, principe de grandes déviations). Ces
résultats étendent ceux obtenus par Ellis et Newman |7, 6] dans le cas de champ extérieur
homogéne.

Nombres de Betti des surfaces aléatoires associés aux espaces de polygones [D9]
Les espaces de polygones du type

Mg:{(ul,--- up) € St x-St Zn:liuizo}/SO(Q)
=1

ou leurs analogues trois-dimensionnels jouent un role important en géométrie et en topolo-
gie et interviennent également dans des modéles de robotique ol /; représente les longueurs
des différents segments d’un bras articulé. On considére le cas ot les réels [; sont des va-
riables aléatoires et donc M, est une surface aléatoire. La complexité de la surface peut étre
approchée par des grandeurs telles que les nombres de Betti, la caractéristique d’Euler ou
le polynome de Poincaré. On étudie ces quantités d’un point de vue asymptotique lorsque
n tend vers 'infini et on obtient des résultats du type loi des grands nombres et théoréme
central limite.

Analyse du probléme stochastique des serveurs sur le cercle [D10]

On analyse une version stochastique du probléme des serveurs dans lequel des serveurs
se déplacent sur un cercle pour satisfaire des requétes arrivant de maniére aléatoire. On
suppose les requétes indépendantes et identiquement distribuées. Le cotiit de service est
mesuré par la distance effectuée par un serveur pour honorer une requéte. Le but est de
minimiser le cotit moyen de service par requéte a ’équilibre. On étudie la performance
de la stratégie glouton, ot une requéte est systématiquement servie par le serveur le plus
proche.
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